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RESUMEN: 

La representación de amplitud y fase permite obtener ecuaciones diferenciales para la amplitud y el 
vector  de  onda.  Éstas  ecuaciones  pueden  desacoplarse  utilizando  el  invariante  de  Ermakov.  Para 
medios  estratificados  transparentes,  se  muestra  que  la  componente  del  vector  de  onda  en  la 
dirección de estratificación ݇௭, cumple con la relación ݇௭tanሺߠሻ ൌ constante, donde ߠ es el ángulo de 
inclinación  de  propagación.  Dicha  componente  satisface  la  ecuación  diferencial  no  lineal 

݇௭ ሷ݇ ௭ െ
ଷ

ଶ
ሶ݇
௭
ଶ  2ሾ݇௭

ଶ െ ሺ݊ଶ െ ଶሻ݇ߙ
ଶሿ݇௭

ଶ ൌ 0, donde ݊ es el índice de refracción, ߙ es una constante y ݇ 

la  magnitud  del  vector  de  onda  en  el  vacío.  Para  variaciones  suaves  del  índice  de  refracción 
comparadas con la longitud de onda, la relación anterior deviene en la relación de Snell generalizada 
݊ଶሺݖሻsinଶߠሺݖሻ ൌ  ଶ. Enߙ el  caso de  interfase abrupta  entre dos medios homogéneos,  se  recupera  la 
relación usual de Snell ݊ଵsinߠଵ ൌ ݊ଶsinߠଶ. 

Palabras clave: Propagación en Medios Inhomogéneos, Medios Estratificados, Invariante de Campos 
Complementarios. 

ABSTRACT: 

The representation of waves in amplitude and phase variables can be decoupled using the Ermakov 
invariant. The wave vector component in the direction of stratification kz, satisfies the relationship 
݇௭tanሺߠሻ ൌ constant, where ߠ is the angle of propagation. This component must fulfill the nonlinear 

differential equation ݇௭ ሷ݇ ௭ െ
ଷ

ଶ
ሶ݇
௭
ଶ  2ሾ݇௭

ଶ െ ሺ݊ଶ െ ଶሻ݇ߙ
ଶሿ݇௭

ଶ ൌ 0, where ݊ is the refractive index, ߙ is a 

constant  and ݇  the wave  vector magnitude  in  vacuum.  For  soft  variations  of  the  refractive  index 
compared with the wavelength, this relationship becomes the so called generalized Snell relationship 
݊ଶሺݖሻsinଶߠሺݖሻ ൌ ଵߠଶ. For an abrupt interface, the usual Snell equation ݊ଵsinߙ ൌ ݊ଶsinߠଶ is recovered. 

Key words: Propagation in Stratified Media, Ermakov Invariant. 
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1. Introducción 

La relación entre el ángulo de incidencia medido 

desde  la  normal  a  la  superficie  y  el  ángulo  de 

refracción  de  un  rayo  de  luz  que  se  propaga 

entre  dos  medios  con  distinto  índice  de 

refracción  e  interfase  abrupta  plana  se  conoce 

como  la  relación  de  Snell.  Si  el  ángulo  de 

incidencia  es   ଵߠ y  el  índice  de  refracción  del 

primer medio  es  ݊ଵ mientras  que  el  ángulo  del 

haz  transmitido  es   ଶߠ con  índice  de  refracción 

݊ଶ, 

݊ଵsinߠଵ ൌ ݊ଶsinߠଶ.  ሺ1ሻ

Esta expresión también se conoce como relación 

de los senos. 

En el  caso de medios estratificados el  índice 

de  refracción  no  necesariamente  cambia  de 

manera  abrupta,  sin  embargo,  se  mantiene  la 

condición  de  que  el  índice  de  refracción  varíe 

solamente  en  una  dirección,  por  ejemplo,  la 

dirección ݖ. Se ha establecido una generalización 

de la relación de Snell para medios estratificados 

[1, p.58] cuando la onda es homogénea 

݊ሺݖሻsinሾߠሺݖሻሿ ൌ constante.  ሺ2ሻ

Recordemos que una onda es homogénea  si  los 

planos de equi‐fase coinciden con  los planos de 

igual amplitud [1] (p.639).  

En  este  trabajo  se  obtiene  la  relación  más 

general  para  el  ángulo  de  refracción  y  de  ésta 

expresión  se  derivan  la  relación  de  Snell 

generalizada y  la relación de Snell convencional 

entre dos medios homogéneos. El formalismo de 

amplitud  y  fase  (AmF)  permite  abordar  otros 

casos como la relación entre planos de equi‐fase 

y equi‐amplitud para medios estratificados. 

 

 

Fig.  1:  Evolución  del  frente  de  onda  y  su  correspondiente 
vector  de  onda  a medida  que  se  propaga  entre  dos medios 
con interfase abrupta. ݇௬ es constante en toda la propagación 

mientras que ݇௭ ൌ ݊ଵ݇ en el medio 1 y cambia a ݇௭ ൌ ݊ଶ݇ 
en el medio 2 (amarillo en la figura). 
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2. Propagación en medios 
estratificados 

Un  medio  estratificado  es  un  medio  con 

propiedades  constantes  en  cada  plano 

perpendicular a una dirección fija [1] (p.54). Las 

multicapas con  índice de  refracción constante o 

variable  (rugate)  son  medios  estratificados 

utilizados  en  una miríada  de  dispositivos  como 

son  los  espejos  dieléctricos  para  láseres.  En  un 

medio  inhomogéneo  la  permitividad   ߝ y  la 

permeabilidad ߤ son  funciones dependientes de 

la  posición.  La  dependencia  espacial  está 

restringida  a  una  dirección  en  el  caso 

estratificado. 

La ecuación para el  campo eléctrico ۳ en un 

medio isotrópico lineal pero inhomogéneo es [1] 

(p. 11)  

ଶ۳ െ ߝߤ
߲ଶ۳

ଶݐ߲
ൌ 

ൌ െሺ۳ ∙ ሻߝln െ ߤln ൈ  ൈ ۳,

ሺ3ሻ

donde ߤ,  son las permeabilidad y permitividad ߝ

respectivamente1  (independientes  del  tiempo 

pero  con  dependencia  espacial  arbitraria).  De 

ésta expresión se obtiene la ecuación diferencial 

del  campo  eléctrico  transverso  para  una  onda 

electro‐magnética  armónica  linealmente 

polarizada ۳ → ,ݕ௫ሺܧ ሻ݁ݖ
ିఠ௧܍ො௫ propagándose en 

el  plano  ݕ −  ݖ en  un  medio  estratificado  en  la 

dirección z [1] (p.55) 

߲ଶܧ௫
ଶݕ߲


߲ଶܧ௫
ଶݖ߲

 ௫ܧଶ߱ߝߤ ൌ
߲lnߤ

ݖ߲

௫ܧ߲
ݖ߲

,  ሺ4ሻ

donde ߱ߝߤଶ ൌ
మ

మ
߱ଶ ൌ ݊ଶ݇

ଶ. La permeabilidad y 

permitividad  dependen  solamente  de  la 
dirección   .ݖ El  término  ሺ۳ ∙  ሻߝln es  cero  para 
ondas  TE.  Sin  embargo,  si  la  polarización  del 
campo  eléctrico  está  en  el  plano  de  reflexión 

۳ → ൫ܧ௬ሺݕ, ො௬܍ሻݖ  ,ݕ௭ሺܧ ො௭൯݁܍ሻݖ
ିఠ௧  las  ecuacio‐

nes  para   ௬ܧ y   ௭ܧ contienen  términos  extra 

provenientes  de  ሺ۳ ∙ ሻߝln ൌ
பாሺ௬,௭ሻ

ப௬

ப୪୬ఌሺ௭ሻ

ப௭
ො௬܍ 

డ

డ௭
ቀܧ௭ሺݕ, ሻݖ

ப୪୬ఌሺ௭ሻ

ப௭
ቁ  ො௭܍ y  de  ߤln ൈ  ൈ ۳ ൌ

ப୪୬ఌሺ௭ሻ

ப௭
ቀ
డா

డ௬
െ

డா

డ௭
ቁ  .ො௬܍ Es  entonces  preferible 

calcular  el  campo  transverso  magnético  que 
satisface la ecuación 

                                                 
1 Se utilizan unidades de sistema internacional (SI) en 
vez del  sistema Gaussiano  empleado  en  la  referencia 
antes citada. 

ଶ۶ െ ߝߤ
߲ଶ۶

ଶݐ߲
ൌ 

ൌ െሺ۶ ∙ ሻߤln െ ߝln ൈ ሺ ൈ ۶ሻ.

ሺ5ሻ

Para ۶ ൌ ,ݕ௫ሺܪ  :ො௫܍ሻݖ

߲ଶܪ௫
ଶݕ߲


߲ଶܪ௫
ଶݖ߲

 ௫ܪଶ߱ߝߤ ൌ
߲lnߝ

ݖ߲

௫ܪ߲
ݖ߲

.  ሺ6ሻ

Esta  ecuación  es  formalmente  idéntica  a  la  Ec. 

(4).  El  campo  eléctrico  con  polarización  en  el 

plano de reflexión se calcula entonces a partir de 

la solución de ésta ecuación ۳ ൌ


ఌఠ
 ൈ ۶௫. 

Por  separación  de  las  variables  espaciales 

,ݕ௫ሺܧ ሻݖ ൌ ܻሺݕሻܷሺݖሻ  en  la  Ec.  (4),  se  generan 

ecuaciones  diferenciales  para  cada  coordenada. 

La ecuación para la variable ݕ, 

1

ܻ

݀ଶܻ

ଶݕ߲
ൌ െߙଶ݇

ଶ,  ሺ7ሻ

puede integrarse inmediatamente 

ܻሺݕሻ ൌ ܻexpሺ݅݇ߙݕሻ,  ሺ8ሻ

donde  la  constante  ଶ݇ߙ
ଶ  proviene  de  la 

separación  de  variables.  La  solución  general  en 

la dirección ݕ es entonces 

ܻሺݕሻ ൌ ܻexpሺ݅݇ߙݕሻ  ܻିexpሺെ݅݇ߙݕሻ. ሺ9ሻ

Las amplitudes  ܻ y  ܻି representan vectores de 

onda contra‐propagantes en la dirección ݕ. Si se 

considera  una  sola  onda  incidente,  solamente 

sobrevive  uno  de  los  dos  términos,  digamos  ܻ. 

La ecuación en la dirección de estratificación es: 

݀ଶܷ

ଶݖ߲
െ
߲lnߤ

ݖ߲

ܷ݀

ݖ݀
 ሺ݊ଶ െ ଶሻ݇ߙ

ଶܷ ൌ 0.  ሺ10ሻ

Este  formalismo  tiene  aplicabilidad  en  muy 

diversos  ámbitos  de  la  óptica,  por  ejemplo, 

elipsometría,  efectos  no  especulares,  montaje 

cónico (fuera del plano de polarización normal), 

medios  GRIN,  etc.  En  éste  último  caso,  se  ha 

considerado  la  propagación  entre  dos  medios 

GRIN con interfase abrupta [2]. 

 

3. Gradiente de la fase 

La  separación  de  variables  implica  que  las 

componentes del vector de onda sólo dependen 

de la coordenada correspondiente: 

ܓ ൌ ݇௫ሺݔሻ܍ො௫  ݇௬ሺݕሻ܍ො௬  ݇௭ሺݖሻ܍ො௭.  ሺ11ሻ

Estas  dos  expresiones  son  consistentes  puesto 

que  el  vector  de  onda  es  irrotacional; 
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ܓ ൌ ߶ ⟹  ൈ ܓ ൌ 0, entonces 
డ

డ௬
െ

డ

డ௭
ൌ 0, es 

decir que ݇௭ no tiene variaciones en la dirección 

 .ݕ Para  propagación  en  2  dimensiones  en  el 

plano ݕ −  :ݖ

ܓ ൌ ݇௬ሺݕሻ܍ො௬  ݇௭ሺݖሻ܍ො௭ ൌ

ൌ ߠsin|ܓ| ො௬܍  ,ො௭܍ ߠcos|ܓ|
ሺ12ሻ

donde   ߠ representa  el  ángulo  de  propagación 

con respecto al eje ݖ y la magnitud del vector de 

onda  es |ܓ| ൌ ඥ݇௬
ଶ  ݇௭

ଶ.  La  separación  de 

variables (8) impone la condición: 

න ݇௬ ݕ݀ ൌ  ,ݕ݇ߙ ሺ13ሻ

de  manera  que  la  componente  del  vector  de 

onda en la dirección ݕ es constante e igual a 

݇௬ ൌ .݇ߙ ሺ14ሻ

Esta ecuación, que proviene de la separación 

de variables, establece que: El vector de onda en 

la dirección perpendicular al gradiente del  índice 

de refracción es constante para cualquier posición 

del  campo  en  el  medio  estratificado.  Esta 

aseveración es una forma de expresar la relación 

de  Snell  más  general  para  medios  inhomo‐

géneos. 

Puesto que el ángulo de inclinación del vector 

de onda es tanߠ ൌ ݇௬/݇௭, 

݇௭tanߠ ൌ  .݇ߙ ሺ15ሻ

La  magnitud  del  vector  de  onda  |ܓ| ൌ

ඥ݇௬
ଶ  ݇௭

ଶ ൌ ቀ1 
ଵ

୲ୟ୬మఏ
ቁ
ଵ/ଶ

 ,݇ߙ puede  entonces 

escribirse como 

|ܓ| ൌ
݇ߙ
sinߠ

.  ሺ16ሻ

Esta  expresión  permite  formular  de manera 

alternativa  la  relación  general  de  Snell:  La 

magnitud  del  vector  de  onda  por  el  seno  del 

ángulo que forman la dirección del vector de onda 

y el gradiente de estratificación es constante. Este 

resultado  puede  ser  engañoso  pues  debe 

reconocerse que la magnitud del vector de onda 

no es  igual a ߱݊/ܿ sino para variaciones suaves 

del índice de refracción. 

El vector de onda se define como el gradiente 

de la fase 

ܓ ≡ .߶ ሺ17ሻ

La fase es entonces: 

߶ ൌ න݇௬ ݕ݀  න݇௭ ݖ݀ ൌ ݕ݇ߙ  න݇௭  .ݖ݀ ሺ18ሻ

Los  planos  de  equi‐fase  se  establecen  para  una 

fase arbitraria constante ߶ → ߶. 

 

4. Ecuación diferencial que satisface 
el vector de onda 

Considere  un  medio  no  magnético  de  manera 

que  ∂ሺlnߤሻ/ ݖ∂ ൌ 0,  la  Ec.  (10)  no  contiene 

entonces  términos  en  primera  derivada.  Esta 

suposición  es  común  para  materiales  ópticos 

transparentes,  aunque  de  ser  necesario  puede 

evitarse [3]. Si se realiza la transformación: 

ܷ → ݇௭
ିଵ/ଶ

݁  ,ௗ௭ ሺ19ሻ

la ecuación diferencial para ܷ, como se muestra 

en el Apéndice A, se transforma en: 

݇௭
݀ଶ݇௭
ଶݖ߲

െ
3

2
൬
݀݇௭
ݖ݀

൰
ଶ

 

2ሾ݇௭
ଶ െ ሺ݊ଶ െ ଶሻ݇ߙ

ଶሿ݇௭
ଶ ൌ 0.

ሺ20ሻ

La  representación de  amplitud  y  fase  (AmF) 

permite desacoplar las ecuaciones para cada una 

de éstas dos variables. Este procedimiento se ha 

utilizado tanto en mecánica cuántica [4] como en 

problemas  del  oscilador  armónico  con 

parámetro  dependiente  del  tiempo  [5].  En 

electromagnetismo,  la AmF se ha utilizado para 

analizar  la  propagación  de  una  capa  con 

variación de tangente hiperbólica en el índice de 

refracción  [6]  y  la  reflectividad  de  distintas 

funciones  a  incidencia  normal.  Con  este 

formalismo  se  ha  predicho  la  reflectividad 

aumentada debido a  las discontinuidades en  las 

derivadas  en  el  índice  de  refracción  (aunque  n 

sea constante) [7]. 

 

5. Forma general de la relación de 
refracción en medios estratificados 

La  forma más general de  la  relación de Snell  es 

entonces: La tangente del ángulo ߠ que  forma el 

vector  de  onda  respecto  al  gradiente  del medio 

estratificado  por  la  componente  del  vector  de 

onda en esa misma dirección de estratificación ݇௭ 

es constante 

݇௭tanߠ ൌ  ,݇ߙ ሺ21ሻ
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donde dicho vector de onda satisface  la ecuación 

diferencial 

݇௭ ሷ݇ ௭ െ
3

2
ሶ݇
௭
ଶ  

2ሾ݇௭
ଶ െ ሺ݊ଶ െ ଶሻ݇ߙ

ଶሿ݇௭
ଶ ൌ 0,

ሺ22ሻ

 

5.1 Forma particular para diversos medios 

estratificados: Índice n con variación 

suave 

Si el  índice de refracción varía suavemente y no 

hay  ondas  contrapropagantes  inicialmente,  se 

pueden  entonces  ignorar  las  derivadas  del 

vector de onda en (22): 

݇௭
ଶሺݖሻ ൎ ሺ݊ଶሺݖሻ െ ଶሻ݇ߙ

ଶ.  ሺ23ሻ

Si  se multiplica  ésta  expresión  por  tanଶߠሺݖሻ,  la 

expresión más  general para  la  relación de  Snell 

(21),  considerando  la  estratificación  en  la 

dirección ݖ deviene en 

ሺ݊ଶሺݖሻ െ ଶሻ݇ߙ
ଶtanଶߠሺݖሻ ൌ ݇௬

ଶ ൌ ଶ݇ߙ
ଶ,  ሺ24ሻ

de  manera  que  ݊ଶ݇
ଶtanଶߠ ൌ ଶ݇ߙ

ଶሺ1  tanଶߠሻ; 

pero  por  la  identidad  trigonométrica 

tanଶߠ  1 ൌ 1/cosଶߠ, 

݊ଶሺݖሻsinଶߠሺݖሻ ൌ  ,ଶߙ ሺ25ሻ

que  es  la  relación  generalizada  de  Snell  que 

establecen M.  Born  y  E. Wolf  [1]  (p.58).  Vemos 

ahora que ésta expresión es válida solamente si 

el índice de refracción varía suavemente. El texto 

antes  citado  menciona  que  dicha  expresión  es 

válida  en  el  caso  especial  de  una  onda  plana 

homogénea.  Sin  embargo,  como  veremos  más 

adelante  en  la  sección  6,  en  un  medio 

estratificado la onda no es homogénea ni plana. 

La  magnitud  del  vector  de  onda  en  ésta 

aproximación  de  índice  de  refracción  suave  es 

entonces: 

|ܓ| ൌ ݊ሺݖሻ݇.  ሺ26ሻ

El  vector  de  onda  en  la  dirección  de 

estratificación  para  una  variación  suave  del 

índice de refracción puede escribirse como: 

݇௭ሺݖሻ ൎ ට݊ଶሺݖሻ െ ݊ଵ
ଶsinଶߠଵ ݇.  ሺ27ሻ

 

5.2 Interfases 

5.2.1 Índice n constante 

Para  regiones  donde  el  índice  de  refracción  es 

constante,  es  posible  aunque  no  necesario,  que 

las  derivadas  del  vector  de  onda  sean  cero, 

entonces la Ec. (22) deviene en: 

݇௭
ଶ െ ሺ݊ଶ െ ଶሻ݇ߙ

ଶ ൌ 0.  ሺ28ሻ

El  vector  de onda  en  la  dirección normal  a  una 

interfase es entonces: 

݇௭
ଶ ൌ ሺ݊ଶ െ ଶሻ݇ߙ

ଶ.  ሺ29ሻ

Si  se  substituye  (21),  ݇௭
ଶ ൌ ሺ݊ଶ݇

ଶ െ ݇௭
ଶtanଶߠሻ, 

que puede reescribirse como: 

݇௭ ൌ ݊݇cosߠ.  ሺ30ሻ

De  (25),  se  obtiene  el  valor  de  la  constante  de 

separación ߙ: 

ߙ ൌ ݊sinߠ,  ሺ31ሻ

y 

݇௬ ൌ ݊݇sinߠ,  ሺ32ሻ

donde  ݇௬  es  la  componente  del  vector  de  onda 

perpendicular al gradiente de estratificación. 

Como  se  muestra  en  el  Apéndice  B,  la 

solución  general  para  el  vector  de  onda  en 

regiones con índice de refracción constante es: 

݇௭↔ ൌ
ሺܣଶ െ ଶሻሺ݊ଶܤ െ ଶሻ݇ߙ

ଶ

ଶܣ  ଶܤ  cosሺ2ሺ݊ଶܤܣ2 െ ଶሻ݇ߙ
ଶݖሻ

  ሺ33ሻ

Esta  expresión  corresponde  a  ondas  contra‐

propagantes  y  establece  la  forma  del  principio 

de  superposición  no  lineal  [8‐11]  para  la 

ecuación del vector de onda. 

 

5.2.2 Interfase abrupta 

Considere dos regiones, digamos 1 y 2, donde el 

índice  de  refracción  sea  prácticamente 

constante. Los ángulos de propagación, de  (31), 

están relacionados por: 

݊ଵsinߠଵ ൌ ݊ଶsinߠଶ,  ሺ34ሻ

aún cuando en regiones entre 1 y 2 el cambio del 

índice  de  refracción  sea  muy  severo.  Este 

resultado se sustenta en que la constante ߙ sólo 

depende  de  la  separación  de  variables.  En  la 

región  de  variaciones  abruptas,  solo  podemos 

aseverar que ݇௭tanߙ ൌ ݇, donde ݇௭  satisface  la 

ecuación  diferencial  (20).  Puesto  que   ߙ es  una 

constante,  para  establecerla  basta  conocerla  en 

un  punto.  Si  las  condiciones  de  frontera  lo 
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permiten,  se  puede  conocer  el  ángulo  de 

incidencia  en  una  región  1  donde  el  índice  de 

refracción sea constante 

ߙ ൌ ݊ଵsinߠଵ.  ሺ35ሻ

La ecuación que satisface el vector de onda es 

entonces (22). Si el índice de refracción aumenta 

como  función  de  la  distancia,  ݊  ݊ଵsinߠଵ  y  el 

término  ሺ݊ଶ െ ݊ଵ
ଶsinଶߠଵሻ  es  siempre  positivo. 

Este  caso  corresponde  a  la  propagación  de  un 

medio ópticamente menos denso hacia uno más 

denso. 

Sin  embargo,  si  el  índice  de  refracción 

disminuye, es posible que los dos términos sean 

iguales a ݊ ൌ ݊ଵsinߠଵ,  esto depende del valor al 

que  disminuya  ݊  y  del  ángulo  de  incidencia 

inicial ߠଵ. En ese caso, para la región transmitida 

con refracción constante 

݇௭
ଶ ൌ ሺ݊ଶ െ ݊ଵ

ଶsinଶߠଵሻ ݇
ଶ ൌ 0.  ሺ36ሻ

Es  decir  no  hay  onda  transmitida.  Esta  es  la 

condición  usual  para  el  ángulo  crítico 

sinߠଵ ൌ ݊/݊ଵ  cuando  la  luz  se  propaga  de  un 

medio más denso hacia otro ópticamente menos 

denso. 

 

6. Invariante y tipos de onda 

El  invariante para  la  intensidad por  la derivada 

de la fase en ݖ  

ܳ௭ ൌ ଶܣ
݀߶

ݖ݀
ൌ  ,ଶ݇௭ܣ ሺ37ሻ

proviene  de  la  representación  AmF  que  se 

esboza  en  el  Apéndice  A.  Dicho  invariante  está 

relacionado  con  el  promedio  del  vector  de 

Poynting para ondas monocromáticas [12]. Este 

tipo  de  cantidades  conservadas  son 

frecuentemente  referidos  como  invariantes  de 

Ermakov  en  ecuaciones  diferenciales  en  el 

contexto del oscilador armónico con parámetros 

dependientes  del  tiempo  [13,14].  Existe  un 

segundo invariante para la derivada de la fase en 

 ݕ

݇ߙ ൌ
݀߶

ݕ݀
,  ሺ38ሻ

que  proviene  de  la  separación  de  variables. 

Recordemos  que  dicha  separación  también 

impone  la  condición  de  que  la  amplitud  sea 

constante  como  función  de   .ݕ En  general,  para 

una onda incidente plana, los planos de amplitud 

constante  son  entonces  planos  perpendiculares 

al  gradiente  de  estratificación.  Es  decir,  del 

invariante  de  amplitud  y  fase  (37),   ܣ es 

constante si el vector de onda es constante. En la 

descripción  previa,  las  superficies  de  equi‐

amplitud son planos con ݖ constante. 

 

6.1 Ondas planas en medio homogéneo 

La fase es 

߶ ൌ ݇ݕߙ න݇௭ ݖ݀ ൌ ݇ݕߙ න
ܳ௭
ଶܣ

 .ݖ݀ ሺ39ሻ

Los  planos  de  equi‐fase  se  establecen  para  una 

fase determinada ߶ → ߶. Para ondas planas en 

un  medio  homogéneo  el  vector  de  onda  en  la 

dirección z es constante, la amplitud también es 

constante, y los planos de equi‐fase son: 

߶ ൌ ݇ݕߙ  ݇௭ݖ ൌ ݇ݕߙ 
ܳ௭
ଶܣ

 .ݖ ሺ40ሻ

La ecuación para ݕ es una recta 

ݕ ൌ
߶
݇ߙ

െ
݇௭
݇௬
 ,ݖ ሺ41ሻ

con inclinación 

tanߚ ൌ െ
݇௭
݇௬
.  ሺ42ሻ

La  inclinación  de  los  planos  de  equi‐fase 

medidos  con  respecto  a  la  normal  de  dichos 

planos  es  tanߠ ൌ tanሺߚ  2ሻ/ߨ ൌ െ1/tanߚ  que 

corresponde  a  la  dirección  del  vector  de  onda 

(15).  En  este  caso,  puesto  que  la  amplitud  es 

constante en todo el medio, el plano de equi‐fase 

coincide  con  el  plano  de  equi‐amplitud.  Las 

ondas son entonces homogéneas. 

 

6.2 Ondas inicialmente planas en medio 

estratificado lineal suave 

Supongamos que el medio aumenta su índice de 

refracción suave y linealmente en la dirección de 

estratificación  ݊ሺݖሻ ൌ ݊ଵ  ݊ݖ  en  el  semi‐

espacio ݖ > 0. Para ݖ < 0, el  índice de refracción 

es constante e igual a ݊ଵ. El vector de onda ݇௭ en 

el medio estratificado de (27) es entonces 

݇௭ሺݖሻ ൌ ට൫݊ଵ  ݊ݖ൯
ଶ
െ ݊ଵ

ଶsinଶߠଵ ݇,  ሺ43ሻ
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que simplifica a 

݇௭ ൌ ට݊ଵ
ଶcosଶߠଵ  2݊ଵ݊ݖ  ൫݊ݖ൯

ଶ
 ݇.  ሺ44ሻ

Si se realiza una expansión binomial 

݇௭ ൎ ݊ଵcosߠଵ ൈ 

ൈ ቈ1 
1

2
ቆ

2݊ݖ

݊ଵ
ଶcosଶߠଵ


݊
ଶݖଶ

݊ଵ
ଶcosଶߠଵ

ቇ ݇  ⋯.
ሺ45ሻ

a primer orden en ݊ 

݇௭ ൎ  ݇݊ଵcosߠଵ 
݇݊ݖ

݊ଵcosߠଵ
.  ሺ46ሻ

La dependencia en ݖ de la fase es entonces 

߶ሺݖሻ ൌ න݇௭ ݖ݀ ൌ 

ൌ න൬݇݊ଵcosߠଵ 
݇݊ݖ

݊ଵcosߠଵ
൰ ,ݖ݀

ሺ47ሻ

que integra a 

߶ሺݖሻ ൌ ݇݊ଵcosߠଵݖ 
݇݊ݖ

ଶ

2݊ଵcosߠଵ
. ሺ48ሻ

La ecuación de equi‐fase es 

߶ ൌ ߶ሺݕሻ  ߶ሺݖሻ ൌ 

ൌ ݇݊ଵsinߠଵݕ  ݇݊ଵsinߠଵݖ 
݇݊ݖ

ଶ

2݊ଵcosߠଵ
.

ሺ49ሻ

y la ecuación para ݕ es por lo tanto 

ݕ ൌ െ
݊

݊ଵ
ଶsin2ߠଵ

ଶݖ െ cotߠଵݖ 
߶

݇݊ଵsinߠଵ
. ሺ50ሻ

 

 

Fig.  2:  Evolución  del  frente  de  onda  y  su  correspondiente 
vector  de  onda  a  medida  que  se  propaga  en  un  medio 
estratificado en la dirección ݖ. El frente de onda no es plano 
donde varía el índice de refracción. ݇௬ es constante en toda la 

propagación  mientras  que  ݇௭ ൌ ݊ሺݖሻ݇  aumenta  si  ݊ 
aumenta con ݖ. 

Es  decir,  las  superficies  de  equi‐fase 

satisfacen una ecuación cuadrática. En  la región 

donde  varía  el  índice  de  refracción  linealmente 

la onda no es plana como se muestra en la Fig. 2. 

Sin embargo, como se ilustra en la misma figura, 

una  onda  incidente  plana  que  se  curva  en  la 

región estratificada recupera los frentes de onda 

planos  al  pasar  a  otra  región  de  índice  de 

refracción constante. 

El  invariante de amplitud y fase en este caso 

es 

ܳ௭ ൌ ሻݖଶට݊ଶሺܣ െ ݊ଵ
ଶsinଶߠଵ ݇.  ሺ51ሻ

En  ݖ ≪  0  se  puede  establecer  el  valor  a  la 

frontera 

ܳ௭ ൌ ଵܣ
ଶ݇௭ ൌ ଵܣ

ଶට݊ଵ
ଶ െ ݊ଵ

ଶsinଶߠଵ ݇

ൌ ଵܣ
ଶ݇݊ଵcosߠଵ. 

ሺ52ሻ

El cuadrado de la amplitud para una ݖ arbitraria 

es entonces 

ଶܣ ൌ
ଵܣ
ଶ݇݊ଵcosߠଵ

ඥ݊ଶሺݖሻ െ ݊ଵ
ଶsinଶߠଵ ݇

.  ሺ53ሻ

Puesto que la amplitud en la dirección ݕ no varía 

(8),  la  amplitud  es  constante  para   ݖ constante. 

Los  planos  de  equi‐amplitud,  como 

mencionamos  previamente,  son  entonces 

siempre perpendiculares al gradiente del medio 

estratificado.  En  este  caso,  son  planos  en  ݔ −  ݕ 

perpendiculares a ݖ. 

Los  planos  de  equi‐amplitud  no  coinciden 

con los planos de equi‐fase en la región donde el 

índice  de  refracción  del  medio  varía  (inclusive 

suavemente).  Para  un  índice  de  refracción  que 

varía linealmente en la dirección ݖ, los planos de 

equi‐fase  son  cuadráticos  y  están  inclinados 

െcotߠଵ,  mientras  que  los  planos  de  equi‐

amplitud son rectos y paralelos al eje ݕ. La onda 

no  es  homogénea  en  la  región  estratificada, 

excepto si la incidencia es normal. 

 

7. Conclusiones 

La  relación  más  general  para  el  ángulo  de 

propagación es ݇௭tanߠ ൌ  , donde el vector de݇ߙ

onda  en  la  dirección  del  gradiente  de 

estratificación  ݇௭  satisface  la  Ec.  (22).  Dicha 

relación es válida en todo el espacio, inclusive en 

z

y
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regiones  donde  el  índice  de  refracción  varíe 

abruptamente.  El  formalismo  que  se  presenta 

permite  abordar  la  propagación  en  medios 

estratificados con variaciones abruptas, suaves o 

intermedias  del  índice  de  refracción.  El 

problema  se  reduce  a  encontrar  las  soluciones 

de  la  ecuación  diferencial  para  ݇∥.  Dichas 

soluciones  pueden  evaluarse  numéricamente 

para  perfiles  cuya  estratificación  no  permita 

soluciones analíticas de la ecuación diferencial. 

En las regiones donde el índice de refracción 

es  constante  se  recupera  la  relación  de  Snell 

convencional  (34).  Mientras  que  para 

variaciones  suaves  del  índice  de  refracción  con 

respecto  a  la  longitud  de  onda,  se  satisface  la 

relación  de  Snell  generalizada  ݊ሺݖሻsinθሺݖሻ =  ߙ

(25). En  el medio  estratificado  transparente  los 

planos  de  equi‐amplitud  son  siempre 

perpendiculares  al  gradiente  del  medio 

estratificado.  En  contraste,  las  superficies  de 

equi‐fase para una onda incidente plana dejan de 

ser planas excepto si la incidencia es normal a la 

estratificación.  Por  lo  tanto,  la  onda  es 

inhomogénea  en  cualquier  medio  estratificado 

no  trivial  contrario  a  lo  que  se  asevera  en  [1] 

(pp.57‐58).  Abordar  el  problema  de  medios 

estratificados  con  el  procedimiento  de  AmF  es 

más  sencillo  que  hacerlo  con  el  formalismo 

tradicional de matrices [15]. 

Como  ejemplo  se  ha  descrito  un  medio  con 

índice de refracción que aumenta linealmente de 

manera  suave.  En  este  caso,  las  superficies  de 

equi‐fase  son  cuadráticas  mientras  que  las 

superficies  de  equi‐amplitud  son  planos 

paralelos a la estratificación. 

 

Apéndice A: Representación AmF 

La  representación  polar  compleja  del  campo 

eléctrico  es  ሻݖ௭ሺܧ ൌ ܷሺݖሻ ൌ  థ݁ܣ donde   ܣ y  ߶ 

son  funciones  reales  dependientes  de   .ݖ Si  se 

substituye en la ecuación diferencial 

݀ଶܷ

ଶݖ݀
 ሺ݊ଶ െ ଶሻ݇ߙ

ଶܷ ൌ 0,  ሺA1ሻ

se obtienen dos ecuaciones diferenciales para las 

partes real e imaginaria 

݀ଶܣ

ଶݖ݀
െ ܣ ൬

݀߶

ݖ݀
൰
ଶ

ൌ ሺ݊ଶ െ ଶሻ݇ߙ
ଶܣ,  ሺA2ሻ

2݅
ܣ݀

ݖ݀

݀߶

ݖ݀
 ܣ݅

݀ଶ߶

ଶݖ݀
ൌ 0.  ሺA3ሻ

Esta  última  ecuación  puede  integrarse  para 

obtener el invariante: 

ܳ ൌ ଶܣ
݀߶

ݖ݀
.  ሺA4ሻ

Si  se  sustituye  la  amplitud  de  la  expresión  del 

invariante (A4) en (A2), se obtiene una ecuación 

no lineal para la fase: 

߲ଶ

ଶݖ߲
ඨ

ܳ

ݖ߲/߶߲
െ ඨ

ܳ

ݖ߲/߶߲
൬
߲߶

ݖ߲
൰
ଶ

ൌ

ൌ െሺ݊ଶ െ ଶሻ݇ߙ
ଶඨ

ܳ

ݖ߲/߶߲
 

ሺA5ሻ 

que  al  evaluar  la  segunda  derivada  se  puede 

reescribir como 

൬
߲߶

ݖ߲
൰
߲ଷ߶

ଷݖ߲
െ
3

2
ቆ
߲ଶ߶

ଶݖ߲
ቇ

ଶ

 2 ൬
߲߶

ݖ߲
൰
ସ

െ 

െ2ሺ݊ଶ െ ଶሻ݇ߙ
ଶ ൬
߲߶

ݖ߲
൰
ଶ

ൌ 0.

ሺA6ሻ 

Puesto que  la componente ݖ del vector de onda 

es  igual  a  la  derivada  de  la  fase  en  esa  misma 

dirección  ݇௭ ൌ  ,ݖ߲/߶߲ la  ecuación  diferencial 

para  la  componente   ݖ del  vector  de  onda  es 

entonces: 

ݖ݇
݀ଶ݇ݖ
ଶݖ݀

െ
3

2
൬
ݖ݇݀
ݖ݀

൰
ଶ

 

2ሾ݇௭
ଶሺ݊ଶ െ ଶሻ݇ߙ

ଶሿ݇௭
ଶ ൌ 0.

ሺA7ሻ

 

Apéndice B: Superposición no lineal 
de la fase 

݇௭ constante es solución de la ecuación (A7) si ݊ 

es constante, esto es, la fase es lineal. La suma de 

ondas contra‐propagantes son también solución 

de (A1) para ݊ constante. La suma de dos ondas 

contra‐propagantes   ,௭݁ܣ  ௭ି݁ܤ en 

coordenadas polares es ܩ௭݁
ఊ ൌ  ௭ି݁ܤ+௭݁ܣ

௭݁ܩ
ఊ ൌ ඥܣଶ  ଶܤ  cosሺ2݇௭ሻܤܣ2 ൈ 

ൈ exp ቈ݅arctanቆ
ܣ െ ܤ

ܣ  ܤ
tanሺ݇௭ݖሻቇ.

ሺB1ሻ

La onda con la dependencia en (ݖ −  es (ݕ
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ఊ݁ܩ ൌ ௭݁ܩ
ఊ

ܻ݁
ఈబ௬ ൌ 

ൌ ܻඥܣ
ଶ  ଶܤ  cosሺ2݇௭ሻܤܣ2 ൈ 

exp ቈ݅arctanቆ
ܣ െ ܤ

ܣ  ܤ
tanሺ݇௭ݖሻቇ  ݕ݇ߙ݅

ሺB2ሻ 

Si la fase es constante 

߶ ൌ arctanቆ
ܣ െ ܤ

ܣ  ܤ
tanሺ݇௭ݖሻቇ   ,ݕ݇ߙ ሺB3ሻ

se despeja entonces para la coordenada ݕ 

ݕ ൌ
1

݇ߙ
ቈ߶ െ arctanቆ

ܣ െ ܤ

ܣ  ܤ
tanሺ݇௭ݖሻቇ.  ሺB4ሻ

Expresado en términos de la magnitud del vector 

de onda 

ݕ ൌ
1

ߠsin|ܓ|
ൈ 

ൈ ቈ߶ െ arctanቆ
ܣ െ ܤ

ܣ  ܤ
tanሺ|ܓ|cosߠሻቇ.

ሺB5ሻ 

El vector de onda ݇௭↔ para dichas ondas contra‐

propagantes es igual a la derivada de la fase 

݇௭↔ ൌ
݀

ݖ݀
ቈarctanቆ

ܣ െ ܤ

ܣ  ܤ
tanሺ݇௭ݖሻቇ.  ሺB6ሻ

de manera que 

݇௭↔ ൌ
ሺܣଶ െ ଶሻ݇௭ܤ

ଶܣ  ଶܤ  ሻݖcosሺ2݇௭ܤܣ2
.  ሺB7ሻ

es  también  una  solución  de  (A7)  si  ݇௭
ଶ ൌ

ሺ݊ଶ െ ଶሻ݇ߙ
ଶ, es decir, se satisface 

݇௭↔ ሷ݇
௭↔ െ

3

2
ሶ݇
௭↔
ଶ  2ሾ݇௭↔

ଶ െ ݇௭
ଶሿ ൌ 0.  ሺB8ሻ
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