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RESUMEN:

La representacion de amplitud y fase permite obtener ecuaciones diferenciales para la amplitud y el
vector de onda. Estas ecuaciones pueden desacoplarse utilizando el invariante de Ermakov. Para
medios estratificados transparentes, se muestra que la componente del vector de onda en la
direccion de estratificacion k,, cumple con la relacién k,tan(8) = constante, donde 6 es el angulo de
inclinacién de propagaciéon. Dicha componente satisface la ecuacién diferencial no lineal
k,k, — %k; + 2[k2 — (n? — a?)kZ]k2 = 0, donde n es el indice de refraccion, a es una constante y k,
la magnitud del vector de onda en el vacio. Para variaciones suaves del indice de refraccion
comparadas con la longitud de onda, la relacidn anterior deviene en la relacion de Snell generalizada
n2(z)sin?6(z) = a?. En el caso de interfase abrupta entre dos medios homogéneos, se recupera la
relacion usual de Snell n;sinf; = n,siné,.

Palabras clave: Propagacién en Medios Inhomogéneos, Medios Estratificados, Invariante de Campos
Complementarios.

ABSTRACT:

The representation of waves in amplitude and phase variables can be decoupled using the Ermakov
invariant. The wave vector component in the direction of stratification kz, satisfies the relationship
k,tan(@) = constant, where 6 is the angle of propagation. This component must fulfill the nonlinear
differential equation k,k, — zkzz + 2[k2 — (n? — a®)kZ]k2 = 0, where n is the refractive index, « is a
constant and k, the wave vector magnitude in vacuum. For soft variations of the refractive index
compared with the wavelength, this relationship becomes the so called generalized Snell relationship
n?(z)sin?6(z) = a?. For an abrupt interface, the usual Snell equation n,sind; = n,sin#, is recovered.
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1. Introduccion En este trabajo se obtiene la relacién mas
general para el angulo de refraccién y de ésta
expresion se derivan la relacion de Snell
generalizada y la relacion de Snell convencional
entre dos medios homogéneos. El formalismo de
amplitud y fase (AmF) permite abordar otros
casos como la relacion entre planos de equi-fase
y equi-amplitud para medios estratificados.

La relacion entre el angulo de incidencia medido
desde la normal a la superficie y el angulo de
refraccion de un rayo de luz que se propaga
entre dos medios con distinto indice de
refraccién e interfase abrupta plana se conoce
como la relacién de Snell. Si el angulo de
incidencia es 6; y el indice de refraccion del
primer medio es n,; mientras que el angulo del
haz transmitido es 6, con indice de refracciéon

N2 A
n,sinf; = n,sinf,. (D

Esta expresion también se conoce como relacién
de los senos.

En el caso de medios estratificados el indice
de refraccion no necesariamente cambia de
manera abrupta, sin embargo, se mantiene la
condicién de que el indice de refraccion varie
solamente en una direccién, por ejemplo, la
direccioén z. Se ha establecido una generalizacion
de la relacién de Snell para medios estratificados _
[1, p-58] cuando la onda es homogénea Tz

n(z)sin[@(z)] = constante. 2 Fig. 1: Evolucién del frente de onda y su correspondiente
vector de onda a medida que se propaga entre dos medios

Recordemos que una onda es homogénea si los con interfase abrupta. k,, es constante en toda la propagacion
. L mientras que k, = n,k, en el medio 1y cambia a k, = n,k,

planos de equi-fase coinciden con los planos de . . i

' ) en el medio 2 (amarillo en la figura).

igual amplitud [1] (p.639).
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2. Propagacion en medios
estratificados

Un medio estratificado es un medio con
propiedades constantes en cada plano
perpendicular a una direccion fija [1] (p.54). Las
multicapas con indice de refracciéon constante o
variable (rugate) son medios estratificados
utilizados en una miriada de dispositivos como
son los espejos dieléctricos para laseres. En un
medio inhomogéneo la permitividad ¢ y la
permeabilidad ¢ son funciones dependientes de
la posicion. La dependencia espacial esta
restringida a wuna direccion en el caso
estratificado.

La ecuacion para el campo eléctrico E en un

medio isotrépico lineal pero inhomogéneo es [1]

(p-11)

V2E — yeaZ—E =
ot?

= —V(E-Vlng) — Vinu X VX E,

3)

donde y, € son las permeabilidad y permitividad
respectivamente! (independientes del tiempo
pero con dependencia espacial arbitraria). De
ésta expresion se obtiene la ecuaciéon diferencial
del campo eléctrico transverso para una onda
electro-magnética armonica linealmente
polarizada E - E,(y, z)e~'“*@, propagandose en
el plano y -z en un medio estratificado en la
direccién z [1] (p.55)

9%E, 0%E,
dy? = 0z2

dlnu OE
e, = 0z Bzx'

4

donde psw? = :—jwz = n2k3. La permeabilidad y
permitividad dependen solamente de la
direcciéon z. El término V(E - Vlne) es cero para
ondas TE. Sin embargo, si la polarizacién del
campo eléctrico esta en el plano de reflexion
E- (Ey(y, z)&, + E,(y, z)é,)e”"" las ecuacio-
nes para E, y E, contienen términos extra
— 0E,(y,z) 0lne(z) &

provenientes de V(E - Ving) o ~Ze, +
9 ane(2)\ 4
6_Z(E2(y’z) ;:Zz)ez y de ViInuxXxVXE=
dlne(z) % _ ﬂ N .

az (ay oz ) €. Es entonces preferible

calcular el campo transverso magnético que
satisface la ecuacion

1 Se utilizan unidades de sistema internacional (SI) en
vez del sistema Gaussiano empleado en la referencia
antes citada.
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oepy e OH
Hor ™ ®)
= —V(H - Vinu) — Vine x (V x H).
ParaH = H,(y,z)&é,:
0%H, 0°%H, 5 dlne 0H,
=— . 6
doy? = 0z2 +pew”Hy 0z 0z ®

Esta ecuacién es formalmente idéntica a la Ec.
(4). El campo eléctrico con polarizaciéon en el
plano de reflexion se calcula entonces a partir de
la solucion de ésta ecuacion E = iv X H,.

Por separacién de las variables espaciales
E,.(v,z2) =Y(y)U(z) en la Ec. (4), se generan
ecuaciones diferenciales para cada coordenada.
La ecuacién para la variable y,

1d?%Y
vz~ Ok 2
puede integrarse inmediatamente
Y(y) = Yoexp(iakoy), ®)

donde la constante a?k3 proviene de la
separacion de variables. La solucién general en
la direccién y es entonces

9
Las amplitudes Y, y Y,_ representan vectores de
onda contra-propagantes en la direccion y. Si se
considera una sola onda incidente, solamente
sobrevive uno de los dos términos, digamos Y.
La ecuacién en la direccion de estratificacion es:

d?U  OlnudU
———M—+(n2—a2)k§U= 0.

Y(y) = Yyexp(iakyy) + Yo_exp(—iakyy).

(10)

Este formalismo tiene aplicabilidad en muy
diversos ambitos de la oOptica, por ejemplo,
elipsometria, efectos no especulares, montaje
coOnico (fuera del plano de polarizacién normal),
medios GRIN, etc. En éste ultimo caso, se ha
considerado la propagacién entre dos medios
GRIN con interfase abrupta [2].

3. Gradiente de la fase

La separaciéon de variables implica que las
componentes del vector de onda sélo dependen

de la coordenada correspondiente:
k =k, (x)é, +k,(y)&, +k,(2)e,. (1)

Estas dos expresiones son consistentes puesto
que el vector de onda es irrotacional;

© Sociedad Espaiiola de Optica
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ok, 0k
k=Vp =>Vxk=0, entoncesa—yz—a—zyz 0, es
decir que k, no tiene variaciones en la direccion
y. Para propagaciéon en 2 dimensiones en el

planoy - z:
k=k,(y)&, +k,(2)&, =
(12)

= |k|sinf &, + |Kk|cos6 &,

donde 8 representa el angulo de propagacion
con respecto al eje z y la magnitud del vector de

onda es|k|=,/ki+kZ La separacién de
variables (8) impone la condicién:
[ kydy = akoy, (13)

de manera que la componente del vector de
onda en la direccién y es constante e igual a

ky = ako. (14’)

Esta ecuacidn, que proviene de la separaciéon
de variables, establece que: El vector de onda en
la direccion perpendicular al gradiente del indice
de refraccién es constante para cualquier posicion
del campo en el medio estratificado. Esta
aseveracion es una forma de expresar la relacion
de Snell mas general para medios inhomo-
géneos.

Puesto que el dngulo de inclinacion del vector

de onda es tan@ = ky/kz,
k,tanf = ak,. (15)
La magnitud del K| =

1/2
Vi +kZ = (1 + ta;g) ak,, puede entonces
escribirse como

vector de onda

ak,

Ikl == (16)

Esta expresion permite formular de manera
alternativa la relacién general de Snell: La
magnitud del vector de onda por el seno del
dngulo que forman la direccion del vector de onda
y el gradiente de estratificacion es constante. Este
resultado puede ser engafioso pues debe
reconocerse que la magnitud del vector de onda
no es igual a wn/c sino para variaciones suaves
del indice de refraccidn.

El vector de onda se define como el gradiente
de la fase

Kk = Vo. 17)
La fase es entonces:
Opt. Pura Apl. 45 (3) 377-385 (2012)
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¢=jkydy+szdz=ak0y+szdz. (18)

Los planos de equi-fase se establecen para una
fase arbitraria constante ¢ — ¢,.

4. Ecuacion diferencial que satisface
el vector de onda

Considere un medio no magnético de manera
que d(lnu)/dz =0, la Ec. (10) no contiene
entonces términos en primera derivada. Esta
suposicién es comun para materiales dpticos
transparentes, aunque de ser necesario puede

evitarse [3]. Si se realiza la transformacién:
U— kz_l/zeiszdz, (19)

la ecuacion diferencial para U, como se muestra
en el Apéndice A, se transforma en:

d*k, 3 (dkz>2 N
2\dz

7 9z2
+2[k2 — (n? — a®)k2]kZ = 0.

(20)

La representacién de amplitud y fase (AmF)
permite desacoplar las ecuaciones para cada una
de éstas dos variables. Este procedimiento se ha
utilizado tanto en mecanica cuantica [4] como en
problemas del oscilador arménico con
pardmetro dependiente del tiempo [5]. En
electromagnetismo, la AmF se ha utilizado para
analizar la propagacién de una capa con
variacion de tangente hiperbdlica en el indice de
refraccion [6] y la reflectividad de distintas
funciones a incidencia normal. Con este
formalismo se ha predicho la reflectividad
aumentada debido a las discontinuidades en las
derivadas en el indice de refraccién (aunque n
sea constante) [7].

5. Forma general de la relacion de
refraccion en medios estratificados

La forma mas general de la relacién de Snell es
entonces: La tangente del dngulo 6 que forma el
vector de onda respecto al gradiente del medio
estratificado por la componente del vector de
onda en esa misma direccion de estratificacion k,
es constante

k,tanf = ak,, (21)

© Sociedad Espaiiola de Optica
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donde dicho vector de onda satisface la ecuacion
diferencial

kot — 212 +
VARSA 2 zZ (22)
202 — (0% — aK3IKZ = 0,

5.1 Forma particular para diversos medios
estratificados: Indice n con variaciéon
suave

Si el indice de refraccion varia suavemente y no
hay ondas contrapropagantes inicialmente, se
pueden entonces ignorar las derivadas del
vector de onda en (22):

kZ(z) ~ (n*(2) — a®)kg. (23)

Si se multiplica ésta expresién por tan?6(z), la
expresion mas general para la relaciéon de Snell
(21), considerando la estratificacion en la

direccion z deviene en
(n?(z) — a®)k§tan?0(z) = ki = a’k§, (24)

de manera que n?k3tan?6 = a?kZ(1 + tan?6);

pero por la identidad trigonométrica
tan?6 + 1 = 1/cos?6,
n?(z)sin’0(z) = a?, (25)

que es la relacion generalizada de Snell que
establecen M. Born y E. Wolf [1] (p.58). Vemos
ahora que ésta expresion es valida solamente si
el indice de refraccion varia suavemente. El texto
antes citado menciona que dicha expresion es
valida en el caso especial de una onda plana
homogénea. Sin embargo, como veremos mas
adelante en la seccibn 6, en un medio
estratificado la onda no es homogénea ni plana.

La magnitud del vector de onda en ésta
aproximacién de indice de refraccién suave es
entonces:

Ikl = n(2)k,. (26)

El vector de onda en la direccién de
estratificacién para una variaciéon suave del
indice de refraccion puede escribirse como:

k,(2) = \/nz (2) — n?sin%0, k. 27

5.2 Interfases

5.2.1 Indice n constante

Opt. Pura Apl. 45 (3) 377-385 (2012)
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Para regiones donde el indice de refraccion es
constante, es posible aunque no necesario, que
las derivadas del vector de onda sean cero,

entonces la Ec. (22) deviene en:
k2 — (n? —a®k2 =0. (28)

El vector de onda en la direcciéon normal a una
interfase es entonces:

k= (n? - a®)ki. (29)
Si se substituye (21), k2 = (n?kZ — k2tan?@),
que puede reescribirse como:

k, = nkycos6.

(30)
De (25), se obtiene el valor de la constante de

separacion a:

a = nsind,

(BGD

k, = nkysing, (32)

donde k,, es la componente del vector de onda
perpendicular al gradiente de estratificacion.

Como se muestra en el Apéndice B, la
solucién general para el vector de onda en
regiones con indice de refraccidon constante es:

_ (42 — B*)(n* — a®)k§
"~ A2 + B2 + 2ABcos(2(n? — a?)kiz)

ks, 33)
Esta expresién corresponde a ondas contra-
propagantes y establece la forma del principio
de superposicién no lineal [8-11] para la
ecuacion del vector de onda.

5.2.2 Interfase abrupta

Considere dos regiones, digamos 1 y 2, donde el
indice de refraccion sea practicamente
constante. Los angulos de propagacion, de (31),
estan relacionados por:

n,sinf; = n,sind,, (34)

aun cuando en regiones entre 1y 2 el cambio del
indice de refraccibn sea muy severo. Este
resultado se sustenta en que la constante a so6lo
depende de la separacion de variables. En la
region de variaciones abruptas, solo podemos
aseverar que k,tana = k,, donde k, satisface la
ecuacién diferencial (20). Puesto que a es una
constante, para establecerla basta conocerla en
un punto. Si las condiciones de frontera lo

© Sociedad Espaiiola de Optica
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permiten, se puede conocer el angulo de
incidencia en una region 1 donde el indice de
refraccion sea constante

a = n,sin;.

(35)

La ecuacién que satisface el vector de onda es
entonces (22). Si el indice de refraccién aumenta
como funcién de la distancia, n > n;sin6; y el
término (n? —n?sin?@,) es siempre positivo.
Este caso corresponde a la propagacion de un
medio 6pticamente menos denso hacia uno mas
denso.

Sin embargo, si el indice de refraccién
disminuye, es posible que los dos términos sean
iguales a n = n;sinf,, esto depende del valor al
que disminuya n y del angulo de incidencia
inicial ,. En ese caso, para la region transmitida
con refraccién constante

k? = (n? — n?sin?6,) k3 = 0.

(36)

Es decir no hay onda transmitida. Esta es la
condicion usual para el angulo critico
sinf; = n/n; cuando la luz se propaga de un
medio mas denso hacia otro épticamente menos
denso.

6. Invariante y tipos de onda

El invariante para la intensidad por la derivada
delafaseenz
249

Q,=A4 E=A2kz'

proviene de la representacién AmF que se
esboza en el Apéndice A. Dicho invariante esta
relacionado con el promedio del vector de
Poynting para ondas monocromaticas [12]. Este
tipo de cantidades conservadas son
frecuentemente referidos como invariantes de
Ermakov en ecuaciones diferenciales en el
contexto del oscilador armdnico con pardmetros
dependientes del tiempo [13,14]. Existe un
segundo invariante para la derivada de la fase en

y

(37

k _d9 38
Oa - dy’ ( )
que proviene de la separacién de variables.
Recordemos que dicha separaciéon también
impone la condicion de que la amplitud sea

constante como funcién de y. En general, para
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una onda incidente plana, los planos de amplitud
constante son entonces planos perpendiculares
al gradiente de estratificacién. Es decir, del
invariante de amplitud y fase (37), A es
constante si el vector de onda es constante. En la
descripcién previa, las superficies de equi-
amplitud son planos con z constante.

6.1 Ondas planas en medio homogéneo

La fase es

¢ = koay + f k,dz = kyay + f%dz. (39)

Los planos de equi-fase se establecen para una
fase determinada ¢ — ¢.. Para ondas planas en
un medio homogéneo el vector de onda en la
direccién z es constante, la amplitud también es
constante, y los planos de equi-fase son:

Q
¢c = koay + k,z = kqay + A—;z. (40)
La ecuacidén para y es una recta
¢C kz
Yy=7——"72% 41
koa k, (41)
con inclinacién
k,
tanf = ——. (42)
ky

La inclinaciéon de los planos de equi-fase
medidos con respecto a la normal de dichos
planos es tanf = tan(f + n/2) = —1/tanf que
corresponde a la direccién del vector de onda
(15). En este caso, puesto que la amplitud es
constante en todo el medio, el plano de equi-fase
coincide con el plano de equi-amplitud. Las
ondas son entonces homogéneas.

6.2 Ondas inicialmente planas en medio
estratificado lineal suave

Supongamos que el medio aumenta su indice de
refraccion suave y linealmente en la direccién de
estratificacion n(z) =n; +n,z en el semi-
espacio z > 0. Para z < 0, el indice de refraccion
es constante e igual a n;. El vector de onda k, en
el medio estratificado de (27) es entonces

k,(z) = \/(nl + npz)2 — n?sin20, k,, (43)

© Sociedad Espaiiola de Optica
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que simplifica a

k, = \/nfcoszel +2nyn,z + (npz)2 ko,  (44)

Si se realiza una expansion binomial
k, = nycosf; X
1( 2n,z n2z? (45)
X|1+4= PP ko + .
[ 2 (nfcoszﬁl nfcoszﬁl)] 0

a primer orden en n,,

konyz

k, = kyn,cosf, + (46)

n,cosf;’

La dependencia en z de la fase es entonces

#@) = [ kydz =

= f <k0n1c0591 + M) dz, )
n,cosb;
que integra a
¢(2) = kyn,cosb,z + 21;1011(1:—22;' (48)
La ecuacién de equi-fase es
pc=0) +¢(2) =
= kyn,sinf;y + kon,sin6,z + kon—pzz' 9
2n,cos6;
y la ecuacion para y es por lo tanto
n
y = _TL%T:IJZ@lZZ — cotf,z + ﬁ. (50)

Z

Fig. 2: Evoluciéon del frente de onda y su correspondiente
vector de onda a medida que se propaga en un medio
estratificado en la direccidn z. El frente de onda no es plano
donde varia el indice de refraccion. k,, es constante en toda la
propagacién mientras que k, =n(z)k, aumenta si n
aumenta con z.
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Es decir, las superficies de equi-fase
satisfacen una ecuacion cuadratica. En la region
donde varia el indice de refraccién linealmente
la onda no es plana como se muestra en la Fig. 2.
Sin embargo, como se ilustra en la misma figura,
una onda incidente plana que se curva en la
region estratificada recupera los frentes de onda
planos al pasar a otra region de indice de
refraccion constante.

El invariante de amplitud y fase en este caso
es

Q, = AZ\/nz(z) — n?sin?6, k. (51)

En z <« 0 se puede establecer el valor a la
frontera

Q, =A%k, = A? ’nf — nZsin26, ko

= A%kyn,cosb;.

(52)

El cuadrado de la amplitud para una z arbitraria
es entonces
A2kyn, cosb,

2 _ _
Jn2(z) — nsin26, k,

(53)

Puesto que la amplitud en la direccién y no varia
(8), la amplitud es constante para z constante.
Los planos de  equi-amplitud, como
mencionamos previamente, son entonces
siempre perpendiculares al gradiente del medio
estratificado. En este caso, son planos en x - y
perpendiculares a z.

Los planos de equi-amplitud no coinciden
con los planos de equi-fase en la regién donde el
indice de refraccién del medio varia (inclusive
suavemente). Para un indice de refracciéon que
varia linealmente en la direccidn z, los planos de
equi-fase son cuadraticos y estan inclinados
—cotf;, mientras que los planos de equi-
amplitud son rectos y paralelos al eje y. La onda
no es homogénea en la regién estratificada,
excepto si la incidencia es normal.

7. Conclusiones

La relacibn mdas general para el angulo de
propagacidn es k,tan8 = ak,, donde el vector de
onda en la direcciéon del gradiente de
estratificacion k, satisface la Ec. (22). Dicha
relacidon es valida en todo el espacio, inclusive en
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regiones donde el indice de refraccion varie
abruptamente. El formalismo que se presenta
permite abordar la propagacion en medios
estratificados con variaciones abruptas, suaves o
intermedias del indice de refraccién. El
problema se reduce a encontrar las soluciones
de la ecuacién diferencial para k. Dichas
soluciones pueden evaluarse numéricamente
para perfiles cuya estratificacion no permita
soluciones analiticas de la ecuacién diferencial.

En las regiones donde el indice de refraccion
es constante se recupera la relaciéon de Snell
convencional (34). Mientras que para
variaciones suaves del indice de refraccion con
respecto a la longitud de onda, se satisface la
relaciéon de Snell generalizada n(z)sinf(z) = a
(25). En el medio estratificado transparente los
planos de equi-amplitud son siempre
perpendiculares al gradiente del medio
estratificado. En contraste, las superficies de
equi-fase para una onda incidente plana dejan de
ser planas excepto si la incidencia es normal a la
estratificacion. Por lo tanto, la onda es
inhomogénea en cualquier medio estratificado
no trivial contrario a lo que se asevera en [1]
(pp.57-58). Abordar el problema de medios
estratificados con el procedimiento de AmF es
mas sencillo que hacerlo con el formalismo
tradicional de matrices [15].

Como ejemplo se ha descrito un medio con
indice de refraccion que aumenta linealmente de
manera suave. En este caso, las superficies de
equi-fase son cuadraticas mientras que las
superficies de equi-amplitud son planos
paralelos a la estratificacion.

Apéndice A: Representacion AmF

La representacion polar compleja del campo
eléctrico es E,(z) = U(z) = Ae'® donde A y ¢
son funciones reales dependientes de z. Si se
substituye en la ecuacion diferencial

2

d<u
ﬁﬁ' (n? - az)kéU =0,

se obtienen dos ecuaciones diferenciales para las
partes real e imaginaria

d?A A (@

dzz " \dz

(A1)
(A2)

2
) = - adida,
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(A3)

Esta udltima ecuacién puede integrarse para
obtener el invariante:

4

dz
Si se sustituye la amplitud de la expresion del
invariante (A4) en (A2), se obtiene una ecuacién

no lineal para la fase:

Q=4 (A4)

% | Q Q  (9¢\* _
922 |0¢/dz |0¢/oz (E) -
(A5)
= —(n* — a®)k§

d¢p/oz

que al evaluar la segunda derivada se puede
reescribir como

()22 322V +2(2Y) -

2 2 2 64) : —
—2(n* — a®)k§ (E) =0.
Puesto que la componente z del vector de onda
es igual a la derivada de la fase en esa misma
direccién k, = d¢p/0dz, la ecuacion diferencial
para la componente z del vector de onda es
entonces:

(A6)

d?k, 3 (dkz)z
dz

Zdz2 2 (A7)
+2[k2(n? — a®)k3lkZ = 0.

Apéndice B: Superposicion no lineal
de la fase

k, constante es soluciéon de la ecuacién (A7) sin
es constante, esto es, la fase es lineal. La suma de
ondas contra-propagantes son también solucion
de (A1) para n constante. La suma de dos ondas
contra-propagantes  Aeiz?,  Be~ikzZ  en
coordenadas polares es G,e'"z = Ae'*z?+Be~kz?

G,elrz = \/AZ + BZ + 2ABcos(2k,) X
(B1)

+B

A
X exp [iarctan (A tan(kzz)>].

La onda con la dependencia en (z - y) es
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Ge = G,ezY, el®koy =

— 2 2
Yo/ A% + B2 + 2ABcos(2k,) x (B2)

arct A
exp |iarctan | -—

B tan(kzz)> + iakoy]
Si la fase es constante

A-B
¢¢ = arctan <mtan(k22)> +akyy,  (B3)

se despeja entonces para la coordenada y
1
"~ ak,

A—B
[(;bc — arctan (A m: tan(kzz)>]. (B4)

y

Expresado en términos de la magnitud del vector
de onda

y= |K|sin8
(B5)
X [¢¢ — arctan (A 5 tan(lklcos@))].
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El vector de onda k,, para dichas ondas contra-
propagantes es igual a la derivada de la fase

k=% arctan (A= B (k,z) B6
ZH—dZarcan A+Ban 2Z) |- (B6)

de manera que

_ (AZ - Bz)kz
" A2 + B2 4+ 2ABcos(2k,z)’

kzes (B7)

es también una solucién de (A7) si kZ=
(n? — a?)k2, es decir, se satisface

.. 3.
kZ<—>kz<—> - Ek;—» + Z[k;—» - k%] =0. (BS)
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