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BANACH CEKIRDEKLERI VE iISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK UZERINE

KURUDIREK, Abdullah

Yuksek Lisans Tezi, Matematik Bolimiu
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Kuddusi Kayaduman
Temmuz 2012

Ug boliimden olusan bu tez, Banach cekirdekleri ve istatistiksel yakinsaklik ile
ilgilidir. Birinci boliimde; bazi temel tanim, kavram ve teoremlere yer
verildikten sonra sonsuz matris yardimiyla elde edilen dontistim dizisi tariff
edilerek regiilerlik, konservatif, hemen hemen yakinsaklik ve Banach limitleri
tanim1 yapildi. Ayrica Banach limitleri ile ilgili daha once elde edilen teorem ve

sonuglar verildi.

Ikinci boliimde; cekirdek kavramu iizerinde duruldu. K-cekirdek, B-cekirdek
tanimlar1 ve bunlarla ilgili elde edilmis teoremlere yer verildi. Ayrica bu iki
cekirdek arasindaki K — ¢ek(Ax) C B —¢ek(z), B — ¢ek(Azx) C K — ¢ek(z), ve

B — ¢ek(Ax) C B — ¢ek(x) kapsama bagintilar: incelendi.

Ugiincii boliimde; istatistiksel yakinsaklik kavrami ve bu yakinsaklikla ilgili

teoremler ve A€ (stni ,c), , A€(cstnl ) ,A€(stnl stNl ) ~ matris

reg
siniflar1  verildi. Ayrica istatistiksel cekirdek kavrami ele alinarak
B — ¢cek(Az) C st —gek(x) ve st —¢ek(Az) C B — ¢ek(xr) kapsama bagmntilar

incelendi.

Anahtar Kelimeler : Banach limitleri, hemen hemen yakinsaklik, istatistiksel

yakinsaklik, K — ¢cek, B — ¢ek, st — ¢ek.
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ABSTRACT

ON THE BANACH CORES AND STATISTICAL CONVERGENCE

KURUDIREK, Abdullah

MSc. in Mathematics
Supervisor: Ass. Prof. Dr. Kuddusi Kayaduman
July 2012

This thesis has three chapters related to Banach cores and statistical
convergence. In the first chapter, some preliminary definitions, concepts, and
theorems are given, which will also be needed in other chapters. After defining
matrix transformations using infinite matrices, definitions of regularity,
conservative, almost convergence, and Banach limits are mentioned. In

addition, some theorems and results about Banach limits are given.

In the second chapter, the concept of the core is briefly explained. Definitions of
K-core, B-core, and theorems derived from these cores are given. Moreover, the
coverage relations between these two cores, such as
K — core(Ax) C B — core(x), B —core(Az) C K — core(z),and B — core(Az) C

B — core(x) are examined.

In the third chapter, the concept of statistical convergence, theorems that are

related to this convergence and Ae(stnl ,c).

eg ”

A€ (cstnl), Ae(stnl ,stNl ) —matrix classifications are given. Also, by

explaining the concept of statistical core the coverage relations

B — core(Az) C st — core(x) and st — core(Azx) C B — core(z) are examined.

Key Words :Banach limits, almost convergence, statistical convergence,

K —core, B— core, st — core.
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GIRIS

Yeni bir dizi uzay1 insa etmek ve bu uzayin diger uzaylar arasindaki yerini
belirleyecek sekilde kapsama bagmtilarini vermek, bu uzay tizerindeki ve bu
uzay igine matris dontisiimlerini karakterize etmek ve ayrica bir dizinin

¢ekirdeginin incelenmesi, nitelikli problemler arasindadir.

1911 yilinda Alman Matematik¢i O.Toeplitz[1] dizi uzaylar1 tizerindeki
matris dontisiimleri ile ilgili problemleri ¢ozmek icin lineer uzay teorisi
metodunu ortaya att1 ve A € (¢,c; p) matris smifim1 karakterize etmistir. 1948
yilinda Lorentz[2], Banach limitlerinden hareketle hemen hemen yakinsaklik
denilen yeni bir yakinsaklik kavrami tamimladi ve bu matris simifina ait
matrislerin karakterizasyonunu verdi. 1946’da J.P.King[3] hemen hemen

regiilerlik tanimini vererek matris sinifin1 karakterize etmistir.

Dizinin ¢ekirdegi kavrami, toplanabilme teorisinin 6nemli konularindan
birisidir.Bu alanda, g¢ekirdek teoremleri olarak bilinen ve ilk olarak 1926

yilinda K.Knopp, yakinsaklik kavramindan hareketle dizinin cekirdegini

K — ¢ek tanimladi. Knopp, daha sonra dontisiim dizisinin ¢ekirdeginin esas

dizinin c¢ekirdegi tarafindan kapsandigini ifade eden teoremi vermistir,
Cooke[4]. 1979 yilinda, Knopp Cekirdek Teoremi'ni Maddox[5] bir esitsizlik
problemi olarak goriip yeniden ele almig ve |, tizerinde L(Ax)<L(x) olmasi
icin A matrisi tizerindeki gerek ve yeter sartlari belirlemistir. Burada L,
[ _tlizerinde L(x)=limsupx  biciminde tanmimlanan bir altlineer

fonksiyoneldir. Dolayisiyla, bu calismadan sonra gekirdek problemleri [

tizerinde tanimlanan altlineer fonksiyoneller arasindaki esitsizligi saglayan
matrislerin karakterizasyonu olarak goriilmiistiir. Daha sonra, smurh bir

dizinin Knopp ve Banach c¢ekirdekleri arasinda K —gek(x) ve B —cek(x)



olmak {izere, B —¢ek (Ax) = K —¢ek(x) kapsaminin  gegerliligi problemi
L' (AX) < L(X) esitsizliginin saglanmasi problemi olarak ele alinmistir

Orhan[6].

1948 yilinda Lorentz[2], Banach limitlerinden hareketle hemen hemen
yakinsaklik denilen kavrami tanimladi. 1987’de Das[7], hemen hemen

yakinsakligin karakterizasyonuna dayanarak, smirli bir dizinin Banach

cekirdegini B — ¢ek tanumladi. Orhan[6], Knopp c¢ekirdek K —¢ek ve
Banach cekirdek B —c¢ek arasindaki kapsama bagintisini bir esitsizlik

problem olarak ele alip L(AX) <L (X) ve L'(AX) <L (x) seklinde ¢ozd:ii.

Son olarak bu calismamizda, 1951 yilinda Fast[8] tarafindan tamimlanan

istatistiksel yakinsaklik kavrami verildi ve 1997’de J.Fridy & Orhan[9] sinirh

bir dizinin istatistiksel c¢ekirdegini st —¢ek tamimlayip, K —c¢ek ve
B — ¢ek ile istatistiksel ¢ekirdek arasindaki kapsama bagimntilarini inceledi.

Ayrica Cogkun ve Cakan[24], A€ stNl_,f matris smifim vererek
reg

L'(Az) < st —limsupx esitsizligini incelemislerdir.



BOLUM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéluimde, sonraki bolumlerde kullanilacak olan bazi temel tamim ve

kavramlar verilmistir.

1.1. Lineer Fonksiyoneller ve Lineer Doniisiim

Tanim 1.1.1.(Lineer Uzay) X bos olmayan bir ciimle ve C kompleks sayilar

cismi verilmis olsun.

+ XxX—-X, (ny—z+y

ve

e CxX—-X  (A\r)— Az

fonksiyonlar1 tanimlanmis olsun. Eger z,y,2 € X ve A u € C igin
Drty=y+uz,

i) (z+y)+z=z+(y+2),

iii) « 4+ 0 = z olacak sekilde bir § € X var,

iv)Her z € X i¢in z + (—z) = 0 olacak sekilde bir—z € X var,
v)lz =1z,

vi) Mz +y) = Az + Ay,

vii) (A + p)z = Az + pz,

viii) AM(pz) = (Ap)z,

sartlar1 saglaniyorsa, X'e C cismi {izerinde bir lineer uzay veya kompleks

lineer uzay denir [10], sf.69 .



X bir lineer uzay ve Y C X ise, Y 'nin de lineer uzay olmasi igin A\ pu € R

ve y,y, € Y alindifinda \y, + uy, € Y saglamasi yeterlidir.

Vn € Nigin z € R olmak flizere butin =z  dizilerinin ctimlesi w ile

gosterilir. w dizileri skalarla ¢arpma ve koordinatsal toplama islemine gore
reel sayilar cismi iizerinde bir lineer uzaydir. w'nin herhangi bir alt uzaymna

dizi uzay1 denir.

Tanim1.1.2.(Lineer ~Doniisim)X ve Y  lineer wuzaylar olsun.

f: X — Yfonksiyonuna, her =z,ye€ X ve bitin M\ pskalerleri igin
fQz + py) = Af(x) + pf(y) sartt saglanirsa f’ye bir lineer operatdr veya

lineer dontisiim denir. ¥ = R veya Y = C olmas: durumunda ise f’ye bir

lineer fonksiyonel denir [1()], sf.109 .

Tanim 1.1.3.(Normlu Lineer Uzay) X bir lineer uzay ve HH : X — R olsun.
Eger Vz,y € X ve VA € R igin
=0 2=0,

i) paf = 3|

7

i)+ of <] + |y

, (iggen esitsizliZi)
sartlar1 saglaniyorsa HH fonksiyonuna X f{izerinde bir norm ve X, HH

ikilisine de normlu uzay denir [10], sf.103 .

Tanim 1.1.4. X, HH bir normlu uzay olsun. Eger me —InH — 0 (m,n — 00)

oluyorsa (z ) C X dizisine bir Cauchy dizisi denir [10], sf.104 .



Tanim 1.1.5. X, HH bir normlu uzay olsun. Eger Hxn - x” — 0 (n — o0) olacak

sekilde bir x € X varsa, (z ) C X dizisi z e yakinsaktir denir [10], sf.104 .

Tanim 1.1.6.(Banach Uzay1) Eger X,HH normlu uzayindaki her Cauchy

dizisi yakinsak ise X ‘e tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir. Banach

uzayl tam normlu bir lineer uzaydir, buradaki tamlk 2z € X  icin
H:z:m - :z:nH — 0 (m,n — c0) oldugunda bir z € X mevcuttur  Oyle

ki,

T — x” — 0 (n — o0) olur [1()], sf. 104 .

1.2. Matris Doniisiimleri

Tanim 1.2.1. A = (a , ) reel terimli sonsuz bir matris ve = = (z,) bir dizi olsun.
Eger hern igin,

A(z)= Zankxk (1.2.1)

B

serileri yakinsak ise A (z) dizisine(z,) dizisinin A matrisi ile elde edilen
dontisiim dizisi denir.
EveF herhangi iki dizi uzayi ve A da sonsuz bir matris olsun. Eger her
z € FEigin A(z) € F ise A matrisi E’den F'’ye tanimldir denir ve
Ae E,F seklinde yazilir. E’den  F'’ye tamimli biitin matrislerin
simiflar1 £, F  ile gésterilir[l()]. Eger £ ve F {iizerinde limit veya toplam
mevcut ise E,F 'nin elemanlarmin limit veya toplam korumas: halinde
E.F yazilir. Mesela; A€ cc 7 ise, her zec igcin Axecc ve

reg "eq

limz = lim A (z)’dir. Bu siniftaki matrislere regiiler matrisler denir. Bir A



matrisinin regiiler olmasi igin gerek ve yeter sartlar Teorem 1.2.1’de

verilmigtir.

Teorem 1.2.1.(Silverman-Toeplitz) Bir A matrisinin regiiler olmas i¢in gerek

ve yeter sart,

4] = sup, 3 Ja, | < o, (122)
lim, a, =0 herk icin, (1.2.3)
lim, ), a, =1, (1.2.4)

olmasidir [10], sf.221 .
Teorem 1.2.2.A¢c(I_,I_)olmasi igin gerek ve yeter sart (1.2.2)'nin

saglanmasidir [10], sf.222 .

Teorem 1.23. f , I CR arah$ {izerinde f fonksiyonuna noktasal

yakinsak olan fonksiyon dizisi olsun. Bu durumda; [ ’'nin I t1zerinde

diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
li7rln su})‘fn(x) — f(x)‘ =0

olmasidir [10], sf.18 .

Teorem 1.2.4.( Kojima-Schur) A € (¢,c) olmasi icin gerek ve yeter sart,

4] = sup, ki;\@k\ < oo, (1.2.5)

lim Eank =a, mevcut, herp € Nigin (1.2.6)
k=p

sartlarini saglamasidir [10]; sf.222 .

Ayrica (1.2.5) (1.2.6) sartlari saglanir ve limz, =1 ise

6



hmn Za’nkxk‘ = lal + Z (a'k - ak+1)(xk - l) dlr.
k=p k=1

Gortldugii gibi eger A € (c,c)ise yani yakinsak her diziyi yakinsak diziye

dontstiiriyorsa A matrisine konservatif (koruyucu) matris denir.

Teorem 1.2.5.(Schur) A € (I_, c) olmasi igin gerek ve yeter sart,

Hy

ii) lim a  mevcut, (her k¥ € Nigin)

a_ |, n’yegorediizgin (her n € Nigin)

sartlarini saglamasidir [10]; sf.223 .
Tanim 1.2.2.4 = (a ) (n,k = 1,2,3,...)reel terimli sonsuz matrisolmak tizere,
z = (z,)dizisinin A —doniisim dizisi Az = A (z) ile gosterilir ve her

n € N icgin,

A(x)= Zankxk mevcut ve lim A (z) =a

n n—00
k=1

ise(z ) dizisi a —degerine, A — toplanabilir veya A —limitlenebilir denir ve

A—limz = a seklinde gosterilir.

Teorem 1.2.6.(Hahn-Banach Genisletme) X bir lineer uzay ve M bir alt uzay
olsun. Her o > Ove her z,y € Xigin p: X — R, X lizerinde alttoplamsal ve
p(ax) = ap(z) olsun. Eger f, M tlizerinde bir lineer fonksiyonel ve
f(z) < p(z) ise bu takdirde X'’de ¢(z)< p(z) olacak sekilde f'nin z’e

gore bir ¢ lineer genisletmesi vardir [10], sf.133 .

Tanim 1.2.3. Birinci mertebeden Césaro matrisi denilen ve C,1 ile gosterilen

matris,



nk

seklinde tanimlanir ve bu matris regiiler bir matristir [10], sf.216 .

Lemma 1.2.1.B = b (i) bir matris dizisi olsun. Eger HBH < oo ve
lim sup, ‘bnk(z')‘ =0 ise,

lim sup sup Z b . (7)y, =limsupsup Z ‘bnk (z)‘ (1.2.7)
n g k n ) k

ve Hy” <1 olacak sekilde en az bir y € m vardir [7] .

Teorem 1.2.7.4 ve B regiiler matrislerinin, [ tlzerinde mutlak denk

olmalar1 i¢in gerek ve yeter sart,

hmz‘ank - bnk - 0
"k

olmasidir [4], sf.105 .

Teorem 1.2.8. A (z) donlisim dizisinin gekirdeginin,z = (z, ) dizisinin
cekirdegi tarafindan kapsanmasi icin gerek ve yeter sart, biitiin sinirl diziler

icin, @, matrisinin b,  non-negatif matrisine mutlak denk

olmasidir [4], sf.153 .

/ . . . . . o . .
Teorem 1.2.9. z  ve z  dizileri verilmis olsun. Eger lim ‘zn —x ‘ =0 ise o

n—o0

zaman T ve x{l dizilerinin R ve R'cekirdekleri 0zdestir

n

(aynidir) [4], sf.144 .



1.3.Hemen Hemen Yakinsaklik ve Banach Limitleri

I, = (z )smrh reel say1 dizilerinin uzay1 olmak tizere,

~o

:z:” = sup‘:z:”‘ile
tanimlanan normal bir Banach uzayidir. ¢, tiim yakinsak diziler uzay1 olmak
tizere, ¢'nin siurhl diziler uzaymin kapali bir alt uzay1 oldugu bilindigine
gore; clizerindeki siirekli lineer fonksiyonel olarak limit kabul edilirse, lim i
[ tlizerinde tamiml siirekli lineer fonksiyonel Lim’e her z <€ c igin
Limz = lim(z) olacak sekilde genisletilebilir. Bu ancak her simirli dizinin

limitinin Limz olarak yakinsak kabul edilmesi halinde miimkiindiir. Ancak
baz1 giigliikler vardir. Hahn-Banach teoremi genislemenin tekligini garanti
etmez.lim ’in 6zel bir genislemesi Lim’i alsak bile keyfi bir iraksak dizide
Lim’in degerinin herhangi bir yoldan hesaplanmasini saglayamayiz.
Ancaklim “in genislemesine baz1 kisitlamalar yaparak verilen bir dizinin her

genisleme ile ayn1 degeri verdigini sdyleyebiliriz.

Tanim 1.3.1. X, R {izerinde bir lineer uzay olmak tiizere, f:X — R

dontisiimiine bir reel fonksiyonel denir. Her z,y € X igin,

f@+y) < f(2) + f(y)

ise f’ye alt toplamsal,
[z +y) = f(2) + f(y)

ise f’ye toplamsal denir [10], sf.222 .

Eger « >0 ve her z € X icin f(ax) = af(x) ise f’ye homojendir denir.
Alttoplamsal ve homojen bir fonksiyonele altlineer , toplamsal ve her o € R

icin homojen olan bir fonksiyonele de lineerdir denir.

Tanim 1.3.2. L:l_— R lineer olsun. Eger, her z,y € {_ ve a,b € R igin



i) L(az + by) = alL(x) + bL(y),

ii)Hern € N, z >0 ise L(z) >0,
iii) L(z) = L(ox) (o kaydirma operatorii) sdyle ki, o(z) =0 (z,) = =z, ,

iv)e = (1,1,...) icin L(e) = 1,

sartlarini sagliyorsa, L’ye bir Banach limiti denir [2} .

Buna gore L, Banach limitinin [ _ iizerinde siirekli lineer fonksiyonel oldugu
sOylenebilir. Banach limitleri, limitin bir genislemesidir. Banach limitlerinin
varligimin ispat1[17]’de verilmistir. Buna gore; xsmirli bir dizi olsun, o
zaman her L Banach limiti iginL(z) = «ise 7, a’ya hemen hemen

yakinsaktir denir. Boylece Banach limitine baghh olarak hemen hemen

yakinsaklik tanimi verilmis olur.z € [_ig¢in z’in hemen hemen yakinsak, f -

yakinsak veya bagka bir ifade ile f-toplanabilir olmasi demek z’in biitiin

Banach limitlerinin esit olmasi anlamina gelir.

f, hemen hemen yakinsak dizilerin ctimlesi olmak tizere z’in biitiin Banach
limitlerinin ortak degeri | ise [’ye 2’in genellestirilmis limiti ve z € [_

dizisine hemen hemen yakinsaktir denir ve

f—limz =1 veya Limz =1

ile gosterilir. Bu konuyla ilgili bilinen en genel 6rnek simirh bir iraksak dizi
olan z =(0,1,0,1,...) %’ye hemen hemen yakinsaktir. Cok agik bir sekilde
gorebiliriz ki,

e=z+oz=(0101..)+(10,10,..) = (LLLL...)

ve L Banach limiti oldugundan;
1= L(e) = L(z + ox) = L(z) + L(ox) = 2L(z)

10



1
Buradan L(z) = 2 elde edilir.

Genelde tanimi kullanarak hemen hemen yakinsak diziyi gostermek kolay

degildir. Ayrica, Lorentz [2] hemen hemen yakinsaklik taniminmi asagidaki

sekilde vermistir.

Tanim 1.3.3.z € [ _olmak iizere,

n+p
lim — Z r, =1, n’yegoredizgin

p p i=n+1

ise x dizisi [’ye hemen hemen yakinsaktir denir. Hemen hemen yakinsak

dizilerin uzay1 f ile gosterilir ve f —limz =1{ yazilir [2]

Biitiin Banach limitlerinin ctimlesini « ile gosterelim. Simdi Banach limitleri

ve Hemen hemen yakinsaklikla ilgili teoremleri verelim.

Teorem 1.3.1. L € «volmak tlizere, her z € l_ igin,

liminfz < L(z) < limsup T

olur [13], sf.262 .

Ispat: liminfz =liminfz , limsupz = limsupz ve Banach limitleri
n ’ ko n>k n ’ ko o>k ’

kaydirma operatorii altinda degismeden kaldigindan sadece
infr < L(z)<supz,

oldugunu gostermek ispati tamamlayacaktir. Bu durumda verilene > 0 igin,
infzr < z, <infzr +e¢

olacak gekilde n_secebiliriz. Buradan her n igin,
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r +e—x >0 olur.(ii)

sartlarindan

& (iv) Banach

r, te>u, ve L(z)+¢e> T, > infz
yazilabilir. Boylece L(z) >infz olur.
Benzer sekilde € > (igin,
supz, —¢e < z, <supz,
z, +e—z >0
x"o >x —€
olacak gekilde n_secebiliriz.
supz, >z > L(z)—¢
supz, > L(x)
infr < L(z)<supz,
liminfz < L(z) <limsupz,
elde edilir, ki buda ispat1 tamamlar.
Teorem 1.3.2.c = & [13], s£.261 .
ispat:q :1_ — R olmak tizere,
o(z) = Timsup T+, +..+x
n n
seklinde tanimlanirsa,
—q(—z) = lim inf Ht T :; T ((z) dir.
Eger z €c ise, ((z) = limz = lim hEnE T q(z) olur.

n n n

Ayrica her A > 0igin,
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q(z +y) < q(z) + q(y) ve q(Ax) = Ag(z)dir.

Hanh-Banach teoremini uygulayarak (’'nin c’den [ _’a bir L geniglemesi
elde edilir. Her = €1 igin,

—q(—x) < L(z) < g(x) yazilr.

T
q(z — ox) = limsup—"1——~ =0
n n

oldugundan L bir Banach limitidir. Bdylece ispat tamamlanmuis olur.

. . e 1¢ .
Teorem 1.3.3. p:I_ — R fonksiyoneli p(z) = inf lim supEan seklinde
k J -
tanimlansi. Buna gore L € « olmak tizere, her z € [ igin,
liminfz < —p(—z) < L(z) < p(r) <limsupz,
olur [13], s£.262 .

Ispat: Teorem 1.3.1’den lim inf z < —p(—z)ve p(z) < limsupz oldugu agiktir.

dizimize

&

$imdi Teorem 1.3.1i n ,n,,n,,...,n_ igin, k sabit ‘1

uygularsak,

. 1<
< lim sup z Z x,
; i—1 i+

J

elde edilirki, buda istenendir.

Teorem 1.3.4.p : | — R bir alt lineer fonksiyoneldir [13], sf.263 .
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Ispat:z,y € I igin,  p(z+y) <plx)+ply) oldugunu  gostermemiz

yeterlidir. z,y € I_ve ¢ > 0 verilmis olsun,
, 1< S .
lim supEan < p(z) + B saglayacak sekilde k,n ,n,,...,n_mevcuttur ve
j —1 i+j

1 k
limsup—Z:U < p(y) +<
i () — m. 2

esitsizligini saglayacak sekilde ¢,m ,m,,...,m, vardir.

k{ tam sayisim gz Oniine alip n +m, r=12..k ve s=12..,( igin
lim sup "un alttoplamsal 6zelligini kullanarak,

) 1 k 4
p(x + y> S hmjsup ﬁ Z Z (xn7'+ms+j + yn7'+'ms+j)

r=1 s=1

1 F L 1 F
S hmjsup H Z Z ZL'm+mS+]. + llmjsup ﬁ Z Z ynr+ms+j

r=1 s=1 r=1 s=1

yazilabilir. Boylece
1< 1 .
- limsup=> = < 4 &
g ; j p k; nr+ms+j p(y) 2

ve
k

) 1 €
hm Sup E Z xn7‘+ms+j < p(x) + 5

r=1

oldugundan,

p(z+y) < p(z)+ p(y)

elde edilirki bu ispat1 tamamlar.

Teorem 1.3.5.z € [_"un biitiin Banach limitlerinin ayn1 olmasi igin icin gerek
ve yeter sart,
p(z) = —p(—=)

14



olmasidir [13], sf.264 .

Ispat:(Gereklilik); Teorem1.3.3’den elde edilir.

(Yeterlilik); —p(—z) < p(z) alalm ve z & colsun. Simdi c¢’den cU z ’ye

['nin farkli genislemeleri vardir. Hahn-Banach teoreminin ispatindan, bu

genisleme z’de

[sl}g)[*p(*y —a) —l(y)],inf [p(y + z) - l(y)]]

araliginda herhangi bir degere sahip olabilir ve bitis noktalar1 sirasiyla

—p(—x) ve p(z)’e gider.

Simdi hemen hemen yakinsaklikla ilgili matris karakterizasyonlarim ispatsiz

olarak verelim.

Teorem 1.3.6. Eger A € (f,¢c)  ise, A’ya kuvvetli regiilerdir denir[Q] .

Teorem 1.3.7. Regiiler bir A matrisinin kuvvetli regiiler olmast i¢in gerek ve

yeter sart,

=0

h,ILTl Z ‘ank - an,k+1
k

olmasidir [2} .

Tanim 1.3.4.Eger A< (c,f) ise, A’ya hemen hemen regiilerdir denir[S].

reg
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Teorem 1.3.8. Bir A matrisinin hemen hemen regiiler olmasi igin gerek ve

yeter sart (1.2.2) ile birlikte,

f—1lim a = Oherk igin,
(1.3.1)
f—lim L0 =1, (1.3.2)

nk

sartlarinin saglanmasidir [3] .

Tanim 1.3.5.Eger A € (f,f),, ise, A’ya [ —regiilerdir denir[l?] :
Teorem 1.3.9. Bir A matrisinin f —regiiler olmasi icin gerek ve yeter sart

(1.2.2), (1.3.1) ve (1.3.2) ile birlikte n’ ye gore diizgiin olarak,

p

Z an+i,k - an+i,k+1

=0

1imZL =0

r SO p+1

sartinin saglanmasidir [12] .
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BOLUM 2

CEKIRDEK TEOREMLERI

2.1. K-Cekirdek

‘Bir dizinin ¢ekirdegi’ tanimyi, ilk olarak K. Knopp tarafindan yapilmis ve
bununla ilgili daha sonraki yillarda ¢okca basvurulan bir teorem verilmistir.
Bu boliimde, sinirh bir dizinin Knopp ¢ekirdegi K — cek , Banach cekirdegi

B —¢ek tanimindan sonra gekirdekler arasindaki kapsama bagintilarini

gosteren teoremler verilecektir. [ ,smurli dizilerinin uzay1 iizerinde bazi

altlineer fonksiyonelleri

[(x) = liminf X, L(x) = limsupx,
- 1 i+n

X| = sup|x I (x) =liminfsup—— ) x
¥ = supl,| 09 =timinf sup, =3 x
- l i+n - . -

L™ (x) = limsupsup——> "X, W (x) = inf L (x+2)

n i n+1r:i zemg
Qa(X) = limsupsup > a (i) qa(x) =liminfsup>_a, (i)x,
n ik 4 i K

biciminde gosterelim.

Cekirdegin taniminda kullanilan konveks ctimle kavramini verelim.

Tanim 2.1.1. E, bir nokta ctimlesi ve ¢ >0, 6 >0, a+b =1 olsun. Eger her

z,y € E i¢in az + by € E oluyorsa, E’ye konvekstir denir [10], sf.80 .

Teorem 2.1.1.Konveks ctimlelerin herhangi sayidaki kesisimleri konvekstir.
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Tanim 2.1.2. K —¢ekirdek (s ) € Cbir dizi ve R ’'de her n €N igin

s noktalarmi igeren sonlu kompleks diizlemin en kiigiik kapali-

Sn’ 87L+1’ n427°""

konveks bir bolgesi olsun. Bu durumda, R D R, D R, D ... olacag: agiktir.
Buna gore;

R = ﬂ R ctumlesine (s ) dizisinin ¢ekirdegi denir.

n=1
Sonsuz sayidaki kapali climlelerin kesisimi kapali oldugundan ve bir 6nceki

teoremden (s )'ninR ¢ekirdegi kapali-konveks bir climledir. O halde;
kapaliligin tanimindan (s ) dizisinin limit noktalarmin ctmlesi D ise
D C R dir. Eger R climlesi tek noktadan ibaret ise, (s )dizisi yakinsaktir
(tersi de dogrudur). Rbos (sonlu nokta ihtiva etmez) ise (s ) dizisine ‘belirli

iraksak” denir ve s~ oo ile gosterilir.
Simdi K —c¢ekirdek ile ilgili baz1 6rnekler verelim.

n , n cift

Omek2.1.1.z = olarak tanimlansin. O zaman, aranan R

ni , n tek

kapali-konveks ctimleleri asagidaki sekilde goriildiigii gibi orjinde dik acili
ticgensel bir bolgenin ¢ikarilmasi ile kalan kompleks diizlemin birinci

bolgesinden ibarettir.

A
T ] —
yAVAVATATATATAY 17 — 4
N yaTATAVAIAIAVi
s N
AT AVAY AV R
AIAATAV ] R
TR
N AT
\ A VAVAVIW, /// R,
1‘2 x4 -
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Ohalde; R=R NR,NR,N...=@ oldugundan (z ) dizisi belirli iraksaktir.

Ornek2.1.2.z, = (—1)" dizisini alahm. Bu durumda; 2 =-1, 2, =1 ,

3

r,=-1, z,=1, .. olacagindan, R=RNR N Rgﬂ... = [—1,1]kapah

araligidir. O halde, (z )’in K —cekirdegi [—1, 1] araligidir.

n

Cekirdegin son yapilan tanimindan, asagidaki sonucu verebiliriz.

Eger iki dizinin limit noktalarmin ctimlesi ayni ise, bunlarin ¢ekirdekleri de
aynidir. Fakat, aymi cekirdege sahip dizilerin limit noktalar1 ayni olmak

zorunda degildir. Mesela;
1,0,1,0,... ve 1,1,0,1,1,0,...
2 2

dizilerinin K —¢ekirdekleri aymi oldugu halde, limit noktalarinin farkl

oldugu goriilmektedir.

Yukaridaki ornekte de goriildiigii gibi, reel terimli ve siirh bir (z ) dizisinin

Knopp, kisaca K —cekirdegi , L(z) =limsupz ve ((z)=liminfz olmak

(), L(w)]

kapal1 araligidir [4], sf.138 . Bu tanimdan sonra Knoop kendi adiyla anilan

ve doniisiim dizisinin cekirdeginin esas dizinin g¢ekirdegi icinde kaldigim

ispatlayan asagidaki teoremi verdi.

Teorem 2.1.2. Eger A matrisi regiiler ve pozitif terimli ise her z € [ igin;
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K — ¢ek(Az) C K — ¢ek(x)

olur [4], sf.138 .

Herz €l icin, L(Az) < L(z) ise, l(z) < [(Az) < L(Az) < L(z) esitsizligi elde
edilir. Boylece L(Ax)<L(z) olmast K — ¢ek(Ax)C K — ¢ek(z)ile aymi
anlamdadir. Buna dayanarak Maddox, 1979 yilinda Knoop’un[él] cekirdek

teoremini bir esitsizlik problemi olarak ele ald1 ve asagidaki gibi ispatlada.

Teorem 2.1.3.L(Az) < L(z) K — ¢ek(Az) C K —¢ek(z) olmas: igin gerek ve

yeter sart, A'nin regiiler ve

>

k

=1 (n — oo) (211)

an/\:

olmasidir. [5] .

Ispat: (Gereklilik); Herz € I igin, L(Az) < L(x) olsun. Bu durumda —z el
icin de bu esitsizlik saglanacagindan L(—Az) < L(—z) buradan

—L(—Az) > —L(—x)elde edilir. Bu iki esitsizlik birlestirilirse,
—L(—z) < —L(—Az) < L(Az) < L(x) elde edilir. Boylece;

l(x) <I(Az) < L(Az) < L(z) yazabiliriz. z € calindiginda,
liminfz = limsupx = lim z olacagindan

l(z) <l(Az) < L(Az) <limz yazilarak, I[(Az)= L(Az)=Ilimz elde edilir

kibu da A€ (cc) ,, dir. Silverman-Toeplitz teoreminin sartlarinin dikkate

T

alinmasindan ve Agnew [18] "den;

L(Ay) = limsup Zank <00 ve Hy” =1 olacak sekilde y € m mevcuttur.
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Boylece, 1<liminf Z‘ank‘ <lim supZ‘ank‘ < L(y) < Hy” <1 elde edilir ki
k
buda (2.1.1) dir.

(Yeterlilik);z € [ igin, A regiiler ve (2.1.1) sarti saglansin. Eger m > 1

alinirsa,

ank

> aya, < [ Xola, ]+ supa, 3o
k>m

k<m

+ HxHZ ‘ank‘ - ank

k<m

yazilir Hipotezler dikkate almarak lim sup —operatorii uygulanirsa
L(Azx) < L(z)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

2.2. B-Cekirdek

Tanim 22.1.PveQ swrasiyla [ {izerinde altlineer ve lineer
fonksiyoneller olsunlar. Eger her z € [ i¢in Q(z) < P(z) esitsizligi @ 'niin

Banach limiti olmasin gerektiriyorsa, P ’ye Banach limitlerini tiretir denir.

Eger her @ Banach limiti i¢in her z € [ alindiginda Q(z) < P(z)oluyorsa

P ’ye Banach limitlerine baskindir denir [7]

Eger P hem Banach limitlerini tiretir hem de Banach limitlerine baskin ise bir

z € [_dizisinin hemen hemen yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart,

olmasidir. Ayrica; sinirl bir z dizisinin Banach ¢ekirdegi (kisaca B — ¢ek),

~P(~z), P(x)]
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kapali aralig1 ile tanimlanur.

1 b
q(z) = inf likm sup ; Z Ty

Ty 3Ty yee ey TV
12720 i=1

ile tanimlanan ¢ altlineer fonksiyoneli hem Banach limitlerini {iretir hem de
Banach limitlerine baskmdlrm . Dolayisiyla smirli bir z dizisinin
B — ¢ekirdegi,

—a(—2), q(x)]
kapali aralig1 ile tanimlanir M

Ayrica [_{izerinde,
o0

p

L(z)= liin sup sgp , —ll— ! ;an

seklinde tanimlanan altlineer fonksiyoneli de Banach limitlerine baskindir

ve Banach limitlerini {iretir. Bu nedenle dizinin B — ¢ekirdegi ayn1 zamanda

[—L*(—a:), L*(a:)} seklinde de Verilir[ﬁ} .

(A)= (ank (i)) sonsuz bir matris dizisi ve = = (z,) dizi olmak iizere,

A,i1 (x) = Zank (i)x, (her n ve i >0) i¢in mevcut ise,
k=0

Az doniisim  dizisi (Ar'] (X)):j)n:0 seklinde gosterilir. Eger A (X) —>S
(n—>oo, i’de diizgiin) ise = = (7,) dizisi s’degerine A -toplanabilir denir
ve x—s(A) seklinde yazilir. Buradan (ank (I)) matrisi

1

a,()={n+1"
0 ,  diger durumlarda

i<k<i+n
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seklinde alinirsa /A metodu, f metoda indirgenir. () nin regiiler olmasi

icin gerek ve yeter sart, € [_olmak {izere,

i) sup D |a, (i) <o,
i~0,n=m |

ii)lima, (i)=0  i’de diizgiin,

iii) lim > a, (i) =1 i’de diizgiin,
"

sartlarin1 saglamasidir [6] .

Buradan,

Al =sup> |ay ()| <o ve ayrica,
ni g
Y lay @) <M (her n igin, her I igin)
k

olacak sekilde sabit bir M sayis1 vardir. = € [_{izerinde

Qa(¥) = limsupsup Y ay (i),

n i K
ve

0, (x) =liminfsup>_a, (i)x,
n i %

altlineer fonksiyonellerdir. Simdi bu altlineer fonksiyonellerle ilgili esitsizlik

(cekirdek) teoremlerini verelim.

Teorem 2.2.1. ||A|| < olsun. Her = € [ _ igin,

Qu(x) < L(x)

olmasi igin gerek ve yeter sart, (A) regiiler ve
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D la @ —>1  (n—>oo, i’de diizgiin) (2.2.1)
k

olmasidir [6] .

Ispat : (Gereklilik); Her z €l icin, Q,(X)<L(X) olsun. Bu durumda =
yerine —x alinirsa, [(X) <—QA(—X) <QA(X) < L(x) elde  edilir.
z € cigin, I(x) = L(x) = limx olacagindan limz <-Q,(r) <Q,(r) <limz
yazilabilir. Buradan Q,(X)=0,(x)=limx elde edilirki buda (A)nmn

regiilerligini gosterir.  (A) regiiler oldugundan Lemma 1.2.1. sartlar

saglanmis olur. Boylece, y|| <1 ve Qa(y)=Ilimsup Sl_JpZ|ank (i)| olacak sekilde

n ik
bir Yy €M mevcuttur.

Ozel olarak, x =e = @,11,...) dizisi alinirsa

1=d,(e) <liminf sup " [a (i)
<limsupsup Y Ja, (D) = Qu(y) < L(y) <[ly| <1

elde edilir ki bu da (2.2.1)'in ispatidur.

(Yeterlilik); Herhangi bir © € [ icin, € > 0 verildiginde ve £ > £ oldugunda
z, < L(r) + ¢ olacak sekilde bir k, €N vardir. 1eR igin, 4" = max{/l,o},

A =max {—/1, 0} seklinde ve |ﬂ| =A"+1, A=A"-1 olmak iizere;

Y an D% =2 a ()% + 2 (an ()% — 2 (ax ()%,

k<m k>m k>m

yazilabilir. Hipotez dikkate alinarak yukaridaki esitsizlige limsup sup

operatorii uygulanirsa, Q,(X) < L(X)+¢ elde edilir. ¢ keyfi oldugundan,
24



Qu(x) < L(x)

bulunur.

Teorem 222. Her z€l_ igin, L(AX)<L(X) K — cek(Az) C B — ¢ek(z)
olmasi iin gerek ve yeter sart, Ae( f ,C)reg ve

Y |ank] 21 (n— ) (2.2.2)
k

sartlarinin saglanmasidir [6] .

ispat :(Gereklilik); Her z €[_ igin, L(AX)<L(X) olsun. Bu durumda z
yerine —zyazilirsa, —L (-X) <-L(-AX)<L(AX)<L(X) elde edilir. z € f icin
—L'(-x) =L (x)=f —limx olacagindan f —limx<—L(—Ax) < L(Ax) < f —limx
yazilabilir. Buradan, f—lim Az = —L (—Az)= L(Az) elde edilir. Boylece

Ae(f,c)  dir. Diger yandan, her z €l_ igin L(AX)<L(X) oldugundan,

reg
r el igin L(AX)S L(X) sonucuna ulagiriz. Boylece (2.2.2)'nin gerekliligi

Teorem 2.2.1’den elde edilir.

(Yeterlilik); A matrisinin kuvvetli regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

A’nin regiiler ve

ank: - a’n,k+l - O (n - OO)

>
saglamasidir. Simdi teoremin yeterlilik kismini ispat edelim. € > 0 olmak
tizere her € [ ve her k > 0 igin,

1 & .
— SN <L()+e (2.2.3)
p + 1 r=k
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saglayacak sekilde pozitif bir p sayisi bulunabilir. Lorentzm ispatindaki

benzer diisiinceyle,

k+p

Zank A—Z Q,y, +1; _ZX:

k=0 k=0 k=p

ank + + nk7p+1
p + 1 k

elde edilir. € [_ve A’nin regiilerligi dikkate alindiginda (2.2.4) deki son iki

a, +...+ a B
P + 1 nk

p—1

p—1
+ Zank k + Z

k=0 k=0

(2.2.4)

toplam n — oo igin sifira gider. Eger,

ank + + a n,k—p
- a/nk k
p+1

o0

F;Lp = —Z

k=p

yazilirsa,

<L 3
" p—|—1k,

ank +..t an,kfp - (p + 1)a71k

=

71A - nk

nk an,k—H

elde edilir. A kuvvetli regiiler oldugundan, Z‘

| — 0 olacagindan,

yukardaki son esitsizlik sifir olur.

26



T, +..+x
L(Az) <lim SupZank 2 2

k+p

n k=0 p+1
0 T +..+x o0 r +..+x,
< lim sup Z a 4 Mr1_ limsup Z a, & by
n k=0 p+1 k=0 p+1

yazilabilir. (2.2.3)"ti dikkate aldigimizda

L(Az) < L'(z)+ ¢ limsup Z‘ank‘ + Hx”hm sup Z ‘ank‘ —a (2.2.5)
n k n I

olur. (225)de A’'min regiilerligi ve (2.2.2) dikkate alindiginda
L ( AX) <Ll (X) +¢& olur. ekeyfi oldugundan,
L(AX) < L*(X) yani K — ¢ek(Az) C B — ¢ek(x)

elde edilirki bu da ispattir.

Teorem 2.2.3. Her x el igin, L' (AX)<L'(X) B — cek(Az) C B — cek(z) olmast
icin gerek ve yeter sart, A’'nin f —regiiler ve

i+n

1
PPl

r=i

=1 (2.2.6)

limsup E
n i K
olmasidir [6] .

Ispat:(Gereklilik); Her x el icin, L*(AX) <L (X) olsun. Bu durumda Teorem

(2.2.1)'in ispatindaki benzer durum ile
C(X)< (A <L (AX) <L(X)

esitsizligi yazilabilir. = € fise (' (X)=L(x)=f —limx ve

C(AX) =L (Ax) = f —limxelde edilir. Buda Ae(f, f) olmasm gerektirir.

reg
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i+n
Eger her kicin, b, (i) = 1 D ay ile tanimlanirsa B = (by (i) matrisi
n+

r=i

Lemma 1.2.1'in sartlarini saglar. Boylece hipotez dikkate alindiginda

i+n

1
PP

r=i

1<liminf sup )’
n P 5

1 i+n

_12ark

<limsupsup "
n i Kk n+ r=i

) 1 i+n .
:Ilmsupsqu[—zarkjyk <L(y)<|y|=1
n i k n+1 r=i

bulunur. Buradan (2.2.6)'nin gerekliligi elde edilir.

(Yeterlilik); (2.2.4)'dea,, ile b, (i)’yi yer degistirirsek esitlik korunur.
xel veAnin regiilerligi dikkate alindiginda[12]’deki Teorem 4'{in
corollary’sindeki (8, )’li toplamlar (b, (i)'l toplamlar ile yer degistirip

n — oo (¢’de diizgilin) limit alindiginda 2. ve 3. toplamlar sifira gider. Diger

tarafdan ‘an , &, (1) 'nin by (i) ile yer degistirmesinden sonra

P
Pz

i . 1 i+n
0 )by ] =5 X} 2 ) 227)

ifadesinden biiyiik degildir.

A matrisi f —regiiler oldugundan (2.2.7)'deki son toplam sifira gider,

(n — o, 1’de diizgiin). Boylece (2.2.3) ile

- : o X + oo X
L(Ax)sllmsupsupZ(izarkj[ F + k+pj
n i K n+1

r=i

yazilir. 2.2.6) ve A’min f —regiilerligi kullanilarak
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L'(AX) <L (X) +é&

elde edilir. ¢ keyfi oldugundan

L'(AX) <L'(X) yani B — ¢ek(Az) C B — ¢ek(z) dir.

Teorem 2.24.xel_veA kuvvetli regiiler matris olsun.
K —cek(Ax) c B—gek(x) olmasi igin gerek ve yeter gart, A’'nin biitiin simirlt
diziler igin, non-negatif kuvvetli regiiler B matrisine mutlak  denk

olmasidir [1 1] .

Ispat:(Yeterlilik); A matrisinin, non-negatif kuvvetli regiiler B matrisine

mutlak denk oldugundan, her z € [_ igin
lim{(Ax), —(Bx),} =0 (2.2.8)
yazilir.Teorem 1.2.8’dan herz € [_ igin

K —cek(Ax) = K —¢ek(x), ve B matrisinin non-negatif ve

kuvvetli regiiler olmasindan dolay1 Teorem 2.2.2’den

K —cek(Bx) < B —c¢ek(x), (2.2.9)
yazilir.(2.2.8) sagladigindan dolay1 ve Teorem 1.2.9’dan

K —cek(Ax) = K —¢ek(Bx) (2.2.10)

dir. Boylece (2.2.9) ve (2.2.10)’dan
K —cek (Ax) < B —c¢ek(x)

elde edilir.

(Gereklilik); x el ve Akuvvetli regiiler matris olsun. Hipotezden
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K —c¢ek(Ax) < B —cek(x) < K —¢ek(x)

yazilir.Boylece, Teorem 1.2.7’den |, tizerinde Ave B mutlak denk olan non-

negatif regiiler B matrisi mevcut oldugundan,

lim>|o, —a,|=0 (2.2.11)

dir. Burada

(2.2.12)

n k+1

oldugunu gosterebilirsek ispat tamamalanmais olur. Boylece,

Z nk n k+1 Z|bnk nk|+z n,k-+1 _bn,k+l +Z
k k k

ank - an,k+1

=c +c’+c’

esitliginde (2.2.11)'i kullanarak, ¢, -0 ve A’nin kuvvetli regiilerliginden

¢t >0 (n - OO) olur. Mutlak denkligin tanimimdan

cr=>la
k

olur ve buda ispatimizi tamamlar.

Z:|ank nk| -0 (n - 00) yazilir, boylece (2.2.12) saglamis

nk+l n k+1

BOLUM 3
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ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE CEKIRDEK KAVRAMI

Bu boliimde; bir climlenin dogal yogunlugu yardimiyla tanimlanan
istatistiksel yakinsaklik kavrami verilmistir. Ayrica bir dizinin istatistiksel
ust limiti ve istatistiksel alt limiti kavramlarindan sonra, bu kavramlar ile adi
anlamdaki tist ve alt limitler arasinda bulunan iliski incelendikten sonra
istatistiksel yakinsakla ilgili yapilan matris dontisiimleri ve bunlara bagh

olarak ¢oziilen esitsizlikler siralanmistir.

Tanim 3.1.K pozitif tamsayillarn bir alt climlesi olmak {izere

k<n:keK | notasyonu K'ninn’ den biiyiik olmayan elemanlarmnin

say1isin1 gostersin. Eger,

liml k<n:keK

mevcut ise bu limite K ctimlesinin dogal yogunlugu denir ve §(K)ile
gosterilir [19] .

K bos veya sonlu bir climle ise 6(K) = 0 dir. Fakat tersi dogru degildir, yani
8(K) =0 olup da sonlu olmayan K ciimlesi mevcuttur. §(K)= Oolan K

ciimlesine sifir yogunluklu ctimle denir. Dogal sayilarin dogal yogunlugu 1

dir. §(N) = loldugundan her K C N i¢in 0 < §(K) <1 dir.

Ornek 3.1.K = 1,23,....n,... Dogal sayilar climlesinin dogal yogunlugunu

bulalim.
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nzljl‘kglzkeK‘zl \
n 1

n:2:>l‘k:§2:k€K‘:2 6(K)—hm—‘k<n kEK‘
n=3=~|k<3:kek |=2 > = 8K _hm{_gﬁ ”}
n 3 n—00 23 n

§(K) =1

1 n
n:n:>; kgn:kEK‘:g ]

Sifir yogunluklu ciimle tanimindan esinlenerek istatistiksel yakinsak dizi

tanim1 asagidaki gibi verilebilir.

Tanim 3.2.2 = (7,) herhangi bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 igin,
19 k:‘xk—ﬁ‘ze =0

ise © = (z,) dizisi { sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st —limz = (

seklinde yazilir [8] .
Bir bagka ifadeyle = = (z,) dizisi verilsin. Eger her € > 0 igin,

hml E<mn: ‘:13 —€‘>€‘:O

n—0oc n

isex = (7,) dizisi { sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st —limz = (

ile gosterilir.
L= { (e

‘:z:k—C‘Zs —~ — ‘:z:k—C‘Zs
‘:z:k—C‘<€




Su halde, istatistiksel yakinsak diziler uzayr st ile gosterilirken sifira

istatistiksel yakinsak diziler uzay1 sf; ile gosterilecektir.

st —limz = ( ise, dizinin ('nin ¢ komgulugunun diginda kalan terimlerin
dogal yogunlugu sifirdir. Buna gore yakinsak bir dizide limit noktasimin ¢
komsulugunun disinda kalan terimler sonlu oldugundan, yakinsak her dizi
ayni zamanda istatistiksel yakinsaktir fakat tersi dogru degildir, yani

istatistiksel yakinsak bir dizi yakinsak olmak zorunda degildir. Ornegin,

k

2
k=mn
Tr =

g 0, k=n’

Y

dizisi sifira istatistiksel yakinsak oldugu halde kendisi yakinsak degildir. Bu
dizi ayni zamanda sinurh da degildir. Dolayisiyla smirli olmayan bir dizi

istatistiksel yakinsak olabilir. Ayrica smirli olup da istatistiksel yakinsak
olmayan dizilerde mevcuttur. Ornegin, z = (—1)" dizisi istatistiksel

yakinsak degildir ama siirh bir dizidir.

Istatistiksel yakinsaklik bilinen yakinsakliktan daha genel bir kavramdir,

yani ¢ C st dir.

st

Teorem 3.1.istatistiksel yakinsak bir dizinin limiti bir tektir.

Ispat:z = (z,) dizisinin L, ve L, sayilarmna istatistiksel yakinsadigini kabul

edelim. O halde her € >0 verildiginde en az bir A C N ciimlesi ve 7,(¢)
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sayisi bulabiliriz dyle ki §(4) =1 ve her k >n () ve k € 4 igin ‘ZL‘ - Ll‘ < %

k

saglanir. Ayni zamanda bir B C N ciimlesi ve n,(¢) sayisi vardir dyle ki
§(By=1 ve her k>nf(e) ve keB ign ‘xk — LQ‘ < % saglanir.

n,(e) = maz n(e),n(c) alrsak § ANB =1 olmak iizere her k> n,(c) ve

k € AN Bigin,

- <[+t

<

£
—+—-=c

2 2

saglanir. Buradan ‘Ll —LQ‘:O bulunur.Béylece L, = L, olur ki buda

ispatimizi tamamlar.

Reel terimli herhangi bir * = (a:A) dizisi verildiginde;

Bm: beR:§ k:xk>b =0
ve

AI: acR:6 k:xk<a =0

esitsizliklerinden yararlanarak istatistiksel iist limit ve istatistiksel alt limit

tanimlar1 asagidaki sekilde verilmistir.

Tanim 3.3.Reel terimli herhangi bir = = (7,) dizisinin;
istatistiksel tist limiti ( kisaca st — limsup)

supB, , B, =J

T

—00 B =0

) z

st —limsupz =
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ve istatistiksel alt limit (kisaca st —liminf)

infA , A =0

st —liminfz =
00 , A, =0

seklinde tanimlanir [9] .

k , k tek kare ise
Brneks.2 2, k cift kare ise
MECSTZ % TN |k tek kare degilse
0, k cift kare degilse
dizisi olarak tamimlanirsa; B, = —oo, 1 ve A = 0, oo oldugundan

st —limsupz =sup B, =1 ve st—liminfz =supA =0 dur.

Istatistiksel alt limit ve istatistiksel iist limitle ilgili, adi anlamdaki iist ve alt

limitlere benzer olarak asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.2. st —limsupz = 3 (sonlu) olmasi icin gerek ve yeter sart, her bir
e > 0 igin,

bk:x, >p—e =0

ve
Okiz >0+e =0

olmasidir [9] .

Teorem 3.3. st —liminf z = & (sonlu) olmasi igin gerek ve yeter sart, her bir
e > 0 igin,

6k:xk<a+€ =0
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ve
6k:xk<a—6 =0

olmasidir [9] .

Teorem 3.4. Her hangi bir z dizisi igin,

st —liminf z < st — limsupx
dir [9]

Ispat:Eger st —limsupz = —co durumunu géz Oniine alirsak, B, =@ ve
R’deki her b i¢gin 6 k:x,>b =0 olurki,buda ¢ k:z <b =1 olmasin

gerektirir ve ~ R’deki her a igin, ¢ k:2 <a =0 olur. Boylece

st —limsupx = —oco  olur.st —limsupz = +ocodurumunda ispata gerek
yoktur. Farzedelim ki;

0 = st —limsupx (sonlu)
o = st — liminf z olsun.
€>0igin, f+¢€ Az, yani a <+ ¢ oldugunu gosterebiliriz. Teorem

3.2”den 3 = lub B oldugundan, 6 {k rx, > B+ %] = 0 olur.

Boylece, 6[/<: rz, < B+ %} =1 anlamina gelir ve 6 k:z, <3 +¢ =1 olur,
yani § + ¢ € Az dir.

a = inf Az tanimindana < 3 + ¢ elde edilir ki, ekeyfi oldugundan bu bize
a < B esitsizligini verir. Teorem 3.4’den ve st—limsup, st—liminf’in

tanimlarindan agik bir sekilde herhangi bir z dizisi igin,

liminfz < st — liminf z < st — limsupx < limsupz
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sonucu elde edilir.

Tanim 3.4.(z,)reel terimli herhangi bir dizi olsun. Eger & & : ‘xk‘ >B =0

olacak sekilde bir B sayisi varsa, = dizisine istatistiksel sinirlidir denir [9]

Tanimdan da anlasilacag tizere, siirli her dizi istatistiksel smirlidir, fakat

bunun tersi dogru degildir. Ornek 3.2’deki dizi sirl olmadig halde,

o k: ‘:ck‘ >2 =0 oldugundan istatistiksel sinurhdair.

Tanim 3.5.(Istatistiksel Cekirdek)z istatistiksel sinirli bir dizi olmak iizere bu

dizinin istatistiksel ¢ekirdegi, st — cek(z) ile gosterilir ve
[st —liminfz, st —limsupz

kapal1 araligindadir [8]

z’in istatistiksel sinirli olmadig1 durumlarda ise, st — ¢ek(z) su ti¢ durum da

karsimiza c¢ikar;
st —liminfz, co , —o00, co yada —oo, st—limsupx}du*.

Buradan,

liminfz < st —liminfz < st — limsupx < limsupzx

oldugundan

st — ¢ek(z) C K — ¢ek(z)
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dir. Fridy ve Orhan[2 1] istatistiksel stmirli kompleksz dizisinde, istatistiksel
cekirdegi;

st — ¢ek(x) = ﬂ S’(z) seklinde tamimladilar, burada

zeC

S:(z) = weC: ‘w — z‘ <st— liin sup‘xk — z‘ ve K — ¢ek(Azx) C st — ¢ek(x)
olmas: igin gerek ve yeter sartlar1 belirlediler. Daha sonra Li ve Fridy[22],

st — ¢ek(Az) C K — ¢ek(x) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 elde ettiler.

Teorem 3.5. Istatistiksel sirli bir dizinin istatistiksel yakinsak olmasi igin

gerek ve yeter sart;

st —liminf x = st — limsupx

olmasidir [9] .

ispat:a = st —liminfx ve 8 = st —limsupzolsun.Ve > Oigin, st —limz = L
oldugunu farzedelim. [statistiksel yakinsaklik tanimindan

) k:‘xk—L‘Zg = 0 yazilir ki, bu dad k:xk>L+5 =0dir.Yani <L

dir.

Diger taraftan, 6 k:z, <L—¢ =0 olur ki, bu da L <« olmasm

gerektirir. Boylece 3 < o esitsizligini elde edilir ve bu durum Teorem 3.4 ile
birlestirilirse « = g3 olur.Tersine olarak, o = 3 ve L =a oldugunu kabul

edelim. Eger € > 0 ise Teorem 3.2.ve Teorem 3.3."den
€ €
6[k:xk >L+—}:Ove 6{k‘:xk <L——}:0
2 2

olur ki bu da st —limz = L dir.
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Simdi istatistiksel yakinsak ve smurl dizilerin uzayi, st Nl ile ilgili baz1

matris smif karakterizasyonuna iliskin teoremleri verelim.

Teorem 3.6.A € stNl_,c olmasi icin gerek ve yeter sart, A’nin regiiler ve
‘ reg

sifir yogunluklu bir £ C N ciimlesi igin,
limy Ja,|=0
" keE
olmasidir [20].

Teorem 3.7.A € c,st Nl olmasiigin gerek ve yeter sart,
‘ 9

req

i) HAH = sup, Zk a |<oo, (3.1)
ii) st —lim a =0 her k icin, (3.2)
iii) st —lim ) a, =1, (3.3)

sartlarnin saglanmasidir [15] .

Teorem 3.8.A4¢c stnl_,stNl_ olmasi igin gerek ve yeter sart, (3.1),

reg

(3.2)'nin ve sifir yogunluklu bir £ C N ctimlesi igin,

st — limZ‘a”k‘ =0
" keE

olmasidir [14] .

Teorem 3.9.Ac stNl_,f olmasi icin gerek ve yeter sart, A€ (c, f)w ve
reg 4

n’de diizgiin olmak {izere,
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. 1
lim Y ——
P keE p -I' 1

P
Z an-%—i,k

i=0

=0 (3.4)

saglamasidir. Burada F C N ve §(F) = 0d1r[24].

Ispat:(Gereklilik); A € st N I_,f olsun. Bu durumda her z € st N[ _ igin,

9

A(z)= Zankxk dontisim dizisi mevcut ve € fdir. Boylece ¢ CstNi_
k

oldugundan 4 € (c, f),,, dir.

Diger tarafdan z € [_ igin, z = (z,) dizisini

r, , kekb )
z = seklinde tanimlayalim.

0, k€ E

Acik olarak st —limz, =0 dur.

Boylece ;
AZ - Zankzk = Za/nkzk + Zankzk
k keE kZE
= Zankxk
kel

elde edilir.
Simdi B matrisi,

a, ke F ) y o
b, = O,’ kg E§el<hnde tanimlanirsa B € (lx,f) olacagindan, B matrisi

B e (l_,f) stmfinin sartlarini saglar. Boylece (3.4) elde edilir.
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(Yeterlilik); A € (¢, f),, ve (34) saglansin, z€stNl_ ve st—limz=/{
olsun.Bu durumda her ¢ >0 icin, E= k: ‘% - ﬁ‘ > ¢ olmak tlizere

O(E) =0 dir. Simdi;
Az = Zankmk = Zank T, — t+ ﬁzank
k k &

esitliginden f — lim alimir ve A € (c, f)mg sinifinin sartlarida dikkate alinirsa;

f—limAx:f—limZank z, —L +(
k

= hmz

-0 +/
P p+1z n+i,k .Z' +

esitligi yazilir.

Diger taraftan,

Z Z Qi - Z Z a,,., T —L +Z

keEp+1 kéEp—i_l

30, -

p+1

Syme

keE

Eanm\ S

kZE

Z n+zk z

p+14 ‘k 4

p+1

1 p
1) 3{ P SR 3 = 5 00

p+1%% Tt kng_i_le
1 P
o) 3| o S R

yazilabileceginden (3.4) sarti da dikkate alimirsa f—lim Az = (olur, yani

Ae stnl_,f dir.

reg
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Teorem 3.10.Her z € [ igin, B — ¢ek(Az) C st — ¢ek(z) olmast igin gerek ve

yeter sart, A€ (stNl_,f) ve

reg

Y4

Z a7L+i,k

1=0

lim ) 1 =1 (n’ye gore diizgiin) (3.5)

v Gip+1

olmasidir [24} .

Ispat:(Gereklilik); Her = € [_ icin, B — ¢ek(Az) C st — ¢ek(x) yani
L' (Az) <st —limsupz olsun bu takdirde,

—f(—z) < —L'(—Az) < L'(Az) < B(z) < L(z) ve

st —liminfz < —L'(—Az) < L'(Az) < st —limsupryazilir. Eger z€stNl

almirsa, st—liminfz = st —limsupz = st — lim z olacagindan,
st —limz < —L (—Az) < L' (Az) < st —limz elde edilir. Bylece

st —limz = —L' (—Ax) = L'(Az) = f —lim Az olur ki, bu da A€ (stNl_,f)

reg
sartin1 gerektirir. Ayrica her 7 €[ icin, ((z) < L(z) oldugundan (3.5)

sartinin gerekliligi A € (c, f) ,ve cekirdek teoreminden elde edilir.

re.

(Yeterlilik); A € (st N1, f) ~ve (1) saglansmn, T €[ _icin, B(z) sonlu ve her

reg

e>0igin;, E= k:z > f(r)+¢c denirse §(£)=0 dir.

Simdi,
1 p
a(p,n,k) = Y a, ., olarak tanimlanirsa,
p =0 ’
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Za(p, n, k) :Z a(p,n, k), + Za*(p, n, k), — Za’(p, n, k),

e keE kZE kZE

< Hx”Z‘a(p, n, k)‘ + Bz)+¢ Z‘a*(p, n, k)‘ + HxHZaf(p, n, k)
keE kZE kZE

yazilir. Hipotez dikkate almip yukardaki esitsizlige limsup operatori
p

uygulanirsa L (Az) < B(z) + ¢ elde edilir. € keyfi oldugundan L (Az) < B(z)

yani,
B —¢ek(Az) < st —limsupz

elde edilir.

Teorem 3.11. HAH < 0o olmak tizere, her z €l _ igin,

st — ¢cek(Az) C B — ¢ek(z) (3.6)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart, Aec f,stNl_ ve (3.7)
> reg
st—limy |a, |=1, N\ E sonlu, E C N igin (3.8)
" keE

sartlarinin saglanma51d1r[16] .

Ispat:(Gereklilik); (3.6) saglasin ve f —limz = { olsun. Bu durumda
( = B —¢ek(z) D st — ¢ek(Ax)

yazilir. HAH < oo oldugundan Az €l_veher z €_igin Az en az bir tane

yigilma noktasma (cluster point) sahiptir. Boylece istatistiksel yigilma

noktas1 st — ¢ek(Ax)’in igerisinde kalir [22] :

Su  halde;st — ¢ek(Az) = @ ve st —¢ek(Az) = ( olur.  Boylece

st—limAz = f —limz = ( yazilir veA € f,stNi_  elde edilir.

regq
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(3.8)inispatiigin z = (z,) € [ dizisiEF C Nve N\ E sonlu olmak iizere

1, keE

%o , diger durumlarda

seklinde tanumlanirsa B — ¢ek(z) = 1 olur.

Az €1_oldugundan Azen az bir tane yigilma noktasmna(cluster point)
sahiptir. Bu yiizden [22] onerme 4 ‘den faydalanarak st —¢ek(Az) = @ elde
edilir ki,
st — ¢ek(Az) C B —¢ek(z) = 1 olur.st —¢ek(Az)= 1 ve bu da Az’in bir
tek istatistiksel y1g1lma noktas1 oldugundan

st—limAzr =1

olur ki,

st — liT{HZ‘ank‘ =1, N\ Esonlu

keE

elde edilir bu da (3.8) dir.

(Yeterlilik); (3.7) ve (3.8) sartlar1 saglansin ve w € st —¢ek(Ax) olsun.
z € Cigin,

Z = z a}nkxk

‘w - z‘ < st —limsup|z — An(:zr)‘ = st — lim sup
" " k

+ st — lim sup‘z‘

< st — limsup Zank(z —7,)
n & )

1- Zank
k

= st — lim sup

Za"k (z—=,)
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yazilir. Boylece indeks ciimlesi N = n. igin 6(N) = lolur ki,

‘w - z‘ < limsup Za7l1k(z —7,) (3.9)
i )
dir. Burada (3.7) kullanilarak,
limisupZanzk (z—1)= limisup Zanlk (2 —t,(2))
elde edilir. Simdi e>0 igin, r=limsup sup, ‘tpk(x) — z‘ ve
E=Fk: ‘tpk(x) — z‘ > r +¢ alalim, suhalde §(F) =0, ve F sonludur.
Boylece,
>oa,(z=n) =3 e, (= 1,@)
< sup‘z — tpk(x)‘ Zam +(r+e) Zank
b eE WE
dir.(3.7) ve (3.8)'den lim sup Z anik(z —z )| <r+e ve
i K

(3.9ydan|w—2 <r+e
esitsizligini elde ederiz. € keyfi oldugundan,
w—2 <r= limpsup Sl;p‘tpk (z) — z‘
yazilir. Buradan, w € B:(z) olur ki, w € B — ¢ek(z) elde edilir, yani;
st — ¢cek(Az) C B — ¢ek(z)

olur. Bu da ispati1 tamamlar.
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Teorem 3.12. HAH < 00 olsun. Her z € l_igin,

limsup Az < st —limsupx K — ¢ek(Az) C B(z)
olmasi icin gerek ve yeter sart,

iyAe stni_,c ,

reg
ii)lim o, [ =1, (3.10)
-

sartlarinin saglanmasidir [9] .

Ispat: (Gereklilik);Herz € I_igin L(Az) < }(z) olsun. Bu durumda Teorem
2.2.1’deki benzer diisiince ile —f(—z) < —limsup(—Az) < limsup Az < ((x)
yazilir. Eger wx€stNl_ise —f(—z)=pP(z)=st—limz olacagindan;

lim Az = st —limz yazilirBoylece A€ stNl_,c olmasim gerektirir.

reg

Diger yandan, her ze€l_ icin, ((z) <limsupz oldugundan (3.10)'un

gerekliligi Maddox [5] ‘den elde edilir.

(Yeterlilik);z € _olmak iizereA € stNl_,c ve (3.10) saglasin. Bu takdirde

reg

B(z) sonlu ve her €>0igin, E= k:z, > (z)+e denirse §(F)=0 dur

Herhangi z reel sayisi i¢in, 2" =mazr 2,0 ,2 =mar —2,0 , z‘ =z2" 4z,
z=12 —2z ve ‘z‘ —2=2z  tanimlayalim. Boylece sabit pozitif bir m

tamsayisi icin,
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AZ’ n - Zankxk —I_ Zankxk

k<m k>m

— + _ -
- Z a’nkxk + Z ankxk Z ankxk

k<m k>m k>m

+ -
<, Yool 30w, + 3 aum, + ol 3 o]
k<m k>m k>m k>m
k¢E keE

<[

ank ank

S| 8@ + 3o + [

c<m

2 fa] +[e
k>m

kEE keE

»
k>m

yazilabilir. Hipotez dikkate alinarak yukaridaki esitsizlige limsup sup,

operatorii uygulanirsa

limsup(Az) < B(z)+¢e

elde edilir. € keyfi oldugundan limsup(Az) < 3(z)

n

yani,

L(Az) < fB(z)olur.

Teorem 3.13: z dizisi iistten sinirli ve = st —limsupz’e C, toplanabilirse

z dizisi [(’ya istatistiksel yakinsaktir [9]

ispat : Kabul edelim ki, z dizisi ﬂ’ya istatistiksel yakinsamasin, o zaman

Teorem 3.5’den st —liminfz < olurve § k:z, <p = 0olacak sekilde bir
i< B sayist vardir. K'= k: z, < g alalm, O'nin tanimindan her ¢ >0

icin 6 k:z_>p+¢e =O0olur.

K'= k:n< z, <fB+e¢ veK" = k: z, > 3+ ¢ seklinde tanumlayalim ve

B=sup, 7, <oo alalim. 6§ K’ =0 oldugundan,
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l\fq\ >d >0,
n

olacak sekilde sonsuz tane n sayis1 vardir. Ayrica her bir n igin,

C’lxn— Zx—f— Zx—f— Za:

keK AeK keK”
M‘K"+ﬁ+8‘[(él‘+ﬁ‘[(7:l/
n
K, K,
=p—+(B+e)|l-——[+01)
n n

<B—dfB-p+el—d +0)

yazilir. ekeyfi oldugundan, liminfCz<p-d 8—p <pB elde edilir.
Béylece xdizisinin 3’ye C, —toplanabilir olmadig goriiliir ki, buda ispati

tamamlar.

Onerme 3.1:T (st(b), f; p) olmast igin gerek ve yeter sart,
i) sup D[t | <,

nok
ii) f —limt, =0herKk igin,

i) f-lim> t, =1,
k

iv) IImZ

keK

Ztm—l k

=0, (n’de diizgiin) her K sifir yogunlugu icin [1 1}.
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Teorem 3.14:T:I, —»1_ ve S(X)=st—limsupx olmak iizere,
L'(Tx)<B(x) (herxel, igin) (3.11)
olmasi igin gerek ve yeter sart,

i) T e(st(b), f;p),

ii) lim»’ =1 n’de diizgiin,
=

1
m;tm—i,k

olmasidir [11] .

ispat :xel  icin, (3.11) saglasin. Bu durumda Tx €l olacagindan

—B(=x) <-L*(-Tx) <L*(Tx) < B(x)

yazilir. Eger Xest(b) ise f(X)=-pB(-X) dir. Boylece T e(st(b),f) ve

f —limTx=st-limx olur ki, (i) ispatlanmis olur. Diger taraftan,

b, (i) = —12trk olarak alinirsa, B = b (i) matrisi Lemma 1.2.1’in sartlarim
n r=i ’

saglar. Buradan,

1=liminfsup > b, (i) <liminf sup > |b,, (i)|
n i K n i K
<limsupsup > |b,, ()
n i Kk
=limsupsup > b, (i)x,,
n i Kk

< B(x),
<|<1

elde edilir.
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Tersine olarak, (i) ve (i) saglansin. xel ve Txel, olacagindan f(X)
sonludur. Her &>0igin, E={k:x > f(x)+¢&} olsun. Bu durumda k¢E ve

x, < B(X)+¢ i¢cin 0(E)=0 dir. Her hangi z reel sayis1 igin;

z':=max{z,0} , z-=max{-z,0} ve |z|=z"+z", z=7"-17,|z|-z=2z" olarak

tanimlayalim. Ayrica,
) 1 i+r
b,()=—> 1t
rk ( ) I+ 1 ; nk

i+r

brk (I) Ztnk !

i+r

brk (I) :_Ztnk !

olarak tanimlanirsa sabit bir pozitif m tamsayisi icin,

LS 100, = b %+ 3 (b @) % + 3 (0 () % — X (b ) %,

r +1 n=i k<m k>m k>m k>m
keE keE

<[, 2 Ieac O+ (B0)+&) 2 or @]+ X1, 2 b DI+ [x]., 2 (1bo D] =b ()

k<m

yazilir. Hipotez dikkate alinip, limsupsup oparatorii uygulanr ve Onerme

3.1’de goz oniine alinirsa;

L*(Mx) < B(X)+¢
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elde edilir. ¢ keyfi oldugundan,
L*(Tx) < 5(x)

olur. Buda ispati tamamlar.
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