DIE BOSE FARBE

A. BAUDISCH, M. HILS, A. MARTIN-PIZARRO UND F. O. WAGNER

ABSTRACT. We construct a bad field in characteristic zero. That is, we con-
struct an algebraically closed field which carries a notion of dimension analo-
gous to Zariski-dimension, with an infinite proper multiplicative subgroup of
dimension one, and such that the field itself has dimension two. This answers
a longstanding open question by Zilber.

RESUME. Nous construisons un mauvais corps de caractéristique zéro. C’est-a-
dire nous construisons un corps algébriquement clos qui porte une notion de
dimension analogue a la dimension de Zariski, avec un sous-groupe multiplicatif
infini propre de dimension un, et tel que le corps lui-méme soit de dimension
deux. Ceci répond & une ancienne question de Zilber.

1. EINLEITUNG

Morleyrang ist eine modelltheoretische Verallgemeinerung des Dimensionsbe-
griffs fiir algebraische Varietdten, der fiir definierbare Mengen in beliebigen ma-
thematischen Strukturen definiert werden kann; eine Struktur ist w-stabil, falls der
Morleyrang ordinale Werte annimmt. Das Analogon zur Anzahl irreduzibler Kom-
ponenten von maximaler Dimension ist der Morleygrad; eine frithe Vermutung von
Zilber besagt, daf eine Struktur vom Morleyrang und -grad 1 (eine streng minima-
le Menge) von einer bekannten Geometrie herrithrt: Der trivialen (degenerierten)
Geometrie, der Geometrie eines Vektorraumes iiber einem Schiefkorper, oder der
Zariskigeometrie iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper. Diese Vermutung
wurde 1988 von E. Hrushovski widerlegt [11], indem er die Fraissésche Konstrukti-
on des universellen homogenen Modells einer zusammenhéngenden Klasse endlicher
relationaler Strukturen mit Amalgamierungseigenschaft in genialer Weise variierte.
Die Methode wurde von B. Poizat und J. B. Goode [8] in zwei Schritte zerlegt:
Konstruktion einer generischen Struktur vom Rang w und Kollaps zu einer streng
minimalen Menge; sie hat seither zahlreiche weitere Anwendungen gefunden. So
konnte Hrushovski zwei streng minimale Mengen mit definierbarem Morleygrad in
disjunkten Sprachen zu einer streng minimalen Menge fusionieren [10] (siehe auch
[3]); insbesondere folgt daraus, daf es eine streng minimale Menge gibt, die zwei
verschiedene Korperstrukturen triigt (eventuell sogar in verschiedenen Charakteri-
stiken), die zueinander so unabhingig wie moglich liegen. Die im Hrushovskischen
Artikel enthaltene Randbemerkung, die Fusion sollte sich auch durchfiihren lassen,
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wenn die beiden streng minimalen Mengen Expansionen einer gemeinsamen Vek-
torraumstruktur iiber einem endlichen Korper sind, wurde vom zweiten Autor und
A. Hasson [9] im monobasierten Fall durchgefiihrt; in demselben Artikel wird auch
der unkollabierte Fall einer Fusion vom Rang w behandelt. Der Kollaps zu einer
streng minimalen Fusion gelang schlielich dem ersten und dritten Autor zusam-
men mit M. Ziegler [4]; in einer Variante derselben Ideen zeigten sie auch [5] die
Existenz eines Korpers beliebiger positiver Charakteristik vom Morleyrang 2 mit
einer additiven Untergruppe vom Rang 1 durch Kollaps eines entsprechenden von
Poizat [17] konstruierten Kérpers vom Rang w - 2. Somit gibt es insbesondere eine
streng minimale Menge mit einer Addition, aber zwei voneinander unabhéngigen
Multiplikationen.

Schlechte Korper sind Korper von endlichem Morleyrang mit einem Préadikat
fiir eine nichttriviale divisible echte multiplikative Untergruppe. Sie wurden im Zu-
sammenhang mit der Analyse einfacher Gruppen von endlichem Morleyrang ein-
gefiihrt, wo eine Boreluntergruppe (maximale auflésbare Untergruppe) etwa die
Form K+ xT mit 1 < T < K* haben kénnte. Gemifl der Vermutung von Cherlin-
Zilber, einer algebraischen Variante der Zilberschen Vermutung, sollte eine einfache
Gruppe von endlichem Morleyrang algebraisch sein; die Abwesenheit von schlechten
Korpern wiirde die Untersuchung der Boreluntergruppen vereinfachen. In positiver
Charakteristik ist ihre Existenz unwahrscheinlich [18, 19]; in Charakteristik 0 hat
Poizat [17] tiefe Ergebnisse von J. Ax [1] verwendet, um einen Kérper vom Rang
w - 2 mit multiplikativer Untergruppe vom Rang w zu konstruieren, nachdem er
bereits zuvor [16] einen Kérper vom Rang w - 2 mit Pridikat fiir eine Teilmenge
vom Rang w konstruiert hatte; dies widerlegte insbesondere eine Vermutung von C.
Berline und D. Lascar, derzufolge der Rang eines Korpers (falls ordinal) ein Monom
der Form w® sein sollte. Poizat [16] erhielt auch durch Amalgamation kollabierte
Strukturen; J. Baldwin und K. Holland [2] wiesen nach, daf§ diese unter bestimm-
ten Bedingungen w-saturiert und damit w-stabil von Morleyrang 2 sind. Der Beweis
dieses Resultats wurde vom ersten und dritten Autor sowie M. Ziegler [6] mit einer
einfachen Axiomatisierung neu gefafit. Der Vollstdndigkeit halber sei angemerkt,
dafl nach einem Satz von A. Macintyre [13] ein Kérper von ordinalem Morleyrang
algebraisch abgeschlossen sein muf.

Poizat folgend nennen wir das Pradikat fiir eine multiplikative Untergruppe griin
(eine additive Untergruppe ist rot, und eine Teilmenge schwarz). In diesem Artikel
fiihren wir den Kollaps des griinen Koérpers durch und zeigen somit die Existenz
eines schlechten Korpers der Charakteristik 0. Die Konstruktion lehnt sich eng dem
roten Kollaps in [5] an, wobei wir anstelle der Lokalendlichkeit des Vektorraumes
iiber F,, die Ergebnisse von Ax/Poizat verwenden.

Wir danken dem Gutachter fiir seine detailierten Kommentare, und vor allem
auch fiir die weiterfiihrenden Fragen, die wir hier leider nicht alle beantworten
konnten. Wir arbeiten daran!

2. ALGEBRAISCHE LEMMATA

In diesem Abschnitt fiihren wir die Resultate aus der algebraischen Geometrie
auf, die wir im Laufe des Beweises benotigen. Wir verwenden die folgende Be-
zeichnung: C ist ein algebraisch abgeschlossener Korper der Characteristik 0. Eine
Varietdt V ist immer eine abgeschlossene Untervarietét von (C*)™ (betrachtet als
affine Varietét). Ein Torus ist eine zusammenhéngende Untergruppe von (C*)™,
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gegeben durch endlich viele Gleichungen der Form: z7* -...-z)» = 1. Fiir einen To-
rus T ist die lineare Dimension ldim(7") (als Q-Vektorraum modulo Torsion) gleich
der algebraischen Dimension dim(7") (als Varietét). Gegeben eine abgeschlossene
irreduzible Untervarietdt V von (C*)", ist der minimale Torus von V der klein-
ste Torus T', so da3 V' in einer Nebenklasse @ - T von T enthalten ist. Wir setzen
ldim(V) := dim(7’), und cd(V) := dim(T) —dim (V') = ldim(V') —dim(V), die Kodi-
mension von V. Eine irreduzible Untervarietdt W C V heifle cd-maximal, falls fiir
alle irreduziblen W C W' C V gilt, dal cd(W') > cd(W). Trivialerweise sind irre-
duzible Komponenten von V sowie maximale in V' enthaltene Torusnebenklassen
cd-maximal.
Zunéchst sei ein grundlegendes Ergebnis iiber Tori in Erinnerung gerufen.

Anmerkung 2.1. Eine zusammenhingende algebraische Untergruppe eines Torus
ist wieder ein Torus.

Folgendes Ergebnis wurde von B. Poizat bewiesen [17, Corollaires 3.6 und 3.7]:

Satz 2.2. Sei V(Z,Zz) eine uniform definierbare Familie von Varietiten in (C*)™.
Dann existiert eine endliche Familie T(V) = {Ty,...,T,} von Tori in (C*)", so
dap fiir jeden Torus T C (C*)", jede Varietit Vi = V(Z,b) aus der Familie und jede
irreduzible Komponente W von VyNa-T (mit @ in W) ein i in {0,...,r} existiert,
so dap W Ca-T; und diim(T;) —dim(V Na-T;) = dimT — dim W ist.

Zusatz: Der minimale Torus jeder cd-mazimalen Untervarietdt von Vi liegt in
der der Familie T (V).

Offensichtlich kénnen wir annehmen, dafl die Tori aus der Familie paarweise
verschieden sind, mit Ty = (C*)™ und Ty = {1}"™.

Bemerkung 2.3. Wir werden in der gesamten Arbeit nur den Zusatz aus 2.2
verwenden. Wihrend jedoch Poizat das Ergebnis lediglich benutzt, um die Satu-
riertheit der konstruierten Modelle zu zeigen, bendtigen wir Satz 2.2 schon fiir die
Konstruktion selbst.

Bemerkung 2.4. Die Aussage von Satz 2.2 ist falsch in positiver Charakteristik.
Wir bedanken uns bei M. Bays und B. Zilber fiir das folgende Beispiel. Sei K ein
algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p > 0 und sei V' C (K*)*
definiert durch die Gleichungen z +y = 1 und 2z +u = 1. Fiir n € N sei T}, C (K*)*
der durch die Gleichungen 2P" = z und u?" = y definierte Torus. Man sieht leicht:

o V ist irreduzibel mit dim(V) = 2 und cd(V) = 2;

e X, :=V NT, ist eine irreduzible Kurve mit minimalem Torus 7T, und es

gilt cd(X,) = 1;
e X, ist eine cd-maximale Untervarietdt von V.
Eine Familie von Tori mit den Eigenschaften wie in 2.2 enthielte dann notwen-

digerweise alle Tori T;,. Diese sind jedoch paarweise verschieden.

Folgerung 2.5. Sei V(Z,Z) eine uniform definierbare Familie von Varietdten.

(1) Ist T der minimale Torus von Vi, so existiert 0(Z) € tp(b), so dafs T der
minimale Torus fiir alle Vi, mit = (V') ist. Insbesondere gibt es also eine
definierbare Umgebung von b, in der 1dim und cd konstant sind.

(2) Sei Vi = U, Wy, die Zerlegung von Vi, = V(,b) in irreduzible Kom-
ponenten, mit dj, := dim(Wy), I := 1dim(Wy) und ¢ := cd(Wy). Dann
existiert ein 0(z) € tp(b), so dap fir alle b |= 0 gilt: V;, besitzt genau m
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irreduzible Komponenten (W), : 1 < k < m) mit (bei geeigneter Anordnung)
dim(W}) = di, 1dim(W}) =l und cd(W}) = cx.

Beweis. Der erste Teil folgt sofort aus Satz 2.2, da irreduzible Komponenten cd-
maximal sind, ihre minimalen Tori also in der Familie 7(V') aus 2.2 liegen.

Es ist ein klassisches Resultat (siehe etwa [7]), daB die Zerlegung einer Varietiit
in ihre irreduziblen Komponenten definierbar ist. Teil (2) folgt also aus (1). O

3. -ARITHMETIK

Sei C ein sehr grofler algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0,
d.h. ein Monstermodell fir AC'Fy. Sei Lyt := {+,1,0,=} C LRing = {+,-,1,0,=},
und Tyt == The, ,, (C). Das Primmodell von T},,,;: besteht gerade aus den Ein-
heitswurzeln p(C) C C zusammen mit 0. Diese Struktur ist L,,,¢-isomorph zur
Gruppe Q/Z (multiplikativ geschrieben), erweitert um ein neues Element. Insbe-
sondere ist Ty, modular und nichttrivial, und seine Geometrie ist die projektive
Geometrie iiber Q.

Fiir A C C sei (A) die divisible Hiille (beziiglich der Multiplikation) von A* :=
A\ {0} in C* vereinigt mit 0. Das ist gerade der algebraische Abschlufi von A in
C beziiglich L,,,;; und liefert das Primmodell von T;,,;; iiber A. Fiir ein Tupel
a € C* ist also MR(a) beziiglich £,,.;: gleich der linearen Q-Dimension (modulo
Torsion). Wir schreiben hierfiir ldim(a). Mit dim(a/B) bezeichnen wir die Dimen-
sion des Locus von a iiber B, was dasselbe ist wie der Transzendenzgrad, oder der
Morleyrang in AC'Fp.

Wir betrachten nun (-)-abgeschlossene Teilmengen B von C, in der Sprache
LRing- Solche Teilmengen sind in der Regel keine Unterkérper. Man kann jedoch
formal in einer Sprache Loriey arbeiten, einer Morleyisierung von AC'Fy, die neben
Lo nur Relationssymbole enthilt. Wir werden aber weiter die Korperaddition
+ verwenden und auch vom erzeugten Korper, dem algebraischen Abschluss etc.
sprechen. Dies diirfte nicht zu Unklarheiten fithren. Die Klasse der beschriebenen
Strukturen bezeichnen wir mit D. Einbettungen in D sind elementare Abbildungen
beziiglich Lping, also Lasoriey-Einbettungen. Eine Struktur A € D heifle endlich
erzeugt iiber B C A, falls A = (aB) ist, fiir ein endliches @ € A. Das sind natiirlich
gerade die divisiblen Hiillen der Untergruppen von C* von endlichem Rang iiber
(B) (plus die 0). Ist fiir A, B C C die Struktur (AB) iiber (B) endlich erzeugt, so
setzt man

0(A/B) :=2dim(A/B) — 1dim(A/B).
Offenbar gilt §(A/B) = §({AB)/(B)). Da T modular ist, erhilt man mit den
iiblichen Argumenten:

Lemma 3.1. (1) 6(ab/C) = 5(b/C) + 6(a/bC). (Additivitit)

(2) Sind C C B €D, soistd(a/B) < d(a/BnN{Ca)). (Submodularitit)
Lemma 3.2. Seien a und B gegeben, W der Locus von @ idiber acl(B). Dann gilt
d(a/acl(B)) = dim(W) — cd(W), und allgemeiner

d(a/B) = dim(W) — cd(W) — ldim({(@aB) Nacl(B)/B).
Beweis. Fiir den ersten Teil geniigt es zu bemerken, daf (iiber einer algebraisch
abgeschlossenen Menge B) die kleinste Nebenklasse eines Torus, die @ enthiilt, iiber

B in L, definiert ist, und somit gibt deren Dimension gerade ldim(a/B). Der
zweite Teil folgt leicht aus der Modularitit von T,z O
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Definition 3.3. e Sei M C N € D mit ldim(N/M) = n > 2. Dann hei-
Be N/M minimal prialgebraisch (der Ldnge n), falls §(N/M) = 0 und
S(N'/M) > 0 fir alle N' = (N') e Dmit M C N’ C N.

e Sei B C C und p(z) € S™(B) ein starker Typ (in ACFp). Dann heifle p
minimal praalgebraisch, falls fiir @ = p die Erweiterung (Ba)/(B) minimal
prialgebraisch der Linge n ist (insbesondere ist a multiplikativ unabhéingig
iiber B).

e Eine Formel ¢(z) vom Morleygrad 1 heifle minimal prialgebraisch, falls der
generische Typ in (Z) minimal praalgebraisch ist.

Bemerkung 3.4. e Wegen 0 = 6(N/M) = 6(N/N') + §(N'/M) ist die Be-
dingung 6(N’/M) > 0 dquivalent zu 6(N/N') < 0.
e Ist N/M minimal prélgebraisch und 7 eine multiplikative Basis von N iiber
M, dann ist stp(7/M) minimal préalgebraisch.
e Fiir starke Typen ist die Eigenschaft, minimal préaalgebraisch zu sein, inva-
riant unter Parallelismus und multiplikativer Translation. Insbesondere ist
die Definition, die wir in 3.3 im Falle einer Formel ¢(Z) geben, wohldefiniert.

4. KODES

Wie iiblich will man minimal prédalgebraische Erweiterungen kodieren. Zunéchst
ist klar, daf} jeder starke Typ der generische Typ von genau einer irreduziblen
Varietédt ist. Wir definieren folgerichtig:

Definition 4.1. Die irreduzible Varietit V = V(z,b) ‘heiBle Kodevarietit, falls sie
minimal prialgebraisch ist, d.h. fiir jedes B = (B) 3 b ist ein iiber B generisches
a € V multiplikative Basis der minimal préalgebraischen Erweiterung (Ba)/(B).

Insbesondere ist ein multiplikatives Translat einer Kodevarietéit wieder eine Ko-
devarietit.

Sei M € D, tp(a/M) minimal prialgebraisch der Linge n, N = (Ma) und
N' = (N') mit M C N" C N. Aus der Modularitét von T, folgt, dal N’ eine
Lonu-Basis @’ € (a) iiber M besitzt; sei m ihre Linge. Modulo Torsion hat man

ay =11 a?“ fiir \;; € Q. Ersetzt man nun a); durch geeignete Potenzen/Wurzeln, so

kann man erreichen, daf8 alle \;; € Z sind und zudem die (\;;);<n teilerfremd sind
fiir alle j < m. Sei Ar die Abbildung (z; : i < n) — ([[;., 1:1)” : 7 < m). Dann
beschreiben die Gleichungen A7 (Z) = 1 einen Torus T der Dimension d = n — m;
die Fasern von Ar sind genau die Nebenklassen von T. Wegen @-Definierbarkeit
von T ist also @’ = Ap(a) die kanonische Basis [a-T] von a - T.

Umgekehrt gilt fiir jeden Torus T in (C*)™ mit dim(7") = d, daBl @’ := Ar(a)
eine Substruktur N’ := (Ma') C N erzeugt mit ldim(N'/M) =m =n —d.
Lemma 4.2. Sei V(Z,b) C (C*)" eine irreduzible Varietit, T C (C*)" ein Torus

und @ generisch in V3 diber B 3 b. Dann ist ein Tupel a; € W :=V Na-T generisch
in W idiber Bla - T)] genau dann, wenn es generisch in V; ist.

Beweis. Man beachte, dafi @’ := [a-T] iiber jedem ag € a-T multiplikativ definierbar
ist, also insbesondere iiber a; € W. Man erhalt
dim(a;/Ba@’)= dim(a,a’/B) — dim(a@’/B) = dim(a, /B) — dim(a’/B)
< dim(a/B) — dim(a’/B) = dim(a/Ba’),
und somit leicht die Behauptung. [
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Schon in [17] wird das folgende Resultat gezeigt. Wir geben den Beweis, da wir
gleich anschliefend dieselben Ideen noch einmal brauchen.

Lemma 4.3. Sei V(z,2) eine uniforme Familie (irreduzibler) Varietiten und Vi =
V(z,b) eine Kodevarietit. Dann existiert eine Formel 0(2) € tp(b), so daff Vi, eine
Kodevarietit ist fir alle by |= 6.

Beweis. Sei T(V) = {Ty,...,T,} die mit V(Z, Z) assoziierte Familie von Tori aus
Satz 2.2. Sei B beliebig mit b € B. Es ist dann n = ldim(V};) = 2k, wobei k =
dim(V3). Man sieht leicht, daf§ fiir B—generisches g € Vj stets (Bg) Nacl(B) = (B)
ist.

Die Formel 6(z) driicke aus:

(1) dim(Vz) = k sowie 1dim(Vz) = n (insbesondere ist Vz # 0),
(2) fiir generisches g in Vz und ¢ = 2,...,r gilt: Ist Vz N g-T; unendlich und W
eine irreduzible Komponente maximaler Dimension von Vz N g - 15, so ist
cd(W) > dim(W).
Aufgrund Folgerung 2.5 sind dies definierbare Bedingungen.

Zuniichst zeigt man, da = 6(b). Sei g generisch in V; und T # Tp ein Torus,
so daB V5 N g - T unendlich ist. Sei W C V3 N g- T eine irreduzible Komponente
maximaler Dimension. Nach Lemma 4.2 ist g in W iiber acl((b, [g - T]) generisch .
Es gilt g ¢ acl(b, [g-T)) und [g-T] ¢ acl(b); mit Lemma 3.2 folgt aus der minimalen
Prialgebraizitit von (gb)/(b)

dim(W) — cd(W) = 6((gb)/ acl(b, [g - T]) = 3((gb}/ acl(b, [g - T]) N (gb}) < 0.
Sei nun by = 6 und § generisch in V; iiber By 3 by. Nach Bedingung (1) in 6(2)
gilt 6(g/B1) = 0. Wir miissen zeigen, dafl 6(g/[g - T], B1) < 0 ist fiir alle Tori T'
mit 1 < d:=dim(T) < n —1. Setze §’ := [g - T], und sei W der Locus von § iiber
acl(B1g').
Fall 1: g € acl(B17’), d.h. W ist ein Punkt. Dann ist
6(g/B1g')= = 1dim(g/ B1g') = 1dim(g'/B1) — 1dim(gg'/ B1)
=1dim(g’/B;) — ldim(g/B1) = (n —d) —n = —d < 0.
Fall 2: cd(W) = cd(V3, ). Wegen W C V; ist nach Lemma 3.2
5(9/B13') < dim(W) — cd(W) < dim(V;,) — cd(Vy,) = 0.

Fall 3: W ist unendlich und cd(W) < cd(Vj3,). Wir wihlen W C W C V4, irreduzi-
bel und maximal mit cd(W) < c¢d(W). Offenbar ist W cd-maximal und besitzt einen
minimalen Torus T; aus 7 (V); wegen cd(W) < cd(V3,) ist i # 0, und i # 1 wegen
der Unendlichkeit von W. Wir haben W CVng-T;. Sei W’ irredNuzible Kom~po—
nente maximaler Dimension in V Ng-T;. Nach Wahl von 6 gilt cd(W’) > dim(W").
Also ist

6(§/B17") < dim(W) — cd(W) < dim(W) — cd(W) < dim(W') — ed(W') < 0.
O

Der vorstehende Beweis gibt uns den Hinweis, wie man — uniform in den Pa-
rametern — eine generische (definierbare) Teilmenge ¢;(7,b) einer Kodevarietit
V(z,b) finden kann mit fiir die spitere Kodierung wichtigen Eigenschaften. Ist
V(z,z) eine uniforme Familie von Kodevarietdten und 7(V) = {Ty,..., T}, so
definieren wir ¢1(z,z) C V(z, Z) wie folgt:
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o fiir a € Vj gelte = ¢1(a,b) genau dann wenn fiir i = 2,...,r folgendes
erfiillt ist: Ist V3 N @ - T; unendlich und W eine irreduzible Komponente
maximaler Dimension, so ist cd(W) > dim(W).

Nach Folgerung 2.5 ist dies eine definierbare Bedingung.

Lemma 4.4. Sei (Vz(7) : Z |= 0) eine Familie von Kodevarietiten, und sei ¢1(Z, 2)
wie eben definiert. Dann ist fir b |= 6 die Menge ¢1(,b) generisch in Vi, und fir
alle a = ¢1(Z,b) und B 3 b gilt:

(1) 6(a/B) <0.

(2) Ist 6(a/B) =0, so ist entweder a € (B) oder @ ist generisch in V5 iber B.

Beweis. Aus dem Beweis von Lemma 4.3 folgt, dafl ¢; (7, b) generisch in Vj ist. Wir
nehmen an, daf @ nicht in V3 iiber B generisch ist und auch nicht in (B) liegt; wir
miissen 6(a/B) < 0 zeigen. Sei W der Locus von @ tiber acl(B). Analog zum Beweis
von Lemma 4.3 gibt es drei Félle.

Fall 1: a € acl(B) (das ist der Fall, in dem W gleich einem Punkt ist). Dann gilt
wie vorhin, dafl 6(a/B) = —1dim(a/B) < 0.

Fall 2: W ist unendlich und c¢d(W) = cd(V3). Wie vorhin ist W C V4, und somit
d(a/B) < dim(W) — cd(W) < dim(V§) — cd(V) = 0.

Fall 3: W ist unendlich und cd(W') < c¢d(V3). Identisches Argument wie in 4.3. Was
dort aus der Generizitdt und 6 folgte, ist hier Bestandteil von 1 (Z, b). O

Gegeben Formeln ¢(Z) und ¢(Z) schreiben wir ¢(Z) ~ (Z), falls der Morley-
rang der symmetrischen Differenz von ¢ und v kleiner als MR(¢(Z)) ist. (Dann
ist MR(¢) = MR(¢), und ~ ist symmetrisch.) Sei p € S™(B) ein minimal praal-
gebraischer (starker) Typ, und g = p|B. Dann ist g eine L,,,;:-Basis der minimal
préalgebraischen Erweiterung (B) C (Bg), und es gilt dim(g/B) = k = % und
0(g/lg - T), B) < 0 fiir jeden von Ty und 73 verschiedenen Torus T. Nach Definiti-
on 3.3 ist die Eigenschaft, minimal praalgebraisch zu sein, invariant unter “affinen
Transformationen” (die entsprechen L,,,;:-Basiswechseln). Das gilt fiir starke Ty-
pen wie fiir Formeln von Morleygrad 1. Wir erklédren nun, was genau das bedeutet.
Bis auf Torsion ist die multiplikative Gruppe von C ein Q-Vektorraum, also operiert
die Gruppe GL,(Q) auf den starken Typen “modulo Torsion”. Ein n-dimensionaler
Torus T' C (C*)™ x (C*)™, der surjektiv auf die ersten n sowie auf die letzen n
Koordinaten projiziert, nennen wir Korrespondenztorus. Sind X;, Xo definierbare
Teilmengen (vom Morleygrad 1) von (C*)™, so daf (X1 x X3) NT generisch auf X;
und auf X, projiziert, so sagen wir, dal T" eine Toruskorrespondenz zwischen X,
und X, induziert. Offenbar gilt:

Lemma 4.5. Sei ¢(z) minimal praalgebraisch.

o Gibt es eine Toruskorrespondenz zwischen ¢(T) und einer Formel ¢(T) von
Morleygrad 1, so ist auch ¥(Z) minimal prilgebraisch.
o Seim € (C*)". Dann ist ¢(Z - m) minimal prialgebraisch. O

Definition 4.6. Sei X C (C*)™ definierbar von Morleygrad 1. Eine Formel ¢(Z, )
und ein Korrespondenztorus T kodieren X = X (%), wenn es ein b gibt, so dafi T eine
Toruskorrespondenz zwischen ¢(Z,b) und X (Z) induziert, wobei dM(p(Z,b) = 1; ¢
kodiert X, falls die Korrespondenz die Identitit ist (d.h. ¢(Z,b) ~ X).

Definition 4.7. Ein Kode « ist eine (-definierbare Formel ¢, (T, z) sowie ganze
Zahlen n,,, k., mit folgenden Eigenschaften:
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dnge von T ist ny, = 2k,

,b) ist eine Teilmenge von (C*)"e.

,b) ist entweder leer oder hat Morleyrang k, und Morleygrad 1.

Ist ©a(Z,b) # 0, s0 ist 4 (F,b) minimal prilgebraisch und besitzt einen irredu-

ziblen Zariski-Abschluss V,, (%, b).

(e) Sei pq(7,b) # 0. Dann gilt §(a/B) < 0 fiir alle b € B und a = ¢, (7, b), wobei

§(a/B) = 0 genau dann, wenn a € (B) oder a in ¢, (7, b) iiber B generisch ist.

(f) Jedes multiplikative Translat ¢, (7 - 72, b) fiir m € (C*)"= von ¢, (7,b) wird
ebenfalls von ¢, (Z, z) kodiert.

(g) Falls 0 # pn(Z,b) ~ @o(Z, '), soist b=V

Aus (g) folgt, daB b der kanonische Parameter des von ¢, (Z,b) bestimmten
minimal préalgebraischen Typs ist.

Lemma 4.8. Jede minimal prialgebraische Menge X lafit sich von einem Kode
kodieren.

Beweis. Sei V,,(Z,b) die von X bestimmte irreduzible Varietit. Dann ist V,(z,b)
Kodevarietiit; wegen Lemma 4.3 gibt es eine Formel (%), so daB8 V,,(Z,b) — und
somit auch jedes multiplikative Translat von V,(Z,b') — eine Kodevariett ist fiir
alle b |= 6. Sei nun ¢,(Z,%) C V,(Z, Z) wie in Lemma 4.4. Dann geniigt auch fiir
jedes multiplikative Translat V,,(Z - m, z) das zugehorige Translat ¢1(Z - m, z) C
Vo (Z -, Z) der Aussage von Lemma 4.4. Wir setzen

0a(2,22') =V (z-Z,2) Np1(T - 2, 2) NO(2).

Dann kodiert ¢, die Menge X und erfiillt Eigenschaften (a)—(f). Wegen Definier-
barkeit der Aquivalenz ~ und Imaginiirenelimination kann man annehmen, da8 sie
auch (g) erfiillt. O

Wir setzen 0,,(Z) := 3% ¢, (T, 2).

Lemma 4.9. Seien a und 8 Kodes wie in 4.7. Dann existiert eine endliche Menge
von Korrespondenztori G(c, B) in (C*)*", so daf gilt: Ist po(Z,b) # O und indu-
ziert T eine Toruskorrespondenz zwischen oo (Z,b) und g (z,b'), so ist T € G(a, B).

Beweis. Falls es keine Toruskorrespondenz zwischen Instanzen von a und S gibt,
so setze G(a,3) := (). Sonst seien T, b und b’ wie oben beschrieben. Sei V,, die
zu o gehorige Familie von Kodevarietdten, und Vs die entsprechende Familie fiir
B. Zudem sei T (Vy, x V3) = {Tp,...,T,}. Sei B := acl(bl'); wir betrachten eine
B-generische Losung (a,a’) von (V,(z,b) x Va(2',b'))NT

Ist W C (V,, x V3) N T der Locus von (a,a’) iiber B, dann ist T' der minimale
Torus von W, und dim(W) = cd(W) = k,.

Es geniigt nun zu zeigen, da W C (V,, x V) cd-maximal ist, da dann notwendi-
gerweise T aus T (V,, x V) stammt. Sei also W’ Varietidt mit W C W' C (V,, x Vj);
wir kénnen annehmen, dafl auch W’ iiber B definiert ist. Ist (g, g’') generisch in W’
iiber B, dann ist cd(W') = 1dim(g, §'/B) — dim(g, §'/B). Man hat also

cd(W’)= [I[dim(g/B) — dim(g/B)] + [Idim(g'/ Bg) — dim(g'/ Bg)]

= cd(W) + ldim(g'/Bg) — dim(g'/Bg) > cd(W) — (g’ /Bg) > cd(W).
Die echte Ungleichung gilt, da dim(g’'/Bg) > 0 ist aufgrund von W C W’. Die
letzte Ungleichung gilt, da g’ iiber B in Vj generisch ist, insbesondere also ¢5(7, b')
realisiert. g
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Satz 4.10. FEs ezxistiert eine Menge C von Kodes mit folgenden FEigenschaften:

(1) Zu jeder minimal prdalgebraischen definierbaren Menge X existiert ein
Kode o aus C und ein Korrespondenztorus T, so daff X wvon o und T
kodiert wird.

(2) Der Kode o € C aus (1) ist eindeutig bestimmt, und zu gegebenem X gibt
es nur endlich viele Korrespondenztori T, so dafi X von o und T kodiert
wird (uniform in X ).

Beweis. Wir konstruieren die Klasse C induktiv als wachsende Vereinigung end-
licher Mengen C;. Genau genommen kodieren wir minimal prialgebraische Teil-
mengen von (C*)" fiir alle n einzeln. Sei also n > 2 fest und (X; : i < w) eine
Aufzihlung aller minimalen préialgebraischen definierbaren Teilmengen von (C*)"
bis auf Isomorphismus. Sei «q ein Kode fiir X wie in 4.8; wir setzen Cy = {ay}.

Angenommen C; ist schon definiert und kodiert alle X fiir alle j <. Falls X;44
durch ein Element in C; und einen Korrespondenztorus T kodiert wird, so setzten
wir C;y1 = C;. Andernfalls gibt es einen Kode a;y; und by wie in 4.8, die X;;4
kodieren. Definiere :

9

p(z) =vy | \ A N @2 ],

k=0 TEG((Xk,ai+1)

wobei 7 5(b,t') ausdriicke, daf T' eine Toruskorrespondenz zwischen ¢, (Z, b) und
©p(%,b') induziert (das ist definierbar).

Die Formel 4(Z, Z) := @a,,, (T, 2) A p(Z) erfiillt Eigenschaften (a)—(g) von Defi-
nition 4.7; wir iiberpriifen Eigenschaft (f). Sei m in (C*)™. Angenommen 4 (% -7, b)
148t sich nicht von ¢4 kodieren. Das bedeutet, daf es k < i und ein T' € G(ag, @it1)
gibt, so daB§ T eine Toruskorrespondenz zwischen ¢q, (Z,b1) und @q,,, (Z - m,b) in-
duziert. Sei my € (C*)™ mit (my,m) € T. Dann induziert T' eine Toruskorrespon-
denz zwischen g, (Z-m ", b1) und ¢,,,, (Z,b). Nach Kodeeigenschaft (f) wird aber
Va,, (T - m;l,Bl) ebenfalls von ¢,, kodiert, und wir erhalten einen Widerspruch.
Daher kénnen wir C;11 = C; U {&} setzen.

Ist X eine beliebige minimal préalgebraische definierbare Menge, so ist X iso-
morph zu X; fiir ein ¢ < w. Aus der Konstruktion von C folgt leicht, dafl es einen
eindeutigen Kode a € C und endlich viele Korrespondenztori gibt, die X; und so-
mit auch X kodieren (letzteres folgt aus der Endlichkeit von G(«, ), siehe Lemma
4.9). O

Definition 4.11. Die Elemente von C nennen wir gute Kodes.

5. DIFFERENZENFOLGEN

Wir verwenden folgendes Lemma, das (in allgemeinerer Form) von M. Ziegler in
der unveréffentlichten Arbeit [20] bewiesen wurde.

Lemma 5.1. Sei A algebraisch abgeschlossen. Falls @, b und @ - b paarweise un-
abhingig iber A sind, ist tp(a/A) generisch in einer A-definierbaren Nebenklasse
eines Torus.

Dies ist wichtig, da eine Kodevarietit keine Torusnebenklasse sein kann, wie
schon Mustafin bemerkt hat [14, Proposition 3.1]:
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Lemma 5.2. Sei V eine Kodevarietdt. Dann ist der multiplikative Stabilisator von
V' endlich. Insbesondere ist V' keine Nebenklasse eines Torus.

Beweis. Sei V. = V; = V(Z,b) und T = stab(V)?, ein Torus nach Anmerkung
2.1. Wir wihlen g generisch in V und @ generisch in T iiber bg. Insbesondere gilt
a J/E g, und nach Definition des Stabilisators ist auch @ - g generisch in V iiber b.
Dann ist 6(a/g,b) = d(a/b) = dim(T'). Andererseits ist §(a - g/g,b) < 0, da V eine
Kodevarietit ist. Da @ - g und @ iiber gb multiplikativ interdefinierbar sind, folgt
dim(T") = 0. O

Definition 5.3. Sei (é,...,ey) eine Folge der Linge A + 1. Die i-te Ableitung 0;
bildet (&, ...,ex) auf (o~ &; ', .., &1 " & ', €ir1-€ ..., Ex-€ ) ab; eine
Folge, die durch endlichmaliges Anwenden von Operatoren 0; fiir i < A entsteht,
heifit abgeleitete Folge. Ist v < A und benutzt die Ableitung nur Operationen 0; fiir
1 < v, so spricht man von einer v—abgeleiteten Folge.

Bemerkung 5.4. Fiir jedes A gibt es nur endlich viele verschiedene Ableitungen
(genauer gibt es (A + 2)! viele). Zudem sind die Ableitungen unter Permutationen
abgeschlossen, da die Transposition (ij) gleich 9; 0 0; 0 9; ist, wie man leicht durch
Nachrechnen erhélt.

Fiir jeden Kode o € C sei mq < w, so daB fiir alle b |= 0, gilt: b ist definierbar
iiber einer (also jeder) Morley-Folge in ¢, (Z,b) der Linge m,,.

Satz 5.5. Fiir jedes o in C und A\ > my, gibt es eine Formel ¥ (Zo,...,ZTx) (deren
Realisierungen Differenzenfolgen gennant werden) mit folgenden Figenschaften:

(h) Aus = o (€, ..., &) folgt & # €; firi#j.

(i) Fiir jedes b |= 0, und jede Morleyfolge {€q, ..., ex, f} von 0o (Z,b) gilt
Ealéo- [ en- f7).
(j) Gegeben eine Realisierung (€o, ... ,€x) von Yo gibt es ein eindeutig bestimmites

b mit = oo (&;,b) fiiri=0,...,\. Ferner ist b im definierbaren Abschlufs jedes
Segments der Lange my, der €;. Wir nennen b den kanonischen Parameter der

Differenzenfolge ég, ..., €x.
(k) Falls = va (€0, ..., 8€x), dann gilt fir jedes mq < XN < X auch |= 1o (€g, ..., Ex).
(1) Sei ¢ # j. Gegeben eine Realisierung (€o,...,€x) von ¥, mit kanonischem

Parameter b wie in (j), T in G(a, a) und €; mit (€;,€}) € T, so ist & Ly é}-é;l

fiir eine generische Realisierung €; von ¢ (Z,b).
(m) Falls = 1q(€0,-..,8€x), dann gilt |= 1o (0;(€o, ..., €x)) firi € {0,...,A}.

Beweis. Wir konstruieren 9, (Zo, ..., Zx) rekursiv in A.
Betrachte die folgende typ-definerbare Eigenschaft X(&g,...,€)):
Es gibt ein b und eine Morleyfolge €, ..., &), f von ¢q(Z,b') mit
e =é¢, - f L
Offensichtlich erfiillt 3 Eigenschaften (h)—(k) und (m). Man beachte, daf (€; : i < X)
tiber lll f eine Morleyfolge ist; insbesondere liegt ihr kanonischer Parameter b in
acl(b'f). Sei T' € G(«, @) und (€;, €;) € T'. Dann ist €] € acl(€;) und somit €; | ; &

1

fiir i # j. Wére nun e; J/E éj-é;l, sowérene; ,e; und é}“é;l paarweise unabhingig

iiber b, denn wegen

MR(€}/b,e; - &; ') = MR(e; /b, &} - &; ') = MR(é;/b) = MR(e; /b) = MR(&} /b)

K3
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€5 e; . Nach Lemma 5.1 wire tp(€; ' /b) generisch in
einer Torusnebenklasse. Das gilte dann auch fiir tp(€;/b); da &; generisch in o, (Z, b)
ist, widerspriiche das Lemma 5.2. Somit gilt auch Eigenschaft (1).

Wegen Kompaktheit gibt es einen endlichen Teil ¢y von X, der (h)—(1) impliziert;

wir wahlen

hitte man dann auch é;*-

Yal@o, . )= [\ ©o(0@o,...,Tx)).

O Ableitung

6. GRUNE FARBE

Wir betrachten von nun an eine Spracherweiterung £* := L MOTleyU{U}, wobei U
ein neues einstelliges Préadikat ist, das uns die grine Farbung gibt. Wir betrachten
L*-Strukturen (A, U(A)), wobei A aus D ist (d.h. A = (4) C C) und U(A) eine
divisible torsionsfreie Untergruppe von A\{0}, also ein Q-Vektorraum ist. Schreiben
wir B C A fiir solche £*-Strukturen B und A, so gelte zudem U(A) N B = U(B).

Wir dndern nun leicht die Definition der Funktion §. Sei A eine L£*-Struktur
wie eben beschrieben, endlich erzeugt i.S.v. (-). Man setzt dann §(A) := 2dim(A4) —

1dim(U(A)).Ist B C A, und ist A endlich erzeugt iiber B, oder allgemeiner dim(A/B)

sowie 1dim(U(A)/ U(B)) endlich, so setzt man
§(A/B) := 2dim(A/B) — 1dim(U(A)/ U(B)).

Das ist dquivalent zum Vorgehen von Poizat in [17, Section 3]. Sprechen wir im fol-
genden von Basen, erzeugen, linear (un-)abhdngig und dhnlichen Begriffen aus der
linearen Algebra, so denken wir stets an die zugrundeliegende L,,,;:-Struktur. Be-
griffe wie generisch, Morleyfolge, unabhdngig, transzendent sowie algebraisch bezie-
hen sich hingegen auf die Theorie AC Fj, wenn sie nicht anders spezifiziert werden.
Unter acl(M) verstehen wir also den kérpertheoretischen algebraischen Abschluss
von M.

Bemerkung 6.1. Sei B C A wie eben. Besitzt A eine griine Basis iiber B (d.h.
A = (U(A)B)), so stimmt obige Definition von §(A/B) mit der in Abschnitt 3
gegebenen iiberein. Insbesondere gilt fiir griine Realisierungen a einer Kodeinstanz
©a(Z,b) also Kodeeigenschaft (e) aus Definition 4.7.

Sei B C A. Wie iiblich sagt man, dal B selbstgeniigsam (oder stark) in A ist,
falls 6(A’/B) > 0 fiir alle iiber B endlich erzeugten A" = (A’) ist. Man schreibt

hierfir B < A. Ist b € B mit B = <b27 SO schrgibeg wir auch b < A, falls B< A
gilt. In gleicher Weise setzen wir §(a/b) := §((ab)/(b)).

Lemma 6.2. Alle Strukturen seien in einer gemeinsamen L*-Struktur M enthal-
ten.

(1) Fir BC C C A gilt 5(A/B) =6(C/B)+0(A/C).

(2) 6((AB)/B) < 6(A/AN B). (Submodularitit)

(3) Ist C < M und C' < M, so ist auch CNC" < M.

(4) Fiir jedes A C M existiert ein eindeutiges A C C = (C) C M, das mini-
mal ist mit der Figenschaft C < M. Man nennt C' den selbstgeniigsamen
Abschlul von A (in M ) und schreibt hierfir clps(A).

(5) Sei (A;)ica eine aufsteigende Folge mit A; < K fiir alle i < a. Dann gilt
auch | J; A; < M.
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Wir interessieren uns fiir die Klasse K := {M |0 < M}. Im Unterschied zu
[17] betrachten wir also nicht nur £*-Strukturen, deren £gins-Redukte algebraisch
abgeschlossene Korper sind, sondern zunéchst lediglich Expansionen von Strukturen
aus D mit erblich nichtnegativer Pradimension .

Konvention 6.3. Von nun an sei § stets die mit Hilfe der griinen Punkte definierte
Priadimension. Sprechen wir im folgenden von Realisierungen a eines Kodes oder
von Differenzenfolgen (&, ..., €), so gehen wir stillschweigend davon aus, daf} die
Tupel a respektive €; nur aus grinen FElementen bestehen.Weiterhin nennen wir
eine Erweiterung M < N in K minimal prdalgebraisch, wenn N/M minimal prial-
gebraisch als Erweiterung von Strukturen in D ist, und zusétzlich N eine griine
Basis tiber M besitzt.

Sei B < A eine starke Erweiterung in /C, mit ldim(A/B) < co. Wie iiblich kann
man dann eine Zerlegung von B < A in einen Turm B=Ag < A1 <... <A, 1 <
A, = A finden, so dal A;;1/A; eine minimal starke Erweiterung ist fiir alle ¢ < n.
Dabei heifie eine starke Erweiterung M < N in K (mit M C N) minimal (stark),
wenn es kein M’ = (M’) gibt mit M < M’ < N. Ohne Miihe erhalten wir

Lemma 6.4. Sei B < A minimale Erweiterung in KC. Dann gibt es folgende Fille:

(1) algebraisch: U(A) = U(B) und A = (Ba) fiir ein a € acl(B) \ B. Es ist
dann 6(A/B) = 0.

(2) weiB generisch: U(A) = U(B) und A = (Ba) fiir ein iiber B transzendentes
a. Dann ist 6(A/B) = 2.

(3) grin generisch: A besitzt eine aus einem Element a bestehende griine Basis
iber B, wobei a transzendent ist iber B. Dann ist §(A/B) = 1.

(4) minimal préialgebraisch: B < A ist minimal prdalgebraisch im Sinne von
6.3, d.h. A besitzt eine grime Basis a iiber B, so daf der (starke) Typ von
a dber B minimal prdalgebraisch ist. Dann ist §(A/B) = 0.

Die Klasse K 1a8t sich axiomatisieren, was sich leicht aus dem folgenden in [17]
gezeigten Resultat ergibt:

Satz 6.5. Sei (M,U(M)) eine L*-Ezpansion eines algebraisch abgeschlossenen
Korpers der Charakteristik 0. Dann ist M € K genau dann, wenn folgende (de-
finierbare) Bedingungen erfillt sind:

(1) U(M) ist eine divisible torsionsfreie Untergruppe der multiplikativen Grup-
pe von M.

(2) U(M) enthilt keinen algebraischen Punkt # 1.

(3) Ist V(z) C (C*)?>"T! eine O-definierte n-dimensionale Varietit, T(V) =
{To,..., T} wiein 2.2 und ista € VN U(M), so gilt a € T; fiir ein i > 0.

Genau genommen folgt (2) aus (1) und (3), was aber fiir unsere Belange unwe-
sentlich ist.

Die Kategorie K zusammen mit den starken Abbildungen besitzt die Amalga-
mierungseigenschaft (AP), ist zusammenhiingend (hat JEP), und enthélt bis auf
Isomorphie nur abzéhlbar viele endlich erzeugte Strukturen. Man kann also den
Fraissé-Hrushovski-Limes M, der endlich erzeugten Strukturen aus (K, <) kon-
struieren. Man nennt M, auch das generische Modell. Sei T,, die L£L*-Theorie von
M,,. Eines der Hauptresultate in [17] lautet wie folgt:
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Satz 6.6. Das generische Modell M, ist w-saturiert. Die Theorie T,, ist w-stabil
von Morleyrang w - 2, und U besitzt Morleyrang w.

Bemerkung 6.7. Ist Vz(Z) : Z = 0) eine Familie von Kodevarietéiten und ¢4 (z, 2)
wie in Lemma 4.4, so definiert ¢1(z,b) A Aj_, U(z;) fiir alle b = @ eine streng
minimale Menge in der Theorie 7Tj,.

7. EIN GRUNES KOMBINATORISCHES LEMMA

Definition 7.1. Seien B, A und M aus K, mit B < A und B < M. Eine L*-
Struktur M’ aus K ist ein Amalgam von A und M iiber B, wenn A und M iiber B
stark in M’ eingebettet sind und M’ = (M, A) ist (wir identifizieren A und M mit
den Bildern unter der jeweiligen Einbettung). Sind zudem M und A algebraisch
unabhiingig iiber B mit M N A = B, so nennen wir M’ ein freies Amalgam.

Wie in Poizats Arbeit [17] erhalten wir:

Lemma 7.2. Seien M, A und B aus K mit B < A und B < M. Dann ezxistiert
in K ein Amalgam M’ von A und M diber B, so daf§ A und M iiber B algebraisch
unabhdngig sind. Ist insbesondere B relativ algebraisch abgeschlossen in A oder in
M, so kann das Amalgam frei gewdhlt werden.

Der nachstehende Beweis erklédrt wie man — uniform in den Parametern — eine
untere Schranke fiir die Lénge einer beliebigen Differenzenfolge finden kann, so dafl
sie eine Morleyteilfolge iiber eine starke Teilmenge enthélt.

Lemma 7.3. Fiir jeden Kode o und alle natiirlichen Zahlen n existiert eine Zahl
Aa(n) = X >0, so daf fiir jede starke Erweiterung M < N in K und jede Diffe-
renzenfolge (€, . ..,€,) fir a in N mit kanonischem Parameter b und u > X\ gilt:
Entweder liegt der kanonische Parameter einer X-abgeleiteten Folge von (e, ..., €,)
in acl(M), oder die Folge (&, ...,&,) enthilt eine Morley- Teilfolge fiir po (Z,b) tiber
M der Linge n.

Beweis. Sei (&g, ...,€,) wie oben gegeben und der erste Fall trete nicht ein. Wir
definieren

X1 = {i€[mq,p]: € ist generisch tiber M U {eéo,...,&_1}},

Xy = {i€[ma,pu]:& C(MU{e,...,e—1})},

Xs = [ma,p]\ (X1 UXs).

Nach einer Permutation der Indizes konnen wir X; < X3 < X5 annehmen; dies
kann allenfalls dazu fﬁ}}ren, daf} Indizes aus X nach X3 U X7 und Indizes aus X3
nach X; wechseln. Da b € dcl(ép, . .., &m,—1) ist, gilt nach Kodeeigenschaft (e)

o(e;/M,ég,...,8i—1) < =1 fiir i€ X3 und
6(e;/M,&p,...,6i—1) = 0 fiir i€ X;UXs.
Da M < N ist, erhalten wir
0< 6(€o, ..., e,/M) < (o, ., Em,—1/M)+ > 6(e;/M,ép,... e 1)
<mang + (—1)|X3] ,

und somit |Xs5| < mgng.
Sei r =mq + | X1+ |X3], s =r(nq +1) und I C {r,...,u} mit [I| = rn, + 1;
zur Vereinfachung der Notation nehmen wir zuerst an, dal I = {r,..., s} ist. Seien
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Wo C Vo,..., Wy C Vj, Varietiiten (wobei wir die V; irreduzibel wihlen), so dafl
Ya(Zo, ..., Ts) gleich (J, ., (Vi \W;) ist, und es sei {Tp, ..., Tr} = U;<, T(V;). Dann
gibt es ein ig < A mit (é_o, ooy €5) € Vi \ Wi,; sei W der Locus dieses Tupels iiber
acl(M). Sei W/ mit W C W’ C V;, maximal, so dal cd(W') < cd(W) ist. Dann ist
W' cd-maximal, und es gibt j € {0, .../}, so dafl T; minimaler Torus fiir W’ ist. Sei
mmit W C m-T;NV;,; da W C m-T} ist, konnen wir m € acl(M) wéhlen, und ohne
Einschriankung ist W’ ebenfalls iiber acl(M) definiert. Ist (ao,...,as) generischer
Punkt von W’ iiber acl(M), der griin gefarbt wird, so liegt er in V;, \ W,,, da
(éo, ..., €s) Spezialisierung von (ag, . . . ,as) ist und V;, \ W;, offen in seinem Zariski-
Abschluss ist. Mithin gilt ¥, (ao, . . .,as). Aber

r-ng> ldim(ép, ..., &—1/M) = ldim(&,...,&s/M) > cd(W) > cd(W’)
= Zigs(ldim(ai/ acl(M), ELO, ey &i_l) - dlm(a,/ acl(M), ELQ, ey &i_l)
Z ngigs(ldim(di/acl(M), C_Lo, ey C_Li_l) — dlm(dl/acl(M), C_Lo, ey C_Li_l).

Nach Kodeeigenschaft (e) gilt §(a;/acl(M),aq,...,a;—1) <0 fir i > r > m,, d.h.
2dim(a;/ acl(M),ag, . ..,a;—1) < ldim(a;/ acl(M),ag,...,q;—1).
Fir a; ¢ (acl(M), ao, .. .,a;—1) ist demzufolge
ldim(a;/ acl(M), ag, . ..,a;—1) — dim(a;/ acl(M), ag, ..., a;—1) > 1.

Folglich gibt es ein ¢ € {r,...,s} mit a; € (acl(M),ap,...,a:—1), und das wird
durch die Torusnebenklasse m - T; induziert. Damit induziert m - T; aber auch
€ € (acl(M), 2 ét_1>.

Die moglichen Paare (¢, j) definieren eine (rn, +1)(¢+1)-Farbung der (rnq+1)-
Teilmengen I von {r,...,u}. Nach dem (endlichen) Satz von Ramsey gibt es eine
Zahl o, so daB fir 4 > po eine einfarbige Teilmenge J C {r,...,u} mit |J| >
Mea +1rNg + 1 existiert. D.h. es gibt ein ¢ € {r,...,s} und ein j < ¢, so daf fiir alle
I < -+ <igaus J

éit S <acl(M), €0y .-y Cpr_1, éim éir+1’ ey éit,1>7

und dies wird durch m - T; fiir ein m aus acl(M) induziert (man beachte, daf§ das
Tupel m € acl(M) variiert). Sei v; das (t + ¢)-te Element aus J. Fiir ¢ > 0 liegt
dann é,, - &5 in acl(M). Damit ist dann aber auch der kanonische Parameter der
abgeleiteten Folge 0, (€o,...,€,) in

e, e Cad(M),

acl(e,, - e,

im Widerspruch zur Annahme.
Somit erhalten wir eine obere Schranke fiir ¢ in Abhéngigkeit von r, und damit
eine untere Schranke fiir X; in Abhéngigkeit von p. O

8. PRAALGEBRAISCHES ENTKOMMEN AUS K

Wir wéhlen nun Funktionen p*, p: C — N mit endlichen Fasern, die folgenden
Bedingungen geniigen:

u*(a) 2 naka + ]-v
pla) > Aa(p* ().

Definition 8.1. K sei die Teilklasse aller M aus K, so dafl in M fiir jeden guten
Kode « jede (griine) Differenzenfolge fiir o hchstens die Linge p(a) besitzt.
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Relativ zu ACFy kann man K* universell axiomatisieren. Alle Modelle der zu
konstruierenden Theorie T* werden in KF liegen. Damit werden praalgebraische
grilne Erweiterungen von starken Teilmengen zu algebraischen Erweiterungen im
Sinne von T#. Um die Vollstandigkeit von T* zu sichern, wollen wir fordern, dafl
es fiir jeden guten Kode moglichst viele Realisierungen gibt. Diese Eigenschaft soll
durch die Axiome von T* elementar beschrieben werden.

Lemma 8.2. Sei M € K*, und M’ € K\ K¥* minimal prialgebraische Erweiterung
von M. Sei (€o,...,€u(a)) eine Differenzenfolge fiir einen guten Kode o in M', so
daf$ der kanonische Parameter b in acl(M) liegt. Dann existiert ein i, so daf alle
e; mit i # j in M liegen und e; eine M-generische Realisierung von 0o (Z,b) ist

Beweis. Wir konnen oBdA annehmen, da8 M = acl(M) ist — falls nicht, so de-
finieren wir eine £*-Struktur auf acl(M), indem wir U(acl(M)) = U(M) fordern.
Wegen Minimalitidt der Erweiterung M'/M ist M in M’ relativ algebraisch abge-
schlossen, und wir konnen M’ durch (M’ acl(M)) ersetzen. Da M < M’ ist, gilt
aufgrund von Kodeeigenschaft (e) fiir jedes j, daf €; in M liegt oder generische
Realisierung von ¢, (Z,b) iiber M ist. Da M in K liegt, gibt es ein generisches &;;
wegen Minimalitét der Erweiterung gilt M’ = (Me;). Wére nun €; mit j # ¢ eine
zweite M-generische Losung, so gibe es wegen M’ = (Me;) = (Me;) ein Tupel m
in M und einen Korrespondenztorus 7' € G(«, o) mit

(e;-m,e;) eT.

Sei é} := e, - m. Insbesondere ist also é} ~é;1 € M. Da ¢; generisch iiber M ist, folgt
€; \L 7;‘ ' éi_l’
b
im Widerspruch zur Eigenschaft (1) der Differenzenfolgen. (]

Folgerung 8.3. Seien M € K*, und M' € K mit M < M’ eine minimale Erweite-
rung. Ist 1dim(M'/M) =1, so liegt auch M' € K*. Andernfalls ist M' /M minimal
prialgebraisch, und M’ liegt genau dann nicht in KF, wenn es einen guten Kode
a € C und eine Differenzenfolge (o, ..., €,)) fir o in M’ gibt, so dafs einer der
beiden folgenden Fdlle auftritt:
a) €0,y Cu(a)—1 liegen in M, (M,e,y)) = M', und o ist der eindeutig be-
stimmte gute Kode, der die Erweiterung M’ > M beschreibt.
b) Eine Teilfolge der Linge p*(a) ist eine Morleyfolge fiir pq (%, b) iiber Mb,
wobei b der kanonische Parameter der Folge ist.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall Idim(M’/M) = 1. Falls U(M') = U(M), so
koénnen in M’ keine neuen griinen Differenzenfolgen existieren, und M’ € K¥. An-
sonsten ist 1dim(U(M’)/M) = 1 und M’ = (U(M"), M) (das ist der griin generische
Fall). Wire M’ nicht in K#, so gébe es einen guten Kode « und eine Differenzen-
folge (€o,...,€u(a)) fiir a in M'. Die Alternativen aus Lemma 7.3 implizieren die
Existenz eines iiber Mb generischen Elements & der (eventuell abgeleiteten) Folge,
wobei b ihr kanonischer Parameter ist. Das fithrt zum Widerspruch

1 = Idim(M’' /M) > 1dim(e/Mb) > 2.

Sei nun M’ iiber M minimal préalgebraisch. Sowohl aus a) als auch aus b) folgt,
dafl M’ nicht in ¥ ist. Ist umgekehrt M’ nicht in K, so existiert ein guter Kode «
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und eine Differenzenfolge (€, ..., €,(q)) fiir a in M’; sei b ihr kanonischer Parame-
ter. Kénnen wir die Differenzenfolge so wiihlen, daf b in acl(M) liegt, so befinden
wir uns nach Lemma 8.2 im Fall a). Sonst besitzen auch alle abgeleiteten Differen-
zenfolgen keinen kanonischen Parameter in acl(M), und wegen p(a) > Ao (p*a))
und Lemma 7.3 befinden wir uns im Fall b).

Fiir die Eindeutigkeit des Kodes a betrachten wir einen zweiten guten Kode
o mit M’ = (M,é,)). Dann ist n, = ne = ldim(M’/M), und der Locus
von (€,(a); €u(ary) tiber M bestimmt eine Nebenklasse eines Korrespondenztorus
in G(a, @’). Da a # o beide gut sind, ist aber G(a, o) = 0. O

Folgerung 8.4. Fiir jeden guten Kode « existiert eine Y3-Aussage Xao, so daf
eine Struktur M aus KV genau dann x. erfillt, wenn sie in K" keine minimale
prdaalgebraische Erweiterung besitzt, die durch a gegeben ist.

Beweis. Sei o € C, M in K* und b € M, so daB eine generische Losung @ von

¢a(7,b) eine minimal prialgebraische Erweiterung M(a] := (Ma) von M erzeugt.
Falls Ma] nicht in K* liegt, gilt a) oder b) aus 8.3.
a) bedeutet, daf§ ein guter Kode o' eine Differenzenfolge (eo,...,€,)) in M’

besitzt, deren erste p(a’) Elemente (und insbesondere der kanonische Parameter)
in M liegen, so dal M[a] = (Me,(.)) ist. Wegen der Eindeutigkeit des Kodes
ist « = o'; da M < M]a] ist, mufl €,(,) generisch iiber M sein. Somit gehen
a und é,(,) durch Q-Basiswechsel iiber M auseinander hervor. Das ist offenbar
dquivalent zur Existenz eines griinen Tupels m € M und von T € G(a, &), so da3 T'
eine Toruskorrespondenz zwischen 1) (€o, . . . , €u(a)—1, ) und ©q (Z-m, b) induziert.
Dies kénnen wir wegen der Endlichkeit von G(«, «) durch eine existenzielle Aussage
mit Parametern b ausdriicken.

b) bedeutet, da8 ein guter Kode 3 eine Differenzenfolge (e, ...,€,s)) in Mla]
mit p*(B) vielen M-linear unabhingigen Gliedern besitzt. Wegen

nsu*(8) < Mdim(M(a)/M) = n,

kommen dafiir nur endlich viele verschiedene S in Frage. Wir geben den Beweis
zunéchst unter folgender

Zusatzannahme: ¢ ist von der Form V3 \W7, wobei V7 eine irreduzible Varietéit
ist und Wy C V] eine echte Untervarietit, beide iiber acl(f)) definiert.

Sei Vo = Vo (z,b) die zu 4 (z,b) gehorige Kodevarietit, also der Locus von a
iiber acl(M). Sei V. = Vo x Vi, und {To,..., T} = T (Vo (z,2) x V7). Ist W C V der
Locus von (a, €o,...,€,(g)) iiber acl(M), so sieht man leicht mit Lemma 3.2, daf
cd(W) = cd(Vp) = ke ist. Da W generisch auf V; projiziert, gilt cd(W’) > cd(W)
fiir alle W/ D W. Sei T' der minimale Torus von W und m € M mit W C m - T.
Die Nebenklasse m - T' enthélt das griine Tupel (a, €o, . .., €,(g))-

Eine Torusnebenklasse ¢ - T, die ein griines Tupel (in einer Oberstruktur in K)

enthalten kann, wollen wir bunt nennen. Ist T durch fo" =1@G(=1,...,d

beschrieben, so iiberlegt man sich leicht, dal ¢- T genau dann bunt ist, wenn c; =

I cj” griin ist fiir j = 1,...,d. Ist -7 bunt und T' C T”, so ist offenbar auch ¢- T’
bunt.

Wir wihlen nun W’ maximal mit cd(W') = ¢d(W) und W C W’ C V| so
dafl W' iiber M definiert ist. Dann ist W’ cd-maximal, der minimale Torus von
W' also gleich einem der T;, und es gilt W' C m - T;. Dam - T C m - T; und
m - T bunt ist, ist m - T; ebenfalls bunt. Sei (d*,éa...,éz(ﬁ)) generisch in W’
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iiber M. Da tp(a*/M) = tp(a/M), diirfen wir oBdA annehmen, dafl a* = a. Aus
cd(W') = cd(W) = cd(Vp) folgt

ldim(a, €, . . ., éZ(B)/ acl(M))—dim(a, &, . . ., éz(ﬁ)/ acl(M))
= ldim(a/ acl(M)) — dim(a/ acl(M))

und damit
(%) ldim(eg, . . ., é;(ﬁ)/Md) = dim(eg, . . ., éz(ﬁ)/Md) =: /.
Man wihle nun in (&, . .., é;(ﬁ)) eine L-Basis fo,. .., fe—1 iiber Ma. Wegen ()

ist (fo, ..., fe—1) auch algebraisch unabhéngig iiber Ma. Da m-T; bunt ist, erhalten
wir eine Struktur N aus K, wenn wir das Tupel (a*, 52#(5)) griin farben und unter

() abschlielen. Es gilt
N = <M6’66’ s 7é:,([-3)> = <M[d]f07 R fl71>7

wobei fo,..., fe—1 ein unabhéngiges Tupel griin generischer Elemente ist. Setzt
man F; := (Mafy,..., fi—1), so ist F; < F; ;1 eine griin generische Erweiterung fiir
0 <i < {¢—1. Sukzessives Anwenden von Folgerung 8.3 liefert:

(xx) M]a] € ¥ genau dann wenn N € KF.
Nun ist (€, . . ., €,(s)) Spezialisierung von (g, .. ., éZ(B))’ und beide liegen in V;. Da
nach der Zusatzannahme g Zariski-offen in V; ist und (€, ...,€,(s)) die Formel

g erfiillt, gilt auch = ¥g(eg, . .. ,é;(ﬁ)). Wir haben gezeigt, dafl die Existenz einer
griinen Differenzenfolge fiir 3 in M|a] der Lénge pu(3)+1 die Existenz einer ebensol-

chen Differenzenfolge in N = M |a][f] impliziert, die auf eine von endlich vielen Ar-
ten entsteht. Umgekehrt reicht es wegen (xx), die Existenz von (e*,... ’é/*i(ﬁ)) eN

zu fordern, um zu garantieren, dafy M[a] ¢ K*. Man fordert:

e Es existiert ein Tupel m € M und eine irreduzible Komponente W’ von
V Nm-T; (wobei V = Vy x Vi und Vy = V,(%,b) wie oben) mit folgenden
Eigenschaften:
(1) Die Nebenklasse m - T; ist bunt.
(2) W' projiziert generisch auf V;.
(3) Es gilt cd(W') = cd(Vp).
(4) Fiir generisches (a*, &, ..., éZ(B)) in W’ gilt = vg(eg, ... ,é;(ﬁ)).
Die Bedingungen (1)—(4) sind definierbar, man erhélt also eine existentielle Aussage
mit Parametern b, genauer gesagt fiir jeden der endlich vielen Tori T; € T (V,(Z, ) x
V1) eine, deren Disjunktion die gewiinschte Formel liefert.
Ist 13 endliche Vereinigung von lokal abgeschlossenen Mengen V; \ W; (fir 1 <
i < t), so fithren wir obiges Argument fiir jedes der 4 einzeln durch; x,, ist dann die
Disjunktion der erhaltenen Aussagen. O

9. DAs FRATSSE-MODELL

In diesem Kapitel zeigen wir, dal KC* beziiglich starker Einbettungen die Amal-
gamierungseigenschaft besitzt. Damit erhalten wir ,reiche“ Koérper im Sinne von
Poizat [16]. Die Resultate im vorhergehenden Kapitel liefern nun folgende wichtige
Schlufifolgerung;:

Lemma 9.1. Secien A, B und M Strukturen in KF, wobei B sowohl starke Unter-
struktur von A als auch von M ist. Sei M’ freies Amalgam von M und A iber B,
und (€, . .., €u(a)) €ine Differenzenfolge in M’ fiir einen guten Kode . Dann gibt
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es eine abgeleitete Folge, deren kanonischer Parameter in acl(M) oder in acl(A)
liegt.

Beweis. Wir nehmen an, dafl die Behauptung des Lemmas nicht wahr ist. Dann
erhalten wir nach zweimaligem Anwenden von Lemma 7.3 unter Benutzung der
Bedingungen an p(«) und p*(a) eine Teilfolge der Linge m,, + 1, die sowohl Mor-
leyfolge tiber M als auch iiber A ist. Wir bezeichnen sie o0BdA mit (g, €1, ..., €m, )-
Sei E = {€,...,Em,_, }. Dann liegt der kanonische Parameter b der Folge in dcl(E),
und
em., | ME und em. | AE.
b b
Wir schreiben die Tupel in E als Produkte von griinen Tupeln in M und in A und
definieren E); als die Menge der Faktoren in M und E 4 als die Menge der Faktoren
in A. Sei B/ = Ej; U E4. Dann gilt auch b € dcl(E’) und da F und E’ iiber M und
iiber A interdefinierbar sind, gilt
em., | ME' und &, | AE',
b b

also auch
€ma L M und em. L A.
BE' BE'
Sei €y, = m-a mit m aus M und @ aus A. Da M | , Aauch M |
ziert, ist {&p,, . ,m,a} iiber BE' paarweise unabhingig. Nach Lemma 5.1 ist dann
stp(ém,, /BE') generischer Typ einer Torusnebenklasse, im Widerspruch zu Lem-
ma 5.2. O

A impli-

Eine Einbettung von B in A ist stark, wenn das Bild von B in A starke Unter-
struktur ist.

Satz 9.2. K* hat beziiglich starker Einbettungen die Amalgamierungseigenschaft.

Beweis. Seien B < M und B < A Strukturen in K#. Wir suchen eine Erweiterung
M’ von M in K¥ mit M < M’ und B < A" < M’, wobei A und A’ isomorph
iiber B sind. Wir koénnen beide Erweiterungen B < A und B < M in Tiirme
von minimalen Erweiterungen zerlegen und daher oBdA annehmen, dal A und
M minimale Erweiterungen von B sind. Falls eine der Erweiterungen algebraisch
ist, so adjungieren wir die entsprechenden Elemente im (-)-Abschluf}; da es keine
neuen griinen Punkte gibt, erhalten wir eine Struktur in £* und die Behauptung
ist gezeigt.

Andernfalls existiert nach Lemma 7.2 das freie Amalgam M’ von M und A iiber
B. Wenn M’ € K* ist, so sind wir fertig. Ansonsten zeigen wir, dal M zu A iiber
B isomorph ist. Gemifl Folgerung 8.3 sind sowohl M als auch A iiber B minimal
préaalgebraisch. Nach Lemma 9.1 tritt nur der erste Fall von Folgerung 8.3 ein,
und es gibt einen guten Kode a mit einer Differenzenfolge (€, ...,€,(q)) in M’,
deren kanonischer Parameter b oBdA in acl(M) liegt. Nach Lemma 8.2 liegen (bei
geeigneter Aufzihlung) €o,...,€,q)—1 in M und €,(,) ist eine iiber M generische
Realisierung von «.

Fall 1. Fiir eine (pu(a) — 1)-abgeleitete Differenzenfolge liegt der kanonische Pa-
rameter b bereits in acl(B).

Wir arbeiten mit dieser Folge weiter und nennen sie weiterhin (€, ..., €,(q))-
Wir zeigen zunéchst, dafl €,,(,) in A liegen muB. Andernfalls ist €,,(,) generisch in
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©a(Z,b) iiber A und iiber M, und somit unabhingig von A und von M iiber B.
Wir wihlen griine Tupel @ € A und m € M mit €,q) = m - a. Dann sind é,(,), @
und m paarweise unabhingig tiber B, im Widerspruch zu Lemmas 5.1 und 5.2.

Da A minimal praalgebraische Erweiterung von B ist, gilt A = (B, €,(,)). Da
A € K* gibt es ein &; in M \ B; wegen B < M ist €; generisch iiber B nach
Kodeeigenschaft (e). Dann induziert €; — €,(,) einen Isomorphismus von A und
M fiiber B.

Fall 2. Keine (u(a«) — 1)-abgeleitete Differenzenfolge besitzt einen kanonischen
Parameter in acl(B).

Wie oben sei €,(q) = m - a mit grilnen Tupeln m € M und a € A. Da €,
generisch {iber M ist, gilt 0 = 0(€,(a)/M) = 0(a/M), und a erzeugt A iiber B
linear. Wir wenden Lemma 7.3 auf B < M’ und (o, ...,€,(a)) an. Dann existiert
eine Morley-Teilfolge der Linge p* (o) iiber Bb. Da

(@) > noka +1 > n, > MR(m/Bb),
existiert ein &; in M mit m | 53 Ci- Insbesondere besitzen €,(,) und €; denselben

Typ iiber Bbm, und damit ebenso a = m - é;(la) und m - €; L Auf Grund der

Minimalitéit induziert dann @ — m - €; ' einen Isomorphismus von A und M iiber
B. O

Poizat [16] folgend nennen wir eine £*-Struktur M in K* reich, wenn fiir jedes
endlich erzeugte B < M und jede endlich erzeugte starke Erweiterung B < A in
KH eine starke Unterstruktur A’ < M existiert mit A ~p A’. Da jede algebraische
starke Erweiterung einer Struktur aus ¥ wieder in C* liegt, sind reiche Strukturen
beziiglich der Korpersprache algebraisch abgeschlossene Korper.

Folgerung 9.3. FEs gibt eine abzihlbare reiche Struktur in KF. Diese ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt. Alle reichen Strukturen sind Lo ,-dquivalent.

10. DIE AXIOME FUR T*

Sei T* die elementare Theorie der reichen Koérper in #. Zur Erinnerung: fiir
a,B C M € K definiere 6(a/B) := §((Ba)/(B)); wir sagen, dafl B stark ist in M,
falls (B) < M.

Definition 10.1. Sei M F T* und B eine Teilmenge von M. Dann sei cly (B) die
Vereinigung aller endlich erzeugten A C M mit 6(A/cl(B)) =0, und dp(A/B) :=
d(A/B) := §(cl({A, B))/ cl(B)).
Es gilt dann cl}(B) = {a € M : d(a/B) = 0}.
Mit den iiblichen Argumenten [17] zeigt man:
Lemma 10.2. In jeder Struktur aus KC gilt:
(1) d(ac/B) = d(a/B¢) + d(¢/B). )
(2) Auf der Menge der grinen Punkte U definiert der Abschluffoperator cly eine

Prdgeometrie, und d ist gleich der Dimensionsfunktion, die dieser Prdgeo-
metrie zugeordnet ist.

Lemma 10.3. Seie > 0, und seien B = (B) < M € K sowie a € M. Dann gilt:

(1) Ist 6(a/B) = e, so existiert eine existentielle L*-Formel 75(%, 2) und ein
Tupel b € B mit folgenden Eigenschaften:
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i }: Ts (d’ 6):
e fiir alle @ und alleb’ € B' C M' € K mit = 15(a’, V) ist 6(a’/B') < e.
(2) Ist d(a/B) = e, so existiert eine existentielle L*-Formel 14(Z,Z) und ein
Tupel b € B mit folgenden Eigenschaften:
¢ ): Td(&7 E)}
e fiir alle @ und alle b’ € M' € K mit = rq(a’,b') ist d(a'/b') < e.

Beweis. Teil (2) folgt leicht aus (1). Wir beweisen nun (1). Seiena € M und B < M
gegeben. Sei B = Ay < A; < ... < A, = (Ba) =: A die Zerlegung von B < A
in minimal starke Erweiterungen. Man hat e = 6(a/B) = >, 8(A;/A;—1). Wir
nehmen zunédchst n = 1 an, d.h. B < A ist minimal stark; wir miissen die vier
Fille aus Lemma 6.4 betrachten. Félle (1)—(3) sind einfach; wir beschrénken uns
daher auf den Fall (4) einer minimal prialgebraischen Erweiterung. Sei ¢ eine griine
Basis von A/B, und b € B mit ldim(a¢/B) = ldim(ac/b) und ac L;B-Seia€eC
der eindeutige Kode, der A/B zugeordnet ist. Wir wihlen eine quantorenfreie £*-
Formel 7(Z,, Z) mit |= 7(a, ¢,b), so dal folgendes gilt:

e Die Tupel a und ¢ sind explizit multiplikativ interdefinierbar {iber b.

b ':%(jvg’z) _>/\1U(yz) _ _ _

e ¢ ist Losung einer Kodeinstanz ¢, (7, b1 ), wobei by (explizit) in acl(b) liegt.
Wegen Kodeeigenschaft (e) hat 75(Z, z) := 3§ 7(Z, 7, Z) die gesuchten Eigenschaften,
denn falls |= 7(a’, &, 1), so folgt dann §(a’/b') = 6(¢'/b') < §(¢'/acl(V')) < 0.

Den allgemeinen Fall reduziert man auf den minimalen Fall, indem man iiber
ein geeignetes Tupel quantifiziert, das die Zerlegung in minimale Erweiterungen
widerspiegelt. O

Sind M, N € K mit M C N und ist M in N als £*-Struktur existentiell abge-
schlossen, so folgt aus Lemma 10.3, dal M < N ist. Wire ndmlich M nicht stark
in N, so giibe es ein Tupel a € M mit dp(a) > dy(a) = e. Fiir 7y wie in 10.3
hiitten wir dann N |= 74(a, b) fiir ein b € (§) C M, somit auch M = 74(a,b) (da 74
existentiell ist), im Widerspruch zu d(a/b) > e. Wir erhalten insbesondere

Lemma 10.4. Wenn M elementares Untermodell eines TH-Modells N ist, so ist
M starke Unterstruktur. (]

Wir definieren nun eine £*-Theorie T# wie folgt:

(1) Jedes Modell liegt in der Klasse KCH.

(2) Jedes Modell ist ein algebraisch abgeschlossener Korper.

(3) Wenn M ein Modell ist, o ein guter Kode und b aus M ein geeigneter
Parameter, dann ist die durch eine griine M-generische Losung a@ = ¢ (%, b)
gegebene Erweiterung Ma] von M nicht in K.

(4) Axiome, die garantieren, daf} es in einem w-saturierten Modell unendlich
viele d-unabéngige griin generische Elemente gibt.

Poizat [17] hat die Bedingung ,,§ < M* universell formuliert; da ¥ (Zo, ..., Z,)
quantorenfrei ist, sind die Axiome in (1) universell. Da} ACFy und damit (2) in-
duktiv axiomatisierbar ist, ist bekannt. Folgerung 8.4 liefert die induktive Axioma-
tisierung von (3), und die IV-Axiomatisierbarkeit von (4) folgt aus Lemma 10.3.

Der Schliissel zum Verstédndnis von T ist der folgende Satz:
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Satz 10.5. Eine L*-Struktur M ist genau dann eine reiche Struktur in KF, wenn
sie ein w-saturiertes Modell von T* ist. Insbesondere gilt TH = T", und T" ist
vollstindig.

Beweis. Wir zeigen zuerst, daB alle w-saturierten Modelle von T* reiche Strukturen
in K* sind. Dann zeigen wir, da die reichen Strukturen in K alle Axiome von T*
erfiillen. Da reiche Strukturen L ,-dquivalent sind (Folgerung 9.3), folgt dann die
w-Saturiertheit der reichen Strukturen.

Sei M ein w-saturiertes Modell von T#. Seien B < M und A > B endlich
erzeugte Strukturen in ¥, Wir wollen A {iber B in M stark einbetten. OBdA ist
A minimal stark iiber B. Entsprechend Lemma 6.4 gibt es folgende Moglichkeiten:

A/ B ist algebraisch. Axiom (2) liefert das Gewiinschte.

A/B ist minimal prialgebraisch. Betrachte das freie Amalgam M’ von M und
A iiber B. Sei a der gute Kode, der die Erweiterung A/B kodiert. Dann ist nach
Axiom (3) M’ nicht in K. Da aber K die Amalgamierungseigenschaft fiir starke
Einbettungen besitzt (Satz 9.2), muf} die gewiinschte starke Einbettung von A iiber
B in M existieren.

A/B ist griin generisch, wird also durch ein griines transzendentes Element a
erzeugt. Das w-saturierte Modell M enthélt wegen Axiom (4) unendlich viele griin
generische und d-unabhiingige Elemente (g;);en. Da d(B) = e < o0, existiert i € N
mit d(g;/B) = 1. Dann ist (Bg;)/B griin generisch (und in M), und die Abbildung
a — e; induziert eine starke Einbettung von A in M iiber B.

A/ B ist wei} generisch, d.h. A wird durch ein weifles transzendentes Element w
iiber B erzeugt und U(A) = U(B). Man iiberlegt sich leicht, da$ fiir zwei griine,
iiber B generische und d-unabhingige Elemente g; und g die Summe w’ := g1 + g2
weil B-generisch ist, d.h. d(w’/B) = 2. Nach dem letzten Paragraphen existieren
solche Elemente g1, g2 in M, und dieser Fall ist ebenso erledigt.

Sei nun M in K reich; wir wollen M | TH zeigen. Zuerst zeigen wir, daf
M algebraisch abgeschlossen im Sinne der Korpertheorie ist. Sei a € acl(M), und
B < M endlich erzeugt mit a € acl(B). Wenn a griin ist, so liegt ¢ in B, da B < M.
Sonst muB a wei sein, und U(B) = U((Ba)). Die Erweiterung (Ba) > B ist dann
in K und deshalb tiber B in M realisiert.

Um Axiom (3) zu zeigen, betrachten wir einen guten Kode o und b € M; sei
a@ eine M-generische Realisierung von ¢, (7,b). Wire (Ma) € K*, so wihlen wir
By < M mit b € By. Dann ist auch (Bpa) € K*; da M reich ist, existiert @y € M mit
(Boa) = (Bpag) =: By < M. Wir wiederholen diesen Schritt mit By anstelle von By,
und finden induktiv eine Folge By < By < By < ...in M, so dal B,y := (B;a;) &
(B;a). Dann ist a@i,as, ... eine beliebig lange griine Morley-Folge fiir ¢, (Z,b); die
zugehorigen Differenzenfolgen erfiillen dann v, im Widerspruch zu M € KCH.

Schliefllich erfiillt M als reiche Struktur natiirlich Axiom (4). O

Zur Erinnerung: Fir A C M € K, so ist cl(A4) die kleinste (-)-abgeschlossene
Menge mit A C cl(A) < M. Wenn A endlich erzeugt ist, so auch cl(A).

Folgerung 10.6. T* ist eine vollstindige Theorie. Zwei Tupel a und a’ aus T*-
Modellen M und M’ besitzen genau dann den gleichen Typ, wenn es einen L*-
Isomorphismus f von cly (@) auf clyp (@) gibt, der @ auf @ abbildet.

Beweis. Der in Kapitel 9 konstruierte reiche Korper ist nach Satz 10.5 ein Modell
von TH*. Wenn M und M’ zwei beliebige Modelle von T* sind, so ersetzen wir sie
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durch elementare Erweiterungen, die w-saturiert sind. Nach Satz 10.5 sind diese
reich und nach Folgerung 9.3 elementar dquivalent. Somit sind auch M und M’
elementar dquivalent.

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, nehmen wir an, daf$ M und M’
w-saturiert sind. Nach Lemma 10.4 &ndert sich cly;(@) beim Ubergang zu einer
elementaren Erweiterung nicht. Dann sind M und M’ reiche Kérper. Somit kann
man [ : cly (@) — cly(a’) als Anfang eines Hin-und-Her-Systems ansehen, und f
ist elementar.

Nun nehmen wir an, dal @ in M und @ in M’ denselben elementaren Typ
besitzen. Da cl(a) zum algebraischen Abschluss von @ im Sinne von T* gehort,
existiert wegen der w-Saturation von M’ eine elementare Abbildung f von cl(a)
nach M’, die @ auf @’ abbildet. Sei A’ = f(cl(a)). Da A’ denselben Typ wie cl(a’)
hat, ist A" stark in M’ und wir erhalten A’ = cl(@’). O

Folgerung 10.7. Die Theorie T* ist modellvollstindig.

Beweis. Wir geben einen einfachen direkten Beweis, der von Martin Ziegler stammt.
Es ist zu zeigen, daf} fiir Modelle M und N von T* mit M C N stets M < N
gilt. Denn ist M < N und @ ein Tupel in M, so gilt cly(a) = cly(@). Damit ist
aufgrund von Folgerung 10.6 die Inklusion eine elementare Abbildung. Wir zeigen
allgemeiner:

Behauptung Ist M =T* und M C N € K*, so gilt M < N.

Angenommen, die Behauptung sei falsch. Wir wéhlen ein Gegenbeispiel M £ Ny
mit 1dim(N; /M) = e minimal. Da M = acl(M), gilt offenbar e > 2. Aus der
Minimalitét von e folgt, dafl 6(No/M) > 0 fiir alle Ng = (Ng) mit M C Ny C Nj.
Insbesondere ist M < Ny. Man wéhlt nun ein solches Ny mit 1dim(Nyg/M) = e —1.
Aus

—1 > 6(N, /M) = 5(N1/No) + 6(No/M)

und 6(Ny/Ny) > —1 folgt 6(No/M) < 0. Da M < Ny ist, ist die Erweiterung No/M
prialgebraisch (d.h. ein Turm aus algebraischen und minimal préalgebraischen Er-
weiterungen) in K. Insbesondere finden wir N'/M minimal prialgebraisch mit
M < N’ < Ny. Dies widerspricht aber Axiom (3), und die Behauptung ist bewie-
sen. ([

Bemerkung 10.8. Man kann zeigen, daf Axiom (4) aus (1)-(3) folgt. Hierzu
muf} die griin generische Erweiterung durch geeignete prialgebraische Erweiterun-
gen approximiert werden. Andererseits folgt aus der Modellvollstdndigkeit 10.7 aus
allgemeinen Griinden die V3-Axiomatisierbarkeit von T*.

11. RANGBERECHNUNGEN

In diesem Kapitel zeigen wir, dafl der Morleyrang von T* gleich 2 ist. Es sei acl”
der algebraische Abschluss in Modellen der Theorie T#. Alle modelltheoretischen
Bezeichnungen beziehen sich nun auf 7#. Manchmal machen wir dies durch ein
zusétzliches p deutlich. Wir zeigen, da acl”(a) die Vereinigung aller prialgebrai-
schen Erweiterungen von cl(a) ist.

Lemma 11.1. In Modellen M von T stimmen acl” und cléw iiberein.
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Beweis. Wenn B endlich erzeugt ist, so ist cl(B) auch endlich erzeugt und Teil von
acl”(B). Deshalb kénnen wir annehmen, da§ B endlich erzeugt und stark in M ist.

Zuerst zeigen wir cl) (B) C acl®(B). Sei also A € M endlich erzeugt mit
§(A/B) = 0. Da 1dim(A/B) endlich ist, konnen wir A/B in eine endliche Folge
von minimalen Erweiterungen zerlegen; fir A’ O B mit 6(A’/B) = 0 ist wegen
B < M auch A’ < M. OBdA kénnen wir also annehmen, da§ A/B minimal ist.
Nach Lemma 6.4 gibt es die folgenden Moglichkeiten:

i) A ist im korpertheoretischen algebraischen Abschluss von B. Dann gilt
natiirlich A C acl”(B).

ii) A ist eine minimal prialgebraische Erweiterung von B. Nach Satz 4.10
existieren ein guter Kode a und Parameter b in acl(B), so da8 A = (Ba)
fiir eine generische griine Losung a = ¢ (Z, b) ist. Es reicht zu zeigen, daf
alle griinen Losungen von o, (Z,b) in M liegen. Sei hierzu M < N und
@’ € N eine Losung, die nicht vollstéindig in M liegt. Dann ist @’ notwendig
generisch iiber M. Dies widerspricht Axiom (3).

Um acl”(B) C cl} (B) zu zeigen, betrachten wir a € M \ cl}!(B). Fiir A = cl(B, a)
ist dann §(A/B) > 0. Wir zerlegen A/B in minimale Erweiterungen B < Ay <
A; <...< A, = A. Dann existiert ein ¢ < n mit §(4;41/4;) > 0. Nach Lemma 6.4
erhalten wir ldim(A;41/4;) = 1, und die Erweiterung A;,1/A; ist weil generisch
oder griin generisch. Nach Folgerung 8.3 ist das freie Amalgam von A;;; und jeder
starken Erweiterung von A; in K¥. Da M reich ist, erhalten wir unendlich viele
A’ < M, die iiber A; isomorph zu A,;;; sind. Nach Folgerung 10.6 haben sie alle
denselben elementaren Typ iiber A;. Also ist A; 11 € acl”(A4;), und erst recht a ¢
acl”(B), denn A, ist algebraisch iiber (B,a) und B C A;. O

Satz 11.2. T* hat Morleyrang 2 und ist tiberabzihlbar kategorisch. Der weif§ gene-
rische Typ hat Morleyrang 2, und der griine generische Typ hat Morleyrang 1. Der
algebraische Abschluss in Modellen von T* ist durch cly gegeben. Allgemeiner gilt
fiir alle Tupel @ und alle B die Identitdit

MR(a/B) = U(a/B) = d(a/B).

Beweis. Sei M ein w-saturiertes Modell von T*, elementar eingebettet in das Mon-
stermodell von T#. Wir berechnen MR (a/M) fiir Elemente a aus dem Monstermo-
dell. Wegen

0 < d(a/M) < 5(a/M) < 2.
gibt es 4 Falle:

d(a/M) = 0: Nach Lemma 10.4 und 11.1 ist a € acl”(M) = M. Also ist
MR(a/M) = 0.

d(a/M) = 1und a ist griin: Dann ist (M a) stark im Monstermodell, und tp(a/M)
ist wegen Folgerung 10.6 der eindeutig bestimmte grin generische Typ. Da alle an-
deren griinen Typen iiber M algebraisch sind, folgt MR(a/M) = 1, und U definiert
eine streng minimale Menge.

d(a/M) =1 und a ist nicht griin: Dann muf cl((M, a)) \ M einen griinen Punkt
¢ enthalten. Wir erhalten (Mc¢) < cl(Ma) und d(a/Mc) = 0. Somit sind a und ¢
beziiglich T* interalgebraisch iiber M, und MR(a/M) = MR(¢/M) = 1.

d(a/M) = 2: Dann gilt U((Ma)) = U(M) und (Ma) ist stark im Monstermo-
dell eingebettet. Nach Folgerung 10.6 ist tp(a/M) der eindeutig bestimmte weifs
generische Typ, d.h. der generische Typ der Korpers. Da alle anderen Typen einen
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Morleyrang < 1 besitzen, folgt MR(a/M) < 2. Nun ist U(M) eine unendliche Un-
tergruppe von M von unendlichem Index. Folglich ist MR(a/M) = 2, und T* hat
Morleyrang 2. Nach einem Resultat von B. Zilber [21] ist T als Theorie eines
Korpers von endlichem Morleyrang somit iiberabzéhlbar kategorisch.

Fiir den Beweis der Identitdt MR(a/B) = U(aB) = d(a/B) beachte man, dafl
in iiberabzdhlbar kategorischen Theorien stets MR = U gilt. Insbesondere ist der
Morleyrang also additiv. Wir haben aber bereits gezeigt, daf fiir Elemente a (d.h.
Tupel der Linge 1) die Gleichheit MR(a/B) = d(a/B) gilt. Da d ebenfalls additiv
ist, folgt alles. O

Bemerkung 11.3. Einer Idee von Poizat folgend [17] kann man fiir jede natiirliche
Zahl r > 2 einen Ko6rper vom Morleyrang r mit einer streng minimalen multiplikati-
ven griinen Untergruppe konstruieren, indem man mit der folgenden Pridimension
arbeitet:

0(A) = rdim(A) — (r — 1) 1dim(U(A4)).

Des weiteren fiithrt analog zu [6] die Pradimension

§(A) = rdim(A) — dim(U(A))

zu einem Ko6rper vom Morleyrang r mit einer multiplikativen griinen Untergruppe
vom Morleyrang r — 1.

Frage 11.4. J. Kirby hat in seiner Dissertation [12] Satz 2.2 auf semi-abelsche
Virietédten verallgemeinert. Kann man dies verwenden, um einen Koérper von end-
lichem Morleyrang mit einer nichtalgebraischen Untergruppe einer beliebigen semi-
abelschen Varietdt zu konstruieren?
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