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Annotatsiya: Magolada kompleks sonlar tekisligida golomorf, garmonik funksiyalar
aniglandi. Ma’lumki, matematik analizdan bilamizki, garmonik funksiyalar bir gancha
xossalarga ega. Bu xossalardan foydalangan holda garmonik funksiyalarning sath
chiziglari geometriyasini o’rganildi.

Kalit so’zlar: golomorf funksiya, garmonik funksiya, Gauss egrilik, o’rta egrilik,

geodezik egrilik.

AHHoTanus: B crarbe onpeesieHbl rooMOp(pHbIE TApMOHUYECKUE (PYHKIIMU Ha
IUIOCKOCTH KOMIUIEKCHBIX 4ncell. Kak Mbl 3HaeM U3 MaTeMaTUYeCKOIro aHajau3a,
rapMOHHUYECKHE PYHKIMU 00Jaat0T psiIoM CBOMCTB. Mcronb3ys 3TH CBOWCTBA,

U3ydallach FT€OMETPHsI KOHTYPHBIX JIMHUI rapMOHUYECKUX (PYHKIUH.

KitoueBblie cioBa: ronoMopdHas GyHKIHs, rapMoHUYecKas GyHKIMA, TaycCoBa

KpUBH3HA, CPCAHAA KPUBU3HA, IrCOAC3NUCCKAA KPUBU3HA.

Abstract: The article defines holomorphic harmonic functions on the plane of
complex numbers. As we know from mathematical analysis, harmonic functions have a
number of properties. Using these properties, the geometry of contour lines of harmonic

functions was studied.

Keywords: holomorphic function, harmonic function, Gaussian curvature, mean

curvature, geodesic curvature.

Kompleks sonlar tekisligida w: E —-W akslantiruvchi o(z) =u(X,y) +iv(X,y)

golomorf funksiya berilgan bo’lsin.

Ta’rif-1.u(x,y) funksiya ikki marta differensiallanuvchi bo‘lib, Au=0 Laplas

tenglamasini ganoatlantirsa, u(x,y)) funksiya garmonik funksiya deyiladi.
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Teorema-1. Agar @w(z) =u(X,y) +iv(x,y) funksiya kompleks sonlar tekisligining
barcha nuqtalarida differensiallanuvchi bo’lsa, u holda u(x,y) va v(x,y) funksiyalarning

0’zaro qo’shma garmonik funksiyalar bo’ladi.
Misollar. 1. Bizga w(z) = z* funksiya berilgan bo’lsin. Bu yerda z = Xx+iy bo’lib,
o(z) funksiyaning hagigiy va mavhum gismlari u(x,y) = x> —3xy?,
v(Xx,y) = (3yx*—y?) funksiyalarning har biri garmonik funksiya bo’ladi.
2.0(2) =Xx* —y* +i2xy

3 @(z)=e’cosy+ie*siny

4y @@ =In( +y?)+ i2arctg¥

Ta’rif-2. f:R"—>R' funksiyaning sath sirti deb, L :{x eR": f(X)= C} to’plamga
aytiladi.

Bu yerda n=2 bo’lgan holda, f:R>—>R' funksiyaning sath sirti o’niga
L. ={xeR®: f(x)=C} to’plam sath chizig’i deyiladi.

Misol. u(x,y) =x>—vy? garmonik funksiyaning sath chizig’i
L. ={(x,y)eR*:x*—y*=C} bo’lib, C ning giymatiga garab,quyidagi holatlar bo’lishi
mumKin:

1) C =0 da kesishuvchi ikkita to’g’ri chizig;

2) C >0 daabsissa o’qini (JE, 0) va (—-\/E, 0) nugtalarda kesib o’tuvchi giperbolalar;

3) C <0 da ordinata 0’gini (0,+/C) va (0,—/C) nugtada kesuvchi giperbolalar;
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1 1-rasm

Kompleks tekislikda TI'(z))={z:o(2)=0(z,)} to’plam  funksiyaning z, nuqta orgali
o’tuvchi sath chizig’i bo’lib, z, nuqtada I'(z,) chizigning egriligini K(z,) orqali
belgilaymiz.

Differensial geometriyada sirtlar sirt ustida yotuvchi egri chiziglar yordamida
o’rganiladi. Bunda regulyar chiziglar muhim o’rin tutadi. Bizga u(X,y)=c funksiya

yordamida berilgan chiziq bo’lib,

gradu\ # 0 shart bajarilsa, regulyar chiziq deyiladi.

Sirtning ichki geometriyasini o’rganishda geodezik chiziglar muhim o’rin
tutadi.Geodezik chizigni geodezik egrilik xarakterlaydi. Regulyar @ sirtning P nugtasidan
o’tuvchi y egri chizigning P nuqgta atrofidagi gismini P nuqtadan o’tuvchi urinma
tekislikka proeksiyasini y, bilan belgilaymiz. y, chizigning P nuqtadagi egriligini y egri
chizigning P nugtadagi geodezik egriligi deb ataymiz.

Teorema-2. Sirt ustida yotuvchi egri chizigning geodezik chiziq bo’lishi uchun, uning

barcha nugtalaridagi geodezik egriligi 0 bo’lishi zarur va yetarlidir.
Endi bizga @(z) =u(X,y) +iv(X,y) (2)

funksiya W sohada golomorf, u(x,y), v(x,y) funksiyalar o’zaro qo’shma garmo-nik
funksiya berilgan bo‘lib, u(x,y) va v(x,y) funksiyalarning sath chiziglari mos ravishda
L. va L., bo’lsin. Endi u(x,y) funksiyaning sath chizig’i egriligini k,, K, va M, orqgali

Gauss va o’rta egrilik, k_ bilan geodezik egriliklarni belgilaylik. Xuddi shunday v(x,y)

' Nau
funksiya uchun k, K, , M, k,, belgilashlari kiritamiz. L :{u 'R >R, u(x,y) :Cl},
]
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sath chizig’ining |gradu| =0 bo’lganda, egriligini hisoblash formulasini keltiramiz. Agar
chizig {x=x(t), y=y(t)} parametrik tenglama bilan berilgan bo’lib, x'* + y"* #0 bo’lsa,
egriligi

N1

X y _ X”yr
3

k = (2)

(X/2+ yVZ)E
formula yordamida hisoblanadi.u(x,y) = C, funksiyani hosilasi u,x'+u y'=0 bo’ladi.

u
Endi x'=—-2y' dan ikkinchi tartibli hosila olamiz:
u

u, X +u,y ju —(u,.Xx+u y)u u _ _ _
X" =— ( y Wy) 2( Yy y'+—Ly" |.topilgan x" vax” ni (2) tenglikka
u u

X X

qo’ysak, L. sath chizig’i uchun egrilikni hisoblash formulasiga ega bo’lamiz

2 2
u‘u,. —2u.U. U, +u-u
_yTxx X"y oy XYy
k, = - (3)

2 2\2
(Ui+uy)?

LU (Ui-vi) +2u vV,
- .
2 2\2
(Ui+uy)?

V(X,y) qo’shma garmonik funksiya ekanligidan, k, =

Bizga Z—w =w'=U_+iv, ekanligi ma’lum. U holda
Z

a)ll

o] o]

tenglik o’rinli bo’ladi.Bu tengliklardan quyidagi lemma kelib chigadi:

1
Lemma-1.Agar N =(1+ o[')? bo’lsa,u holda

/ 4

K, +ik, =1L (4)
w
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Kuszz—-“‘I\’l—J1 (6)
k,=o,[- 24k, |IN,
{ ELARATRES | -
{ k=0, uV,,00+k |/N

Bu lemma [4] ishda keltirilgan , (7) formulada biz kompleks tekislikdagi
{x=x(o),y=Y(o)} chizigning o parametrga bog’liq tenglamasi bo’lib, ichki

koordinatasi L,va L, chiziglar s va t parametrga bog’liq.

Bu formulalardan foydalanib, bu chiziqlar egriliklari orasidagi bog’lanishni topish
mumkin.«a -L, va L, chiziglar normallari orasidagi burchak bo’lsa, sina = |§—| ,
cosa _1 va -M, +iM, =sin’ a(-k, +ik,) , Gauss egriligi K, = K, =K_ bo’ladi.

Quyida Maple dasturi yordamida Lva L., sath chiziglari chizilgan:

animate( plot3d. [A* (x"2— y"2). x=-3 3. y=—3_3LA=—2 amimate( piotid, [A*(2-x-y). x=—-3 3, y=—3 3L A=-2.2,
2 style = patchcontour ).

xtyb = patchcontour ).

ammate plotd. [A®(x"3 — 3-x- y"2).x=—3 I y=—3 . 3LA armmare( plot3d. [A® (In(x"2 + >"2)). x=—3 . Jy=—3 3| A=
-2 -2
sole = patchcantour ). sonle = patchcarntour ).

A=-2 A=-2
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topish mumkin.

Lemma 2. Har biri golomorf bo’lgan @ va f funksiyalar a)':% shartni

ganoatlantirsa, Gauss egriliklari K (z) =K, (z) bo’ladi.

2

Bunga quyidagi funksiyalarning grafigi egriliklari (o(z) = Z?,f(z) =Inz),

ZZ—n

2—n

(co(z):z—nn,f(z)z ), (o(2) =¢e*,f(z) =—e™*) misol bo’ladi.
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