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MATEMATICA BASICA

BASIC MATHEMATICS

RESUMEN

Este texto universitario, Matematica Basica, esta dirigido para estudiantes del primer
ciclo de Ingenieria, curso que llevan los estudiantes ingresantes en la Universidad Nacional
José Maria Arguedas - Andahuaylas. Donde centra su propdsito en brindar al estudiante
conocimientos matematicos que consoliden sus habilidades y destrezas que le permitan de
manera efectiva su formacion profesional; Por lo que se est4 planteando este texto con una
metodologia de resolucion de problemas matematicos, el Método heuristico de Polya,
planteado por el matematico y educador George Polya (1887-1985), que propone en su libro
“Como plantear y resolver problemas”, una metodologia en cuatro etapas para resolver
problemas matemadticos: Comprension del problema, Concepcion de un plan, Ejecucion del

plan, Examinar el resultado.

Esta metodologia coadyuvara al estudiante en su capacidad de enfrentarse y resolver
un problema matematico, e incluso plantear modelos matematicos con la recta, secciones
conicas, funciones en R. Como parte de la metodologia de Polya en la primera etapa de la
comprension del problema, es trazar un esquema que ilustre el enunciado, si es posible,
recomendamos para ello hacer uso del GeoGebra, sobre todo para el tema de Geometria

Analitica y funciones en R.

PALABRAS CLAVE: Resolucion de problemas, Método heuristico de Polya, Secciones Conicas,

Funciones en R.
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ABSTRACT

This university text, Basic Mathematics, is aimed at students in the first cycle of
Engineering, a course taken by incoming students at the José Maria Arguedas University in
Andahuaylas. Its purpose is to provide to students with mathematical knowledge and
consolidate their abilities and skills allowing their professional training. Therefore, this text
is considered a methodology for solving mathematical problems, the Polya heuristic method,
proposed by the mathematician and educator George Polya (1887-1985), who proposed in
his book "How to Solve It?”, a four-stage methodology for solving mathematical problems:

Understanding the Problem, Conceiving a Plan, Executing the Plan, Examining the Result.

This methodology will help the student in his or her ability to face and solve a
mathematical problem, and even propose mathematical models with the straight line, conic
sections, functions in R. As part of the Polya methodology in the first stage of understanding
the problem, it is to draw a scheme that illustrates the statement, if it is posible, We
recommend using GeoGebra, especially for the topic of Analytical Geometry and functions

in R.

KEYWORDS: Problem solving, Polya's heuristic method, Conic Sections, Functions in R.
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INTRODUCCION

El presente Texto Universitario, en su primera version, pretende contribuir a la
consolidacion de las habilidades y destrezas que permitan desenvolverse de manera efectiva
en su formacion académica de los estudiantes universitarios del primer ciclo. Por lo que se
plantea una estructura por capitulos con conceptos, definiciones, ejemplos, problemas y
aplicaciones desarrollados, ejercicios y/o problemas planteados para los estudiantes.

Ademas, para las graficas se realizo con la ayuda de GeoGebra.

El presente trabajo cuenta con tres capitulos, los cuales se dividen de acuerdo a la

siguiente estructura:

- Numeros Reales
- Geometria Analitica
- Funciones
En el primer capitulo se trata de los axiomas, teoremas y propiedades del sistema de
numeros reales, ejemplos y problemas desarrollados, ademas ejercicio y problemas para los
estudiantes. También, se presenta aplicaciones de ecuaciones lineales y cuadraticas que tiene

que ver con la oferta y demanda, utilidad, costo, ingreso.

En el segundo capitulo se trata de la recta, la importancia del uso de la pendiente de
una recta y secciones conicas con ejemplos y problemas desarrollados, ademas ejercicios y

problemas para los estudiantes.

En el tercer capitulo trata de funciones en R, funciones especiales, funciones
trascendentes, funciones trigonométricas e hiperbolicas con ejemplos y problemas

desarrollados, ademas ejercicios y problemas para los estudiantes.

Quedamos a disposicion de los lectores para cualquier sugerencia que nos hagan

llegar y mejorar este texto universitario.

- Los Autores

15
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CAPITULO I: NUMEROS REALES

Introduccion a la Teoria de Numeros reales
En la teoria de los nimeros se agrupa distintos conjuntos como los naturales, enteros,
racionales, irracionales, reales. Los nimeros son entes abstractos desarrollados por el hombre

como modelo que permite contar y medir.

1.1 Clasificacion de los Conjuntos Numéricos:
Numeros Naturales N
El conjunto de los nimeros naturales es el conjunto de nimeros que usamos para
contar: Que se denota por N={1,2,3,4,5,- - -}
En sentido estricto, este conjunto no contiene al cero; si se quiere incluir este elemento
en el conjunto, se denota por N* = {0, 1, 2, 3,4...} (Llamados también enteros no negativos)
En este conjunto se puede definirse operaciones de suma, resta, multiplicacion y

division, asi como relaciones de orden (mayor que, menor que).

Numeros Enteros Z
El conjunto de los nimeros enteros se define como los nimeros naturales, el cero, y

los naturales dotados del signo negativo: Que se denota por
Z={--,-3,-2,-1,0,1,2,3,-- -}
El conjunto Z incluye como subconjunto al de los nimeros naturales; es decir:
NcZ.

Los Numeros Racionales Q
Es el conjunto de todos los nimeros que se pueden expresar como el cociente de dos
numeros enteros, donde el denominador es distinto de cero. Que se denota por Q = {x/x =

-,a,b €Z;b # 0}

Por ejemplo, tenemos % =0,2

2 ~
< =33 = 366666666 ... = 3,6

16
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Todos los numeros naturales y todos los nimeros enteros también son numeros
racionales. N € Zc Q

Numeros Irracionales 1 (Q°)

Es el conjunto de todos los nimeros que no se pueden expresar como el cociente de
dos ntimeros enteros, donde el denominador es distinto de cero. Que se denota por [ = Q¢ =
{x/x # 2,a,b €Z;b # 0}

Ninglin nimero racional es irracional y ningiin niimero irracional es racional.

La expresion decimal de los nimeros irracionales es infinita no periddica y por lo
tanto, los nimeros decimales infinitos no periddicos no pueden expresarse en forma de

fraccion y por tanto son irracionales.

Hay muchos nimeros irracionales, como: V2; V3; V/5;...; =3,14159-,

X

1
e = lim <1 + ;) = 2,71828...

X — 0
Numeros Reales R
La unién de los nimeros racionales y los irracionales conforma un conjunto
denominado de los niimeros reales. Asi, este conjunto engloba como subconjuntos a los de

los nameros racionales € irracionales.

R=QuQ°*

Numeros Complejos C
Son numeros que tienen una parte real y una parte imaginaria, que se denota como:
Zz=a+ib,donde i=+—-1, "a" eslapartereal y "b" su parte imaginaria.

Por ejemplo, si z = 2 — 3i, 2 es la parte real de z y —3 su parte imaginaria.

]7 Matematica Basica g
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Conjuntos Numéricos

COMPLEJOS
C

REALES
R

IMAGINARIOS
C

RACIONALES IRRACIONALES
Q Q=1

o

ENTEROS
Z

\

NATURALES
N

\

1.2 Sistema de Numeros Reales

Es el conjunto de los niimeros reales R, provisto de dos operaciones adicion y

multiplicacion, denotada por:

(+):RXR >R ():RXR >R
(a,b) »a+b (a,b) »a.b

la relacion de igualdad “="y de una relacion de orden menor “<” o mayor “>”, que

satisface los axiomas siguientes:

] 8 Matematica Basica g
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Axiomas de Adicion y Multiplicacion

Sia,b,c € R entonces:

AV

Axioma Adicion Multiplicacion Qué dice Ejemplo
Cerradura a+b ER a.b €ER La suma o el producto de dos 24+7=9 €R
nimeros reales es una operacion
cerrada. (=5)(-6)
=30 €R
Conmutativa a+b a.b=b.a El orden al sumar o multiplicar 1 _ 1
=b+a reales no afecta el resultado. 2 +7=T7+ 2
(=3)(6)
= (6)(=3)
Asociativa a+(b+c) a(b.c) Se puede hacer diferentes V24 (2/3+05)
= (a+b) = (a.b)c asociaciones al sumar o _
+c multiplicar reales y no afecta el (\/E +2/3)
+5
resultado.
7(3.5) = (7.3)5
Elemento a+0=a al=a Todo real sumado 0 se queda n+0=rm
neutro igual.
. V3.1=13
Todo real multiplicado por 1 se
queda igual.
Inverso a+(—a) La suma de opuestos es cero. 3+4(-3)=0
= az=1a#0
El producto de reciprocos es 1. 5 1 —1
T=
Distributiva alb+c)=ab+a.c El factor se distribuye a cada 7(v2 +8)
sumando. =7V2+78

19
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Axiomas de igualdad

Sia,b,c € R entonces:

Axioma Igualdad Qué dice Ejemplo
Dicotomia a=b>b Si se tiene dos 3=3
nameros, estos son
0 iguales o son
diferentes.
a#b 3#5
Reflexividad a=a Un niimero es igual al V6 =46

mismo numero.

Simetria Sia=b »> b=a a=7 > 7=a
Transitividad Si
a=bAb=c a=bANb=7-a=7
»a=c
Unicidad de la adicion Si a=b- Si se tiene una a=6->a+3=6+3

a+c=b+c igualdad, esta se
mantiene si se suma a
ambos miembros un
mismo numero.

Unicidad de la Si a=b - Si se tiene una a=5-a4=54
multiplicacion a.c=b.c igualdad, esta se
mantiene si se
multiplica a ambos
miembros un mismo
nimero.

YA
// // //
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Axiomas de Orden

Sia,b,c € R entonces:

AV

Axioma

Orden

ejemplo

Tricotomia

Uno y solo uno de los siguientes
enunciados es verdadero

a<b
a=>»

a>b

V3<2

Transitiva

Si a<bAb<c

—a<c

a<5A5<7-oa<7

Monotonia

Consistencia aditiva

Sia<b-oVceERa+c<b+c

7<8->VcER,

7+c<8+c

Consistencia multiplicativa
Sia<b, c>0-ac<bc

Sia<b, c<0-ac>bc

3<5c=4-34<54

12 < 20

3<5c=-4
- 3(—4) > 5(—4)

—-12 > -20

Axioma del Supremo

Si M es un conjunto no vacio de elementos de R superiormente acotado, entonces M

tiene un supremo en R.

Ejemplo:

ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https.//doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k E,.de
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A =1{5,6,7,8,9} es un sub conjunto de niimeros reales.

conjunto de cotas superiores
® ® @ g
7 8 9 k

ae
2

Podemos observar que todos los elementos de A son menores o iguales a los nimeros

reales: 9,10,11,12,...

Es decir, existen nameros reales k, tales que, todos los elementos de A son menores
o iguales que k. Que se denota de esta manera 3k € R:x < k,Vx € A
3k=9x<9,Vx€eA
3k =9.2,x<92,Vx€EA
1k=93,x<93,Vx€eA
3k=99x<99VxeA
3k=10,x<10,Vvx€ A

Jk=11,x<11,Vx€A

Los numeros reales k > 9, se llaman COTAS superiores del conjunto 4.

Como Podemos observar que el conjunto A es acotado superiormente entonces

A tiene un supremo en R; 9 es el supremo del conjunto A, que se denota SupA =9

Matematica Basica
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Diferencia y division de dos numeros reales

Sia,b € R entonces:

Operacion Definiciéon Qué dice Ejemplo
Diferencia a—b=a+ (—b) La diferencia es la suma 15-12 =15+ (-12)
del opuesto del
sustraendo.
Division a 1 La division es la 1
Lt _E_a*g'b #0 multiplicacién por el 80+12=80+77
reciproco del divisor.

Algunas propiedades de los numeros reales
Sia,b,c,d € R entonces:

1) —(—a) =a

2) a(=b) = (—a)b = —(ab)
3) (=a)(=b) =ab

4) Siab=ac=b=c, a#0

5) %zg(:)ad=bc; b+0,d#+0

6) S+=="5 b= 0,d*0
-1

() =%a#0b=0

8) VaER,a¢Osecumplea‘1=i¢0
9) ab=0siysolosia=0V b=0
10) %=Osiysolosia=0,b¢0
11) a<b = —a>-b
12) a<b ©a—-b<0
13) Sia>0y b>0 =a+b>0
14) Sia>0yb>0 =ab>0
15) Sia>0 = a™'=2>0

23
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16) Sia<0 = al=-<0

17) Sia#0= a?>0

18) Va€ER=a?> >0

19) a?=0 ©a=0

20) Si(a<b)A(c<d) >a+c<b+d
21) 0<a<bAO0<c<d=>ac<bd

22) Sia>0b>0a<b &=>
23) ab>0=[a>0Ab>0]V[a<0Ab<O0]
24) ab< 0= [a>0Ab<0]V[a<O0ADb>0]

25) §>0,b¢0<=[a>0/\b>0]v[a<0/\b<0]
26) %<0,b¢0<:>[a>0/\b<0]v[a<0/\b>0]

27) a*=bea=+Vb VvV a=—J/bdonde b >0
28) a?>be (b=0)A(a>VbVva<—Vb)
29) a?<be (b=0)A(—Vb <a<b)

30) a2 <b*ea<bsia=0Ab>0

31) Va<Vb @ a<bsia=0Ab>0
Ejercicios Desarrollados

2 2
1. Demostrar: a + b <%+%,Va,b ERY;a#b

Demostracion

Para mayor facilidad y tener una idea clara de donde empezar a demostrar, se puede

ensayar, en borrador, con la desigualdad dada.

a3+b3
ab

a? | b?
a+b<7+; = a+b<

(a+b)(a?—ab+b?)
ab

a+b<

(a +b)ab < (a + b)(a? — ab + b?)
24 Matematica Basica g
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ab < a® — ab + b?
a’?—2ab+b*>0
(a—b)2>0

Como se puede ver ya tenemos una idea de donde empezar a demostrar.

Veamos
(a—b)?>0 por propiedad 17
a’? —2ab+b*>0 Binomio al cuadrado
a’—2ab+ab+b*>0+ab por el axioma de monotonia para la adicion

a’? —ab + b? > ab

(a+ b)ab < (a+ b)(a? —ab + b?), a+b >0 por axioma de monotonia para la
multiplicacion

(a+b)ab < (a+b)(a?-ab+b?)

— — ,ab > 0 por axioma de monotonia para la multiplicacion

3 b3
a+b<? a-:) por suma de cubos
a® b3 . e
a+b<—+— por el axioma de distributiva
ab ab
a® | b?
a+b< > + - lo que queda demostrado

2. Sia > 0,b > 0 demostrar que: (% + b—lz) (a? +b%) =>4

Demostracion
Para tener una idea clara de donde empezar a demostrar, ensayaremos un borrador,

con la desigualdad dada.

25
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a?+b?
a2b?

1

(§+b—12)(a2+b2)24:>(

)(a2 + b?) > 4

(a? + b*)(a? + b?) = 4a®b?
(a? + b?)? = 4a®b?

a* + 2a*b* + b* = 4a*b*
a*—2a*b*+b* =0
(a®?=b*»%2>0

Ya tenemos una idea de donde empezar a demostrar.

Veamos
(a> - b*)? =0 por propiedad 18
a* —2a*b*+b*>0 Binomio al cuadrado

a* — 2a?b? + 4a?b? + b* = 0 + 4a*b? por el axioma de monotonia para la adiciéon
a* + 2a?b? + b* = 4a®b*? Trinomio cuadrado perfecto
(a® + b?)? > 4a?b’

(a® + b?)(a® + b?) = 4a?b*, a’b* >0

a2+b2 2 2 4a2b2 . , . . .,
( 22b2 ) (a® +b%) =2 . por axioma de monotonia para la multiplicacion
a2 bz 2 2 . . . .
(azbz + a2b2) (a®+b%) = 4 por el axioma de distributiva
1,1
(ﬁ + ﬁ) (a®+b*) =24 lo que queda demostrado
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. 3b _ b2
3. Sia>0,b>0,tal quea = b, demostrarque:%+; = ;+ 3
Demostracion

Primero ensayaremos un borrador, con la desigualdad dada, para tener una idea de

donde iniciar a demostrar.

a+3b>b2+3:>a3+3ab2>b3+3a2b
b a  a? a’b - a’b
a3 + 3ab? > b3 + 3a%b
a® —3a’b +3ab*>—-b3>=>0

(a—b)>=0

Veamos
Tenemos como informacidon que
a>0,b>0ya=b
a—b = b — b por el axioma de monotonia para la adicion
a—-b>0=(a—-b)3=>0
a® — 3a?b + 3ab? — b® = 0 Binomio al cubo

a® — 3a?b + 3a’b + 3ab? — b3+ b® = 0+ b> + 3a?b porel
axioma de monotonia para la adicion

a® + 3ab? > b3 + 3a?b

a3+3ab? b3+3a?b
a’b —  a?b

, a’h >0 axioma de monotonia para la

multiplicacion

por el axioma de distributiva

-—+—>—=+3 lo que queda demostrado
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3c

4. Sic>0,d > 0,2d # 3c; demostrar que: % >1-— a

Demostracion

Ensayaremos un borrador, con la desigualdad dada, para tener una idea de donde

iniciar a demostrar.

>1 3C=>d+3c>1
3c 4d 3¢  4d
4d2+49c¢? 1
12cd

4d? + 9¢? > 12cd

4d? —12c¢d +9¢?> > 0

(2d —3¢)>>0

Veamos
Tenemos como informacion que
c>0d>0,2d+#3c=2d—3c#0Acd>0

(2d — 3¢)? > 0 por propiedad 17
4d? — 12cd + 9¢? > 0 Binomio al cuadrado

4d? —12cd + 12cd +9¢? > 0+ 12cd  Monotonia de
adicion

4d? + 9¢? > 12cd

4d?+9c? 12cd
12cd 12cd

,cd > 0 Monotonia de la multiplicacion

4d? 9c?
12cd 12cd

>1 Distributiva

3c , ey
—+———>1—— Monotonia de la adicidén
3c  4d  4d ad
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4 >1-% lo que queda demostrado
3c 4d

5.Sia+b =2; a,b € R demostrar que: a* + b* > 2
Demostracion
Comoa+b=2=(a+b)?=4
a’?+ 2ab + b? =4 Binomio al cuadrado

a’> + 2ab — 2ab + b?> = 4 — 2ab Monotonia de la adiciéon

a’+b>=4—-2ab ..................... (1)
Por otro lado (a — b)? =0 propiedad 18
a’?—2ab+b* =0 Binomio al cuadrado

a? —2ab + 2ab + b> > 0+ 2ab  Monotonia de la adicion
a?+b%2>2ab .....cooiiiiiiii )
De (1) y (2) tenemos:
4 —2ab = 2ab
4 —2ab + 2ab = 2ab + 2ab Monotonia de la adicion
4ab<4=>ab<1
Abhora si

a’h?>1, si(a=1Ab<0)Vv(a<0Ab=1)
a’b? <1, si a,be{0,1) Vv ab € {(-1,0)

ab<1 = {
Porotrolado  (a®? —b?)2>0  propiedad 18
a* — 2a’b? + b* > 0 Binomio al cuadrado
a* —2a®b? + 2a’b? + b* > 0 + 2a?*b?* Monotonia de la adicion
a* + b* > 2a?b?
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a* + b* > 2a%b? = 2 por (3)
Si(a=1Ab<0)V(a<O0Ab=1)

Luego se demuestra que a* + b* > 2 por el axioma de transitividad.

6.Sia,b,c € R demostrar que a’? + b* +c?+3 = 2(a+ b +¢)

Demostracion
(a—1?>=>0

Sabemos que (b—1)?%=0 por propiedad 18
(c—1?=>0

Desarrollando el binomio al cuadrado y aplicando monotonia, tenemos

b?—2b+1=0 ={b*—-2b+2b+1=0+2b

{a2—2a+120 {a2—2a+2a+120+2a
c?2—2c+1>0 c?—2c+2c+1=>0+2c

b>+12>2b
c2+1>2c

{az +1=>2a
Ahora sumando por propiedad 20, tenemos
a’+b*+c?*+3=2a+2b+2c distributiva

a’?+b*+c*+3=2(a+b+c) loquequeda demostrado.

Ejercicios
1. Si a # b,donde a,b € R*; demostrar que (a® + b3)(a + b) > (a? + b?)?
2. Si a, b son nimeros reales positivos, demostrar que: G + %) (a+b) =4

3. Ya € R,a # 0 demostrar que: a? + % >6

N

. Si0 < a < 1, demostrar que a® < a

9]

. Six +y+z=6,demostrar x + y% + z2 > 12

30

Matematica Basica

ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https.//doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k E,.dec



--------------------------- AV

1.3 Ecuaciones Lineales

Una ecuacion es una proposicion que indica que el valor numérico de dos expresiones

algebraicas es igual. Las dos expresiones que conforman una ecuacion son llamadas lados o

miembros, y estan separados por el signo de igualdad " =
Toda ecuacion lineal con una incdgnita se puede llevar a la forma:

ax + b = 0,a # 0. Resolver una ecuacion consiste en hallar el valor de la variable

que hace verdadera dicha proposicidn, la solucidon es también llamada raiz de la ecuacion

. b
siendo expresada por el valor: x = — "

Podemos encontrar ecuaciones lineales basicas, con literales, fraccionarias, con
radicales.

Ejercicios Desarrollados
Resolver la ecuacion lineal basica

1. 2(x—1)—-3(x—4) =4
Resolucion

2x —2—3x+12 =4
—-x+10=4
XxX=6

2.

wIR

X
_4,_E

Resolucion

x—12_x
3 5
5(x —12) = 3x
5x — 60 = 3x
2x =60 = x =30

Resolver la ecuacion lineal con literales
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Resolucion

a(l—71)=x—xr?
a(l—7r)=x(1-r1r3?)
a(l-r)=x(1-r)(1+r)

a=x(1+r)
_a
x_1+r

4. S=P+Prt; P=?

Resolucion
S=p(+rt)
P=—"-rt+-1
1+rt

Resolver la ecuacion fraccionaria

5. x—_6—9=x—+6'x¢0,x¢6

x x x-6

Resolucion

x—12_x+6
x x—6

(x—12)(x—6) = x(x + 6)
x2 —18x + 72 = x% + 6x
—18x + 72 = 6x

24x =72

Resolucion
2-x _ 9x
X o x+4

2-x)(x+4) =x9)
2x + 8 —x? — 4x = 9x?
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10x%2+2x—8=0
5x°4+x—4=0

Gx—4)x+1)=0 aplicando aspa simple
5 —4=0V x+1=0 aplicando propiedad 9
= 4 vV x=-1
X =g X =

Resolver la ecuacion con radical

7. 6—V2x+5=0
Resolucion
V2x+5=6 elevando al cuadrado

2x 4+ 5 =36
2x=31=>x=?

Comprobando el resultado en la ecuacion
6— |2(3)+5=6-V3T+5=6-v36=0
8. Jy?2—-9=9-y

Resolucion

¥y =9=09-y)?

y?—9 =81-18y + y? binomio al cuadrado

-9 =81-18y
18y =90 =y = 20

Y= Y =18
10

Comprobando el resultado en la ecuaciéon V52 —9 =9 —5

Vv25-9=4

Vib=4=4=4

Ejercicios
Resolver las siguientes ecuaciones lineales basicas:
1. 2(x+4)=7x+2
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2. 4(x-3)+2=2(x+5)
3. 2—4=2
3 5
4. 7x+3 _ 9x—8 -6
2 4
5. *2_2x_ 9
3 6
6. 2y—7 + 8y—9 — 3y-5
3 14 21
7. 5@—D+5=x+2
8. 2(x+3)+3(x—2)=2(x+3)
x+8 1
9. 242(x+1)=3(x-3)
x+1 1
10. Z(T)+x=4(x+5)
2x—7 1
1. 3(ET) -2 -7 +5(
| ALY L L A
2 5 10
indicada:
2ml
L T B(n+1)’ =?
1 1 1
4=z =7
2. p+q 7
3.0 s=" R o
4. S=——;u=?
au+c
5. p=8gq-—-1,q=
6. S=p(A+rt);r=?
7. S= %(a1 +ay); a; =?
d
8. r —ar’ t =?
2ml
9. B(n+1)’ ?
10. X2 =2 x=?
b a
11.

AV

Resolver las siguientes ecuaciones con literales despejando la variable

3(a+4x)+72x—a) —5Bx+2a) +a=0; x =?
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12. =—;x=?
x+b x—
Resolver las siguientes ecuaciones fraccionarias:
3x+1 x+1 2x+3
1. o ~ - 1+ 2
x+1 |, 3 x—2
S e e
3, 2D s 36
) x+4  x2+2x-8
8 12—x
4. E-l_ Pup 1
xX—4 x+4
> X+6  x+22
x-5 x+5
6 T
Resolver las siguientes ecuaciones con radicales:
Vx+7—-vVx+14=-1
2. Vx—2+5=+x+53
3. JVx+16 +vVx =2
4. V2x—-1-6=—Vx+4
5. Vx+6+vVx—4=0
6. V54 2x =+4x—2
7. Vx—Vx+1=1
8. Vx+2—-Vvx+7=1
9. V5x—14=2VJx—-1
10. V5x—6—-16=0
1. Fy1=2
2 3
12. Vax—6—Vx =0

13. Vx2+33—-x=3
14. V5—x++Vx+3=0
15. V5x+ 19 —+5x = -1
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Aplicacion de ecuaciones lineales

En los problemas de aplicacion el matematico y educador George Polya (1887-1985)
recomienda organizar el desarrollo de la solucidn, usando los siguientes pasos
e Comprension del problema
- Leer todo el enunciado atentamente.
- Trazar un esquema que ilustre el enunciado, si es posible.
- Identificar las cantidades conocidas y desconocidas que presenta el problema.
- Elegir una variable para la cantidad desconocida y escribir exactamente lo que
representa. Para esto es de utilidad fijarse en la pregunta del enunciado.
e Concepcion de un plan- Planteamiento
Establecer relaciones entre las cantidades y variables indicadas anteriormente:
- Traducir el enunciado a una o varias ecuaciones (interpretacion de textos)
- Reglas externas al problema.
e Ejecucion del plan-Resolucion
La parte operativa ya debe ser sencilla después de todo lo trabajado.
e Comprobacion y respuesta
Es siempre bueno asegurarnos que el proceso de célculo esté correcto, ademas se debe

escribir una respuesta completa para dar claramente solucion a la pregunta propuesta.

Problema 1.

Emilio y Valentina depositan su dinero en una cuenta mancomunada. Al cabo de un
afio tiene en total 8 000 soles, pero a Emilio le corresponde el triple de dinero que a Valentina.

(Cuanto posee cada uno?

Comprension del (Cuanto posee cada uno de ellos? Incognita(s):

problema (Variable)
E=Emilio

V=Valentina

Planteamiento Tiene en total 8000 nuevos soles E+V =8000
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37

A Emilio le corresponde el triple de dinero
que a Valentina. E=3V
Resolucion E+V =8000
E = 3V entonces 3V +V =8000
4V = 8000
V=2000 IluegoE =6000
Respuesta Emilio posee 6 000 soles y Valentina 2 000 soles

Problema 2.

En el mes de julio un comerciante gana cada semana S/. 400 mas que la semana

anterior. Si consideramos que el mes tiene 4 semanas y que en la cuarta semana gana siete

veces lo que gan6 en la primera semana, ;Cuéanto gana en cada semana?

Variable

(Cuanto gana en cada semana? Incognita(s):

x = ganancia de la 1™ semana

Planteamiento

Gana cada semana S/. 400 mas que en | 1™ semana=x
la semana anterior

2% semana= x + 400

3™ semana= x + 400 + 400

4% semana= x + 400 + 400 + 400

En la cuarta semana gana siete veces x+ 1200 = 7x
lo que gana en la primera

Resolucion

6x = 1200 = x = 200

Respuesta

La 1™ semana gano S/. 200; 1a 2% S/. 600; 1a 3™ S/.1 000 y la 4 S/.1 400

Problema 3:

El responsable de un minimarket compra una cierta cantidad de fresa a S/. 3.5 el

kilogramo. Pero se le malogra 4 kilogramos y el resto los vende a S/. 6 el kilogramo ;Qué

cantidad ha comprado si la ganancia es de S/. 40?
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Comprension del (Qué cantidad ha comprado si la ganancia es | Incognita(s):
problema (Variable) |de S/.40?
x=kg de fresa que
compré

Planteamiento El costo por kg es S/. 3.5 C =3.5x

Pierde 4 kg de fresa x—4

La venta porkgesaS/. 6

V=6(x-4)

Resolucion G=V-C=6(x—4)—35x

G = 6x — 24 — 3.5x , por dato la ganancia es 40 soles

40=2.5x-24

64 = 2.5x

x =25.6
Respuesta El responsable del minimarket ha comprado 25.6 kg de fresa.

Problema 4.

En una tienda de prendas, por cierre de mes, se estd rebajando sus articulos en un

25%, (Cual seria el precio inicial de una prenda cuyo precio rebajado es de 38 soles?

Comprension del

(Cuadl seria el precio inicial de una prenda

Incognita(s):

problema (Variable) | cuyo precio rebajado es de 38 soles?
x=precio inicial de la
prenda
Planteamiento El costo inicial de la prenda es x soles Costo = x
Le rebaja 38 soles x—38
El precio rebajado es el 25% que
corresponde a 38soles 38 soles & 25%
Resolucion soles %
x 100
. 38 25
25x = 3800
x =152
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Respuesta El precio inicial de la prenda es S/.152.

Problema 5.

Pongase en la situacion de que usted es el asesor financiero de una compaiiia que
posee un edificio con 50 oficinas. La compaiiia tiene alquiladas 20 oficinas a $400 mensuales,
que tienen un contrato por 5 afios. Si la compafia quiere obtener un total de $20 450
mensuales de rentas del edificio. ;Cuadl es la renta que debe cobrarse por cada oficina que no

estan rentadas?

Comprension del (Cual es la renta que debe cobrarse por cada | Incognita(s):

problema (Variable) | oficina que no estan rentadas?
x=renta que se debe

cobrar por cada
oficina vacante

Planteamiento Si se renta las 20 oficinas a $400, se obtiene | A la compaiia le
$8 000. faltaria
20 450-8000=
Se quiere obtener un total de $20 450 $ 12 450 para su
mensuales de rentas. objetivo
Resolucion 12 450 + 30 = 415
Respuesta La renta que se debe cobrar a cada oficina vacante es de $415.

Problemas Para Resolver

1. Se tiene que repartir S/. 30 000 entre cierto nimero de trabajadores presentes en una
reunion de manera exacta entre ellos, uno de los trabajadores nota que si hubiera 3
trabajadores menos a cada uno le tocaria S/.500 mas ;Cuanto trabajadores hay y cuanto
le toca a cada uno?

2. La diferencia de dos numeros es 10, y la suma de ocho veces el primero y cuatro veces

el segundo resulta 8. Hallar dichos ntimeros.
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3. Lasuma de las edades de A, B, C es 69 afios. La edad de A es el doble que lade By 6
afnos mayor que la de C. Hallar las edades correspondientes.

4. Dentro de 20 afios tendré 3 veces la edad que tenia hace 18 afios ;Cuantos afios me faltan
para cumplir 49 afios?

5. Luis debe pagar una deuda de S/. 670 con 38 billetes de S/.10 y S/.20 ;Cuantos billetes
de S/. 10 empleara?

6. Anay Raquel tienen entre los dos 10 vestidos de fiesta; si la mitad de vestidos que tiene
Ana multiplicado por la tercera parte de vestidos de Raquel es 4, indicar cuantos vestidos
tiene Ana.

7. El doble del cuadrado de un nimero natural disminuido en tres unidades es igual al
quintuple del mismo. ;Cual es dicho nimero?

8. Enun examen de 20 preguntas, Juana alcanza 7 puntos. Si cada acierto vale dos puntos
y cada error o no marcada le disminuyen un punto ;Cuantas preguntas ha acertado
Juana?

9. Unrevendedor vende la mitad de las naranjas, mas la mitad de una naranja; una segunda
vez, vende la mitad del resto, mas media naranja, y asi sucesivamente; después de tres
ventas no queda ninguna ;Cuantas naranjas tenia?

10. Un concierto produjo S/. 60 000 por la venta de 8000 boletos. Si los boletos se vendieron
aS/. 6 yS/. 10 cada uno. ;Cuantos boletos de cada tipo se vendieron?

11. Quince personas, entre hombres y mujeres, comen en restaurant; el grupo de varones
gastan S/. 36 y el grupo de mujeres también gastan lo mismo. Hallar el nimero de
hombres y su gasto individual, sabiendo que cada mujer ha pagado

S/. 2 menos que un hombre.

12. Un ganadero compra borregos en S/.750; los cria 3 meses y pierde 5 borregos por
enfermedad y vende cada uno de los que quedan a S/.50 mas de lo que le costaron. En
esta operacion gana S/. 250. Hallar el nimero de borregos que compro6 el ganadero.

13. Un teatro vendi6 242 entradas en $1096. Las entradas de los adultos se vendieron a $5.30
cada una y los de nifnos a $2.0. ;Cuantas entradas de cada clase se vendieron?

14. Gia lee 30 paginas de su libro, si al dia siguiente; lee el doble de lo que le queda
disminuido en 100; si todavia le falta 10 paginas por leer. ;Cuantas paginas tiene su libro
de Gia?
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15. La edad de Francisco es la mitad de la edad de su padre aumentado en 4 afios. Si ambas
edades suman 64 afios. ;Cual es la edad de cada uno de ellos?

16. Hace 8 afios la edad de James era el triple de Fernando y dentro de 4 afios la edad de
Fernando sera los 5/9 de la edad de James. Hallar las edades actuales de estas personas.

17. Un granjero dedicado a la crianza de aves y ganado vacuno tiene actualmente 320
animales. Si un empleado cuenta el nimero de patas llega a 840. ;Cual es el nimero de
aves que tiene el granjero?

18. Un mendigo da 3 golpes de baston cada vez que ve a un hombre y 2 golpes cada vez que
ve a una mujer. Si llega observar a 26 personas, dando 60 golpes. ;Calcular la diferencia
entre el nimero de mujeres y hombres?

19. El ingreso mensual total de una guarderia por el cuidado de x nifios esta dado por I =
450x y sus costos mensuales totales estan dados por
C = 380x + 3500 ;Cuantos nifos se necesitan inscribir mensualmente para llegar al

punto de equilibrio? (los ingresos son igual a los costos)

1.4 Ecuaciones de Segundo Grado

La forma general de una ecuacion cuadratica en x, estd dado por:
ax’+bx+c=0
Donde a,b,ceRya # 0
Raiz de una ecuacion cuadratica

Al resolver una ecuacion de segundo grado, se estd encontrando los valores positivos,

nulos o negativos, llamadas raices (real o complejo) que satisfagan la ecuacion.

Diremos que 7 estaizde ax?+bx+c=0<ar?+br+c=0
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Resolucion de la ecuacion cuadratica:

Por factorizacion:

AV

Resolver la ecuacion:
X*—x—-6=0
Aplicamos el aspa simple
(x-3)x+2)=0
Aplicando la propiedad 9
x—3=0vx+2=0
x=3Vx=-2

S = {-2,3}

Resolver la ecuacion:
4x2 -9 =0
(2x)*-3°=0

Aplicamos diferencia de
cuadrados

2x—-3)2x+3)=0
Aplicando propiedad 9

2x—3 =0V 2x+3 =

0

Completando el cuadrado:

El completar el cuadrado conlleva hallar el tercer término de un trinomio cuadrado

perfecto cuando conocemos los primeros dos.

Para el trinomio de la forma: x? + bx+? su tltimo término para formar un trinomio

cuadrado perfecto, es el cuadrado de la mitad del coeficiente del término de x, es decir x2 +

bx + (2)2

Pero en una ecuacion debemos sumar a ambos lados el nimero que completa el

cuadrado, para obtener una ecuacion equivalente.

Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones:

x2—-2x—-2=0

2x?>+5x—10=0
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Completando cuadrados
2
(x—12-2=1
(x—1)?=3
Aplicando propiedad 27
x—1=1%v3
x—1=vV3 Vv x—1=—-/3
x=14+V3Vv x=1-+3

¢S ={1+3}

-2 +(_—2) 2—0+(_—2)
X X > = >

Dividimos todo entre 2

2 5
x2+zx—5=0

Completando cuadrados

2

(3 -5

(x+3) =Bus
*T%4) T 16
( N 5)2 105
Xy 16
Aplicando propiedad 27
L5, (105
*TET 16
_ 5, V105
YT,

2+E +<E) —5—0+<§)
XY — T\

2
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Por la formula Cuadratica:

Encontremos las raices de la ecuacion cuadratica ax”2+bx+c=0; a#0, estas se obtienen

completando cuadrados.

Para ello a la ecuacion cuadratica, dividimos a todo entre a

(v5) =)

<+b)2_b2 c
x 2a)  4a® a

(+b)2 b? — 4ac
X 2a 4q?

Ahora analizaremos: Sea A = b? — 4ac el discriminante de la ecuacion cuadratica,

entonces se cumple:

a) Si A> 0 entonces aplicando la propiedad 27 obtenemos

+b_+ b?% — 4ac
X120 | aa?

b Vb2 — 4ac
Xt—=t————

2a 2a

_ b b2 — 4ac
= 2a 2a

—b +Vb?% — 4ac
x:

2a
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Como podemos observar tenemos dos raices reales y diferentes que lo

—b—VA <= —b+VA

b

denominaremos: v =

2a 2a

En conclusion, si A> 0 = CS = {r, s}

Observacion: graficamente se estaria encontrando los valores donde la parabola

corta al eje X

raices reales y diferentes
: / \ , X raifes reales y\diferentes
N
T 5
. b\?
b) Si A= 0 obtenemos (x + Z) =0
+ b 0
x I
2a
b
X =—-——
2a

Luego podemos concluir que:

SiA=0:>cs={—i}

2a
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Observacion: graficamente se estaria encontrando el valor donde la parabola toca al

eje X

b

7

2 2_
c) SiA< 0 obtenemos (x + L) ==t o

2a 4q2
2
(x+£) <0
2a

Que contradice a la propiedad 17, lo que quiere decir que no se tendria raices en los
reales.

Luego podemos concluir que:

SiA<0=CS=d¢=1{}

Observacion: graficamente en este caso la parabola no toca al eje X

\ ,
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Ejemplos
Resolver la ecuacion: Resolver la ecuacion:
3x —2x—4=0 2x2—3x+4=0
Encontraremos el discriminante Encontrando el discriminante
A = b? — 4ac A = b? — 4ac
A= (-2)2-4(3)(-4) A=(-3-42)@®
A=52>0 A=-23<0

Como él A > 0 entonces la ecuacidon Como el A < 0 entonces la ecuacion

cuadratica tiene dos soluciones reales y | cuadratica no tiene solucion en lo

diferentes, r y s reales.
_—(=2)-+52 2-+52 Por tanto CS = ¢
TTT2@ s
2-2V13 1-+13
r=——mmm7r =
6 3
1+/13

Entonces s = .

Por tanto CS = {r, s}

Resolver la ecuacion: Resolver la ecuacion:

2 -
25x% —80x + 64 =0 9Ix“+6x=1

Aplicando monotonia
Encontrando la discriminante
9x2+6x—1=0
A = b? — 4ac
Encontrando la discriminante
A = (—80)% — 4(25)(64)

A = b? — 4ac
A=0
A=(6)*-4(9(1
Como el A = 0 entonces la ecuacion
cuadratica tiene solucién A=72>0
{_ b } _ {_ (_80)} _ {2} Entonces tiene dos soluciones reales y
2a 50 5 diferentes, r y s

Luego CS = {g}
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_—6-V72 —6-6V2
"T720) 18

_-1-v2

T3
_—1+442

T3

= CS ={r,s}

Teorema 1.
. —b—V/A —b+VA ] ., ..
Si r= Za\/_ y s= Za\/_ son las raices reales de ecuacion cuadratica ax? +

bx +c =0, a # 0 se cumple las siguientes propiedades:

a) res=-2
a

c

b) rs=-—

VA
c) |T—S|=7

d) ax?+bx+c=alx—7)(x—35)

Ejemplo

Hallar el valor de k en la ecuacion x? + (2k + 5)x + k = 0 si una raiz excede la otra

en 3 unidades.

Resolucion
Por el teorema anterior

VA

|r —s| =—
a

— =3
a

JQ@k +5)2 —4(1) (k)
1 =3
\/(Zk +5)2 — 4(1)(k) = 3 elevando al cuadrado

Rk +5)2—4(1)(k) =9
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4k% + 20k + 25— 4k =9
4k? + 16k + 16 =0
k*+4k+4=0
k+2)?=0

k=-2

Ejercicios para resolver

1. Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas por factorizacion:

a) 9x2+6x+1=0 g) 4x>+12x+9=0
b) x?+ 165x + 6624 = 0 h) x2-4=0

c) x2—=6x+5=0 i) x2+x—-12=0
d) 2m?+5m+3=0 j) x2-8=0

e) x?—x—-20=0 k) (x+3)(x—2)=6
fH Bx—4(x+1)=-2 ) 4y?+2y—2=0

2. Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas completando cuadrados:

a) 2x>—5x+1=0 g) x2+6x+7=0

b) x2-7x+4=0 h) x2=-3x+38

c) 6x>—12x=3 i) x2—10x+5=0
d m?-—3=-m j) x2+8x+6=0

e) 3x—4=-2x? k) 5x2—4x+1=0
f 2p*+5p+6=0 ) 2x2-3x—4=0

3. Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas utilizando la formula cuadratica:

a) x2=4x—-1 f) 2m*+5m+3=0
b) 8x + 3 = 8x? 2) %4.%_2:()
¢) 21x2—47x — 62 =0

h) x2—4x+5=0
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d) 4x =-2x*+3 i) 3y2—4y+5=0
e) 2x2—x—-7=0 j) 6x%+2x =27

4. Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas, por el método que prefiera:

a) x?+2x—-8=0 K x*—3x2+2=0
b) 4x*—13=0 ) =——2L =5
2x+1 x—1
2 _ _ —
¢ x"-4x-21=0 m) —2x% —6x+5=0
1
d) x+.5=5 n) x+v4x—5=0
e) (2x—3)% =8x 0) 0.02w? —0.3w =20
8 12=x _ 2 T+l
D et L P 2
g —=2 Q9 p(p-372-4(p-37°=0
2_x+3
i1 _y noxt=TT
x+1 X xX+2
3 x—3
) =+ +8=0 ) oat R T2

y+1 y+5 _ 7(2y+1)

. 2 _ yro

5. Para qué valor del parametro "m" las raices de la ecuacion cuadratica
x%2 +2(m+ 2)x + 9m = 0 ;son iguales?
6. Dada la ecuacion: (2k + 2)x? + 4x — 4kx + k — 2 = 0 hallar la suma de sus raices
sabiendo que estas son inversas.
7. Las raices r y s de una ecuacion cuadratica satisfacen: 4r — 16s =7y
8r + 4s = 5 hallar la ecuacion cuadrética cuyas raices son respectivamente las inversas
derys
8. Dado el conjunto A = {x € R/x?> —2(1 +3m)x +7(3 + 2m) = 0,m € R}
hallar los valores de "m" para que A sea un conjunto unitario. Construir dicho conjunto.
9. Resolver las siguientes ecuaciones:
a) 2x*+2x—3VxZ+x+3=3
b) 2x—7)(x?-9)(2x+5) =91
50
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¢) 2x2—2x+2V2x2—7x+6=5x—6
d) (x+1+§)(x—1+§)=24

e (x—%)2—4x+%=12

fH (x?+3x+2)%—

8(x%2+3x) =4

Aplicacion de Ecuaciones de Segundo Grado

Ejemplo 1

AV

(Cuantos metros de lienzo se compraran con S/. 250, sabiendo que, si el metro hubiese

costado 2 soles menos, si hubieran tenido 5 metros mas?

Resolucion
Comprension del (Cuantos metros de lienzo se compraran con | Incognita(s):
problema (Variable) |S/. 2507
x=precio del metro
de lienzo
Planteamiento El costo inicial del lienzo es x soles Costo = x
si el metro costara 2 soles menos x—2
si el metro hubiese costado 2 soles menos, si
hubieran tenido 5 metros mas 250 +5 < 250
X x—2
Resolucion 250 b5 250 —(=2) + V404
x T x-2 = 2
250 + 5x 250 2+ zm
= x = -
x x—2 2
(x—2)(250+5x) =250x |y =1++/101
240x + 5x2 — 500 = 250x x=1++/101
5x2—10x—500=0 x = 11.05
x*—2x—-100=0 Luego la cantidad de metros que
compraria es
A= (-2)?-4(1)(—-100)
250 250 2262
A =404 x 1105 7
Respuesta Se comprara 22.62 metros de lienzo.
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Una pieza de alfombra ha sido vendida en S/.1 500; el comprador al llegar a su casa,

nota que, por equivocacion, le han entregado una pieza que vale S/.2 menos por metro, pero

que en compensacion contiene 15 metros mas que lo que esperaba. ;Cuantos metros tiene

esta pieza de alfombra, y cual era el precio del metro?

Comprension del (Cuantos metros tiene esta pieza de Incognita(s):
problema (Variable) | alfombra, y cuél era el precio del metro?
x=cantidad de metros que
creyé comprar
Planteamiento El costo inicial del lienzo de x metros 1500
x
El costo del metro del lienzo con 2 soles
menos 1500 5
x
En compensacion el lienzo contiene 15
metros mas 1500
o _2)(x+15)
x
= 1500
Resolucion 1500 _
(— _ 2) (x+15) = 1500 |, — —(15) £ V45225
x 2
1500 — 2x —15+ 15v201
Q(x+15) = 1500 x:+
(1500 — 2x) (x + 15) = 1500x |  _ —15£212.66
2
1500x + 22 500 — 2x2 — 30x
= 1500x ¢ = 121+ 212.66
2
2x2% 4+ 30x — 22500 =0
x =98.83
2 —_ =
¥ +15x—11250 = 0 Observemos que x es la cantidad de
A = (15)2 — 4(1)(~11250) metros, por lo que tiene que ser
positivo.
A = 45225
Respuesta La pieza tiene x + 15 = 98.83 + 15 = 113.83 metros
El costo del metro de la pieza de alfombra que le dieron es 11153023 =
13.18 soles.
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Problemas para resolver

1. En una fabrica de zapatos se determina que la utilidad P en dolares generada por la
produccion de x pares de zapatos por semana, estd dada por la formula P=1/10 x(250-x)
siempre que 0<x<120 ;Cuantos pares de zapatos deben ser fabricados en una semana para
obtener una utilidad de $1500?

2. En una boutique se puede vender x unidades de prendas exclusivas semanalmente a un
precio P cada uno, en donde P=x(1000-x)

(Cuantas prendas exclusivas deben venderse para obtener ingresos semanales igual a
S/.250 000?

3. Se han comprado tajadores por un total de S/.50. Si se hubieran comprado cinco tajadores
mas, el vendedor haria un descuento de S/.0.5 en cada una, y el precio total habria sido el
mismo. ;Cuantos tajadores se compraron?

4. La temperatura, T°C, a la cual hierve el agua, se relaciona con la altitud, h, en metros
sobre el nivel del mar, mediante la formula

h =1000(100 — T) + 580(100 — T)?, valida para T € [95,100].
La altitud oficial del nevado de Huascaran, es de 6757 m.s.n.m. jcual sera la temperatura

a la cual hierve el agua en la cima de este nevado?

5. Cuando el precio de un producto es x ddlares por unidad, suponga que un fabricante
suministrara 5x2 — 6x unidades del producto al mercado y que los consumidores
demandaran 36 — x2 unidades. Determinar el valor de x para que el mercado esté en

equilibrio (oferta = demanda).

6. Una compafiia determina que, si vende x unidades de un producto, el ingreso total por las
ventas sera de 81+v/x dolares. Si el costo variable por unidad es de $2 y el costo fijo de
$ 820, determinar los valores de x para los que: Ingreso total por ventas =

costo variable + costo fijo (Esto es, utilidad cero).

7. Un proveedor de instrumentos quirrgicos vende un instrumento a $ 3 500, para pedidos
menores de 50 unidades. Si el pedido es de mas de 50 hasta un méximo de 100 unidades,

el precio total se reduce en $8000 ;Cuantos instrumentos se pueden comprar con

$19 087 500?
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8. Una compaiiia de bienes raices es propietario de 90 departamentos, cada uno de los cuales
puede ser rentado en $500 mensuales. Sin embargo, por cada $25 mensuales de aumento
en la renta, se tendran tres departamentos desocupados sin posibilidad de que se renten
inmediatamente. La compaifiia quiere recibir $46 800 mensuales de rentas. ;Cual debe ser

la renta mensual de cada departamento?

9. Un deportista lanza una pelota, la trayectoria que siguid la pelota esta dada por la funcion
que describe su altura (medida en metros) segin el tiempo; h(t) = 1.2 + 4t —
2t2.Calcula la altura maxima que alcanzé la pelota y el tiempo que permaneci6 en el

aire.

1.5 Intervalos

Sia,b € R, tales que:

a>b a mayor que b
a<b a menor que b
a=b a mayor o igual que b
a<b a menor o igual que b

Definimos los siguientes intervalos:

Intervalo Definicion Grafica
Abierto {a,b) ={x ER:a < x < b} ] [
a b
Cerrado [a,b]={x ER:a < x < b}
a b
Abierto por la la,bl={x ER:a < x < b}
izquierda T T
a b
Abierto por la [a,b[={x ER:a < x < b} T
derecha ; )
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Infinito abierto por (—0,a) ={x ER:x < a}

la derecha r
il

Infinito abierto por (a,+)={x ER:a < x}

la izquierda T

€

Infinito cerrado por ]—,a]l ={x € R:x < a}
la derecha

(1)
Infinito cerrado por [a,+o[ ={x ER:a < x}

la izquierda

Reales R = (—o0, +0)
—x 0 + x
Vacio ¢ ={}
Ejercicios

1. Expresar cada uno de los intervalos en términos de desigualdades y graficar en la recta

numérica:
a) (—7,4) b) (—1,11) c) (7,15)
d) (30, +o0) e) (—o,10) f) [3,15]
g) [-5,5] h) [0, 4+oo[ i)y ]-10,5]

2. Representar en forma geométrica sobre la recta de los niameros reales, el intervalo(s)

resultante de la operacion dada.

a) xe[—3,5]Nn[2,7] d) xe]—o0,3] N [2,+o0]
b) xe[2,4] U [3,12] e) xe[0,8] —[3,7]
¢) xe[2,5[u[5,10] f) xe[0,8] —{2,7}
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1.6 Inecuaciones
Se denomina inecuacion a cualquier desigualdad relativa. Los valores de la variable
que verifican la inecuacion forman el conjunto soluciodn, la cual se representa en funcion de

intervalos.

1.6.1 Inecuaciones Lineales

Se dice una inecuacion de primer grado o lineal, a la desigualdad en la variable x, de

la forma:
ax+b>0 ab€ER;a+0
ax+b <0 ab€eR;a+0
ax+b=0 a,beR;a+0
ax+b <0 ab€eR;a#0

Ejemplos: Resolver las siguientes inecuaciones:

1. 3x+2<7
Resolucion

3x+2<7

3x <5

_5
*S3

5

2. 5?x—4xs3x+2

Resolucion
5x —8x <3
——4x <3x+2 -
3 3
5x —x < g
——4x—-3x<2
3
5x Por Monotonia -Consistencia multiplicativa
? —7x <2
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5x—21x<2 - 3

3 = *="3%

— < 3
16x <6 cs = [—§,+00[

3.x+1>4 Vv x+2<-1

Resolucion
x+1>4 \Y x+2<-1
x> 3 \% x < -3

CS = (—00,—3) U (3, +0)

4. 3x—2<5x+2 A 2x+2)=3x+4

Resolucion

3x—2<5x+2 A 2x+2)=3x+4

—4 < 2x A 2x+4=3x+4

—2<x A 0=>x

5. 11-Z <o (Gx+14) <2(Q2+x)

Resolucion

Para este tipo de inecuacion, lo separamos en dos inecuaciones con el conectivo " A ",

que define a la interseccion de dos conjuntos.

3x 1 1 9
11-—<=0GBx+14) A §(5x+14)S§(2+x)

2 3
22 —3x
2

66 —9x < 10x+28 A 25x+70 <54+ 27x

38<19%x A 16 <2x

1
< §(5x +14) A 50Gx+14) <272 +x)
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2<x A

8<«x

AV

Ejercicios

I. Resolver las inecuaciones dadas y dar su respuesta en notacion de intervalo y

representacion en forma geométrica sobre la recta de los nimeros reales.

x+1

1. 4+9x > -2+ 7x 103x+1<2_5, 11. 215 -
‘5 273 6 x—2
2. 5—-3x <13+ 3x 11.1<2;x<3 12. 396—1>2
5 2 3 x—3

3. 4x —-<2x +> 12. 5x—3<18—2x<7x+9 |13, 2+l 3x2

3 4 5 — 3
4. —Sx+2>--x-1 |BEE<E2 <R 14, 22 5 o(x + 1)
5. -14<4x—-2<14 |14. 3x+5<12<4-5x |5, ZF_xl_3xl

5 2 10

I1. Resolver las siguientes inecuaciones.

1. Hallar el intervalo que recorre "x",

.o x+1
S1: TSx—Z

x+4
x<—
2

(D

. (ID

2. 2x+6>3x+6 V 7x—4<5x+8

3. 4x<1—"2;2

4. 242 Z D50 1
2 5 4 5 5
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Aplicaciones de inecuaciones lineales

Se sabe que:

Vs

UTILIDAD= INGRESO TOTAL - COSTO TOTAL ]

.

4 N\
OBTENER GANANCIA:

UTILIDAD >0 — INGRESO TOTAL - COSTO TOTAL >0
. J

NO OBTENER PERDIDA:

UTILIDAD =0 —» INGRESO TOTAL - COSTO TOTAL =0

Problemas

1. Un fabricante hizo un cierto nimero de anillos de compromiso, vende 60 y le quedan por
vender mas de la mitad. Después hace 8 anillos mas y vende 30. ;Cuéntos anillos hizo
en total el fabricante si le quedan por vender menos de 40?

2. Una constructora trata de decidir cual de dos modelos de gria comprar. El modelo A
cuesta $50 000 y necesita $4 000 anuales por mantenimiento. El modelo B cuesta $40
000 y sus costos anuales de mantenimiento son $5 500. ;Durante cuantos afios debe
usarse el modelo B para que sea mas econdémico que el A?

3. Una empresa fabrica un nimero determinado de computadoras; si duplica su produccion
y vende 60 le quedan mas de 26. Pero si bajara su produccion a la tercera parte y vendiera
5, entonces tendria menos de 10 computadoras ;Cuantas computadoras se fabricaron?

4. Para una compaifiia que fabrica calentadores para acuarios, el costo combinado de mano
de obra y material es de $21 por calentador. Los costos fijos (costos en que se incurre en
un periodo dado, sin importar la produccion) son $70 000. Si el precio de venta de un
calentador es $35, ;cuantos debe vender para que la compaiiia genere utilidades?

5. Los nifios de una escuela compran x unidades de galletas al precio de 10/x+2 por unidad.
(Cual es el nimero minimo de unidades de galletas que deben venderse para que el

ingreso sea mayor que S/ 130?
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6. Para una compaiiia que fabrica termostatos, el costo combinado de mano de obras y
material es de $5 por termostato. Los costos fijos (los costos de un periodo dado sin
importar la produccion) son de $60 000. Si el precio de venta de un termostato es de $7,
[cuantos deben venderse para que la compaiia obtenga utilidades?

7. Un constructor debe decidir si renta o compra una maquina excavadora. Si renta la
maquina el pago mensual seria de $600 (con base en un afio), y el costo diario (gas,
aceite y conductor) seria de $60 por cada dia que sea utilizada. Si la compra, su costo
fijo anual seria de $4000, y los costos por operacion y mantenimiento serian de $80 por
cada dia que la maquina sea utilizada. ;Cudl es el nimero minimo de dias al afio que
tendria que usarse la maquina para justificar la renta en lugar de la compra?

8. La compaiiia “Adony” fabrica un producto que tiene un precio unitario de venta de $20
y un costo unitario de $15. Si los costos fijos son de $600 000. Determine el numero
minimo de unidades que deben ser vendidas para que la compaiia tenga utilidades.

9. Una fabrica de camisetas produce x camisetas a un costo de mano de obra total de $1.2x
y un costo total por material de $0.3x, los gastos generales para la planta son $ 6 000.
Si cada camiseta se vende en $ 3, ;cuantas camisetas deben venderse para que la
compaiiia obtenga utilidades?

10. Un comerciante adquiri6 cierto numero de articulos de los que vendi6 70 y le quedaron
mas de la mitad, al dia siguiente le devolvieron seis, pero logré vender 36 después de lo
cual le quedaron menos de 42. ;Cuantos articulos adquiri6 el comerciante?

11. Richard, se dedica a la venta de sandwich de pollo. El precio de venta al publico es de

S/ 1.50 cada uno. Si el costo unitario de S/ 0.80 y los costos fijos de S/ 20 determinar el

nimero de sandwiches de pollo que deben venderse para que Richard no tenga pérdidas.

12. Un fabricante tiene 2 500 unidades de un producto. El precio unitario del producto es
S/ 4 000. El proximo mes el precio por unidad se incrementara en S/ 0.50. El fabricante
quiere que el ingreso total recibido por la venta de las 2500 unidades no sea menor que

S/ 10 750, ;Cual es el nimero maximo de unidades que pueden venderse al mes?
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1.6.2 Inecuaciones de Segundo Grado (Cuadratica)

Se dice inecuacion cuadratica o de segundo grado, en la variable x aquella que se

puede expresar como:

ax®>+bx+c>0
ax?+bx+c=>0
ax?+bx+c<0
ax?’+bx+c<0

a,b,ceR/a#0

Métodos para resolver una Inecuacion Cuadratica

L. Segln sea el caso, se puede aplicar los teoremas, proposicion y/o corolarios

de niimeros reales siguientes:

Teorema2. a?>b < (b=0)A(a=Vb Va< —Vb)
Teorema3. a? <b e (b=0)A(—Vb <a<b)
Proposicion 1.

i. ax?4+bx+c>0VxeRea>0A b>—4ac<0
ii. ax?+bx+c<0,VxeRea<0 A b?2—4ac<0

Corolario 1. Tenemos los siguientes casos especiales:

i. a*>>=0= aeR
i. a®>0= aeR —{0}
jii. a2<0=a=0
iv. a® <0 = ano existe
Ejemplos: Resolver las siguientes inecuaciones cuadraticas:

1. x> >9

Resolucion

Aplicando el teorema2: x?>9 o x >+9 vx < —/9

=x>3Vvxex<-3
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CS = (—o0,—3) U (3, +0)
2. —4x?> +4x+5>0

Resolucion

En este caso multiplicamos la desigualdad por (—1), para convertir en positivo el

coeficiente de x?
4x2 —4x—-5<0... (%)
o 1
Ahora multiplicamos a (*) por (Z)
x2—x—-2<0
4

Para llegar a la forma del teorema 3, completamos cuadrados

Ahora aplicamos el teorema 3

6_ _1_[s
1725 1%

\/g+1< <\/6-|-1
2 T2

1-6 1+6
2 2

<x<

1-v6 1++6
2 2

CS = )

62

Matematica Basica

ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https.//doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k E,.dec

/] ]/
/ [/ /
/ [/ /

/



--------------------------- AV

Resolucion

Aplicando el corolario 1.i., tenemos:
x—4€R—=x€ER
CS=R

3. x—4)?%*>0

Resolucion

Aplicando el corolario 1.i., tenemos:
x—4€R—=x€ER
CS=R

4. (x—4)?%<0

Resolucion

Aplicando el corolario 1.iii., tenemos:
x—4=0=>x=4

CS = {4}

5. (x—4)?%*<0
Resolucion

Aplicando el corolario 1.iv., tenemos:
x — 4 no existe
X no existe

CcS=¢

6. Hallar los valores reales que tiene "k" si x> + 3kx + 3> 0,Vx € R
Resolucion

Aplicando la proposicion 1.i.
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x2+3kx+3>0VxER = b?>—4ac<0
= (3k)?-4(1)(3) <0

9k%? —-12<0
4
3k2<4=>k2<§

Aplicando el teorema 3, obtenemos

4<k< *
3 3
2 2

-——<k<—

NG
Luego k € (—%E,%g

7. x> —x<2x*?—-2<x%*4+2

Resolucion
En este caso separamos en dos inecuaciones con el conectivo " A", que define a la

interseccion de dos conjuntos.

X2 —x < 2x*=2 A 2x% —2 < x?+2
0<x®4x-2 A X’ -4 <0
0<x®4x-2 A x% <4

Completando cuadrados y aplicando el teorema 3

o<(x+d) 2oz a —2<x<z
X ) 4 X
o<(x+2) -2 A z<x<:
X > 4 X
Sc(red) A <2
2S\*73 x
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(x+—) > — A —2<x<?2

Aplicando el teorema 2

[+1>3 v +1< 3]/\ 2<x<?2
XTo772 XT573 x
[x>1 Vv x<-=-2] A —2<x<2
g 2 1
2 1 2
CS =(1,2)
I1. Regla de signos

En este caso aplicaremos las siguientes propiedades:

1) ab=>0=[a=0Ab=0]V[a<0Ab<O0]
2) ab<0=[a=20Ab<0]V[a<0Ab=0]

AV

Ejemplos: Resolver las siguientes inecuaciones cuadraticas:

1. 4x2 —x—-5<0
Resolucion
4x2 —x—-5<0
Aplicando el aspa simple obtenemos
4x-5)x+1D<0
Aplicando la regla de signos II. 2)
[4x—-5=>0 A x+1<0]

[4x =5 A x < -—1]
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5 5
[xZZ/\xS—l Vv [xSZAxZ—l

—1 5/4

5
CS]_ = @ Vv CSZ = I:—].,Z]

A CS=¢u|-17]
s =[]
= 7
2. —4x2 -8< —12x
Resolucion
—4x%? -8 < —12x

0<4x?-12x+8
4x2 —12x +8>0
Multiplicando por %

x2—=3x+2>0

Aplicando aspa simple obtenemos
x—-2)(x—-1)>0

Aplicando la regla de signos II. 1)

[x—2>0 A x—1>0] v [x—2<0 A x—1<0]

[x>2 A x>1] v [x<2 A x<1]

Imi ¢

1 2 1 2
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CSl = (2, +OO) \% CSZ = <—OO, 1)

. CS = (—00,1) U (2, +00)

III. Método practico

Si ax? + bx + ¢, donde a >0 es de facil factorizacion, cualquier inecuacion
cuadratica se pueden resolver facilmente, ubicando en la recta real los puntos referenciales
(las raices de la ecuacion cuadratica que son reales y diferentes) y asignando al primer
intervalo de la derecha, el signo " + ", luego al siguiente intervalo de la izquierda el signo
.

'—", después al siguiente intervalo el signo "+ " ; Y para elegir el conjunto solucién

miramos la inecuacion que nos pregunta.
Ejemplos: Resolver las siguientes inecuaciones cuadraticas:
1. x2+x>6
Resolucion
x2+x—-6>0
factorizando

(x—=2)x+3)>0
Para obtener los puntos de referencia o las raices (puntos criticos) igualamos cada
factor a cero.
x—2=0=>x=2
x+3=0=>x=-3
Ubicamos los puntos referenciales en la recta real, que lo dividira en tres intervalos,

y colocamos los signos alternadamente empezando del intervalo de la derecha.

+ - +

—3 2

Luego elegimos el signo segiin la pregunta  x%2 +x —6 > 0
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en este caso el signo " + "

b

—3
Asi el conjunto solucion sera
CS = (—o0,—3) U (2, +00)
2. —4x*+4x+3>0
Resolucion
—4x?2+4x+3>0
Multiplicamos a la desigualdad por (—1)
4x2 —4x—-3<0
Factorizando obtenemos
2x+1)2x-3)<0

Igualamos a cero cada factor, para obtener los puntos criticos

1
2x+1=0=>x=—§

3
2x—3=0=>x=§

Luego colocamos los puntos de referencia en la recta real, colocamos los signos de
forma alternada en los intervalos y escogemos el signo que corresponda a la inecuacion

4x%2 —4x -3 <0

+
—0

|
b e =0
+

b | =
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13

CS=(—=,=
( > 2)
1.6.3 Inecuaciones Racionales
. . . P(x) P(x) P(x) P(x)
= g =< —= >
Son inecuaciones racionales 20 <0, o = 0, @ > 0, oo 2 0, donde P(x) y

Q(x) son polinomios, ademas tenemos que tener en cuenta que Q(x) # 0
Si multiplicamos las inecuaciones por Q2(x), entonces obtenemos
P(x)Q(x) <0, PMQ(x)<0, PX)Qx)>0, Px)Q(x)=0

Luego resolvernos estas inecuaciones por la regla de signos 6 por el método practico

(puntos criticos).
Resolucion de una Inecuacion por Puntos Criticos

Para resolver una inecuacion por este método, hay que tener en cuenta

o Se trasladan todos los términos al primer miembro, obteniendo siempre una

expresion de coeficiente principal positivo y el segundo miembro seré cero.

o Se hallan todos los factores primos de la expresion obtenida.

o Se calculan los puntos criticos, que son obtenidos al igualar cada factor primo
a cero.

o Se ubican ordenadamente todos los puntos criticos en la recta real, dichos

puntos originan en la recta dos o mas intervalos.

Caso I: Si los puntos criticos son reales y diferentes

o Se marcan los intervalos obtenidos a partir de la derecha alternando los signos
(+), (=), (), .
° Si el signo de relacion es > 6 =, el conjunto solucidn estara conformado por

todos los intervalos positivos, pero si el signo de relacion es < 6 <, el conjunto solucion lo

conformaran todos los intervalos negativos.

Caso II: Si los puntos criticos son reales e iguales de multiplicidad impar, se trabaja

como en el caso L.
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Si los puntos criticos son reales e iguales de multiplicidad par, se repite el signo en

los intervalos correspondientes.

Caso III: Si los puntos criticos son no reales (complejos), simplemente no lo

consideramos en la recta real.

Ejemplos: Resolver las siguientes inecuaciones fraccionarias:

x%-5x+6
x2+4+x—-42 —

Resolucion

x®2 —-5x+6
—_ 2=
x2+x—42

Factorizamos el numerador y denominador

(x—3)(x—2) -
x—6)(x+7)

0

Para obtener los puntos criticos, igualamos a cero cada factor primo
x—3=0=>x=3
x—2=0=>x=2
x—6=0=>=>x=6

x+7=0=>x=-7

Colocamos los puntos criticos en la recta real ordenadamente, considerando que los

puntos criticos del denominador siempre iran abiertos; luego trabajamos con el caso L.

CS = (—00,—7) U [2,3] U (6, +00)

)
®
i
v
\v
o

T
]
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Resolucion
x—5 -0
7—x"

En este caso multiplicaremos a la inecuacion por (—1), puesto que el factor lineal del
denominador, su coeficiente principal debe ser positivo, asi poder aplicar el método de los

puntos criticos.

x—5
<0

x—7
. + = ] +
Aplicando el caso I, obtenemos

CS =1[57]

5x—2

-4<0

Resolucion

5x — 2
X

-4<0

Sacando el minimo comun multiplo

x—2
<0

X
Aplicando el caso I, obtenemos

+ T —~ f +

Resolucion

= x—2 x+1
<
x+ 3 X
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Trasladamos todos los términos al primer miembro y el segundo miembro seré cero
x—2 x+1
x+3
Sacando el minimo comun multiplo
x(x—2)—(x+3)(x+1)
x(x + 3)

x% —2x — (x*> + 4x + 3)

x(x + 3)
—2x —4x -3
S x(x+3)
—6x —3
x(x +3) <

<0

0

multiplicaremos a la inecuacion por (—1), puesto que el factor lineal del numerador,

su coeficiente principal debe ser positivo, asi poder aplicar el método de los puntos criticos.

6x +3 >0
x(x+3)

3(2x + 1)
x(x+3)

Multiplicando por G), obtenemos:

(2x +1)
x(x + 3)

Aplicando el caso I, obtenemos

B o R

—3

1

2
1

CS =(-3,— §> U (0, +o0)

Ejercicios:
I.  Resolver las siguientes inecuaciones cuadraticas:
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1. x2-5x—62=>0
x2 <25
x%? > 25
x2—11x+28>0
(2x+1)2>0
2x+1)%=0
2x+1)2<0

NS kWD

8 (2x+1)2<0

9. x% < 4x

10. (x—3)(x—5)<0
11. 2x2—6x+3<0
12. 2x2+6x—9<0
13. x(3x +2) < (x +2)?

II. Resolver las siguientes inecuaciones fraccionarias:

Problemas con Inecuaciones Cuadraticas

l.

1. 19
x—3
2. s
x—2
3. 3x+5 < 3
2x+1
4. <o
x-=7
5. 9x+10 2
x+2
3x2+41
6. ———>3
X4—x—2
2_
7. X<
xc—x—12

X < x-3
1-x = 2-x
(x2-1)(x+3)(x—-2)

(x=5)(x+7) >0

X x—1 2X

0. =+ <1
3x—2< 4

x+1 xX—

12. & > 5 9
x—2

x—1

11.

2

x%-2x+3
x2—4x+3

13.

> -3

x+4 x—2
x—5 x+3

14.

Una fabrica de cierto articulo ha estimado que su ganancia en miles de soles estd dada

por f(x) = —x? + 582x — 76 donde x (en miles) es el nimero de unidades producidas.

(Qué nivel de produccion le permitira obtener una ganancia de al menos S/14 000?

Las ventas mensuales "x" de cierto producto cuando su precio es "y" dolares estan dada

por y = 200 — 3x. El costo de producir x unidades al mes del producto es C = 650 +

5x dolares. ;Cuéntas unidades de este producto deberan producirse y venderse de modo

que la utilidad mensual sea por lo menos de 2 200 dolares?
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3. La peluqueria “Fanny” tiene en promedio de 120 clientes semanales a un costo actual
de §/8 por corte de cabello. Por cada incremento de S/ 0.50 en el precio, la peluqueria
perderia 6 clientes. ;Cual debe ser el precio maximo que puede cobrarse de modo que
los ingresos semanales no sean menores que los actuales?

4. En el mercado se puede venderse "x" unidades de cierto articulo al mes, a p=

500 — 5x. ;Cuantas unidades deberan venderse cada mes con el objeto de obtener
ingresos de por lo menos $ 12 500?

5. El costo de producir "x" lamparas esta dado por C = 300 + 70x + x2. Si estas se pueden
vender a 140 soles. ;Cudntas deben producirse y venderse para obtener utilidades

mensuales de al menos 900 soles?

6. Un fabricante de cierto articulo puede vender al precio de 60 soles cada articulo que
produce. Gasta 40 soles en materia prima y mano de obra por articulo y tiene costos fijos
de 3 000 soles a la semana en la operacion de la planta. Encuentre el nimero de unidades
que deberia producir y vender para obtener una utilidad de al menos 1 000 soles a la

s€mana.

7. Parauna compafiia que fabrica calentadores para acuarios el costo combinado de mano
de obra y material es de /21 por calentador. Los costos fijos son .S /70 000. Si el precio
de venta de un calentador es S/35 ;Cudnto debe vender para que la compafiia genere

utilidades?

8. El ingreso mensual obtenido por la venta de "x" cajas de dulces esta dado por I =
x(5 — 0.5x) soles. El costo al por mayor de cada caja es 1.50 soles ;Cuantas cajas deben
venderse cada mes para obtener una ganancia de al menos 60 soles?

9. Siel precio "p" de cierto articulo depende de la cantidad demandada "q" y esta dado por
p = 120 — 2q, y ademas se tienen costos fijos de S/300 y el costo de producciéon de
cada unidad es de S/20. ;Cuantas unidades deben producirse y venderse para obtener

utilidades de al menos S/9007?
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10. Una compaiiia de belleza vende 300 unidades de un cosmético cuando su precio unitario
es de S$/60. Por cada disminucion de S/5 en el precio se venderan 45 unidades mas.

(Qué precio maximo debera fijar para obtener ingresos de al menos S/19 500?

1.6.4 Inecuaciones Polindmicas
Para resolver las inecuaciones polinémicas factorizables usaremos el método de los
puntos criticos.
Ejemplos: Resolver las siguientes inecuaciones polindomicas:
1. x*—3x3—15x2+19x +30 <0
Resolucion

Como el polinomio estd ordenado y completo, lo factorizamos con el método de
Ruffini

1 -3 -15 19 30
x=-1 -1 4 11 -30
1 -4 -11 30 0
x=2 2 -4 -30
1 -2 -15 0
x=-3 -3 15
1 -5 0
x=5 5
1 0

Luego el polinomio queda factorizado de la siguiente manera:

x+1Dx-2)x+3)(x-5)<0

Donde los puntos criticos son reales y diferentes:

x=-3
%=1
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+Tﬁ+m+

CS =(-3,-1)U(2,5)

2. (x2+2x-3)Bx—4+x%)>0
Resolucion
(x?+2x—-3)Bx—4+x?)>0
Ordenamos y factorizamos
x+3)x-1D%*+3x—4)>0
x+3)x—-Dx+4)x-1)>0
x+3)x+4)x-1)?%2>0
Luego tenemos los puntos criticos

x=—4
x=-3
x =1 demultiplicidad 2 (par)

Aplicando el caso I y II, obtenemos

—4 -3 1

CS = (—00,—4) U (=3,1) U (1, + )
O también se puede poner como respuesta, el equivalente:
CS = (=00, —4) U (=3, +) — {1}

3. (x+3)(x+4)x—-1)2=0
Resolucion
x+3)x+4H)x—-1)2=0
Podemos observar que se trata del mismo polinomio del ejemplo anterior entonces

los puntos criticos son:
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X =-
x=-3
x =1 demultiplicidad 2 (par)

Aplicando el caso I y II, obtenemos:

4, (x+3)(x+4)(x-1?<0
Resolucion

x+3)x+4)(x-1)?%<0
Observemos que se trata del mismo polinomio del ejemplo anterior entonces los

puntos criticos son:

x=—4
x=-3
x =1 demultiplicidad 2 (par)

Aplicando el caso I y II del método de los puntos criticos, obtenemos:

N R

—4 =3 1

CS =(—4,-3)

5. (x+3)(x+Hx—1)2<0
Resolucion
x+3)x+4H)x-1?<0
Observemos que se trata del mismo polinomio del ejemplo anterior entonces los

puntos criticos son:
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x=—4
x=-3
x =1 demultiplicidad 2 (par)

Aplicando el caso [ y II del método de los puntos criticos, obtenemos

CS =[—-4,-3]u{1}
6. x> —5x*+5x3—-3x2—-6x+8>0

Resolucion

Como el polinomio esta ordenado y completo, lo factorizamos con el método de Ruffini

1 -5 5 -3 -6 8
x=1 1 -4 1 -2 -8

1 -4 1 -2 -8 0
x=-1 -1 5 -6 8

1 -5 6 -8 0
X= 4 -4 8

1 -1 2 0

Luego el polinomio queda factorizado de la siguiente manera:
c-Dx+Dx—-4)(x*>*—-x+2)=0

Observemos que el factor x? — x + 2 no se puede factorizar en los reales, puesto

que su discriminante es negativa
A=b?—4ac=(-1)?2-41)2)=-7<0

Lo que significa que el factor x? — x + 2 es complejo, por lo que aplicamos el caso

IIT del método de los puntos criticos, es decir no consideramos ese factor complejo, luego la

pregunta se reduce a:
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x—-Dkx+1DHx-4)=0

Donde los puntos criticos son reales y diferentes

x=-1
x=1
x =4

Ahora aplicamos el caso I del método de los puntos criticos, obtenemos:

Ejercicios

Resolver las siguientes inecuaciones polindmicas

L x3+x2<4x+4

2. x*—4x3 -3x2+14x—-82>0
3. (X3 +x?—-9x—-9)(x—2)3<0
4, 2x3+7x2+2x—-3<0

5. x—2+4+x)(x?*+2x—-8)<0
6. 4x* +4x3 +x* +4x—-3<0
7. x*—4x3 —x2+16x—12>0
8. (4—xH)(B8—-x3<0

9. 1+x—x*—x3<0

10 (x—x3)(1-x)<0

1.7 Valor Absoluto
la| = { a, sia=0
—a, sia<0

Se lee como: el valor absoluto de numero real "a" es igual al mismo numero "a", si

a es positivo o cero, o es igual a " — a", si a es negativo.
Propiedades

1. Va € R, se cumple |a| = 0
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10.
11.
12.
13.

I

la| =0=a=0

lab| = |al|b|
a| _ lal

o = |b|'b # 0
lal? = a®
lal = |—al

Va €R,|al = a

la + b| < |a| + |b| (Desigualdad triangular)
la| =b, b=>=0a=bVa=-b

la| =|bl| & a=b V a=-b

lal <b,b=0 —-b<a<bh

la| >b,YVbER <= a=>bVa<-b

lal < |b| = a? < b?

Desigualdad Triangular

la + bl < |al + |b]

Prueba

la + b|? = (a + b)? propiedad 5

(a + b)? = a?+2ab + b? binomio al cuadrado

a’+2ab + b? = |a|? + 2ab + |b|? propiedad 5

la|? + 2ab + |b|? < |a|? + 2|al||b| + |b|? propiedad 7

lal? + 2|a||b| + |b|?> = (la] + |b|)? Trinomio cuadrado perfecto

la + b|? < (la| + |b])? axioma de transitividad

la + b| < |a| + |b| propiedad 30 de numeros reales.

Ejemplos

propiedades
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1. |[3x—1|=2x+5

Resolucion
Aplicamos la propiedad 9: |a| =b,b >0 a=bVa=—-b
Si2x+5=>20=>3x—-1=2x+5Vv3x—1=—-(2x+5)

5
xZ—E/\(x=6V3x—1=—2x—5)
5
xZ—EA(x=6V5x=—4)

2 Sa(x=6ve=-i)
X = > X = X = 5

2. |2x+3|+4=5x

Resolucion

|2x + 3| + 4 = 5x

|2x + 3| =5x — 4

Aplicamos la propiedad 9: |a| =b,b>0a=bVa=—-b
SiSx —4>0=>2x+3=5x—4V 2x+3=—-(5x—4)

X =

3. |3x—1| =|5x — 15|
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Resolucion
|3x — 1| = |5x — 15|
Aplicamos la propiedad 10: |a| = |b| & a=b V a=—-b
3x —1=5x—-15V 3x—1=—(5x—15)
2x=14 Vv 3x—1=-5x+15
x=7 Vv 8x=16
x=7 V x=2
cS ={2,7}
4. |2x—-3|+2=|x—6|

Resolucion
|26 — 3|+ 2 = |x — 6]
Para resolver ecuaciones con 2 o mas valores absolutos, lo haremos con el método de
los puntos criitcos.

Igualamos cada valor absoluto a cero para encontrar los puntos criticos.

|2 3|=0= _3
x = X =3

lx —6|=0=>x=6

Colocamos los puntos criticos en la recta real, que lo dividira en intervalos.

e
IR
[
=4
N
=
L=
A%
=

T < —

b
=1
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Luego resolveremos la ecuacion en cada intervalo, para saber la respuesta de cada

valor absoluto tomaremos cualquier valor del intevalo:

3
r < =

IA

x <6

m<3
2

(LIS

<z <6

[ ]
I ba | C2

Six=0 = 2(0) —3 = —3 es negativo
©) g Siz=2=12(2)-3=1
luego |2z — 3| = 3 — 2z es positivo

luego |20 — 3| =2z — 3

Six=0 = 0—6=—6 es negativo
Euega\m—6|:6—:ﬂ ST',:L‘:2=>275:.74
es negativo
luego |z — 6| =6 —x
Asi |20 — 3|42 = |z — 6]

3—2z+2=6—= Asi |2z — 3|+ 2= |z — 6]

o= —1 2r—3+2=6—=x
1< m:g
2
3 7
—<-<6
2_3<

Por tanto tenemos que CS = {—1, Z}
5. |x—2| <X
X

Resolucion

4 —x

lx — 2| <

Six =6 = 2(6) — 3 =9 es positivo
luego |2z — 3

=2x—3
Sizx—6=6—6—=—0es cero
luego |x — 6| =z —6
Asi |22 —3|4+2 = |z — 6]
2c—3+2=x—6

r=—5

—5 no es mayor que 6

Aplicamos la propiedad 11: |a| < b,b >0 —b<a<b

Primero determinamos el universo (b > 0)
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Luego tenemos el universo: U = (0,4)

4 — x 4 — x
— <x—2<
x
4 —x 4 —x
— <x-—2 A x—2<
x x
4 — x 4 —x
————x4+2<0 A X—2— <0
x—4 x> —2x—4+4x
—x+2<0 A <0
x
Xx—4—x%4+2x x2—2x—4+x
<0 N <0
X X
x> —-3x+4 x2—x—4
—>90 A —<0
X x

Observemos que el factor x2 — 3x + 4 es complejo, puesto que
A=(-3)?-4(1D#)
A=-7<0

Cuando tenemos un factor complejo, no lo consideramos (caso III, del método de
puntos criticos)

Por otro lado, las raices (puntos criticos) del factor x? — x — 4 son:

Lo 1EVED? 4D 14917
2 2

_1+V17
==
) )

2

X

<0

1
Luego tenemos g 0 A .

ViT

2 2

- 0 - T
A 0
1—+17 1+

(0,——)

2

(Q+m)A(—m£;%EZU 1++/17
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1++17
(QT)

Ahora este resultado falta interceptar con el universo, para llegar a la respuesta final.

] T °

6. Bx+1|>x—-2
Resolucion

[Bx+ 1| >x+2
Aplicamos la propiedad 12: |a| > b,VbER & a>bVa < —b

3x+1>x+2 V 3x+1<—-(x+2)

2x > 1 V 3x+1<—x-2
1
x>§ Vv 4x < —3
x>1 vy x< -3
2 4

3 1
7o lx—=2|+|x+5 <3x+2

Resolucion
[x —2]+|x+5 <3x+2
En este caso aplicaremos el método de los puntos criitcos.
Igualamos cada valor absoluto a cero para encontrar los puntos criticos.
[x—2|=0=>x=2

lx+5]=0=x=-5
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Colocamos los puntos criticos en la recta real, que lo dividira en intervalos

r < =5
Sixz=—6=—6—2=—8 es negativo
luego |z —2|=2—=2
Six=—-6=—6+5=—1 es negativo
(e +5)
Asi|z—2|+|z 45/ <3z +2
2—xz—(z+5)<3z+2

luego |z + 5| =

-5

—5<xr<2
Siz=0=0-2= -2 es negativo
luego |z —2|=2—2
Sixz=0=0+5=75 es positivo
luego |t +5|=2+5
Asi|z—2|+|z 45/ <3z +2
2—r+x+5<3x+2

2-2z-5<3z+42 32> 5
5z > —5 25D
r>—1 3

Por tanto, tenemos: CS =

Ejercicios

¢ U(E,2) U [2,+oof

€5 = (2, +o0)

2

r>2
Sizr=2=>2-2=0es cero
luego [z —2| =2 —2
Six=2=245=7T es positivo
luego [z +5|=x+5
Asi |z —2|+ |z 45| <3z +2
r—2+x+5<3z+2

r>1
1 2
CS;=[2,+ x)

Resolver las siguientes ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto:

1. [x2 —4| =4 —2x
2. |2x + 9]
3.13x—-1|=7—x
4. |2x — 6| = |4 — 5x|
5. 13x—=1]—|x+2]=1
6. |2x —3|—1=|x— 3|

7. x> —6x+8|<x—4

x—1

8. 2| <x-1

9. [2x+1] <2x—1

0. |x—3]>2
86
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11.

12

13.

14.

|5x — 2| = 4x
C2x—-1=zx -1

|x—1]+]|x—2|
|x]-3

lx =5]—|x—-2|<|x—1|+3—x

<3

1.8 Ecuaciones e Inecuaciones con Radicales

Para resolver ecuaciones con radicales usaremos los siguientes teoremas:

Tl: Sia>0Ab>0=>Va=b < a=D>b?

T2:VJa<Jbe=0<a<bh

T3:Va<be=Sia>0Ab>0=a< b?

Td:Va>b<=[a=>0Ab<0]V[a=b2Ab=>0]

T5:Va+Vb=>02a=>0Ab=>0

T6:Va+Vh<0ea=0Ab=0

T7: Va+Vb <k k>0 Sia>0Ab> 0= (Va+vb) <k?

Ej

emplos

Resolver los siguientes ejercicios:
1. VI0—x=x+2
Resolucion

VIO —x=x+2

En este caso aplicamos el T1: Sia >0 Ab > 0=+a=b & a = b?
uiverso
(10—x=>0Ax+2=20) =210—x=(x+2)?
uiverso

(10=>2xAx>-2)=210—x=x*>+4x+4
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uiverso

x<10Ax>-2)= x?2+5x—6=0

I (- 1) = 0

-2 10

universo

[-2,10] A A={x=-6vx=1}
Interceptando el universo con el conjunto A, obtenemos el conjunto solucion

CS = {1}

2. Vx—3+V2x+1-2Vx=0

Resolucion

Vx=3+V2x+1-2Vx=0
Primero encontramos el universo

x—3=20 A 2x+1>20 A x=20

x=3 A 2x=>-1 AN x=20
1
x =3 A XZ_E A x=20
1 0 3
T2

Ahora a la ecuacion vVx — 3 ++/2x + 1 — 2v/x = 0 la expresamos como suma de

radicales y quedaria asi:

Vx—3+V2x +1=2Vx
Luego lo elevamos al cuadrado y reducimos a la menor expresion
(Vx=3+v2x +1) = (2vx)
x—3+2Vx —3V2x +1+2x +1 = 4x
2Vx —3V2x+1=x+2

Ahora elevamos al cuadrado y resolvemos

4(x —3)2x + 1) = (x + 2)?
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4(2x*> +x—6x—3)=x*>+4x+ 4
8x2—20x—12=x*+4x+4
7x?—24x—16=0

(7x + 4)(x — 4) = 0
7x+4=0vx—4=0

-4

AV

Por lo tanto, el conjunto solucion serd la interseccion del universo y el conjunto A

[&+w[n{—§A}={M

CS = {4}

3. Vi—x<+2x+1
Resolucion

Para resolver este ejercicio aplicamos T2: Va <Vb < 0<a < b

Vi—x<V2x+1 © 0<1—-x<2x+1
00<1—-x N 1—-x<2x+1
© x<1 A 0<3x

S x<1 AN 0<x

|

0 1

Luego tenemos que CS = [0,1]

4., V4 —x2<x
Resolucion

Para resolver este ejercicio aplicamos el
T3:Va<b e Sia=0Ab=>0=a<b?

Si{4—x2>20Ax>0}>4—x?<x?
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(x?<4 AN x>0} 4 < 2x?

{(-2<x<2 A x=>0}>2<x?

.

I A x<—Z v 22

] L] E]

[0.2] A A=]-oo, 2] u V2. +oo]

1t 1 i

- 0 N 2

Luego el conjunto solucion es:

¢S =[v2,2]

5. Vx2—3x—10 > x + 3
Resolucion
Para resolver este ejercicio aplicamos el T4, adaptandolo
Vva>be[a>0Ab<0]V[a>b?>Ab=0]
[x2—-3x—10>0Ax+3<0]Vv[x?—3x—10> (x +3)2Ax+3>0]

[((x=5)(x+2)>0Ax<-3]V[x?—3x—10>x2+6x+9 Ax > —-3]

[(x—=5)x+2)>0 A x<-3]V[-19>9x Ax = —3]

19
Vv [x< ——Ax=-3

9

] [

-3 -2 5

]—o0, =3[ Vv -

—3 19
9
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19
—o0,-3[U [-3,——
J—c0, =3 5

cs ] 19
= |—o0, ——
"9

Ejercicios
Resolver las siguientes ecuaciones e inecuaciones con radicales:

1. Vax —x2 =3x—4
2. 2x—\Vx—-1=3x-7

3. Vx—2x2=x

4. V3x+1—+vVIex +1=—/5x
5. V6—2x —vVx+6=+x+3
6. V3x <Vx2+2
7
8
9

. Vx2—6x <6 —x

. V8 —4x >Vx2—3x+2
oV —2x2 <1+ 2x
10.2vVx+4-x<1
11.V9 —x2 < |x — 1]
12.V—x2 —5x— 6> 2x+2
13.V2x—1=>2x-1
14.Vx —2x2 < 14 2x
15.V5x —2>1—x

16. /i> !
1-x 2x—1
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CAPITULO II: GEOMETRIA ANALITICA

2.1 Sistema de Coordenadas Rectangulares

El sistema de coordenadas rectangulares divide al plano en cuatro cuadrantes por
medio de dos rectas perpendiculares que se cortan en el punto 0. La recta horizontal se
denomina eje X, la recta vertical eje Y, ambas constituyen los ejes de coordenadas. El punto
0, se llama origen del sistema. La distancia de un punto al eje Y se llama abscisa. La distancia
de un punto al eje X es la ordenada y ambas constituyen las coordenadas de dicho punto y se

representa por el simbolo (x,y).

Cuadrante 1l Cuadrante |

-1

Cuadrante 111 Cuadrante IV
-2

=3

Par ordenado

Cada punto de un plano se asocia con una pareja de numeros llamados coordenadas,
denotado por (a, b) que es un par ordenado si y solo si tiene la propiedad de que el elemento

a" puede ser distinguido como el primero (abscisa) y "b" como el segundo

elemento(ordenada) del par.
Pares ordenados iguales
Dos pares ordenados (a, b) y (c,d) son iguales,siysolosia=cyb =d

Es decir: (a,b) = (c,d) ©®a=c Ab=d
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El producto cartesiano RxR

Si R es el conjunto de los nimeros reales, el producto cartesiano RxR es el conjunto
de las pares ordenados (x, y) tales que x € R Ay € R, esto es:
RxR=R?={(x,y) /x ERAy ER}

Suma de pares ordenados

Dado dos pares ordenados (x1,y;) y (x5,v,) de R?, la suma de (x1,v1) y (x2,V5)

es el par ordenado (x; + x5, y; + V,); esto es:
(x1,¥1) + (x2,¥2) = (X1 + 22,1 + ¥2)
Producto de un numero real por un par ordenada.

Dado el par ordenada (x,y) de R? y un niimero real r, el producto del niimero real r

por el par ordenado (x,y), es el par ordenado(rx, ry); esto es:
r(x,y) = (rx,Ty)
Distancia entre dos puntos

La distancia entre el punto A(x, ;) y B(x,, y2) en el plano cartesiano, la podemos

expresar como: d(4, B) = /(x; — %)% + (y; — y1)?

Y
A

B (2, y2)

Xy

|
I
|
I
|
:|?}2 - 'Ul|
I
|
|
|
I

L.
.Z __________ .

Azyy)  |le2— 2 C (@2,3)
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Como podemos observar en la grafica, se tiene un tridngulo rectangulo recto en C,

por lo que podemos aplicar el teorema de Pitdgoras:
d*(A,B) = |x; — x,|* + |y, — y11?

d*(A,B) = (x; —x1)* + (2 — Y1)2

Por lo que se concluye que: d(4,B) = \/(xz —x1)%+ (y2 —y1)?
Punto medio

EI punto medio del segrnento entre A(xy,y1) y B(x3,y2), es:

) = (222 22)

B (3:25 y2)
G (01 'y2)“’ —————————————

N (0,y)

A (m11 Y1 )

I
|
o
@

C (x1,0) D|(x,0) E (x2,0)

En el grafico, si trazamos una recta paralela al eje Y que pasa por el punto medio M
del segmento AB, entonces la recta biseca al segmento CE en el punto D, es decir D es punto

medio del segmento CE.
Entonces se cumple CD = DE
lx —xq| = |x; — x

X—X1 =X — X
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2X = X1+ x;

X1+ x;
X =
2

AV

De la misma forma, si trazamos una recta paralela al eje X que pasa por el punto

medio M del segmento FG, entonces la recta biseca al segmento FG en el punto N, es decir

N es punto medio del segmento FG.

Se cumple entonces que FN = NG

ly — 1l = ly, — vl

Y—=—"YV1=Y2—"Y
2y =y1+ ¥
=)’1+}’2
Y 2

Asi tenemos que: M(x,y) = (xlzﬁ,%)
También lo podemos expresar como: M = %(A + B)

Division de un segmento en una razon dada

Y

Py (w2, y2)
Ci(0,y2)@----mmmmmm e o :

B, (Ogy) _____________
A1 (0,y,)@----

En el grafico si queremos obtener las coordenadas del punto P que divide al segmento

P,P, en una razon dada, sabemos por el teorema de Tales que las paralelas P;A,PB y
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P,Ccortan segmentos proporcionales sobre las dos transversales P; P, y AC, luego entonces

tenemos que:

_ PP AB
"TPp, BC

Calcularemos la longitud de los segmentos, tales como:

AB=/(x—x)2+(0-0)2 =[x —x,

AB =x —x;
De igual forma obtenemos: BC =x, —x
AB  x—xq
Luego tenemos que: © = — =
BC Xo—X

X—Xq
T =
X2—X
r(x, —x)=x— x4
X, —TX =X — X
X+rx =rx, +x;
x(1+71)=x +1x,
X1 + Ty
X =———1r%-—1
1+r

Por otro lado, en el grafico por el teorema de Tales las paralelas P;A;, PB; y P,C;
cortan segmentos proporcionales sobre las dos transversales P;P, y A;C;, luego entonces

tenemos que:

Yy = —=

PP, Bi(;

Calculamos la longitud de los segmentos, tales como:
AiBi=y—y
9 6 Matematica Bdsica
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BiCi=y,—y
4B y-
Luego tenemos que: r = == = 221
BiC1  y2-Yy
r = Y=
Y=y

Tz =Y)=y—-n
Ty —TYy =Yy — )1
y+ry=ry,+y
yd+7r)=y,+r1y;

_ N + 71y,

v+ —1
1+7r r

AV

Se puede concluir entonces que, si P;(xq,v;) y P,(x5,y2) son los extremos del

segmento P;P,, las coordenadas del punto P(x,y) que divide a este segmento en la razon

PP
r = —=— Sson:
PP,

+ -1

X1 +rx, yi+ T'y2>
, T

P =
(x,) ( 1+r " 1+r

Cuando r < 0, el punto de division esta fuera del segmento PP, ysir > 0, P(x,y)

estd dentro del segmento P; P,

Ejemplos.

1. Ubicar los puntos en un sistema de coordenadas rectangulares, indique el cuadrante al

que pertenece cada punto

(=2,6); (1,-1);(5,7); (—6,-2)
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Resolucion
8
(5,7)
1 .
~2,6 ;
%8 | &
: 5
Cuadrante IT ] Cuadrante I
3
2
1
7 Is |- iy - S e i 2 3 4 5 ¢
Cuadrante 111 T '1': 1
: YIRS (1,-1) Cuadrante IV
(76172)
-3

2. Se tienen los conjuntos: A = {1,2,3} y B = {5,7}, calcular AxB

Resolucion

AxB = {(1,5), (1,7),(2,5),(2,7),(3,5),(3,7)}

3. Obtener la graficade: y = =3 — 2x

Resolucion

Asignando valores a x, obtenemos algunos puntos coordenados que graficamos,

uniendo con una recta todos los puntos obtenidos.

98

Matematica Basica

ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https.//doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k E,.dec

/1117]



/1111

--------------------------- AV

4. Obtener la graficade: y = 9 — x?
Resolucion

Asignando valores a x, obtenemos algunos puntos coordenados que graficamos,

uniendo con una parabola todos los puntos obtenidos.

C

o
U|oo|o|oo| o=

15 5 1a /3 B 11 Te 1 2 \ 4
L4

5. Demuestra que los puntosP(—5,3),Q(3,2) y R(—1,—4) son los vértices de un

triangulo isdsceles, encontrar su perimetro y area.

Resolucion

Graficamos los puntos en el plano

P (—5,3)

Q3.2
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a) Para demostrar que el tridngulo es isdsceles, tenemos que verificar que la longitud de

dos lados del tridngulo es igual.
POl = /(=5 -3+ 3 - 2)? = V65
|PQ| = V65

IPR| = /(=5 — (-1))2 + (3 — (—4))? = V65
|PR| = V65

IRQ| =/(-1-3)2+ (-4 -2)2 =52
|RQ| = V52

Como |PQ| y |PR| son de igual longitud, entonces el tridngulo formado por los puntos

P,Q y R es isosceles.

b) Para encontrar el perimetro del tridangulo formado por los puntos P, Q y R, solamente

sumamos las longitudes de los lados del triangulo.

Perimetro = |PQ| + |PR| + |ROQ|
Perimetro = V65 + V65 + V52 = 265 + 2v/13
Perimetro = 2v/5V13 + 2v13 = 2v/13(V5 + 1)

Perimetro = 2@(\/5 + 1)

c) Para encontrar el area del tridngulo formado por los puntos P, Q y R, necesitamos
encontrar la altura desde el vértice P al punto medio de la base RQ, ya que es un

triangulo isdsceles.
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P (-5,3)

\\ w1 M(la_l)

\

R(-T,—4)
Para determinar el punto medio del segmento RQ, usamos el hecho de que

1
M= E(R + Q)
1

M= E((_l' —-4) +(3,2))

M=22-2) =11
2
M=(1,-1)

Para determinar la altura |PM|, encontraremos la distancia del punto P al punto M

|PM| = \/(—5 —1)2+(3-(-1) =52

|PM| = V52 = 2v13
|PM| = 2V13

Finalmente encontramos el 4rea del triangulo formado por los puntos P, Q y R, usando

el hecho
(base)(altura)
Area(A) =

2

RO||PM

En nuestro caso Area(A) = | Q|2| |
] O] Matematica Basica ° g
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Area(N) = —(@);2\/@)
Area(A) = (Zx/ﬁ)Z(Z\/ﬁ) = 2(13)

Area(A) = 26 u?
Observacion
Otra forma de calcular el area de un triangulo es mediante, un medio del determinante

que se forma con las coordenadas de los vértices ordenandolos en sentido contrario al de las

manecillas de un reloj (sentido antihorario).

X y1 1
Area(A) = > X, y, 1
x3 y3 1

En nuestro caso el area del tridangulo formado por los puntos P, Q y R, seria:

Del grafico del triangulo, si empezamos de P, seguiria R, luego Q, ya que estamos

yendo en sentido antihorario.

1]-5 3 1
Area(A) = 5 -1 -4 1
3 2 1

1
Area(A)=§(20+9—2+12+10+3)

Area(A) = %(52)

Area(A) = 26 u?

6. Dados los puntos (—3,8), (7, —7) y larazdn 3: 2 en que hay que dividir el segmento.

Hallar el punto de division, representar en una grafica.
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Resolucion

Sea A(—3,8) el punto inicial y B(7,—7) el punto final del segmento AB segiin nos
indica los datos tenemos, que por el valor de la razén sabemos que, si dividimos al segmento
dado en cinco segmentos iguales, el punto P(x,y) esta situado a tres segmentos del inicio

del segmento y dos del final del segmento dado.

A(—3,8)

4 2 0

-8

3
B—P 2
2(P—A)=3(B-P)
2P —24=3B—3P
2P +3P =3B + 24
5P = 3(7,—7) + 2(—3,8)
5P = (21,-21) + (—6,16)

5P = (15,-5)
P = %(15, —5)
P=(3-1)

Observacion

También podemos aplicar la formula directamente para calcular las coordenadas del

punto de division:

] 0 3 Matematica Basica g
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X1+ 71X Y1+ 1Y,
14+r " 147

P(x,y) = ( ),r¢—1

Tenemos A(xy, 1) = (=3,8), B(xs,2) = (7,=7), 7 =3

“34+3(7) B+3(=7)

Pl = 145 143
—6+21 16— 21
Py = | 53753
2 2
15 —5

Ejercicios

1. Ubicar los puntos en el sistema de coordenadas rectangulares, indique el cuadrante
al que pertenece cada punto.

a) (1' _8), (_2!0)1 (0, _11), (—2,9)
b)  (-1,0),(2,-2),(09), (% , _4)

2. Obtener la grafica de:
a) y=2-3x
b) y=x2+2
0 y=;G-1)
3. Obtener las coordenadas del punto que divide al segmento que une cada pareja de
puntos en la razén indicada en cada caso.
a) P;(0,—5),P,(1,6)yr =3
b) Pi(2,-3),P,(7.8) yr =2
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0 n(as).ne)yr =t

3

d) Pl(_615)' P2(3:11) yr=

4. Un automovil que avanza en linea recta se encuentra a 350 km del punto de partida
y a 250 kmde su punto de llegada. ;Cuales son las coordenadas del sitio en donde se
encuentra, si las coordenadas del punto de partida son P;(3,4) y P,(14,—2) las del
punto de llegada?

5. Calcular la longitud de las tres medianas del tridngulo formado por los vértices
6. M(3,5) es el punto medio del segmento que une los puntos A(x,9) y B(8,y).

Calcular los valores de x y y

7. Calcular el perimetro del cuadrilatero cuyos vértices son los puntos

A(-3,1),B(0,7),C(—8,—3) y D(=5,4).

8. Calcular el area de las siguientes figuras.
a) Triangulo cuyos vértices son los puntos A(—3,5), B(0,—4) y C(2,7).
b) Cuadrilatero cuyos vértices son los puntos
P(0,5),0(—-2,-1),R(3,1),yS(5,7)
¢) Triangulo cuyos vértices son los puntos A(5,1),B(—3,4) y C(—1,—2).
d) Cuadrilatero cuyos vértices son los puntos

P(-3,7),Q(6,5),R(2,12),y S(—2,0)

9. Demostrar que los puntos (—2,8), (1, —1), (3, —7) estan en una recta, probando que
el triangulo cuyos vértices son estos puntos, es cero.
10. Hallar la razon en la cual el punto (2,3) divide al segmento que une (3,8) con

(—-1,-12).
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2.2 Lugares Geométricos
2.2.1 LaRecta

Angulo de inclinacién de la recta

AV

Sea L una recta en el plano R?, se llama 4angulo de inclinacion de la recta L, el 4&ngulo

formado con la parte positiva del EJE X, y la recta L, en sentido antihorario.

Si 6 es el angulo de inclinacion de la recta L, su variacion es

0<6<180°

Si la pendiente es positiva, la recta se inclina a la derecha

Si la pendiente es negativa, la recta se inclina a la izquierda

Y

[Z}

[!] X
= = X {=] {=]
/0595900 90° < 8 < 180
/ tgh > 0 tgh < 0 \
Si la pendiente es cero. la recta es horizontal Si la pendiente no existe, la recta es vertical
Y Y
\
o L
L /]
0=0° vO=180°
tgf =0
0
x X
g — 90°
tg(90°) no existe
Pendiente de una recta
La pendiente de una recta L, es la tangente de su angulo de Inclinacion 6, esto es:
m =tgo, 0 # 90°
m = pendiente de L
] 0 6 Matematica Bdsica ° g
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Teorema 1
Si P;(xq,v1) y P,(x3,v,) son dos puntos cualesquiera de una recta L no vertical,

entonces la pendiente de la recta L es:

LAy =2 —

V2= 0N
X2 — X1

Ax =xs— a1

Como podemos ver en el grafico

_AY _ Y2

tgb
g Ax  x; —xq
Perom = tgf
Por tanto
A —
— 2y _ Y2 Y1’ Xy # Xy

Ax Xp—X1

Angulo entre dos rectas

En el grafico tenemos las rectas L; y L, que se interceptan en el punto P, 8; es el
angulo de inclinacion de la recta Ly y 6, es el angulo de inclinacion de la recta L,; o

] 07 Matematica Basica g

ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https.//doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k E,.de

/11171



--------------------------- AV

es el angulo entre las rectas L; y Ly, que se mueve en sentido antihorario desde la
recta L, hasta L.

L es la recta inicial y L, es la recta final, por otro lado, podemos observar en el
grafico:

La pendiente de la recta inicial L; esm; = tg6;

La pendiente de la recta final L, esm, = tg0,

Teorema 2

Si a es el angulo entre las rectas L, y L,, entonces

mp; — my
tga = ———; mym, # —1
1+mm,
donde m, es la pendiente la recta inicial L; y m, la pendiente de la recta final Lo,

correspondiente al dngulo a.

Prueba

Del grafico en el tridngulo PQR, se tiene al angulo exterior 8, relativo al vértice R,
ademas 0, y a angulos interiores del triangulo PQR no adyacente de 6,.

Sabemos que un dngulo exterior de un triangulo, es la suma de dos angulos interiores
del tridngulo, no adyacente al angulo exterior.

Luego tenemos que,

0, =0,
Despejando a, tenemos: a=60,-0,

Aplicando la tangente: tga =tg(6, — 6,)

_ tgh, —tgb,

t9e =17 tgh,tgo,

Pero sabemos que my = tgf8;, m, = tg0, luego se tiene:

my; —my
tga = ———; mym, # —1
1+mym,
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Rectas Paralelas

L,

/ 82

L,

Dos rectas son paralelas si tienen el mismo angulo de inclinacion, en el grafico
Ly//L, (L, es paralelo a L,), entonces 6; = 6,
Luego aplicando tangente tenemos tgf, = tgo,
Pero sabemos que m; = tgf;, m, = tg6, luego se tiene:
m; =m,

En conclusion, tenemos:

Li//L, & my =m,

Rectas perpendiculares

109

Matematica Basica

ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https.//doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k E,.dec

/11171



--------------------------- AV

Dos rectas son perpendiculares si el angulo formado entre ellas es de 90°, pero
tg90° = oo es decir no existe, por lo que conviene utilizar ctg90° = 0. Luego por teorema
2, se tiene que:
1+tg6,tgo,

tgf, —tgo,
_1+1tgb,1tgb,
tg6, — tgb,

ctg90° =

1+tg6,tgh, =0
tg6,tgl, = —1
Pero sabemos que m; = tgf;, m, = tgb, luego se tiene:
mym, = —1

En conclusion, si L, es perpendicular a L, siy solo si el producto de sus pendientes

esigual a-1.
LilL, &mm,=-1
Ejemplos
1. Determinar la pendiente y la inclinacién de la recta que pasa por los
puntosA(0,7) y B(—1,9)
Resolucion

m=—2

La pendiente es m— =5 5 T 7 5 A \ r—clinaciéon 6,

utilizamos el hecho que m = oy
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tgl = -2
0 = arctg(—2)
2. Graficar la recta que pasa por el punto A(2,3) y tiene pendiente m = %

Resolucion

Sabemos que la pendiente de una recta es

Ay —Y1 Ay 3
m=—==—"—"—, X, # X{,€nnuestrocasom = — = -
Ax  xp-xy T2 1> Ax 5

De donde Ay =3 A Ax =5, ahora sea
A(2,3) = P,(x4,y,) ahora encontraremos P, (x5, y,)
Ay =y, —y1 N Dx=x; —x3
3=y,—3 A S5=x,—2
V=6 AN x,=7
Luego P;(x3,y;) = (7,6)

Como ya tenemos dos puntos de la recta es suficiente para trazar la grafica de la recta.

3. Una motocicleta tiene 25 meses de uso y su valor de venta es de $18 700, sin embargo,
siete meses antes su valor era de $22 620. Si el valor de la motocicleta varia
linealmente con el tiempo:

a) (Cuadl es la variacion mensual del precio de venta de la motocicleta?

b) (Cual seréa el valor de venta a los 38 meses de uso?

L
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a) Como la pregunta se refiere a la variacion, entonces se refiere a la pendiente, para

ello identificaremos que puntos nos da como datos:

N° de mes

18

25

Valor de venta $

22 620

18700

Luego tenemos dos puntos P, (18,22 620) A P,(25,18 700)

Por tanto, la variacion es

18700 —-22620 3920

m=

25—18

7

$

m = —560——

mes

b) Si partimos del mes 25, que su valor de venta es $18 700, y la variacion por mes es

—-560 i, luego tenemos:
mes

Valor de venta, mes 38 = valor de venta, mes 25 — depreciacién

Valor de venta, mes 38 = 18 700 — 13(560)
Valor de venta, mes 38 = 18 700 — 7 280

Valor de venta, mes 38 = $11 420

Ejercicios

1. Determina la pendiente y el &ngulo de inclinacion de las rectas que unen los siguientes

pares de puntos.
a) A(52) yB(3,4)
b) C(1,4) y D(-5,2)
¢) E(0,0)yF(-2,-5)

2. Trazar la grafica de la recta que pase por el punto dado y que tenga la pendiente

indicada.
a) A(=3,0),m = —g
b) B(—42),m = —§
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) C(41), m=—2

3. Una compaiiia estima que producir 200 articulos tiene un costo de $3 500,
mientras que producir 750 articulos le cuesta $8 700. Si el costo varia linealmente con

la cantidad de articulos producidos:

a) (Cual es la variacion del costo por unidad?

b) (Cuanto le cuesta a la empresa producir 1 300 articulos?

4. Investiga sobre la presion hidrostatica y contesta las siguientes preguntas.

a) (Qué significa presion hidrostatica?

b) (Que relacion hay entre la presion ejercida por el liquido y la profundidad a la

que esta un objeto?

c) (Cual es la presion hidrostatica en una alberca a una profundidad 2.3 m ?

d) (A qué profundidad la presion hidrostatica en la alberca es de 13 600 Pa?
5. Utiliza el concepto de pendiente para demostrar que los puntos (2, —4), (6,1)

y (10,6) son colineales.

Ecuacion punto-pendiente de la recta.

Sea la recta L, que pasa por un punto P;(x;,y;) y tiene una pendiente m cuya
trayectoria de un punto cualquiera P(x,y) se mueva de tal manera que la pendiente de P; P
es siempre m.

Por lo que la ecuacion de esa trayectoria es
Y=
m =
X — x1

y—y1 =m(x —xq)

Forma punto-pendiente

Ejemplos
1. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (-5, —3), (4,4).
Resolucion
Como tenemos dos puntos de la recta, encontraremos la pendiente
4-(=3) 7
"Ta-(5 9
13
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m=§

Sea P;(—5,—3), y por la ecuacion punto-pendiente, obtenemos la ecuacion de la

recta solicitada
y=y1=mx—x)
y—(-3) =4 (x~ (-5)
y+3=2(x+5)

O también 9y + 27 =7x + 35
7x—9y+8=0

2. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por (—3,—2) ym = —%
Resolucion
Aplicamos la forma punto-pendiente, donde P;(—3,—2) ym = —Z

y =y =mx —x)
3
y—(2)=-7(x-(-3)
Asi tenemos la ecuacion punto pendiente
3
y+2=-— 2 (x+3)

O también lo podemos desarrollar
4y +8=-3x—-9
3x+4y+17=0

3. Traza la grafica de la siguiente recta, 3x + 4y = 12
Resolucion

Para trazar la grafica de la recta, es suficiente dos puntos, para ello damos valores:

Six=0=4y =12 Siy=0=3x =12
=y=3 =x=4
Luego tenemos el punto (0,3) Luego tenemos el punto (4,0)
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4. Un equipo de sonido tiene un valor venta de S/32 400 a los ocho afios de uso y de

S/19 200 después de 11 afios.

a) Determinar el modelo que expresa la relacion de su valor con el tiempo de uso.

b) Hallar el valor del equipo de sonido a los cuatro afos de uso.

¢) (A los cuantos afios se deprecia totalmente el equipo?

Resolucion

a) Para modelar la relacion del valor con el tiempo, identificaremos que puntos nos da como

datos:

N° de ano— x 8 11

Valor de venta S/— y 32400 19200

Luego tenemos dos puntos P; (8,32 400) A P,(11,19 200)
Por tanto, la pendiente es
19 200 — 32 400 13 200
m=T11-8 3
S/

m= —4 4OOT
ano

Aplicamos la forma punto-pendiente, donde

115
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P; (8,32 400)(también se podria usar P,) y m = —4 400
y =y =mx —x)
y — 32400 = —4400(x — 8)
y — 32400 = —4400x + 35 200
y = —4400x + 67 600
b) Para x = 4 afios, tenemos que el valor del equipo es:
y = —4400(4) + 67 600
y=5/50000
¢) El equipo de sonido ya no tendra valor cuando y = 0
y = —4400x + 67 600
0 =-4400x + 67 600

4 400x = 67 600

67600
4400

x = 15,36 afos

X

Ejercicios
1. Encontrar la ecuacion de la recta que cumpla las condiciones dadas:

a) Pasapor (—2,2) ym = —E

b) Pasa por (—2,0) ym = -2
¢) Pasa por G, 3) y (3,-2)

d) Pasa por (2, —3) y tiene una inclinacion de 120°

2. Trazar la grafica de cada una de las rectas dadas

a) 3y +5x =15

b) 2x+3y—-10=0

¢) 3x+2y=0

d) 5x—4y+24=0

3. El valor de una pantalla de plasma nueva es de S/4 690 Si se deprecia su valor

linealmente 8.5% por afio, encontrar:
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a) Una ecuacion que ayude a determinar el valor de la pantalla de plasma a los t afios
de uso.

b) (Cual serd el valor de la pantalla de plasma después de 4 afios de uso?

¢) (En cuantos afios se deprecia completamente la pantalla de plasma?

4. Investiga la relacién que hay entre las escalas para medir la temperatura Celsius y
Fahrenheit y contestar las siguientes preguntas:

a) /Qué tipo de relacion hay entre las dos escalas?

b) (Qué temperatura indica la escala Fahrenheit cuando la escala Celsius marca 100°C?

¢) (Qué temperatura marca una escala Celsius cuando un termoémetro en escala

Fahrenheit marca 170°F?

Ecuacion pendiente-ordenada al origen
Cuando una recta corta al eje Y en el punto B(0, b), se le llama ordenada al origen

de la recta. Para obtener la ecuacion consideramos la pendiente m y B(0, b).

Y

B (0,b)

De la ecuacion punto- pendiente
y—y1=mx—x)

y —b =m(x—0)

y=mx+b»b

Forma pendiente - ordenada al origen

Ejemplos
1. Encontrar la ecuacion de la recta en su forma pendiente-ordenada al origen, si
tenemos: (0,4) ym = —3
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Resolucion
Segun los datos que tenemos, b =4y m = —3
Utilizando la forma de la ecuacion pendiente ordenada al origen.
y=mx+b
Obtenemos la ecuacion de la recta solicitada:
y=-3x+4

2. Trazar la grafica de la recta 4x-7y+28=0, mediante sus coordenadas al origen.

Resolucion
Para trazar la grafica de la recta, es suficiente dos puntos, para ello damos valores

para x=0 A y=0 y despejamos la variable respectiva.

Six=0= -7y =-28 Siy=0=4x = —-28
=y=4 =>x=-7
Luego tenemos el punto (0,4) Luego tenemos el punto (—7,0)

3. En una empresa presupuesta que dentro de cuatro afios el valor de una de sus
maquinas sera de $20 100 cuando esa misma maquina dos afios antes costaba
$27 600.

Con esta informacion determinar:

a) El modelo matematico que relaciona el valor de la maquina con el tiempo de uso en

afios en forma pendiente-ordenada al origen.

b) (Cual serd el valor de la maquina dentro de 10 afios a partir de este momento?
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Resolucion
a) Para modelar la relacion del valor de la maquina con el tiempo de uso, identificaremos

que puntos nos da como datos:

N° de afio— x Inicio=0 Hoy=2 6
Valor de venta $— y 27 600 20100

Luego tenemos dos puntos P; (0,27 600) A P,(6,20 100)
Por tanto, la pendiente es
_20100—-27600 7500

M0 T e
m=-1 ZSOi
afio
Conb = 27 600 ym = —1 250 tenemos la ecuacion de la recta de forma pendiente-

ordenada al origen.
y=mx+b
y = —=1250x + 27 600
b) Para saber el valor de la maquina dentro de 10 afios a partir de este momento, tenemos
que dar valor a x = 12, entonces
y = —1250(12) + 27 600
y =$12 600
Ejercicios
1. Encontrar la ecuacion de cada una de las siguientes rectas en su forma pendiente-
ordenada al origen.
a) (0,—3) ym=-3
b) (=3,0)y (04)
¢ (0D)ym=-2
d) (—=4,0) y (0,2)
2. Trazar la grafica de cada una de las siguientes rectas mediante sus coordenadas al

origen.
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a) 3x —2y =12

b) x —4y =—-4

¢) 2x+5y—10=0

d 4y+12=0

3. Un emprendedor invierte por cada articulo que produce $4.50 y tiene gastos fijos
mensuales de $5 800. Si sus gastos totales crecen en forma lineal, Encontrar:

a) Un modelo que relacione el total de sus gastos con el numero de articulos producidos
en un mes.

b) (Cuanto invierte por la produccion de 650 articulos?

¢) (Cuantos articulos produce en el mes en que sus gastos ascienden a $15 600?

4. El costo de conducir un automovil es directamente proporcional a la distancia
recorrida. Supongamos que el duefio de un automdévil gasta en el mes de enero
§/1 596 por 1 568km y en el mes de marzo, S/2 394 por 2 352km. Encontrar:

a) Un modelo lineal que relacione el costo en funcion de la distancia recorrida.

b) El costo por conducir 2 120km.

¢) El kilometraje recorrido durante el mes en el que invirtié S/1 710.

Ecuacion simétrica de la recta.
La forma simétrica de la recta considera sus intersecciones con los ejes coordenados,

ver el grafico:

ordenada al origen

m=— - -
abscisa al origen
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Ahora partiendo de la ecuacidn de la recta en la forma pendiente-ordenada al origen:

y=mx+b»b

b
Como tenemos que m = — o luego entonces:

= Zxb
y=-—-x

ay = —bx + ab
ay + bx = ab

Forma simétrica

Ecuacion general de la recta

La ecuacion general de la recta es la expresion algebraica de la forma:

Ax+By+C=0 dondeA#00 B#0

Si partimos de la ecuacion general de la recta, y despejamos y, podemos establecer

su equivalencia con la forma pendiente-ordenada al origen.

Ax+By+(C=0

By =—-Ax—-C
A C
Y=7"B* B
A c
De donde obtenemos que m = -5y b= -

Observacion
En la ecuacion general de la recta: Ax + By +C =0
a) Si A = 0, entonces, By + C = 0 representa una recta horizontal.
b) Si B = 0, entonces, Ax + C = 0 representa una recta vertical.

¢) SiC = 0, entonces, Ax + By = 0 es una recta que pasa por el origen del plano

cartesiano.
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En el grafico tenemos la recta L: Ax + By + C = 0 y P;(x4,y;), donde la distancia

del P, alarecta L esd = |P,Q|
En el triangulo P; QR recto en Q, tenemos que:
d = |P,R|cosa *)

Pero IPiR] = |y1 — Yol (*%)
Ademaés R € L, entonces tenemos que Ax; + By, +C =0

Despejando y,, obtenemos:
_ Ax+C
Yo = B

Ahora reemplazamos y, en (**)
Axi +C |

PR = |y, + 2L~
|P,R| Y1+ B

Ax{ + By, + C
PR| = 1 V1 |

B

|PiR| =

|B|

Luego reemplazamos (***) en (*)
_ |Axy + By, + C|
|B|

YA
// // //

cosa
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Por otro lado, sabemos que tgf = — %, que es la pendiente de la recta L.

Del grafico podemos deducir que 8 = a, entonces tga = —ﬁ

t _ A A>0
ga__B’

B

Del tridngulo tenemos que, cosa = —
gu que, VAZ+BZ

AhorasiB >0 = cosa <0

SiB<0= cosa>0

Luego podemos deducir que: cosa = 5]
VAZ+B2

Finalmente tenemos que:
_ |Axy + By, + C|
- 1B
_|Ax; + By, +C|  |B|

1B VA? + B?

Asi, la distancia del punto P; (x4, y,) a la recta L, esta dada por:

cosa

|Ax1 + By1 + C|

W) =

Ejemplos

1. Encontrar la ecuacion de la recta en su forma general, si pasa por (2,5) y (5,4)

Resolucion

Encontramos la pendiente
4-5 1
m=—=—-
5-2 3
Aplicamos la forma punto-pendiente,
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y—y1=m(x —xq)
1
y-5=-30-2)

3y—15=—x+2
x+3y—17=0
2. Celimar ofrece banquetes a grupos de personas. Si en dos de ellos cobrd por sus
servicios $/9 170 por 130 comensales y S/5 650 por 75 comensales.
a) Encontrar un modelo matematico que permita calcular el costo de sus servicios,
considerando que el comportamiento del costo es lineal.

b) (Cudnto cobrara por un servicio de banquete para 100 personas?

Resolucion
a) Para modelar la relacion del costo de los servicios con el nimero de los comensales,

identificaremos que puntos nos da como datos:

N° de comensal— x 75 130

Servicios S /=y 5650 9170

Luego tenemos dos puntos P; (75,5 650) A P,(130,9 170)
Por tanto, la pendiente es
9170 -5650 3520

Mm="130-75 _ 55
S
m= 64—/
comensal

Aplicamos la forma punto-pendiente,
y—y1=m(x —x;)
y — 5650 = 64(x — 75)
y — 5650 = 64x —4 800
y = 64x + 850

b) El costo del servicio para x = 100 personas sera:
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Resolucion
y = 64x + 850
y = 64(100) + 850

y=S/.7250

3. Determinar el punto de interseccion de las rectas que pasan por los puntos A(2, —1)

y B(3,4) y la recta que tiene pendiente 2 y pasa por el punto (1,1)

Resolucion

Sea la recta L, que pasa por los puntos A(2, —1) y B(3,4), entoncesla m =

4-(-1) _
3-2

m=>5
Ahora aplicando la forma punto-pendiente,

y—y1=mlx —x;)
y—4=5x-3)
Desarrollando, para llevarlo a la forma general
y—4=>5x—-15
Li:5x—y—11=0
Por otro lado, encontramos L,, con m = 2 y pasa por el punto (1,1); aplicando la
forma punto-pendiente,
y—y1=m(x —x1)
y—1=2(x-1)

Ahora desarrollamos, para llevarlo a la forma general
y—1=2x-2

Ly:2x—y—1=0
Luego tenemos las rectas:
Li:5x—y—11=0y L;:2x—y—1=0
Para encontrar el punto de interseccion, de las rectas L; A L,, resolvemos el sistema

de ecuaciones:

{5x—y=11 (D
2x—y=1 (2)
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5x —y =11
— | 2x—y=1

3x /=10
10

X ==
3

Ahora reemplazamos el valor de x encontrado en (2) para encontrar el valor de y,

10
2(3)-v=1
20
y==5-1

17

y=?

. ., 10 17
Luego el punto de interseccion es: (? , ?)

4. L; A L, sondos rectas paralelas entre si, L;: y = 4x + 3; L, pasa por ¢l punto (0,0).

Hallar la ecuacion de L.

Resolucion
De Li:y = 4x + 3, podemos deducir que su pendiente m; = 4
Como L;//L,=>m;=m,
Luegom, = 4
aplicando la forma punto-pendiente,
y =y =mx —x)
y—0=4(x—-0)

asi tenemos larecta  L,:y = 4x

5. Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas
5x =3y =—-2 A 8x — 7y = 44 yes perpendicular a la recta que esta definida por

la ecuacion

y=§x+1
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Resolucion
{SX —3y=-2 (D
8x —7y =44 (2)
7|5x -3y =-2
=3|8x -7y =44
‘ 11x / = —146

146

T 1

Ahora reemplazamos el valor de x encontrado en (1) para encontrar el valor de y,

146
5( )—3y=—2

11
146
3y =5 (— T) + 2
730
y=-—=7 12
708
3_’)1 = _F
236
T
Luego el punto de interseccion es: (— % ,— %) que seria el punto de paso de la

recta que queremos encontrar.

Por otro lado, tenemos la recta definida por la ecuacion
2 . 2
Ly = Sxt 1, con pendiente m = 3

Que es perpendicular a la recta L; que queremos encontrar.

Por dato sabemos que L L L; = m.m; = —1
2
§m1 =-1
3
mq = —E

Luego aplicando la forma punto-pendiente,

, 236 _ 3( s 146)
Y T 2T
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33
11y +236 = ——x — 438

asi tenemos Lq: ?x +11y+674=0

6. Una recta pasa por (6,0) formando un tridngulo de 12u? en el cuarto cuadrante con

los ejes coordenados. Hallar la ecuacion de dicha recta.

Resolucion v

(6,0)

61
Area(A) = % =12

b =4

y

Del grafico tenemos que |b| = 4<=b = 4 V b = —4, pero podemos observar en el

grafico que b esta en el cuarto cuadrante, luego

b=-4
Ahora encontraremos la pendiente m de la recta L,
b —4
m=-5="7%
2
m=3
Luego aplicando la forma pendiente-ordenada al origen
y=mx+b»b
L:y = Ex —4
3

7. Hallar la ecuacién de la mediatriz del segmento que forma A(—3,2) y B(1,6)
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Resolucion
B (1,6)

A+ B
M = t

M = (—1,4)

Una mediatriz divide a un segmento por el punto medio y perpendicularmente, del

grafico tenemos que el punto medio

M = (—1,4), para encontrar la ecuacion de la mediatriz L, necesitamos la pendiente
m.
Como podemos observar en el grafico el sesgmento AB es perpendicular a la mediatriz
L, entonces:
ABLLo mzpm=-1

Pero la pendiente del segmento AB

6-2 4
MAB=1(=3) 4
m4g =
Luego reemplazando mz = 1 en mz.m = —1, obtenemos
m=—1

Ahora aplicando la forma punto-pendiente, con M = (—1,4) y
m=-—1
y—=y1=mx —x)
y—4=—-(x+1)
L:x+y—3=0

Que seria la ecuacion de la recta mediatriz del segmento dado.
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Ejercicios
1. Determinar la ecuacion de cada una de las rectas de acuerdo con las condiciones dadas
y exprésala en forma general.
a) (52) y(1,7)
b) (—=4,-5) y(0,3)
o (33 ym=-3
d (-2,-3),ym=-1

2. Los costos de produccion por cierta cantidad de articulos se encuentran en la siguiente

tabla:
N° de articulos— 10 20 25
x
Costo de 95 y 180
produccién — y

a) Determinar la ecuacion de costos, suponiendo que es lineal.
b) Encontrar el costo de producir 20 articulos al dia.

c¢) (Cuaéles son los costos fijos y los costos variables?

3. La ordenada al origen de una recta es el reciproco de su abscisa al origen y la recta
pasa por el punto (—1,5). Hallar la ecuacion de la recta.

4. Para alquilar un automévil, Fernando paga S / 250 diarios y S/3 adicionales por
kilometro.

a) Expresar el costo de alquiler en funcion de la cantidad de kilometros recorridos.

b) Representa de manera grafica la ecuacion obtenida.

c) ¢(Cuanto se debe pagar por alquilar un automovil durante un dia para un viaje de

70km?
5. Hallar la ecuacion de la recta cuya pendiente es —g y que forma con los semiejes de

coordenadas positivas un tridngulo de 15 unidades de perimetro.
6. Hallar las coordenadas del punto Q de larecta L:3x —y +3 = 0 que equidista de
los puntos A(2,4) y B(6,—2)

Matematica Basica

ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https.//doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k E,.dec



--------------------------- AV

7. Calcular la distancia entre el punto y la recta dada:

a) 2x—3y+4=0y(2,7)

b) y—5x =2 y(0,-5)

¢) y+2x+21=0 y(—6,—-11)

8. Encontrar la recta que pasa por la interseccion de las rectas:
7x —2y = 0y 4x —y —1 = 0yes perpendicular a la recta
3x + 8y = 19.

9. Hallar la tangente del 4ngulo que forma la recta que pasa por(—5,6) y (1,2) con la
que pasa por (—4,7) y (8,7).

10. Hallar los valores de k, para que la recta L: 5x — 12y + 3 + k = 0 y el punto
(—3,2) disten 4 unidades.

11. ;Para qué valor de k, la recta Li: 2x + ky = 3 es perpendicular ala recta L,: 4x +
y = 1?7 ;Para qué valor de k, son paralelas dichas rectas?

12. SilarectaL;: (x — 2y + 1)a + (3x — 2)b — 20 = 0 pasa por el punto P(1,—2) yes
perpendicular a L,: 2x + 3y — 5 = 0, hallar el valor de a. b

13. Una recta pasa por el punto P(2,3) y la suma de los segmentos que determina sobre

los ejes coordenados es 10 unidades. Hallar la ecuacion de la recta.

14. Hallar el valor de k para que la rectas L;: gx +§ y Ly:(k—3)x+2=
(2k —2)y

a) Sean paralelos

b) Sean perpendiculares

2.2.2 La Circunferencia

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos P(x,y) que estdn a una
distancia constante de otro punto fijo al que llamamos centro C(h, k), la distancia constante

es el radio v = |CP| de la circunferencia.
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P(x,y)

Ecuacion forma ordinaria de la circunferencia
De la grafica tenemos que el radio de la circunferencia es:
r = |CP|
Jax-h2+@y-k?Z=r

Elevando al cuadrado, obtenemos:

C:(x—h)?+(y—k)?=r?

Forma ordinaria

Ecuacion forma canénica de la circunferencia
Si C(h, k) = (0,0), entonces la ecuacion de la circunferencia es de la forma:
C:x?+y?=r?
Ecuacion forma general de la circunferencia
Si desarrollamos la ecuacion de forma ordinaria, tenemos:
(x—h)?+@y—-k)?=r?
x%—2hx + h? + y? = 2ky + k? =1r?
Ordenando x2+y2+ (—2h)x + (=2k)y+k*+h?—-7r2=0
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x2+y2+ (=2 x+ (=2k)y+k®*+h* —71r2=0

Luego tenemos:

C:x>+y2+Dx+Ey+F=0
Forma general

Observacion: Para transformar una ecuacion de forma general de la circunferencia,

a su forma ordinaria, simplemente se completa cuadrados.

Ejemplos
1. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (3, —6) y que pasa por el punto
(—-1,-9).
Resolucion

Reemplazamos el centro C(3,—6) en la ecuacion de forma ordinaria
x—h?*+-k?*=r?
(x=32+ - (-6)>=r?
(x-32+@+6)?=r? (*)

Estaria faltando el radio, pero por dato tenemos el punto P;(—1, —9) entonces r =
|CP,|
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r=y(=1-3)2+ (=9 - (—6))?

r=yJ(92+(-3)2=v25

r=>5

Finalmente reemplazamos el radio r = 5 en (*)
(x—3)2+(y+6)* =52
C:(x—3)2+(y+6)2=25

que es la ecuacion ordinaria de la circunferencia.

2. Calcular la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en (—1,4) y es tangente

al eje de las ordenadas.
Resolucion
Como nos da como dato el centro

C(—1,4), ademads que es tangente

alejeY ,entoncesr =1

luego en la ecuacion ordinaria tenemos

(x—h)?+@y—-k)2=r?

(x= (D) + @y —-49?*=(1)?
c+1D)?*+(@y-4)?=1
x2+2x+1+y2—-8y+16=1
C:x?2+y2+2x—8y+16=0

3. Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene el centro en el punto C(3,1) y es

tangente a larecta 3x —4y +5=0
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Resolucion

Como la recta L es tangente a la circunferencia de centro C(3,1), entonces para

determinar el radio de la circunferencia, hallaremos la distancia del €(3,1) alarecta L: 3x —

4y+5=0
Sabemos que la distancia del punto P; (x4, y;) a una recta L, esta dada por:
Axi + By, +C
d(P, L) = |Ax, V1 |
Ny
Entonces r=d(C,L)

_1B® -4 +5] _ 10

J@®Z+ @2 V25

_hol _
_lol_

r=2

2

Luego usaremos la ecuacion de la circunferencia de la forma ordinaria:

x—h?*+-k?=r?

Donde reemplazamos el centro €(3,1) y radio r = 2
(x—-3)2+(@y—-1)2=22
x=3) +@-1D*=4

x2—6x+9+y2—-2y+1=4
C:x>+y2—6x—2y+6=0
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4. Hallar la ecuaciéon de la circunferencia circunscrita al triangulo de vértices:

A(0,0),B(3,1) y C(5,7).

Resolucion

2 (5,7)

A00)EC: x> +y?>+Dx+Ey+F=0=:024+02+(0)D+(0)E+F=0
=F=0 (D
B(31)€C:x*+y*+Dx+Ey+F=0=:3)?*+(1*+B)D+ME+F=0
=3D+E+F=-10 (2)
C(57)€EC:x>+y2+Dx+Ey+F=0=:(5)??+(7)?*+G)D+(7NDE+F =0
=5D+7E+F=-74 (3)

Ahora reemplazamos (1) en (2) y (3), obtenemos:
3D+E =-10 (4)
5D+7E =-74 (5
Resolviendo (4)y (5),

-7/3D+E =-10
5D+ 7E =-74

‘—16D / =—4
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bl
4

Reemplazando el valor de D, en (4)
3 (1) +E=-10
2 =

3
E=-10-7
43
T4

Luego tenemos en la ecuacioén de forma general de la circunferencia

E =

C:x>+y?+Dx+Ey+F=0
C:x? + 2+1x 43 =0
YT T YT

5. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(2,1), B(—2,3) y

tiene su centro sobre larecta L:x + y+4 =0

Resolucion

Del grafico (que se hizo en base a los datos dados) tenemos:

d(C,A) = d(C, B)
JE2— 2+ B-k2 =2 -2+ - k)2

Elevando al cuadrado

YA
// // //

] 37 Matematica Basica ° g
ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https://doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k E,dec

/1117]



--------------------------- AV

(—2-h)?+(B-k)?=2-h)?*+(1 — k)?
4+ 4h+h?*+9— 6k + k? =4 — 4h + h®+1 — 2k + k?
8h — 4k = -8
2h—k = =2 (1)

Por otro lado, tenemos que C(h, k) € L, entonces satisface la ecuacion de la recta
L:x +y+4 =0,es decir:
Clhk)eL=h+k+4=0
h+k=—-4 (2)
luego resolveremos el sistema de ecuaciones formado por (1) y (2)

{2h—k=—2 1)
h+k=—-4  (2)

2h—k = —2
h+k=—4
‘3}1 / =—6

h=-2
reemplazando h = —2 en (2)
—2+4+k=-4
k=-2
Tenemos asi el centro de la circunferencia, C(h, k) = (—2,—2)

Por otro lado, determinaremos el radio de la circunferencia, que del grafico:

r =d(C,A)
r= J(z — (=2)’+(1 - (=2))°
r=+v25=5
r=5

Luego para determinar la ecuacion de la circunferencia, usaremos la forma ordinaria:
C:(x—h)?>+ (y—k)?>=r?
C:lx— (=22 + (y - (-2))* =5
C:(x+2)>+(y+2)2=25
C:x?+4x+4+y2+4y+4—-25=0
138
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C:x’+y2+4x+4y—17=0
6. Trazar la grafica de la siguiente ecuacion de la circunferencia

C:x’+y?+8x+8y—4=0

Resolucion
Para trazar la grafica de la circunferencia, tenemos que encontrar el centro y radio,
para ello nos conviene tener la ecuacion de la circunferencia de la forma ordinaria, para ello
completamos cuadrados.
C:x>+y2+8x+8y—4=0
x2+8x+y*+8y—4=0
x2+8x+16—-16+y?>+8y+16—-16—-4=0
(x+4)2—-16+(y+4)?*—-16—-4=0
(x+4)?+(y+4)?%?=36
C:(x+4)?2+(y+4)? =62
Luego tenemos el centro C(h, k) = (—4,—4) y radio r = 6; ahora en el plano
cartesiano ubicamos el centro, a partir de ahi ubicamos los 4 puntos a la derecha, izquierda,

arriba y abajo, a una distancia r = 6, por esos 4 puntos pasa la circunferencia.

12 -0 7 -8 -6 4 -2 o 2 4
.

-6
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Ejercicios
1. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (—2,3) y radio 4.
2. Calcular la ecuacién de la circunferencia que tiene su centroen  (—1,4) y
es tangente al eje de las abscisas.
3. Determinar las coordenadas del centro y la longitud del radio de cada una de las

siguientes circunferencias representadas por su ecuacion.

a) x2+y?2—4x+6y+5=0

b) x2+y2—-8x—-8y—-7=0

¢) x24+y24+10x—12y +4 =0

d) 5x% 4+ 5y% —10x + 20y — 30 = 0

4. Hallar la ecuacién de la circunferencia circunscrita al tridngulo de vértices:
A(—4,-7),B(5,8) y C(—3,6).
5. Determinar el valor de k para que la recta L:6x — 3y = 5 — k sea tangente a la
circunferencia 4x2 + 4y% — 12x + 16y — 11 =0
6. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(3,—2), B(—1,—6),
cuyo centro esta sobre la recta
Lix—3y+3=0
7. Hallar las ecuaciones de las circunferencias que tienen sus centros en la recta L: 4x —
5y = 3, son tangentes a las rectas
Li:2x =3y =10y Ly;:3x—2y+5=0
8. Hallar la ecuacion de la circunferencia con centro en la recta Ly:3x +4y —1 =0,
tangente a la recta L,: 3x — 4y + 8 = 0 y radio de longitud de 5 unidades.
9. Hallar la ecuacién de la circunferencia inscrita al triangulo cuyos lados son Lq:x —
y=0,Ly:x—7y=0yL3:7x +y = 20.
10. Determinar la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en C(—1,4) y es
tangente a la recta que pasa por los puntos A(3,—2) y B(—9,3)
11. La longitud de la tangente trazada del punto P(3,y) a la circunferencia x? + y?2 +

10x — 2y — 10 = 0 mide V53 unidades. Hallar la ordenada de P.
12. Se tiene dos rectas que pasan por el punto P(—2,—1) y son tangentes a la
circunferencia x? + y? — 6x — 4y — 3 = 0. Hallar la distancia de P a los puntos de

tangencia.

140

Matematica Basica

ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https.//doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k E,.dec



--------------------------- AV

13. Obtener la ecuacion de la forma general de cada una de las circunferencias que pasan
por los puntos dados.

a) (3,2),(04)y(-6,0)

b) (3,5),(-2,1) y (=6,0)

¢) (=3,2)(0,—4)y(1,-2)

Q) (1,2),(-24)y (5,-3)

14. En una feria, uno de los juegos mecanicos consiste en cuatro tazas que giran y a su
vez describen una trayectoria circular. Hallar la ecuacion que representa esa
trayectoria si sabemos que el didmetro del juego es de 8m. ;Cual sera la ecuacion de
la circunferencia de cada taza del juego si su radio es de 1.5 m?

15. Calcular la longitud de la tangente trazada desde el punto A(1, —2) a la circunferencia
x2+y2+x—-3y—-3=0

16. Hallar las ecuaciones de las circunferencias que pasan par el origen de las
coordenadas y son tangentes a las dos rectas concurrentes: Li:x +2y —9 =0y
Ly:2x—y+2=0

17. Dadas las coordenadas de los extremos de uno de sus didmetros. Obtener la ecuacion
de la circunferencia.

a) A(—4,3) yB(4,—1)

b) D(-1,-3) yE(1,2)

¢) F(2,—4) yG(6,0)

d) H(=3,-4)y (5,-6)

18. Determinar cudles de las ecuaciones representan una circunferencia, o un punto, o no
tienen grafica.

a) x2+y2—-2x+4y+5=0
b) x2+y2+4x—-8y—-5=0
©) x2+y2—5x—3y+%=0
d x2+y2+7x+5y+16=0

19. Los lados de un triangulo estan sobre las rectas

3x+4y+8=0, 3x—4y—32=0 y x =8. Encontrar la ecuacion de la

circunferencia inscrita en el triangulo.
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20. Determinar la ecuacion de la circunferencia que es tangente a la recta 4x + 3y = 4
en el punto (4, —4) y el centro esta en la recta
x—y=7.

2.3 Secciones Cénicas

La gréfica de una ecuacion de segundo grado, que se puede expresar de la forma
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 en las coordenadas x y y se llama seccién
coOnica o simplemente conica.
Esta denominacion viene del hecho de que la curva se puede obtener como la

interseccion de un cono circular recto y un plano.

& A
“Hipérbola
.
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2.3.1 La Parabola

Es el conjunto de puntos P(x,y) € R?, que equidistan de un punto fijo F (foco) y una

recta fija L(directriz).

P ={(x,y) € R*/d(P,F) = d(P,L)}

V: Vértice
F: Foco

L: Directriz

Ecuacion ordinaria o por traslacion de la parabola vertical

eje de simetria
I

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

L:y=k—p

143

Matematica Basica

ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https.//doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k E,.dec

[ 11T



--------------------------- AV

Elementos de la parabola vertical
V(h, k) ; vértice
F(h,k +p); foco
L:y =k —p; recta directriz

dV,F) =d(V,L) = |p|

L, = |4'p|

x = h; eje de simetria = eje focal

e = d(P, F) = 1; excentricidad
ae,L)

Para encontrar la ecuacion ordinaria de la parabola partimos de la definicion:
P ={(x,y) € R?/d(P,F) =d(P,L)}
d(P,F)=d(P,L)

ly —k +pl
VoZ +12
Jax-m2+ @ —k-p)2=ly—k+pl
Elevando al cuadrado, y desarrollando:
(x—h)?+[(y—k) —pl* =1 —k) +p]?
(x—h)?+ @ —k)?>=2p(y—k)+p*=(y—k)?+2p(y — k) +p’
(x—h)?=2p(y —k) =2p(y — k)
(x—h)? =4p(y — k)

Jax—hm2+ @ —(k+p))?=

P: (x—h)*> = 4p(y — k)

Ecuacion ordinaria de la parabola vertical
Sip > 0 = la parabola es concava hacia arriba

Sip < 0 = la parabola es concava hacia abajo

Observacion: Si el vértice de la parabola es el origen, V (h, k) = (0,0)

Entonces la ecuacion de la parabola se llama Canénica, y se reduce a:
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P:x? = 4py
Donde el foco es F(0,p)
Recta directriz: L:y = —p

Eje de simetria: eje Y

Ecuacion ordinaria o por traslacion de la parabola horizontal

Para obtener la ecuacion de una pardbola horizontal seguimos un proceso similar

eje de simetria

Elementos de la parabola horizontal
V(h, k) ; vértice

F(h+p,k); foco

L:x =h—p; recta directriz

d(V,F) =d(V,L) = |p|

/1111

L, = |4p|

y = k; eje de simetria = eje focal

e= d(p, F) = 1; excentricidad
d(P,L) '
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Partimos de la de la definicion:
P ={(x,y) € R*/d(P,F) =d(P,L)}
d(P,F)=d(P,L)

|x — h + p|
102
Jae—h—p)2+ @ —k)?=|x—h+p|

Joa—h+p)?+ G -k)?2=

Elevando al cuadrado, y desarrollando:
[(x=h) —pl* + (v —k)? = [(x —h) +p]?
(x —h)? =2p(x —h) +p* + (y —k)* = (x — h)* + 2p(x — h) + p®
v —k)?=2p(x—h) =2p(x — h)
(v —k)? =4p(x —h)

P:(y—k)? =4p(x—h)

Ecuacion ordinaria de la pardbola horizontal
Sip > 0 = la parabola es concava hacia la derecha

Sip < 0= la parabola es concava hacia la izquierda

Observacion: Si el vértice de la parabola es el origen, V (h, k) = (0,0)
Entonces la ecuacion de la parabola se llama Canoénica, y se reduce a:
P:y? = 4px
Donde el foco es F(p, 0)
Recta directriz: L: x = —p

Eje de simetria: eje X

Ecuacion general de la parabola

Partiendo de la ecuacion ordinaria de la parabola,
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(x—h)?=4p(y —k)
x2—2hx +h?> —4py + 4kp =0

x%+ (—=2h)x + (—4p) y + (h? + 4kp)
D E F

=0
P:x>+Dx+Ey+F =0

Ecuacion general de la parabola

vy —k)? =4p(x - h)
y? —2ky + k? —4px + 4hp = 0

y% + (=2k)y + (—4p) x + (k* + 4hp)
D E F

=0
P:y*+Dy+Ex+F=0

Ecuacion general de la parabola

Observacion: Si tenemos la ecuacion general de la parabola, completando cuadrados

llegamos a la forma ordinaria.

Ejemplos

1. Hallar la ecuacion de la parabola si se tiene la recta directriz L: y = —2 y el foco

F(4,2).

Resolucion

Ubicamos los datos dados en el plano cartesiano

-3

Segun la grafica se nos sugiere utilizar la ecuacion ordinaria vertical concava hacia

arriba

P:(x—h)? =4p(ly—k)

Ademas, tenemos que:
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F(hk+p) =(42) y Ly=k—p=-2
h=4 AN k+p=2 y k—p=-2
resolviendo el sistema de ecuaciones
{k+p=2
k—p=-2
k+p=2
k—p=-2
‘Zk /=0
k=0=p=2

AV

asi tenemos el vértice V(4,0) y p = 2, luego reemplazamos en la ecuacion ordinaria

vertical
P:(x—h)?=4p(y —k)
x-9?=42)(y-0)
P:(x—4)?2 =8y

Observacion: notemos que podriamos, haber reemplazado directamente del grafico.

2. Hallar los elementos de la parabola que tiene por ecuacioén: y? = 8x

Resolucion

Notemos que nos dan una ecuacidon candnica horizontal

P:y? = 4px
y? = 8x
y? =4(2)x

De donde nos resulta que p = 2
Luego los elementos son:
Vértice: V7(0,0)
Foco: F(p,0) = (2,0)
Recta directriz: L: x = —p
L:x = =2
Eje de simetria: eje X

148

Matematica Basica
ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https://doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k

Eidéc



149

Lado recto: L, = |4p]|
L. =8

siguiente parabola: x> — 2x — 6y — 5 =10

Resolucion

x2—=2x—6y—5=0

Completando cuadrados, obtendremos la ecuacion ordinaria:

x2—-2x+1—-1-6y—5=0
(x—1)2-1-6y—-5=0
(x—1%*=6y+6
x—1D2=6(y+1)
Ahora tenemos la ecuacion ordinaria vertical
De donde deducimos que:
dp=6=>p= E

2
Vértice: V(h, k) = (1,—-1)

1

Foco: F(h,k +p) = (1,—1+§) = F = (1;5)

Recta directriz: L:y =k —p =y =-1 —g

5
y=-3

sus elementos.

Resolucion

Completando cuadrados, obtendremos la ecuacion ordinaria:

y2—6y+8x+41=0
y2—6y+9—-9+8x+41=0

(y—3)2-9+8x+41=0
(y—3)2=-8x—32
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3. Calcular las coordenadas del vértice y del foco, la ecuacién de la directriz de la

. Determinar y mostrar la grafica de la ecuacion y? — 6y + 8x + 41 = 0 y determine
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(y —3)2 = —8(x + 4), ecuacion ordinaria horizontal, de donde deduciremos sus
elementos:
4p = —8 = p = —2, por lo que la parabola es concava hacia la izquierda.

Vértice: V(h, k) = (—4,3)

Foco: F(h+p, k) = (—4+ (-2),3) = F = (—6,3)
Recta directriz: Lix =h—p = x=—-4—(=2); x=-2
Lado recto: L, = |4p| = L, = |4(—2)| =8

Eje de simetria: y =k = y = 3

d(PF) _

Excentricidad: e =

apL)

eje de simelria :y =3

2

1

-1 0 1 2

-2

5. Determinar la ecuacion de la parabola con vértice (0,0), que tiene al eje Y como eje

de simetria y que pasa por el punto Q(—3,3).

Resolucion

Ubicamos los datos dados en el plano cartesiano
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—4 -3 -2 -1 oW 1 2 3 4

Con los datos dados se sugiere que la parabola es de la forma candnica vertical, es
decir: P:x? = 4py
Nos faltaria encontrar el valor de p, pero tenemos un punto
Q(-33) €P = (-3)* =4p(3)
9=12p

Luego tenemos que: P:x? =4 (

6. Hallar la ecuacion de la pardbola que tiene foco en el punto de

coordenadas(—3, —2) y directriz con ecuaciéon x = 1.

Resolucion

Ubicamos los datos dados en el plano cartesiano
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1
i =]
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Con los datos dados, se puede notar que la parabola es concava hacia la izquierda,

es decir:
P:(y—k)* = 4p(x — h)
Sabemos que d(F,L) = |2p| = |-3 — 1| = |2p]
2p=4V 2p=-4
p=2V p=-2
Pero por los datos que nos dan, se sugiere que la pardbola es conchaba hacia la
izquierda, luego p = —2
Por otro lado, tenemos el foco F(h + p, k) = (—3,-2)
h+p=-3 A k=-2
h+(-2)=-3 A k=-2
h=-1 A k= -2
asi el vértice es V(h, k) = (=1, -2)
por lo tanto, la ecuacion de la parabola es:

P:(y — k)? = 4p(x — h)

(y - (-2))" = 4(=2)(x - (-D))
P:(y+2)2=-8(x+1)
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7. Cada uno de los cables de sujecion de un puente colgante se halla suspendido (con
forma de pardbola) entre dos torres separadas 120m entre si y tienen una altura de
20m sobre la autopista. Los cables tocan la autopista en el punto medio entre las

torres. Hallar la ecuacién o modelo matematico que represente este problema.

Resolucion
Nos planteamos un grafico con los datos dados en el plano cartesiano, considerando
la autopista como el eje X, y el vértice de la parabola con el origen del plano cartesiano.
v

[

(—60,20) (60, 20)

h Autopista

Asi tenemos la ecuacion canodnica vertical P: x? = 4py, donde nos faltaria encontrar
el valor de p, pero tenemos puntos que pertenecen a la pardbola por tanto satisfacen su
ecuacion, tenemos entonces:

(60,20) € P = (60)% = 4p(20)
3600 = 80p
p =45
Luego la ecuacion que representa este problema es:
P: x? = 4(45)y
P: x? = 180y

8. Si el vértice de una parabola es el punto V(—2,—3), la longitud del lado recto es 445

y la recta tangente a la parabola en ¢l V es

Lr:2x —y + 1 = 0, determinar la ecuacion de la parabola.
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Resolucion
Segun los datos tenemos dos posibilidades para la ecuacidon de la pardbola, como nos

da la longitud del lado recto tenemos:
Ly = |4p| = 4V5 = |p| = V5

p=+V5
Tenemos por dato que la recta Ly: 2x —y + 1 = 0 es tangente a la parabola en el

vértice, entonces la recta normal a ésta sera el eje de simetria, luego:

LTJ-LN C)mT.mN = _1
1
sz=—1:mN=_§

Ademas, el vértice V (—2, —3) pertenece a la recta normal Ly, tenemos entonces por

la ecuacion punto pendiente
y=y1=mx = x;)

1
Lyy = (-3) = =5 (x = (-2))

1
Ly:y+3 =—E(x+2)

Ly:2y +6=—x—2
Lyix+2y+8=0

Asi tenemos que la recta Ly es el eje focal o eje de simetria de la pardbola, luego el

foco pertenece a la recta Ly

YA
// // //
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Sea el foco F(a, b), tenemos entonces:
F(a,b) ELy:x+2y+8=0
a+2b+8=0 (%)
Ademas |VF| = |P| = |VF| =+/5

= J(@--2)"+ (- (3) =5

Elevando al cuadrado tenemos:

(@a+2)2+(h+3)2=5 (xx)
De (*) obtenemos a = —2b — 8 reemplazamos en (x)
Obtenemos (—2b—8+2)2+(b+3)>=5
(-2b—6)2+(b+3)2=5
4b+3)2+(bh+3)*=5

5(b+3)?=5
(b+3)=1
b+3=41

b+3=1Vv b+3=-1
b=-2V b=-4

Luegosib = -2 = a=—4; F;(a,b) =(—4,-2)
sib=—-4 =2a=0; Fy(a,b) =(0,—4)

Primer caso: Si el foco fuese; F;(a,b) = (—4,—2), usando la definiciéon de la
pardbola P = {(x,y) € R?/d(P,F) = d(P, L)}, tenemos entonces
d(P,F,) =d(P,L,), donde P(x,y) es un punto cualquiera de la parabola, nos estaria
faltando la recta directriz L;, pero F,(0,—4) € L;(mirar la grafica) ademas L, //
Lr = my = my, asi my = 2 entonces con la ecuacion punto pendiente tenemos:
y —y1=m(x —x1)
Lizy—(=4)=2(x—-0)

Li:y+4=2x
Li:2x—y—4=0
Retomando d(P,F;) =d(P,Lq),
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|2x —y — 4
— (— 2 _ (— 2 =7
Ja—(=9)2+ - (-2) NaTE
\/(x+4)2+(y+2)2=%
(2x-y+4)?

Elevando al cuadrado: (x +4)% + (y + 2)? = -

5x2 + 40x + 80 + 5y% + 20y + 20 = (2x — y + 4)?
5x% 4+ 40x + 5y% + 20y + 100 = 4x? + y? + 16 — 4xy + 16x — 8y
Prix?+4y? +4xy +24x + 28y +84 =0

Que seria la ecuacion de una parabola que no es vertical ni horizontal.

segundo caso: si el foco fuese ; F,(a,b) = (0,—4), usando la definicién de la
parabola P = {(x,y) € R?/d(P,F) = d(P, L)}, tenemos entonces

d(P,F,) = d(P,L,), donde P(x, y) es un punto cualquiera de la parabola, nos estaria
faltando la recta directriz L,, pero F;(—4,—2) € L,(mirar la grafica) ademas L, // Ly =

m, = mp, asi m, = 2 entonces con la ecuacion punto pendiente tenemos:

y —y1=m(x —x;)
Lyry —(=2) = 2(x — (-4))
Ly:y+2=2x+8
Ly:2x—y+6=0
Retomando d(P,F;) =d(P,L,),
|12x —y + 6|

Ny
JW:%

— 2
Elevando al cuadrado: x2 + (y + 4)% = (2x-y+6)” : +6)

5x2+5y2+40y +80 = (2x —y +6)2
5x%2 + 5y2 + 40y + 80 = 4x% + y? + 36 — 4xy + 24x — 12y

Jax =072+ —(—-4)? =

Prix?+4y? +4xy —24x + 52y + 44 =0
Que seria la ecuacion de una parabola que no es vertical ni horizontal.
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Ejercicios

1. Encontrar las coordenadas del vértice, foco, ecuacion del eje focal, directriz, longitud

del lado recto y grafique la parabola
(x+1%2=12(y—4)

2. Hallar la ecuacién de la pardbola, se sabe que su eje de simetria es paralelo al eje de
las abscisas, que su vértice es V (1, —2) y que pasa por el punto Q(4,1).

3. Encontrar los elementos y graficar cada una de las siguientes parabolas representadas
por su ecuacion general.

a) y?+6y—4x+13=0

b) x2—4y—4=0

c) y2+14y—6x+9=0

d) 2y?2—-8x+5=0

e) 9y2+48x—-80=0

4. Un cable sostenido por dos postes tiene forma de un arco parabolico, los postes que
lo sostienen estan separados 40m y tienen una altura de 10m. Si el cable toca el piso
a la mitad de la distancia entre los postes, calcular la altura del cable a 8m del centro
del arco.

5. Una parabola cuya directriz es el eje X es tal que su foco estd en la recta Li: 2x +
5y + 12 = 0 y su vértice esta en la recta L,: 3x + 5y — 6 = 0. Hallar Ia ecuacién de
la parabola.

6. Si el vértice de una parabola es V(—2,—3) y un extremo del lado recto es el punto
(0, —7); encontrar la ecuacion de la parabola.

7. Micaela vende 80 audifonos diariamente. Si cuando los vende a S/30 se los compran
todos y por cada aumento de S/0.60 en el precio deja de vender un audifono.
Determinar:

a) El precio de cada audifono para que Alejandra obtenga la ganancia méaxima al dia.

b) (Cual es el ingreso maximo por su venta de audifonos?

c) ¢Cuantos audifonos deja de vender cuando su ingreso es maximo?

8. Hallar la longitud de la cuerda focal (cuerda que pasa por el foco) de la parabola x? +

8y = 0 que es paralelaalarecta 3x +4y —7 = 0.
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9. Suponga que el agua al salir del extremo de un tubo horizontal que se encuentra a
7m arriba del suelo, describe una curva parabolica, estando el vértice en el extremo
del tubo. Si en un punto a 2m por debajo del nivel del tubo, el flujo del agua se ha
curvado hacia afuera 3m mas alld de una recta vertical que pasa por el extremo del
tubo. (A qué distancia de esta vertical llegara el agua al suelo?

10. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el vértice y los puntos extremos

del lado recto de la pardbola x? = 4y.

2.3.2 La Elipse
Dados dos puntos fijos F; y F, llamados focos, separados por una distancia 2¢,y dada
una contante a tal que a > ¢ > 0, se define la elipse como el conjunto de todos los puntos P
tales que la suma de las distancias de P a los focos F; y F, es igual a 2a, es decir:
d(P,F,) +d(P,F,) = 2a
Luego tenemos que:

€ = {P(x,y) € R?/d(P,F)) + d(P,F,) = 2a}

C: Centro

Vi. Vo Vértices

F\, Fs: Focos

ViV : Eje mayor o eje focal
BB; : Eje menor

L1, Lo : Rectas directrices
d(C, V1) =d(C,V3) =a
d(C,B)) =d(C,Bs) =b

d(C, Fy)=d(C,Fy) =¢

. 5 .
n.z = b+ (?2

/1111
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Ecuacion ordinaria o por traslacion de la elipse horizontal

B, Elementos

- Centro: C(h. k)

Vertiees : Vi(h —a, k), Va(h + a. k)

Focos : Fi(h — ¢, k), Fs(h + ¢, k)

Extremos del eje menor

- It . . Bi(h,k —b), By(h. k ;I(—;;) -
1 ' (' G p) L alf, I W1 o

Y e Excentricidad : e = i(P.L,) = i(P. L)

' a
}.I (_-JY. L = j (_,“ _L = —
Plx,y / d( ) =d( 2) c .

B Directrices : Ly :x = h.— ¢ Lo:x=h+ -
€ o e
afe Longitud del lado recto: L, = —
-\ a

De la definicion tenemos € = {P(x,y) € R?/d(P,F;) + d(P,F,) = 2a}
d(P,F,) +d(P,F,) = 2a

V= (=2 + G -k)?+Jx—(h+))2+(y—k)?=2a

V=W + 0?2+ -2+ (x—h) — )2+ (y —k)? = 2a

Vx—h) =2+ G —k)?=2a—((x—h) + )2+ (y —k)?
Elevando al cuadrado obtenemos

((x—h) —c)z + (y — k)?

:4az—4a\/((x—h)+c)2+(y—k)2+((x—h)+c)2+(y—k)2

((x—h)—c)z—((x—h)+c)2 = 4q? —4a\/((x—h)+c)2+(y—k)2

—4c(x — h) = 4a® — 4a\/((x —h) + c)z + (y — k)2

—4c(x — h) — 4a? = —4aJ((x —h) + c)2 + (y — k)2

c(x — h) + a? =a\/((x—h)+c)2+(y—k)2
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Elevando al cuadrado
(cCe—h)+a2)? =a* (((c—h) +¢)" + (v — k)?)
c?(x —h)? + 2ca?(x — h) + a* = a?[(x — h)? + 2c(x — h) + c? + y? — 2yk + k?]
c?(x — h)?>+ 2ca®(x — h) + a*
=a%(x — h)? + 2ca?(x — h) + a®c? + a®?y? — 2ka®y + a?k?
c?(x — h)? + a* = a®(x — h)? + a%c? + a’y? — 2ka?y + a%k?
a* —a%c? = a?(x — h)? — c?(x — h)? + a?y? — 2ka?y + a%k?
a?(a? —c?) = (x — h)?(a® — c?) + a?(y? — 2ky + k?)
a?(a? —c?) = (x — h)?(a® — c?) + a?(y — k)?
Pero de a? = b? + c¢? (ver el grafico), deducimos que b? = a? — c? y reemplazando
obtenemos:
a’b? = b%(x — h)? + a?(y — k)?
Dividiendo entre a?b?

a’h®>  b*(x —h)?  a’(y —k)?

a’bh?  a?b? a?b?

(x —h)? (y—k)?
1=t s
(x—h)? (y—k)?

a? + b?2 =1

(x —h)?* (y—k)?

E: e =+ b2 =1

Ecuacion ordinaria horizontal de la elipse

Observacion: Si el centro de la elipse es el origen, C(h, k) = (0,0)

Entonces la ecuacion de la elipse se llama Canénica, y se reduce a:

xZ yz
E: E-Fb—z:l

Vértices: V1(—a, 0), V,(a,0)
Focos: F;(—c,0), F,(c,0)
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Extremos del eje menor: B;(0,—b), B,(0,b)

. . a a
Directrices: Ly:x = ——=, Lyix =~
e e

Ecuacion ordinaria o por traslacion de la elipse vertical

Y
! Lo Elementos
Vay Centro: C(h, k)
m Vértices : Vi(h, k —a), Va(h. k + a)

a Focos : Fi(h,k —c); Fa(h,k 4 ¢)

e
Extremos del eje menor :
Bi(h —b, k), Bo(h + b, k)

P, F d(P. F:
k- -— =t - —‘?‘ ————————— Excentricidad : e = A ) = (P, Fy)

9 F][PLL} - ri(P Lz]l
t’i:i,[]<{£<1
a

d(C, L)) = d(C, Ly) = =

e

-

:

Directrices: Ly :y =k — ¢ Laty=k+ ¢
e e

2b*
4 Longitud del lado recto: L, = —
L 1 a

Y
~

De la definicion tenemos € = {P(x,y) € R?/d(P,F,) + d(P,F,) = 2a}
d(P,F,) +d(P,F,) = 2a

Ve =2+ —(k=c)?+(x -2+ (y— (k+)? =2a

JG=m2 4 (=10 +0) +VG—7 T (G - R - ) = 2a

VG G- R - = 2a— (=2 + (- ) + )’

Elevando al cuadrado obtenemos

(x—h)?+ (v —k) — c))?

:4a2—4aJ(x—h)2+((y—k)+c))2+(x—h)2+((y—k)+c))2
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((y—k)—c)z—((y—k)+c)2 =4a2—4aJ(x—h)2+((y—k)+c))2

—4c(y — k) = 4a? — 4a\/(x -2+ (y-h)+ C))Z

—4c(y —k) —4a? = —461\/(96 -2+ ((y-k) + C))Z

c(y—k)+a? = aJ(x—h)2+((y—k) +9)°
Elevando al cuadrado
(cy—k) +a?)? =a? (- h)2 + (-0 +0))
c2(y—k)?*+2ca’(y—k)+a* =a?*[(x —h)?+ (y — k)? + 2c(y — k) + c?]
c2(y—k)2 +2ca’(y—k)+a*=a’*(x —h)?> + a®(y — k)? + 2ca®(y — k) + a®c?
2y —k)?* +a*=a’(x — h)? + a®(y — k)? + a?c?
a* —a’c? =a?(x — h)? + a®(y — k)? — c?(y — k)?
a’(a? —c?) =a*(x—h)?+ (y — k)?*(a*? — ¢?)
Pero sabemos que a? = b? + c? (ver el grafico), entonces b? =a? —c? vy
reemplazando obtenemos:
a’b? = a?(x — h)? + b?(y — k)?
Dividiendo entre a?b?

a’bh?  a’(x—h)? b*(y—k)?

a?b? - a?b? a?b?
(x —h)?* (y—k)?
1=t =gy
(x—h)?* (y—k)?
b2 + a2 =1

(y-k)? (x—h)?
&: 2 + ¥ =

Ecuacion ordinaria vertical de la elipse

1

Observacion: Si el centro de la elipse es el origen, C(h, k) = (0,0)
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Entonces la ecuacion de la elipse se llama Canénica, y se reduce a:
&: —2 + Z—z =1

Vértices: V,(0, —a), V,(0,a)

Focos: F;(0, —c), F»(0,¢)

Extremos del eje menor: B, (—b, 0), B,(b,0)

) ) a
Directrices: L1:y = -,

a

Ly:y=

e

Ecuacion general de la elipse

AV

La ecuacién Ax? + By? + Cx + Dy + E = 0, donde los coeficientes A y B son del

mismo signo, representa una elipse de ejes paralelos a los ejes coordenados, o bien un punto

0 no representa ningun lugar geométrico real.

Ejemplos

1. Los focos de una elipse son (2,2) y (7,2). Hallar la ecuacion de la elipse, si uno de

los vértices esta sobre larecta: L:x — 3y —3 =0
Resolucion

Con los datos que nos dan, hacemos un bosquejo de la grafica

Fi(2.2)
L ]

-~ -
_______

Como podemos observar del grafico, se trata de una elipse horizontal, por lo que

usaremos la ecuacion ordinaria horizontal:
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c. (x —h)? N (v —k)?

a? b2 =1

Donde el centro € = +—2= C(h, k) = %[(2,2) + (7,2)]

Ch k) = 5(9'4) _ (gz)

C(h k) = (g,z)

Ademas, tenemos el punto M(9,2) que pertenece al eje focal, luego

d(M,C)za:>a=J(9—§)2+(2—2)2

9
=3

2
De igual forma d(F;,C) = ¢ = \/(2 —3) +(2-2)2=c¢

) -
=) ()

2__
b_4

Asi tenemos la ecuacion ordinaria horizontal de la elipse:

N | ©

Luego de a? = b? + ¢?2, tenemos (

92
x—3) -2
(ﬂ)”% _
4 4

E: =1

2. Determinar la ecuacion de una elipse con el eje horizontal y centro en el origen, que

pasa por el punto M(3,2) y cuyo e€je menor mide 6 unidades.

Resolucion

Con los datos que nos dan, hacemos un bosquejo de la grafica
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4
By
SEEEEPY oS
"“'- “‘.“'b
e Sso J?ll'ir(::‘».. 2)
- s o
Cd \\
+ ¥
,/ b=23 \\\
f’ 1 A1
' 1
[ L}
n 1
i . ‘ 1
4 5 2 Ji-to 1 2 3 [
i '}
1Y a1
J ¥
‘\ 1 £
3 ’
LY F
A" ,
\‘~ _2 ,'I
\““ "ﬁ
~ -

Como podemos observar en el grafico se trata de una elipse canonica horizontal,

X y
S:E-l-b—zzl
x2 yZ
E+§_1
xZ yZ
gi‘?_l

2 2
Pero tenemos M(3,2) € € = % + % =1

9 4
zt9=1
9 4
Z-17%
9 _5
a2 9
81
a2=?
Luego tenemos
X2 y?
g!@ﬁ'?:l
5
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3. Los focos de una elipse estan sobre las rectas L1:3x — 7y =0 y L,:3x —y =0,el

eje focal es la recta L: y = 3. Hallar la ecuacion de dicha elipse, si su eje mayor mide

8 unidades.

Resolucion

Con los datos, hacemos un bosquejo de la grafica

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 1

Del grafico F;(x,3) €L, = 3x —3 =0
=x=1

Asi tenemos F; (1,3)

Del grafico F,(x,3) € L = 3x —7(3) =0

= 3x =21
x=7
Asi tenemos F,(7,3)
Luego el centro: C = % = C(h, k) = %[(1,3) + (7,3)]
1
Ch ) = 5(86) = (43)

C(h,k) = (4,3)
Por otro lado |CF;| = |CF,| = ¢ = 3, del graficoa = 4
Ahora de a® = b? + ¢?, tenemos 4> = b? + 32
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b2=16—-9=7
b? =7

Asi tenemos

c. (x — 4)? 4 (y —3)?

=1
16 7
4. La distancia entre las directrices de una elipse es 8 u. Hallar la ecuacion si los focos son
23)y (27
Resolucion
Con los datos, hacemos un bosquejo de la grafica
L
8 -
I"‘ ‘.‘*\
7 s el AN
! L)
¥ A}
4 L]
I L
6-# 1
I 1
¥ 1
1
. 1 "
5 & i 8u
i
i I
! 1
4% T
v d K
\‘ ’;
3 \‘\ LI e
T
Ly
-1 0 1 2 3 4 5 G 7

Como tenemos los focos, encontramos el centro de la elipse

€="02 5 etk = 5123) + 7))

C(h k) = %(4,10) = (2,5)
C(h, k) = (2,5)
Por otro lado, tenemos que d(L,,L,) = 8 = % =4
También de la grafica |CF;| = |CF,| = ¢ = 2

a c
Ahora de - = 4, peroe = - luego tenemos que:
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a’> =8
Luego de a? = b% + ¢2, tenemos 8 = b? + 22
b2=8—-4=4

b? =4

Asi tenemos la ecuacion ordinaria vertical de la elipse

g WP =m?

a? b2 1

y-9?  (x-2%
E: 3 + 2 =

1

5. Hallar las coordenadas del punto medio de la cuerda que intercepta la recta L: x +

2y — 1 = 0 en la elipse de ecuacién E: x2 + 2y? = 3.

Resolucion

Bosquejando la recta y la elipse en una grafica

L

hh-'*z.
L2
"*?f:f?
AT 2
-
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Para encontrar los puntos de interseccion tenemos que resolver el sistema de
ecuaciones:

{x+2y—1=0 (D
x2+2y2=3 (2

De la ecuacion (1) obtenemos x = 1 — 2y, ahora reemplazamos en (2)
(1-2y)2+2y2=3
1—4y+4y2+2y2=3
6y?—4y—2=0
3y2-2y—1=0
By+Dly-1D=0
3y+1=0 vy—-1=0

= 1V =1
y—3 y=

Ah0ra51y:—§:>x:1_2(_5);3625

siy=1=x=1-2(1); x=-1

luego tenemos los puntos de interseccion:

A1y B (5 =3)

Luego el punto medio que forma la cuerda AB sera:

A+ B
:T

5 1

v — (-1,1) +2(§,—§)
2 2
M=(§é§)

6. Hallar las rectas directrices de la elipse de la ecuacion

4x% 4+ 9y2 —16x + 54y + 61 =0

Resolucion
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Como tenemos la ecuacion general de la elipse, completaremos cuadrados para
transformar la ecuacion a ordinaria.

4x% +9y%2 —16x + 54y + 61 =0

4x% —16x +9y2 +54y + 61 =0

4(x?> —4x)+9(y2+6y) +61 =0

4[(x —2)>—4]+9[(y +3)>—9]+61 =0

4(x—2)>—16+9(y+3)>—81+61=0

4(x —2)*+9(y+3)2 =36

%(x—2)2+%(y+3)2 =%
2 0
De donde podemos deducir que:
C(h,k) = (2,-3)
a=3yb=2
Luego de a2 = b? + c2, tenemos 32 = 22 + ¢?
entoncesc =5, y e =—=\;—§
Asi tenemos las rectas directrices:
Ll:x=h—g=2—i=>x=2—i
e V5 \5
3
Lz:x=h+E=2+i=>x=2+i
e @ V5

7. Un arco de un puente tiene forma semieliptica con eje mayor horizontal, la base del
arco mide 30 pies y la parte mas alta esta 10 pies por encima de la carretera
horizontal que pasa por debajo del puente. Calcular la altura del arco sobre el punto

del suelo que estd a 6 pies del centro.

Resolucion
Adaptamos los datos en el plano cartesiano haciendo coincidir el centro de la elipse
con el origen del plano, por lo que bosquejamos una grafica:
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Del grafico nos sugiere que usaremos la ecuacion candnica horizontal de la elipse
x2 2

y
8:E+b—2=1

Pero a = 15y b = 10, entonces tenemos la ecuacion de la elipse

2 2

X Y

— 4+ = =1
152 ' (10)
x2 y2
i+ —=1
€ 225 T 100
62 h?
Pero tenemos (6,h) € € = st 100 = 1
h? ) 36
100 225
h? 189
100 225
h? 189
4 9
h2
— =21
4
h? = 84
h =+2v21

para nuestro contexto h = 2v/21

Ejercicios
1. Hallar la ecuacion canodnica de la elipse con focos en el eje X, la longitud del eje

mayor igual a 7 veces la longitud del eje menor y que pasa por el punto (4,4).
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2. Hallar la ecuacioén de la elipse cuya suma de las distancias de un punto P de la elipse
a los focos F;(—4,—5) y F,(6,—5) es igual a 16.

3. Determinar la ecuacion de la elipse de centro C(2, —3), eje mayor paralelaaeje Y y
de longitud 12, eje menor de longitud 8.

4. Un satélite viaja alrededor de la Tierra en una orbita eliptica, donde la Tierra es un
foco y la excentricidad es e la distancia mas corta a la que se acerca el satélite a la

Tierra es 300 millas. Encuentre la distancia mas grande a la que se aleja el satélite
de la Tierra.

5. Elarco de un puente en forma de semielipse tiene una extension horizontal de 40 pies
y una altura de 16 pies en su centro. ;Qué altura tiene el arco a 9 pies hacia la
derecha o izquierda del centro?

6. Hallar las coordenadas de los vértices y focos, el lado recto, la excentricidad y las
ecuaciones de las directrices de la curva que represente cada ecuacion dada:

a) 16x2 + 25y% +64x + 50y —311 =0
b) 25x% + 9y2 — 200x + 90y + 400 = 0
¢) 144x% +169y? — 676y — 23660 = 0
d) 9x%+2y?—18x—16y+59=0

e) 8x2+7y>+96x+70y+463=0

7. Los focos de una elipse son (6,0) y (10,0) respectivamente. La suma de las
distancias del foco a cualquier punto P(x, y) de Ia elipse, es 8. Hallar la ecuacion de
la elipse.

8. EI arco de un puente tiene la forma de una semielipse; la luz es de 12 metros y la
altura maxima es de 13 metros. Hallar la altura del arco sobre el punto del suelo que
estaa 1.5 metros del centro.

9. Encontrar la ecuacion de la trayectoria de un punto P(x,y) que se mueve de modo
que su distancia a (5,0) es la mitad de su distancia a la recta
x = 20.

10. La 6rbita del cometa Halley es una elipse cuyo eje mayor tiene 3.34 X 10°millas de
longitud, y cuyo eje menor tiene 8.5 X 108millas de longitud. ;Cual es la

excentricidad de a orbita del cometa?
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2.3.3 La Hipérbola
Dados dos puntos fijos F; y F, llamados focos, separados por una distancia 2¢,y dada
una contante a tal que 0 < a < c, se define Ia hipérbola como el conjunto de todos los puntos
P(x,y) tales que la diferencia de las distancias de P a los focos F; y F, en valor absoluto, es
igual a 2a, es decir:
|d(P,F)) — d(P,F,)| = 2a
Luego tenemos que:

H = {P(x,y) € R*/|d(P,F,) — d(P, F;)| = 2a}

Centro: C

Vertices : V1,15

Eje transverso : |V de longitud 2a
Focos: Fi, F»
dC.R)=d(C.F)=c

A

Extremos del eje conjugado : By, By
Eje conjugado : BBy de longitud 2b

d=a'+1

-
------

/11171
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Ecuacion ordinaria o por traslacion de la hipérbola horizontal

Elementos de la hipérbola horizontal

Centro: C(h, k)

Vértices: V,(h — a, k), V,(h + a, k)

Focos: F;(h — ¢, k), F,(h + ¢, k)

Extremos del eje conjugado:B; (h,k — b), B,(h, k + b)

d(P,F) _ d(PF,)
d(P,D;)  d(P,Dy)

Excentricidad: e =

c a
ezar e>1; d(chl)zd(C)DZ)zg

Longitud del eje transverso: d(V;,V,) = 2a
Longitud del eje conjugado: d(By, B;) = 2b

2
Longitud del lado recto: L, = %

Directrices: D;:x = h — %, Dy>x=nh +%

Asintotas: Li:y = k —Z(x —h), Lyy=k +Z(x —h)

Para determinar la ecuacion de la hipérbola, partiremos de la definicion

¥ = {P(x,y) € R?/|d(P,F,) — d(P,F,)| = 2a}
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|d(P,F,) —d(P,F,)| = 2a

NG=t=o0y+G -k -Ja-t+ )2+ -k? =2a

J(x—(h—c))2+(y—k)2—\/(x—(h+c))2+(y—k)2=2a

\/(x—(h—c))2+(y—k)2=2a+\/(x—(h+c))2+(y—k)2

Elevando al cuadrado

(x—(h—0) ' +(y—k? =

4a2+4a\/(x—(h+c))2+(y—k)z+(x—(h+c))2+(y—k)2

(x—(h—c))2=4a2+4a\/(x—(h+c))2+(y—k)2+(x—(h+c))2

((x—h)+c)2=4a2+4a\/((x—h)—c)2+(y—k)2—i—((x—h)—c)2

((x—h)+c)2—((x—h)—c)2=4a2+4a\/((x—h)—c)2+(y—k)2

4c(x — h) = 4a? +4aJ((x—h) —c)2 + (y — k)2

c(x—h)—az=a\/((x—h)—c)2+(y—k)2

Elevando al cuadrado nuevamente
c?(x — h)? — 2ca?(x — h) + a* = a? [((x —h) — c)z + (y — k)z]
c?(x —h)? = 2ca’*(x —h) +a* =
a?(x —h)? — 2ca®(x — h) + a?c? + a®(y — k)?
c2(x —h)? +a*=a?(x — h)? + a%c? + a®(y — k)?
c?(x —h)? —a?(x—h)? —a*(y — k)? = a?c? — a*
(x —h)?(c?* — a*) —a®(y — k)* = a?(c* — a?)
De c? = a? + b?, tenemos que b? = ¢? — a?

b?(x — h)? — a?(y — k)? = a®b?
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b?(x —h)? a?*(y—k)? a®b?

a?b?  a?b?  a?h?
(x—h)?* (y-k)?

o

1

(x—h)? (y—k)?
H: a2 pz_

Ecuacién ordinaria de la hipérbola horizontal

1

Observacion: Si el centro de la hipérbola es el origen, C(h, k) = (0,0)

Entonces la ecuacion de la hipérbola se llama Canoénica, y se reduce a:

xZ 2
H: _2_y_=1
a

Vértices: V;(—a, 0), V,(a,0)
Focos: F;(—c,0), F,(c,0)
Extremos del conjugado: B, (0, —b), B,(0,b)

. . a a
Directrices: Dy: x = —2 Dy:x = -

, b b
Asintotas: Ly:y = —-X, Ly:y= _X
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Ecuacion ordinaria o por traslacion de la hipérbola vertical

Elementos de la hipérbola vertical

Centro: C(h, k)

Vértices: V,(h, k — a),V,(h, k + a)

Focos: F;(h,k — ¢),F,(h,k + ¢)

Extremos del eje conjugado:B;(h — b, k), B,(h + b, k)

d(P,F)) _ d(PF,)
d(P,D;)  d(P,Dy)

Excentricidad: e =

c a
e=a: e>11 d(CrD1)=d(C1D2)=E

Longitud del eje transverso: d(V4,V,) = 2a

Longitud del eje conjugado: d(B;, B,) = 2b

Longitud del lado recto: L, = %

Directrices: Dy:y =k — g, Dy:y =k +%

Asintotas: Li:y = k —%(x —h), Lyy=k +%(x —h)

Para determinar la ecuacion de la hipérbola, se parte de la definicion
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¥ ={P(x,y) € R*/|d(P,Fy) — d(P, F)| = 2a}
Y se desarrolla de la misma forma que se hizo para encontrar la ecuacion ordinaria
de la hipérbola horizontal, llegando a:

G—k? &-h?_

a? b2 1

(y—k)? (x—h)?
Uk az  pz

Ecuacion ordinaria de la hipérbola vertical

1

Observacion: Si el centro de la hipérbola es el origen, C(h, k) = (0,0)

Entonces la ecuacion de la hipérbola se llama Candnica, y se reduce a:

y2 x2

e,

=1

Vértices: V;(0,—a), V,(0,a)
Focos: F;(0,—c), F»(0,¢)
Extremos del conjugado: B;(—b, 0), B,(b,0)

Directrices: D;:y = —% , Dyiy = g

Asintotas: Li:y = —%x, Ly:y= %x

Ecuacion general de la hipérbola

La ecuacion de una hipérbola puede expresarse de la siguiente manera.

Ax? + By? + Cx + Dy + E = 0, donde: A y B tienen signos diferentes y son también
diferentes de cero. Si la ecuacion de una hipérbola estd expresada de manera general, se puede

obtener la ecuacion ordinaria utilizando el método de completar cuadrados.

Ejemplos

1. Hallar la ecuacioén de la hipérbola con vértice (+3,0) y lado recto igual a 24.
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Resolucion
Con los datos, hacemos un bosquejo de la grafica que nos dara la idea si la hipérbola

es horizontal o vertical

'\
A #
* o
LS ) #
* &
* ’ f— ‘
. ’ L= 24
% L4
A} ¥
x 1 L
] I
L] I
F 1V C Vo Fo
—® 9
-4 ?3 -2 -1 0 1 2 i 5
I L]
1 — i
- 5 a=3 X
L L]
L *
L4 L3
L AJ
. -2 *
# &
Ll *
+ *
‘..

Como podemos observar en el grafico se trata de una hipérbola canonica horizontal,

cuya ecuacion es:

X2 2
S -=1
a b2
Como a = 3 tenemos:
x2 y2
7’[: ? - b—z = 1

2b?
Para encontrar b, usamos el dato que L, = = 24

2b?
7224:>b2=36

Luego tenemos:

2. Hallar la ecuacion de una hipérbola, si una asintota es 3x + 4y = 0 y un foco

es(0,20)

Resolucion
Con los datos, hacemos un bosquejo de la grafica que nos dard la idea si la hipérbola

es horizontal o vertical
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Como podemos observar en el grafico se trata de una hipérbola canonica vertical,

cuya ecuacion es:

2 2
y X
f]‘[:;—ﬁzl

Sabemos que d(C, F,) = ¢ = 20, tenemos por dato una recta asintota,

Li:y = —Ex
4
Comparandolo con la ecuacién de la recta asintota Ly:y = — %x
Asi tenemos
3 _a
4k b
a=3kyb=4k
De c¢?=a?+b?> = (20)%=9k? + 16k?
400 = 25k?
k% =16
k=4

Luegoa=12yb =16
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2 2
, .y roe - . y x
Asi la ecuacion canodnica de la hipérbola vertical ~ H': primrh 1, en nuestro
caso es:

2 2
y X
H:s— =1
122 162

e X
" 144 256

3. Hallar su centro, focos, lado recto, excentricidad y graficar la hipérbola: 16x2 —
9y? +96x —36y —36 =10
Resolucion
Como tenemos la ecuacion general de la hipérbola, completaremos cuadrados para
transformar la ecuacion a ordinaria
16x? —9y? + 96x — 36y — 36 =0
16x2? + 96x —9y? — 36y —36 =0
16(x% +6x) —9(y? +4y) —36=0
16[(x+3)2—9] —9[(y+2)2—4]—-36=0
16(x +3)2—144—-9(y+2)2+36—-36=0
16(x +3)2 —9(y + 2)? = 144

16(x+3)% 9(y+2)? 144
144 144 144

(x+3)2_(y+2)2:

1
9 16
(x+3)?% (y+2)?
3 a2 !
Deducimos entonces que a = 3, b = 4 = ¢? = 3% + 42
c=5

Luego tenemos:

Centro: C(h, k) = (—=3,-2)

Focos: F;(h—c,k) = (-3 —5,-2) = F,(-8,-2),
181
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Fy(h+c,k) = (=3+5,-2) = F,(2,-2)
Excentricidad: e = £=2
a 3

2
Longitud del lado recto: L, = % 32

4. Los extremos del eje conjugado de una hipérbola con los puntos (0, +3) y la longitud

de cada lado recto es 6. Hallar la ecuacion de la hipérbola y su excentricidad.

Resolucion
Con los extremos del eje conjugado que nos dan como datos B;(0,—3) y B,(0,3),
tenemos que b = 3 y podemos notar que la ecuacion de la hipérbola que queremos encontrar

es la candnica horizontal

X2 y?
f]‘[ . ? - b_2 = 1
Ademas, tenemos como dato la longitud del lado recto
2b?
L, = = 6
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2(3)?
3) =6 a=3
a
Luego tenemos
2 2 _,
32 32
X2 y?
Hi———=1
9 9
Para encontrar la excentricidad usamos el hecho ¢? = a? + b?
c2=3%2+32
c?2 =18
c=V18 =3V2
Luego la excentricidad es: e = 3v2
e =12

5. Encontrar la ecuacion de la hipérbola que satisface las condiciones dada en el grafico

-4

Resolucion
Segun el grafico nos dan el foco F;(—1,0) y el vertice V,(2,0), pero del grafico
podemos deducir el centro de la hipérbola, C(1,0), luego tenemos:
IVl =a=1
ICFl =c=2

De c¢?=a%?+b? tenemos4=1+b?>=b?=3
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b=+3

Asi tenemos de la ecuacion ordinaria de la hipérbola horizontal,

a0 (x—h)z_(y—k)z=

a? b2 1
x_12 2
}[:( ) — =1
1 (V3)
2
:H“:(x—1)2—y?=1

Ejercicios
1. Hallar la ecuacion de una hipérbola que tiene como Focos (0, +4) y Vértices (0, +1)
2. Hallar la ecuacién de la hipérbola con Focos (+4,0) y rectas directrices x = +1
3. Determinar el centro, focos, lado recto, excentricidad y graficar la hipérbola:
a) y2—3x2—-6y=0
b) 16x%2 —9y? —64x + 54y — 161 =0
c) 16x% —9y?+96x — 36y +252 =10

4. Los vértices de una hipérbola son los puntos (0, +4) y su excentricidad es 2 . Hallar

la ecuacion de la hipérbola y las coordenadas de sus focos.
5. Para cada una de las ecuaciones de las hipérbolas dadas, hallar las coordenadas de los
vértices y los focos, la longitud del semilado recto, la excentricidad, las ecuaciones

de las directrices y las de las asintotas. Trazar la curva de la hipérbola.

a) r_2 -
36 64
2 2
by L-L =1
25 9

e) 64y%—225x%—14400=0
16x2 —9y? — 2304 =0

6. Los focos de una hipérbola estan en (—8,1) y (10,1) respectivarnente, la diferencia
de las distancias de un punto P (x,y) de la hipérbola a los focos, es igual a 6. Hallar

la ecuacion de la hipérbola.
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7. El eje conjugado de una hipérbola mide 8 y coincide con el eje Y y las ecuaciones de
las asintotas son y = i%x. Hallar la ecuacion de la hipérbola, sus ejes, focos y

vertices.

8. Determinar la ecuacion de la hipérbola cuyos focos estan ubicados en las coordenadas
F;(3,—4) y F,(3,6), el eje transverso es 8 y su centro es C(3,1). Indicar su
excentricidad, lado recto y escribe las ecuaciones de las asintotas ademas trazar su
grafica.

9. El par de hipérbolas

2 2 2 2
Se llaman hipérbolas conjugadas. Verificar que estas hipérbolas tienen las mismas
asintotas.

10. Los espejos hiperbdlicos tienen la propiedad que cada rayo dirigido a un foco se

refleja hacia el otro foco. El espejo de la figura tiene ecuacion
x2 2
2y

36 64

(En qué punto del espejo se reflejara la luz procedente del punto (0,10) hacia el otro

foco?
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CAPITULO III: FUNCIONES

Una funcién f de un conjunto A en un conjunto B es una regla de correspondencia,
que nos transporta de un conjunto a otro de manera que asociamos a cada elemento x € A

exactamente un unico elemento

y=fkx) €B.

Dominio: conjunto de todos los valores x de entrada.
Dominio de f = Dom(f) denominado también pre-imagen.

Rango: Conjunto de todos los valores y = f(x) de salida.
Rango de f = Ran(f) denominado también imagen.

La notacién de la funcion y = f(x) se lee: y esigual a f de x; donde x es la variable

independiente, y es la variable dependiente.
Ejemplos:

1. Enla funcion f = {(2,6), (3,9), (4,12), (5,15)}
Dom(f) ={2,3,4,5}
Ran(f) = {6,9,12,15}

2. f esuna funcion y sus pares ordenados son:f = {(2,4), (5,25), (7,49)}

A.--""""'_—-_--"""'b-.

=

Conjunto de partida C'onjunto de llegada

B
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Propiedad:
f es una funcidn si se verifica:
)f€SAXB
i) (a,b) AN(a,c) Ef =>b=c
Esto quiere decir que dos pares ordenados distintos no pueden tener la misma primera

componente.

Ejemplos
1. (Cual de las siguientes relaciones son funciones?
Ry ={(2;1),(9;3),(-1,5)}
R, ={(3;0),(4;0),(5;0)}
R; ={(51D), (4 -2),(42)}

Resolucion:
De acuerdo con la definicidn se observa que:
R; es funcién
R, es funcion
R no es funcioén, porque (4; —2)y (4; 2) € R; siendo pares ordenados distintos

tienen la misma primera componente.

2. David es vendedor de una empresa de productos quimicos en el contrato firmado
por David se indica que su sueldo depende del numero de unidades que vende a la

semana. Si la ecuacion para determinar su sueldo semanal en $. esta dada por y =

f(x) =5x +18.
Si David vende a la semana 70 unidades ;Cuanto sera su ingreso?
Resolucion:
Unidades que vende por semana; Sueldo semanal;
X y =f(x) =5x+18
Si  x=70 y = f(70) = 5(70) + 18
y = $368
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3. Suponga que la ecuacién p = 1700 describe la relacion entre el precio por unidad p de

cierto producto, y el nimero de unidades g que los consumidores compraran
(demanda) por semana a ese precio. Si la demanda en cierta semana es 25 unidades,

(Cual serd el precio por esa demanda?

Resolucion:

Unidades que compra los Precio por la demanda semanal:
consumidores, por semana: Variable dependiente;
Demanda (variable 100

p=fl@=—
independiente); q
q
Si g=25 100
= f(25) = —
p=f(25) =z
p=4

4. La tabla muestra un programa de oferta. Donde se indica una correspondencia entre
el precio p de cierto producto y la cantidad g que los fabricantes surtirdn por semana

a ese precio. A cada precio le corresponde exactamente una cantidad y viceversa.

PROGRAMA DE OFERTA
q: cantidad ofrecida por semana p: precio por unidad en dolares
11 500
14 600
17 700
20 800

Analizar la correspondencia si g es la variable independiente y viceversa.
Resolucion
Si g es la variable independiente, entonces p es una funcién de g, es decir: p =
f(@
f(11) =500, f(14) = 600, f(7) =700, f(20) =800
Ahora si, p es la variable independiente, entonces q es una funcién de p, es decir:

q=90)
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g(500) =11, g(600) =14, g(700) =17,  g(800) = 20

3.1. Funcion Real de Variable Real

Dada una funciéon f:A — B, si A y B son subconjuntos de R(numeros reales),
entonces festa definida en R, es decir: f:R — R

Una funcion estara bien definida cuando se especifique su dominio y su regla de
correspondencia que asigna a cada elemento x € Dom(f) un inico elemento y = f(x) €

R.

Grafica de una funcion real de variable real

Es la representacion geométrica de los pares ordenados que pertenecen a la funcion
en el plano cartesiano. Una curva corresponde a la grafica de una funcion si y solo si cualquier

recta perpendicular al eje X corta al grafico en un solo punto.
Ejemplo

Determinar si las siguientes graficas corresponden a una funcion.

Resolucion
En el primer grafico no corresponde a una funcién ya que la recta vertical corta a la
grafica en dos puntos, en el segundo grafico si corresponde a una funcidon ya que la recta

vertical corta solo en un punto de la gréafica.
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Ejercicios:
1. En los graficos dados: determinar ;cudles son funciones y cuéles no lo son?

L IL.

Y A
A

1L Iv.

Y Y

-

L
'\

-
\
\% VL
Y
Y )
)
/
Y
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__ fW+g®
Fla)+r9(2)

Calcular: E =

Criterios para determinar el dominio y rango
Para determinar el dominio despejamos la variable y, y analizamos la existencia de

su equivalente, frecuentemente es necesario reconocer la existencia de expresiones como:
A
—€ER B #0
B

VA ER A 20
Para determinar el rango se despeja la variable x, luego se analiza la existencia de su

equivalente, a veces se determina a partir del dominio.

Ejemplos:
Determinar el dominio y rango de las siguientes funciones:
2x+1
Lof =2t
Resolucion
2
Tenemos y=%=>x—3¢0

= x # 3
Asi tenemos que Dom(f) = R — {3}
Para determinar el rango despejamos la variable x
2x +1
-3
xy—2x=3y+1
x(y—2)=3y+1

y = Sxy—-3y=2x+1
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_3y+1
=53

= y+2
Luego tenemos que Ran(f) = R — {2}

x y—2%#0

2. f(x)=+v4x—1
Resolucion
Tenemos y=V4x—-1=4x—-1=>0
=4x =1
X = z

4
Luego tenemos que:Dom(f) = E, +oo[

Para determinar el rango lo construiremos a partir del dominio,

<[5+l
—,+oo
X 7

1
= x =

4x =1
4x—12=20

Luego tenemos que Ran(f) = [0, + oo

X

3. f) = x2—x—2
Resolucion
Sx2—-x—-2%0
= x-2)(x+1)#0
x—2#0 Vvx+1+0
x#+2Vx#+-—1
Luego tenemos que: Dom(f) = R — {—1,2}
Para determinar el rango despejamos la variable x
X
Y =i —x—2
yx?—yx -2y =x
yx2—yx—x—2y=0

Tenemos y = P
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yx?—(y+1Dx—-2y=0
Tenemos una ecuacion cuadratica entonces aplicamos la formula cuadratica:
LY H1EJO+1)? - 40)(=2y)
2y
_y+1+/(y+1)?+8y?
X = 2y

Analizando en la raiz tenemos que(y + 1) + 8y% > 0, Vy € R
Ahora analizando el denominador se tiene que 2y # 0 = y # 0
Luego tenemos que Ran(f) = R — {0}

4. f(x) =Vv1—x?
Resolucion
Tenemosy =Vl —x2 & 1—-x2>0
=x2<1
-1<x<1

Luego tenemos el Dom(f) = [—1,1]
Para determinar el rango lo construiremos a partir del dominio,
x € [—1,1]
-1<x<1
-1<x<0v0<x<l1
Elevando al cuadrado tenemos: 0 <x?2<1 v 0<x?<1
=0<x?*<1
=0=>—-x*>-1
=0<1-x2<1

=0<1—-x2<1

~——————

y
=0<y<1

y € [0,1]
Luego tenemos que Ran(f) = [0,1]

Ejercicios
I.  Determinar el dominio de las siguientes funciones:
5
Loflx) =~

2. g(x) =vx—=5
3. f(x) =3x2+2x— 4
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5x—5
4. g(x) T 2x+7
4—t?
5. h(t) = 2t2-7t—4
=X
6. g(x) =7
1
2
8. g(x) T x%41
9. f(x)=+v4x+3
4x2-1
10. f(x) = 2x+1
II. Determinar el dominio y rango de las siguientes funciones:
4x2-1
L fl) = 2x+1
5x—-1
2900 = 3x+2
3. h(x) =vVx2 -1
4. f(x) =vV9 —x2
2
5' g(x) - x2+9
6. h(x) =x*>—6x+5
7. f(x) =16 — x?
8. glx) =V2x — 4
9. f(x) =2x—-3 ; x€(510)

10. h(x) =

x3+4x%+x—6
x2+2x-3

3.2 Funciones Especiales

1. Funcion Constante

AV

[

y = f(x) =k, kconstante ]

A

Dom(f) = R, Ran(f) = {k}
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2. Funcion Identidad )

R )

Dom(f) =R, Ran(f) =R

3. Funcion Lineal

[y=f(x)=mx+b, miOJ

Dom(f) =R, Ran(f) =R

4. Funcion Cuadratica

[ y=f(x)=ax?*+bx+c ]

Si a > 0,tenemos -

Dom(f) =R, Ran(f) = [k, +oo]

Si a < 0,tenemos

Dom(f) = R, Ran(f) = ]—oo,k]
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Para graficar una paradbola completamos cuadrados, para obtener una ecuacion de la

formay — k = a(x — h)?, asi tenemos el vértice (h, k).

5. Funcion Valor Absoluto

'}f
X, x=0 _ .
y=f@=Il={_y 1Zo e b s
o y
Dom(f) =R, Ran(f) = [0,+oo[ ]
o =X
6. Funcion Raiz Cuadrada
Proviene de la pardbola v
A

x=y’=y=+Vx

Obtenemos dos funciones

[ y=fx) =+x ]

Dom(f) = [0,+o[, Ran(f) = [0, +oo[

y=f()=—Vx

Dom(f) = [O, -|-OO[, Ran(f) = ]—OO’ 0]

Y
'}f
A
7. Funcion Escalon Unitario
0, x<a N
f@=v@={ ;Sa
—f Il-)i
Dom(f) =R, Ran(f) = {0,1} 0 a
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v
8. Funcion Signo
1, x>0 1
f(x) =sgn(x) =10, x=0
_1, x <0 - -
0
Dom(f) = R, Ran(f) ={-1,0,1} 1
9. Funcion Maximo Entero
fx) =[x] =lx] =n, sin<x<n+1neg
Es decir
2 *—0O
1 —0
i( 2,. 2<x <' 3 )\
1, 1<x<2 3 D a0 1 2 3
f(X)=li={ 0, 0<x<1
| -1, -1<x<0 o—
k—Z, -2<x<-1
H H .
Dom(f) =R, Ran(f) =2
*—-0C -3

Propiedades
a) x| =xe=x€eZ
b) [x+n]=|x|+n nez
¢) Ix]<nex<n+1l nez
d |x]<nex<n nez
e) x| =nex=n nez
) x> nex=>n+1, nez

10. Funcion Racional

Es el cociente de dos polinomios.
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[ r-ro-22 |

Dom(f) =R — {x/h(x) = 0}

11. Funcion a Trozos
Son funciones que tienen dominios que estan compuestos de varios trozos, para

diferentes ecuaciones.

(fi(x), x € Dom(f;)
| f2(x), x € Dom(f,)
£ =1 fs2), x € Dom(f)
), xe Dom(fyy
Donde

Dom(f) = Dom(f1) U Dom(f;) U Dom(f3) U ---U Dom(fy)

y NDom(f;) son disjuntos dos a dos.

Ran(f) = URan(f;)

Ejemplos

1. Determinar el dominio y rango de la funcion lineal f(x) = 2x + 3, hacer un bosquejo

de la grafica.
Resolucion

Como es una funcidn lineal, tenemos que Dom(f) = Ry Ran(f) = R

Para trazar la gréafica es suficientes tabular dos valores para x

X y=2x+3 y
3 2
~1 1 1
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2. Un hospital de una ciudad pequefia estudia la compra de una ambulancia. Los
analistas del hospital estiman que el costo de la ambulancia, completamente equipado
es de $ 25 000. También han estimado un costo promedio de traslado del patrullero
a la ciudad pequea de $0.50 por milla. Determinar la funciéon matematica que

representa el costo total.
Resolucion

Sea x = numero de millas

Luego f(x) = 25000 + 0.50x

x245x-17

3. Dada la funcion racional f(x) = = ——— Hallar el dominio.
X“—5x+6
Resolucion
) x?+5x — 17 2 60
= —_
flx x2—5x+6 x x
= x-3)(x—-2)#0
>x—3#0Vvx—-2+0
= x#3Vx+2

= Dom(f) = R — {2,3}

Ejercicios

I. Encada caso, hallar el dominio y el rango de cada funcion representada en los graficos

siguientes:

a) / b) 2

u 1 o 039 1

-2
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II. Determinar el dominio de las siguientes funciones:

Lfx)=6 L f(0) = 7=
3

A 2100 =

3. f(x) = x? — 2x 13.f(t)=£

4.f00) =Vax—1 5

5. f(x) =5 — 2x 14.£(6) = V3t

6. f(x) =x%—4x+2 15.g(x)=2)2:5

7. f(x) =327 16. g(x) = 4_xx2

8.f(t)=9—t

9. f(t) = % 17.g(x) = \/%+ \/%

lO.f(t)ztz_jHZ 18.f(x) =vx—1+2V1 —x+V1+x2
19.h(x) = Vi = 3x + 2+ ——
20.() = [

II1. Determinar el dominio y rango de cada funcidn a trozos.

3, six>5
x, Six<5

) ) ={77

o x+1, six<2
DF@={ 33 sixs2
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4x + 3, si —2<x<0
c) f(x) =41+ x?, si 0<x<2
7, Ssi x>2

3x—2, si —4<x<4
d) f(x)_{x Csi 4<x<6

IV. Determinar el valor de la funcion, para cada una de las siguientes funciones:

L f() =10, f3) f(h); f(=3)
2. f(x)=2x2-5, f(=1); f(@; fex+h)
3. f(0) =22, f=1) 5 £QO) 5 f(x+h)
4. f(x) =3x2—x+4, f(h); £(0); £ (—V3)

sf=vzEtex—1  f(3)irira)
V. En las siguientes funciones determinar f(1) ; f(=2) ; f(a+b)
1. f(x) =—-3x>+10x+1
2. f) =4x?—x+5
3. f)=2-1
4. f(t) = —t3 + 2t?
5. f(x) =mx +3

Aplicaciones con Funciones Lineales

1. En una tienda de relojes, cuando el precio es de S/80 se vende 10 relojes y vende

20 cuando el precio es de S/60 ;Cual es la ecuacion de la demanda?

Resolucion

Sea x = laofertayy = la demanda
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Teniendo como datos dos puntos (10,80) y (20,60) entonces tenemos que
pendiente es m = 20 —

= -2
20-10

la

Luego usando la ecuacién punto pendiente de la recta tenemos

y—80=-2(x—10)
y =—2x+20+80

y=-—2x+ 100
que sera la ecuacion demanda.

2. El costo variable de fabricar una mesa es de $10 y los costos fijos son de $150 al dia.

Determinar el costo total de fabricar x mesas al dia. ;Cual es el costo de fabricar 100
mesas al dia?

Resolucion

Costo total = Costo variables + Costos fijos

Sea x el nimero de mesas fabricadas al dia

Costo Total = f(x) = 10x + 150
El costo de fabricar 100 mesas al dia sera:

f£(100) = 10(100) + 150

£(100) = $1 150

3. Una empresa tiene costos fijos de S/18 600 y por articulo que produce tiene un gasto de
S$/150. Ademas, la empresa vende cada articulo en S/380.
a) Escriba la funcion de costos.

b) Escriba la funcion de ingreso.

c¢) Determine la funcion de utilidad.

Resolucion

a) Costo total = Costo variables + Costos fijos

Sea x el nimero de articulos que produce la empresa

Costo total = f(x) = 150x + 18 600
202
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f(x) =150x + 18 600
b) Ingreso = (precio de venta de articulo)(nimero de articulos vendidos)
Sea x el nimero de articulos vendidos
Ingreso = g(x) = 380x
g(x) = 380x
c) Utilidad = Ingreso — Costo total
Utilidad = h(x) = g(x) — f(x)
h(x) = 380x — (150x + 18 600)
h(x) = 230x — 18 600
4. Suponer que f es una funcion lineal con pendiente 2 y f(4) = 8.

Hallar f(x)

Resolucion
Como f(x) es una funcion lineal, entonces tiene la forma:
fx)=mx+b
Donde m es la pendiente, entoncesm =2 = f(x) = 2x + b
f(4)=24)+b=38
b=20
Luego tenemos f(x) = 2x
5. Para calcular el monto de la depreciacion se considera: Reducir el valor cada afio en una
cantidad constante de forma tal que el valor se reduzca a un valor de desecho al final del
tiempo de vida 1til estimado del equipo.

Asi tenemos:

Donde:
T = Tasa de depreciaciéon anual
V; = Valor inicial
V¢ = Valor final o de desecho
n = tiempo de vida en afios
Sit=0=V =YV,
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Sit=n=V=V;
Entonces, V es el valor del equipo para un tiempo cualquiera.

Aplicando la ecuacion punto pendiente, tenemos.

v, —V;
V-V = ;_Ol(t—o) = V(t)=Vi—(

Vi;Vf)t

Ejemplo
Una empresa compra maquinaria por S/150 000. Se espera que el tiempo de vida util
de la maquinaria sea 12 afios con un valor de desecho de cero. Determinar el monto de

depreciacion anual y una férmula para el valor depreciado después de x afios.

Resolucion
T = Tasa de depreciaciéon anual
_— Vi—Vs
n
V; = 150 000

n = 12 afios

Entonces tenemos el monto de depreciacion anual:
150000 -0
T=—7-——

12
- 150 000
12
T =12 500

El valor de depreciacion después de x afios, sera:

Utilizando V(x) = Vi— (V";"f ) X

V(x) =150 000 — 12 500x
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Problemas para desarrollar

1.

b)

Cuando el precio es 50 soles hay disponible 50 camaras de un tipo dado para el
mercado; cuando el precio es 75 soles hay disponibles 100 camaras. ;Cual es la
ecuacion de la oferta?

Hallar el punto de equilibrio de las siguientes ecuaciones de oferta y demanda.

Graficar.
y =10 —2x
_3 +1
y= zx

El costo de producir 10 unidades de cierto articulo esde S/75y S/120
de producir 25 unidades del mismo articulo al dia. Determinar la ecuacion de costo.
(Cual es el costo de producir 20 articulos al dia? ;Cual es el costo variable y el costo

fijo por articulos?

José compro6 un automovil por $10 000 ;Cual es el valor V del automovil después de
t afios, suponiendo que se deprecia linealmente cada afio a una tasa del 12% de su
costo original? ;Cual es el valor del automovil después de 5 afios?

Si y = f(x) es una funcion lineal tal que f(—2) =6y f(1) = —3.

Hallar f(x)

Una impresora tiene un valor original de $100 y se deprecia en forma lineal durante
5 afios, con el valor de desecho de $30:

Determinar una expresion que de un valor contable al final del afio ¢.

(Cual serd el valor contable de la impresora al final del segundo afio?

(Cual es la tasa de depreciacion de la Impresora?

En un experimento para una dieta para gallinas, se determind que el peso promedio
p(en gramos)de una gallina fue, segin las estadisticas, una funcion lineal del
numero de dias d después de que se inici6 la dieta, donde 0 < d < 50. Suponer que
el peso promedio de una gallina al inicio de la dieta fue de 40 gramos y 25 dias
después fue de 675 gramos.

Determinar p como una funcion lineal de d.

Determinar el peso promedio de una gallina cuando d = 10 dias.
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8. Determinar f(x) cuando f es una funcion lineal que tiene las condiciones dadas.
a) f(0)=3, f(4)= -5
b) pendiente = -6, f G) =2

) f(=2)=-1, f(-4)= -3
d) pendiente = 0.01, f(0.1) =0.01

9. Un fabricante de detergente se da cuenta que las ventas son de 100 000 paquetes a
la semana cuando el precio es de $1.20 por paquete. Pero, las ventas se incrementan
a 120 000 paquetes cuando el precio se reduce a $1.10por paquete. Determinar la
relacion de demanda, suponiendo que es lineal.

10. Cuando el precio por unidad de un producto sea $10 la oferta sera de 80 unidades
diarias, mientras que sera de 90 unidades a un precio unitario de $10.50. Determinar
la ecuacion de oferta, suponiendo que es lineal.

11. Cuando se termind en el afio 2 000, un edificio de oficinas tenia un valor de
$1 000 000 y se deprecia linealmente durante 50 afios ;Cual sera el valor contable
del edificio en 2 005 y 2 010? (suponga que el desecho es $0).

12. La gerencia de la compafiia de controles debe decidir entre dos procesos de
produccion de su termostato electronico modelo C. El costo mensual en dolares del
primer proceso esta dado por C;(x) = 20x + 10 000; donde x es la cantidad de
termostatos producidos, y el costo mensual del segundo proceso en dolares, esta dado
por C,(x) = 10x + 30 000. Si las ventas proyectadas son de 800 termostatos a un
precio unitario de $40.

a) (Cudl proceso debe elegir la gerencia para maximizar las ganancias?

b) (Cual proceso debe elegir la gerencia si las ventas proyectadas son de

1500 unidades?

13. Sea la funcidn de oferta p = ﬁ q + 8 y la funcion de demanda

p= —%q + 12, hallar el precio de equilibrio y el numero correspondiente de
unidades que se ofrecieron y demandaron.

14.Seap = 1100 q + 50 la ecuacién de oferta para el producto de un fabricante y sea la

ecuacion de la demanda p = — ﬁq + 65.
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a) Si se carga un impuesto de $1.50 por unidad al fabricante, ;cémo sera afectado el
precio de equilibrio original si la demanda permanece igual?

b) Determinar el ingreso total obtenido por el fabricante en el punto de equilibrio antes
y después del impuesto.

15. Una fabrica de piqueos tiene costos fijos diarios de $1 800, ademas, producir cada
bolsa de piqueos cuesta $0.50. Una bolsa de piqueos se vende a $1.20.

a) Encontrar el costo diario total de producir x bolsas de piqueos.

b) Encontrar el ingreso diario por vender x bolsas de piqueos.

c) Encontrar la ganancia diaria por vender x bolsas de piqueos.

Ejemplos de Aplicaciones con Funciones Cuadraticas

1. Dada la funcion cuadratica f(x) = —2x2 + 5x — 2, determinar el vértice de la parabola,
las intersecciones con el eje X con la pardbola y bosquejar la Parabola. Determinar el

dominio y rango.

Resolucion
y=f(x)=—-2x*+5x—-2
Completaremos cuadrados, para obtener una ecuacion de la forma
y — k = a(x — h)?, asi tendremos el vértice (h, k).
y=—-2x%+5x—2

Luego tenemos el vértice V(h, k) = G, Z)
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Para encontrar la interseccion con el eje X, hacemos y = 0, entonces
—2x2+5x—2=0
2x2—5x+2=0
x—-1Dx-2)=0
2x—1=0Vvx—-2=0

X > X

Luego los puntos de interseccion con el eje X, son: G, 0) y (2,0)

Ahora para determinar el dominio y rango, consideramos la teoria de la funcion

especial cuadratica, tener en cuenta que en y — k = a(x — h)?

2=-2(x-3)
Y=g~ 7e\* 7

a = —2 < 0 = laparabola se abre para abajo

Dom(f) =R

2

Ran(f) = |-o0,k] = |0,

o) =]

- X
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2. Las ganancias mensuales obtenidas por la empresa Cannon al producir y vender x
unidades de camaras modelo M1, en dolares es:

f(x) = —0.04x2 + 240x — 10 000 Encontrar ;Cuéntas cdmaras debe producir cada

mes para maximizar sus ganancias?

Resolucion

Para saber la maxima ganancia tenemos que encontrar el vértice de la parabola, puesto

es una parabola que se abre para abajo, para ello completaremos cuadrados.

y = f(x) = —0.04x2 + 240x — 10 000

4
= - — 2 —
y 100x + 240x — 10 000

1
=——x?+240x—1
y 25x + 240x 0000

1
y = =5z (x* = 6 000x) — 10 000

1
y = —g[(x —3000)% —9 000 000] — 10 000

1
y = —ﬁ(x—BOOO)2 + 360 000 — 10 000
1
y = —g(x—B 000)% + 350 000

1
y — 350000 = —E(x—3 000)?

Luego el vértice es V(h, k) = (3 000,350 000)

Entonces debe producir 3 000 camaras modelo M1, para obtener una ganancia

maxima de $350 000

3. Las funciones de oferta y demanda semanales de una tienda de autopartes de

vehiculos estan dadas por
p=—-0.1x% —x+ 40
p = 0.1x% + 2x + 20
respectivamente, donde p se mide en dolares y x en unidades de centena. Determinar

la cantidad y el precio de equilibrio.

20 9 Matematica Basica ° g
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Resolucion

Para encontrar el punto de equilibrio, resolvemos el sistema de ecuaciones

{p = —0.1x%> —x + 40
p = 0.1x% + 2x + 20

Igualamos las ecuaciones —0.1x% — x + 40 = 0.1x2 + 2x + 20
0.2x2+3x—20=0

1
§x2+3x—20=0

1, _

gx +3x—-20=0

x?+15x — 100 =0

(x+20)(x—=5)=0

x+20=0Vvx—-5=0
x=-20Vvx=5
Como x, representa las unidades de centenas de autopartes, consideramosi x = 5 =
p =0.1(5)% + 2(5) + 20 = 32.5
p =325

Asi el punto de equilibrio (5,32.5)

4. La funcion de demanda para la linea de laptops de una compaiiia de electronica es p =
2400 — 6q, donde p es el precio (en doélares) por unidad cuando los consumidores
demandan g unidades (diarias). Determinar el nivel de producciéon que maximizara el

ingreso total del fabricante y determinar el ingreso.

Resolucion

La funcidn ingreso serd I = pq = (2 400 — 6q)q
I =2400q — 6g°
Completaremos cuadrados para encontrar su vértice;
I = —6(q? — 400)
I =—6[(q —200)% — 40 000]
I =—6(q —200)% + 240 000
I —240 000 = —6(q — 200)?
Luego para tener un ingreso maximo de I = $240 000 se debe tener una produccion
q = 200 laptps diario.
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Problemas para desarrollar

1. Dada la funcién cuadritica f(x) = 2x% —4x + 1, determinar el vértice de la
parabola, las intersecciones con el eje X con la pardbola y bosquejar la Parabola.
Determinar el dominio y rango.

2. La ganancia trimestral de la empresa YAKU esta dada por:
P(x) = —ixz + 7x + 30 (en miles de soles), donde 0 < x < 50 (en miles de soles)

es la cantidad de dinero que YAKU gasta en publicidad cada trimestre. Determinar la
cantidad que YAKU deberia invertir en publicidad para obtener una ganancia
trimestral maxima. ;Cudl es la maxima ganancia trimestral que puede lograr YAKU?

3. Dada las funciones cuadraticas, determinar el vértice de la parabola, las intersecciones
con el eje X y la pardbola y bosquejar la grafica de la parabola. Determinar el dominio
y rango.

a) f(x)=2x?>-3x—-3

b) f(x)=2x*-5x+3

c) f(x)=2—4x—3x?

4. La utilidad diaria de la venta de zapatillas para el departamento de calzado de un
almacén, estd dado por f(x) = —x? + 22x + 104; donde x es el nimero de
zapatillas vendidas. Determine el vértice y las intersecciones con los ejes de la funcion

y bosqueje la grafica.

5. La funcion de demanda de cierta marca de celulares esta dada por:

y = —0.01x% — 0.2x + 8 y la funcién de oferta correspondiente estd dada por y =
0.01x2 + 0.1x + 3, donde y se expresa en soles y x se mide en unidades de millar.
Determinar la cantidad y el precio de equilibrio.

6. La funcion de demanda para una linea de lapices de una compafia de articulos
escolares es p = 0.5 —0.0002q, en donde p es el precio (en dolares) por unidad
cuando los consumidores demandan g unidades (diarias). Determine el nivel de
produccion que maximizara el ingreso total del fabricante y determine este ingreso.

7. Celimar, duefia de una pasteleria. Contrat6 un consultor para analizar las operaciones
del negocio. El consultor dice que sus ganancias G de la venta de x unidades de

pasteles, estan dadas por:
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G = 120x — x?

Trazar grafica G.;Cuantos pasteles debe vender para maximizar las ganancias?

(Cual es la ganancia méaxima?
8. La funcién de oferta para cierta marca de camaras esta dada por
p = s(x) = 0.01x% + 0.1x + 3, p es el precio unitario al mayoreo, en dolares y x
representa la cantidad que el proveedor pondra en el mercado (medidas en unidades
de millar). Trazar la curva de oferta correspondiente. ;Cudl es el precio minimo para
el cual el proveedor colocara las cdmaras en el mercado?
cpyr

9. Una compaifiia de investigacion de mercados estima que “n” meses después de la
introduccion de un nuevo producto, f(n) miles de familias lo usaran, en donde
f(n) =2n(18 —n),0 <n < 18;

Estimar el nimero maximo de familias que usaran el producto.

10. El ingreso de una empresa algodonera se estima a través del tiempo de acuerdo a la
siguiente funcion I = —24t2 + 288t — 64, donde I es el ingreso en miles de dolares
y t es el tiempo en afios.

(En qué afio se alcanzara el méximo ingreso y cudnto sera? Graficar.

3.3 Algebra y Composicién de Funciones
Algebra de Funciones

Si f y g son funciones con dominio D y Dy, respectivamente.

Vx € D N Dy # @, se define:

) (kf)(x) = k. f(x), k constante Dys = Df
i) (f + 9)(x) = fx) + g(0), Df+g = Df N Dy
i) (f —9)(x) = f(x) — g(x), Di_y = Df N D,
i) (f - 9)(x) = f(x) - g(x), Ds.; =Df N D,
0 () =25 Dy/g = (D N Dg) = {g(x) = 0}
g 9(x)
212 Vatemivica Bisica =
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Composicion de funciones

..................................

fog

Si f y g son funciones, la composicion de f' y g, representada por f o g, esta definida:

(f o)) = f(g(), Ds., = {x €D, A g(x) € Dy}

Observacion. Tener en cuenta que no necesariamente se cumple:

feg=g°f

Ejemplos
1. Encontrar f+g,f —g,f g yg ; y sus dominios, donde f(x) = x? + 2x
y 900 =V3x7 -1
Resolucion
Para ver si existen las operaciones f+g,f —g,f gy g, determinaremos Dy N Dy,.
D =R

1 1 1
Dy: 3x? —1>0:>x2> = x>—=Vx< ——

N

Luego tenemos que

T 1 B e L
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Ft ) = F0) + g0 = x? 4 2x 4 V32 =T, x€ |- —?]U[ﬁ
e ) = fG) — g0 = 22+ 2x —BE 1, x€ |—oo —?]U[@

f _f)  (x*+2x) \/_ \/_
(5)(x)_g(x)_ -1

D Hallar fogyges;si o= {1 E0Hy g = =T

Resolucion
> Para hallar f o g, primero determinaremos Dy, 4
Tener en cuenta Dy, = [0,2], Df, = (3,5) y Dy = [1, +oo]
Dfeg ={x €Dy A g(x) €D} = x € [1,+0[Ag(x) =Vx—T1€[02]
=xe[l,+0[A0<Vx—-1<2
€[l,+0[A0<x—-1<4
X €[1,40[A1<x<5
x € [1,5] = Df.4 = [1,5]
Df,eg = {x €Dy A g(x) € D} = x € [1,+0[ A g(x) = Vx — 1 € (3,5)
= x €[1,+o[A3<Vx—1<5
X €[1,+0[A9<x—-1<25
€[1,+o[A 10<x <26
= Df,.q = (10,26)
filg(x)), x € Dp g
f2(g(x)), x € Dyog
o) - Al 1), xe L]
f,(¥x=1), x€(10,26)
o) =-{F5 1 Lo

» Para hallar g o f, primero determinaremos

Luego (f o g)(x) = f(g(x)) = {
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Dyos, ={x €Ds, A fi(x) €Dy} = x € [0,2] A fy(x) = 2x — 1 € [1, +0]
= x€e02]A1<2x—-1
=x€[02]Ax=>1
= Dgof1 = [1,2]
Dyor, ={x €Dy A fo(x) €Dy} = x € (3,5) A fo(x) = x + 1 € [1, +0o[
=x€(35AN1<x+1
= x€(35Ax=>0
= Dyor, = (3,5)
g(fl(x))' X € Dgcf1
9(f2(x)), x € Dy,
_(g(2x—1), x€[1,2]
9(f() = { g(x+1), x€(35)
_[V2x=1-1, x€[1,2]
9(f () = { VX+1-1, x€(35)
_V2x =2, x€[1,2]
9(r0) = {\/E x € (3,5)

Luego (g f)(x) = g(f(x)) = {

Funcion Par e Impar
Funcion Par: Una funcién fes par; si cumple:
[)x € Df = —x € Dy
ii) f(=x) = f(x),Vx € Dy
Observacion. La grafica de una funcion par es simétrica con respecto al eje Y. Es

decir (x,y) € Graf (f) © (—x,y) € Graf (f)

Funcion Impar: Una funcién fes impar; si cumple:
i)x € Df = —x € Dy
ii) f(=x) = —f(x),Vx € Dy
Observacion. La grafica de una funcidon impar es simétrica con respecto al origen. Es

decir (x,y) € Graf (f) & (—x,—y) € Graf(f)

Funcion periddica: una funcion f es periddica, si existe un nimero p # 0, si cumple:
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i)x € Dy = (x+p) € Dy
ii)x €Df = f(x +p) = f(x),Yx € Dy
Observacion.

- Al menor niimero p > 0 se le llama periodo de f.

- La grafica de la funcion periddica f se repite en forma idéntica cada p unidades.

Ejemplos
1. Determinar si la funcién f es par o impar.

a) f(x)=5x%—x*

Resolucion
D =R
[)x € Df = —x € Dy
i) f(=x) = 5(=x)? = (=x)* = 5x% —x* = f(x)
f(=x) = f(x),vx € Dy

Luego f es par.
b) f(x)=3x3—x

Resolucion
Df =R
[)x € Df = —x € Dy
i) f(=x) =3(—x)* = (—x) = =3x> + x = —(3x® —x) = —f (x)
f(=x) = —f(x),Vx € Df

Luego f es impar.

) f(x)=xB+ IxD)

Resolucion
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[)x € Df = —x € Dy
i) f(=x) = Y(=0B + |=xD) = =xB + [x]) = —f (%)
f(=x) = —f(x),Vx € Df

Luego f es impar.

d) f(x)=]x3+3x|,x € (—3,3)
Resolucion

Dy = (—3,3)

Dx€Df=(-33)=-3<x<3
=3>-x>-3=-—x€(-33)=D;
ii) f(=x) = |(=%)° + 3(=x)| = |-x® = 3x| = [(=D)(x* + 3x)| =
|[—1]]x3 + 3x| = [x3 + 3x| = f(x)
f(=x) = f(x),Vx € Dy

Luego f es par.
2. Dada la funcion f(x) = x — |x], probar que f es periddica, bosquejar su grafica.

Resolucion
Probaremos que f es periddica, luego el Dy = R, entonces tenemos que
Dx€EDf=R=(x+p) €D =R
i) fx+p)=x+p—|x+plVx €D
Supongamos f(x + p) = f(x), p # 0, entonces
x+p—lx+pl=x—|x]
p=Ilx+pl—Ilx|
Donde nos resulta que p es la diferencia de dos nimeros enteros entonces, tenemos
quep € Z.
Luego podemos aplicar la propiedad de maximo entero
lx +n] = |x] +n, n € Z; asi tenemos en
i) fx+p)=x+p—Ix+pl=x+p-lIxl-p=x—|x| = f(x)
fx+p)=f),vx € Df
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Por lo tanto f es periddica.

Para graficar, tomaremos el periodo p > 0, donde p = min{1,2,3,...} = 1, es decir

que la grafica se va a repetir cada intervalo de longitud igual a la unidad.

x—3, 3<x<4

x—2, 2<x<3
x—1, 1<x<?2
f)=x—-|x]=x—n=1 x, 0<x<1
x+1, —-1<x<0

x+2, —2<x<-1
x+3 —-3<x<-2

v

J=ux— x|

LSS LSS LSS

3.4 Funcion inyectiva y Sobreyectiva

Funcion Inyectiva: Una funcion f es inyectiva si Vxq, x, € Dy, se tiene que; f(x;) =
flxz) = x =x,

Equivalentemente, f es inyectiva si Vxq,x, € D, x; # X, se tiene que f(x;) #
f(x2).

Observacion: Una grafica de una funcion f es inyectiva si una recta horizontal
(paralela al eje X) corta a la grafica de f solo en un punto.

Funcion Sobreyectiva: Una funcion f: A — B es sobreyectiva,

siVy € B,ax € Atal quey = f(x)

es decir f: A — B es sobreyectiva si y solo si Ry = B.

Funcion Biyectiva: Una funcion f es biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva.

Funcién Inversa: Si f: A — B es una funcion inyectiva, entonces existe la funcion

inversa de f, denotada por f 1, donde

218

Matematica Basica °
ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https://doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k E,dec

/1117]



--------------------------- AV

ffhiB—Atalque fTi(y) =x o f(x) =y
Observacion: Si f es una funcion inyectiva y f(x) = y, es decir cuando resolvemos
la ecuacion anterior para x, en términos de Yy, obtenemos la funcién inversa de f; x =

f~'(y). Donde Dy-1 = Ry y Rg-1 = Dy.

Propiedades de la Funcion Inversa:
D tef)x)=x, VxeD
i) (feg)™' () = (g7 o D)
i) (fof"NO) =y, VyE€Ds
w)(fH 7 ) = f(x)

Ejemplos

1. Determinar si f(x) = 3 — 4x — x? es inyectiva.

Resolucion
El Dy = R ya que es una funcion cuadratica, ademas completando cuadrados tenemos
f)=7—(x+2)?
f es inyectiva si Vxq,x, € D = R, se tiene que; f(x1) = f(x3) = x1 = x;
f(x) = f(x2)
7—(x;+2)2=7—(x, +2)?
(x1 +2)% = (x5 + 2)?
|1 + 2| = |xp + 2]
X1+2=x,+2 V x1+2=—(x; +2)
X1 =Xy V X1 +2=—x,—2
X1 =% V x1=—x,—4

Como ¢l Dy = R, x; toma dos valores, luego f no es inyectiva.

2. Determinar si f(x) = 5x2 + 3 es inyectiva, Dy = ]—00,0]
Resolucion

f es inyectiva si Vxq, x, € Dy, se tiene que; f(x1) = f(xz) = x1 = x,
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f(x1) = fx)
5x,%2+3 =5x,2+3

5x,2 = 5x,°
X2 = x,°2
lx1| = [x]
=X =% VX=X

Pero x4, x, € Df = ]—00, 0] entonces solo se cumple que x; = x,, lo que quiere decir
que f es inyectiva.
3. Determinar si f(x) = z—:, x # —3 es inyectiva.
Resolucion
ElDf = R — {-3}
f es inyectiva si Vxy, x, € Dy, se tiene que; f(x1) = f(x) = x1 = x;
f(x1) = f(x3)
X1 —3 x—3
x1+3 x,+3
(x1 —=3)(x2 +3) = (x3 = 3)(x1 + 3)

X1Xy +3x; —3x, —9 =x9x, +3x, —3x; — 9

3x1 - 3x2 = 3x2 - 3x1
6x1 = 6x2
X1 = Xy

Luego f(x) = g,x # —3 es inyectiva.

4. Determinar si la funcién f es sobreyectiva.

a) f:[1,4+0o) — R, definida por f(x) =vx —1

Resolucion
Comox€[l,40)=>x>1=x—-120=>y=Vx—-1=>0

Luego f no es sobreyectiva.
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b) f:[—2,2] — [0,4], definida por f(x) = x?
Resolucion
Comox €[-22] = —2<x<2=-2<x<0VO0<x<2
=4>x2>0Vv0<x?<4
=y =x2€[04]
Ry = [0,4]

Luego f es sobreyectiva.

c) f:R — {0} — [—1,1], definida por f(x) = x

X

Resolucion

=1, x>0

X
Tenemos que f(x) ={_%

=-1, x<0
X

1, x>0
ﬁf(x)={_1 x<O0

Rp = {11} # [-1,1]

Luego f no es sobreyectiva.

5. Sea f:[1,4] — [a, b], definida por f(x) = x? — 2x + 2. Probar que f es inyectivay

hallar los valores de a y b, para que f sea biyectiva.

Resolucion
El Dy = [1,4], ademas completando cuadrados tenemos que
f)=Gx-1?+1
e Probaremos que f es inyectiva
f es inyectiva si Vxq,x, € Dy = [1,4], se tiene que; f(x1) = f(x2) = x; = x;,
f(xy) = fxz2)
(x; —1D2+1=(x,—1)%*+1
(x1 — 1% = (x, — 1)?
Iy — 1] =[x, — 1]
Comoxy,x, €E[14] =x,—1=x,—-1

221

Matematica Basica

ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https.//doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k E,.dec



--------------------------- AV

= X =X,
Luego f es inyectiva.
e Para que f, sea sobreyectiva debe cumplirse que Ry = [a, b]
Partiremosde x € [1,4] > 1 <x <4
0<x-1<3
0<(x—1)?%<9

1<(x—12?+1<10
y

1<y<10
=y € [1,10]

Tenemos entonces el Ry = [1,10]
Luego [1,10] = [a,b] = a =1, b =10

e Como f es inyectiva y sobreyectiva, entonces f es biyectiva.
6. Hallar y graficar la funcién inversa de f(x) = x2 —2x — 1, x > 2

Resolucion
Completando cuadrado tenemos f(x) = (x — 1)? — 2, x € [2, +0)
e Veremos si f es inyectiva,
f es inyectiva si Vxq, x, € Dy = [2,+0), se tiene que;
fOx) =f(x) = x =%,
f(x) = fx2)
(=1 =2=(x; - 1)* -2
(x; — 12 = (x, — 1)?
|ty — 1] = |x, — 1]
Como x1,x, € [2,40) = x; —1=x, — 1
=X =X,
Luego f es inyectiva.
e Como f es inyectiva, podemos determinar f 1, la cual se obtiene despejando x
tenemos y=(x—1)?2-2=y+2=(x—1)2
=x—-1==+,/y+2
222
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=>x=1x,y+2

Comox € [2,+0) = x=1+,y+2
Luego f71(x) =1 ++/x +2
 Ahora para determinar el D¢-1, encontraremos el Ry
Tenemosquex =22 =>x—-12>1
= x-12=1
x-1°%-2>-1
y
=y=>-1

= Rf = [—1,+00) = Df—l

Portanto f~1(x) =1++Vx +2, x € [-1,4+0)

e Para graficar tabularemos algunos puntos, teniendo en cuenta el dominio:

X y:f(x):(x—l)Z_z X y:f‘l(x):1+m
N -
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Observa en el grafico que f y f 1, se reflejan suponiendo que y = x, funciona como

espejo.

Ejercicios
1. Dadas las funciones:

£(x) :{x+1, x € |—4,8]

Encontrarf+g,f—g,f-gy§

2. Dadas las funciones:

f()_{2x+1, x=>1 ()_{3x+1, x<9
k2 =2, x<o0 Y IV T3, x =10

Hallarf+g,f—g,f-gy§

3. Dadas las funciones:

(x) = { 3—x, x€][512]
x3+2x2 xe(gle) 9 5, x € (12,16)

_ (l—2x]+3x, x€]-3,-2] _(Ix+3], x€]-5-2]
f6) = { Ix2—3|, x€(-23) () = {m x € (0,3)
Hallar f — g.

4. Dadas las funciones:

_(2x, x<2 _(x?—4, x€][04]
fw={ 5 v sw={] rE

Determinar fogygef.

5. Encontrarf+g,f—g,f-gy§
a) f)=x—-4 ygx) =x?

b) f(x)=x*+2x yg(x) =3x*—-1
) f)=Vi-x2ygx)=vI+x
d) f)="yglx)=-=

1+x 1+x

6. Determinar las funciones f e g,go f,f o f,g ° gy sus dominios.
a) fx)=2x+3 ygx) =4x—-1
b) flx)=x* yglx)=x+1
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10.

12.

13.

14.

15.
16.

[ =x*+2ygx) = VYx
f) == yg()=2x+4
fG) = Ixl y g(x) = 2x +3
f)="7yg)=2x-1

fOO) =7 ygl) =x—4x

Sean las funciones f(x) = x? + 2y g(x) = x + a. Determinar el valor de a de modo

que (feg)B)=(g°flla—-1).
Si(gef)(x+2)=2x2—xyf(x—1) =x— 2, Calcular g(x).

Dadas las funciones f,g:R — R, tales que f(x—1)=3x*+ax+12 y
g(x + 1) = 5x + 7. Hallar el valor de a de modo que (f o g)(—2) = —4a.

Sean f(x) = x2, g(x) =3x y h(x) = x — 5. Si se sabe que (f + g)(x) = f(x) +
g(x); Hallar los valores de x tales que (h ofo(g+ h))(x) = 0.

. Determinar si la funcién f es inyectiva.

f(x)=x%+4x -1
f(x) =z—:,x¢ -2

Vvx—3, x=>3

f(x) = {xz +2x-3, xe[-11]

Sean f(x) = x3 +2, g(x) =2 si g (f )= —s, hallar g7 (a + 5).

x+3’

|x+4|
[x—1]-1"

Hallar la funcion inversa, si existe, para f (x) = x € (—2,0) U (0,1)

[x]+1

Dadas las funciones reales f(x) =

fleg™

Demuestre que la funcion f(x) = |2x] — 2|x] es periddica.

y glx) = i,x # (0. Hallar el dominio de

Encontrar la funcion inversa, si existe:
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a) f(x)=x*-2x+4

b) f(x) =+vx—1,x €[1,+00)

) f(x)=—VxZ+6x—7x € (—,-7]
1
1—|x|

d) f:(—1,1) — R definida por f(x) =

(xz—z+1,x€[—4,—2)
e) f(x) :{ vx+ 2, x € [-2,2]
L1—§, x € (2,6]

3.5 Funciones Trascendentes

3.5.1 Funciones Exponenciales

X
Trazar las graficas de las funciones f(x) = 2¥ y g(x) = (%) , en el mismo

plano y analiza su dominio y rango.

5
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Dom(f) =R y Ran(f) = (0, +o0)
Dom(g) =R y Ran(g) = (0, +o0)

Definicion de Funciones Exponenciales
Una funcién exponencial de base a, esta definida por f(x) = a*,cona > 0ya # 1;
donde Dom(f) = R y Ran(f) = (0, +0)

Para la grafica de f(x) tiene dos formas.

y=a'

T
Y=a
a>1 y

0<a<1

/(‘L ) ((L 1) K

Propiedades

1. a**Y = a*a”
2. a*V ==

3. (a*)Y =a™¥

4. (ab)* = a*b*

1
-X —
S. at=—

6. a* = a* = x = z,yaque la funcién exponencial es inyectiva
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3.5.2 Funciones Logaritmicas

Trazar las graficas de las funciones f(x) = log,x y g(x) = logix y analizar su
2

dominio y rango.

5 X y = logsx

Dom(f) =(0,+) y Ran(f) =R
Dom(g) =(0,+x) y Ran(g) = R

Definicion de Funciones Logaritmicas
Paraa > 0y a # 1, la funcion logaritmo de base a se define como
f(x) = logyx; donde Dom(f) = (0, +0) y Ran(f) = R, y se cumple que:
y=log,x & a’ =x

Para la grafica de f(x) tiene dos formas.

228
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v

Propiedades

1. loga(xy) = logax + logay

2. log, (E) = log.x — log,y

3. log,x™ = nlog,x
4. loggaa =1
5. log,(a*) =x
1
6. log n(x) = ;logax
ogca
7 logya = Toge
8 alo9a* = x

9. In(e*) =x
10. e™=x x>0
11. Ine=1,1In(1)=0

12. log,x =log,z = x = z, yaque la funcion logaritmo es inyectiva
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3.5.3 Funciones Trigonométricas
Identidades Trigonométricas
1. cos?(0) +sen?(0) =1
2. 1+ tan?(0) = sec?()
3. 1+ cot?(0) = csc?(0)
4. sen(a + f) = sen(a) - cos(B) * cos(a) - sen(B)
5

. cos(a x B) = cos(a) - cos(B) + sen(a) - sen(pB)
14+cos(26)

2
1-cos(26)

2

6. cos?(0) =

7. sen?(0) =

8. sen(20) = 2sen(8) - cos(0)
9. cos(20) = cos?(0) — sen?(0)

Funcion Seno

f(x) = sen(x)
Dom(f) = R, Ran(f) = [-1,1]

v

1 4
/\ y = sen(x) /
/[211 —3m12 = —miz w2 Ww X
-1 A1

Observacion: La funcion f(x) = sen(x) es impar, es decir;
f(=x) = sen(—x) = —sen(x) = —f(x)

Ejemplo: sen (— g) = —sen (g)

Funcion Coseno

f(x) = cos(x)
Dom(f) =R, Ran(f) =[-1,1]
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-

/\ /\: f.'-’OS{J:] /\
—zm —3117\—'17/ 2 0 ™ J\i/ 2 m X
-1

Observacion: La funcion f(x) = cos(x) es par, es decir;
f(—=x) = cos(—x) = cos(x) = f(x)

Ejemplo: cos(—m) = cos(rr)

Funcion Tangente

f(x) = tan(x)

Dom(f) =R — {nn +%,n € Z}, Ran(f) =R

v

m

/‘n —3m/

el e L LN - ELEE T L P L L P
|
E
|
5 —
e L LR LR
______________________.E:_______________________.
e L T T,
3
=

Funcion Cotangente
f(x) = cot(x)
Dom(f) =R —{nm,n € Z}, Ran(f) =R
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Funcion Cosecante

f(x) = cse(x)
Dom(f) =R — {nm, n € Z}, Ran(f) = (—o0,—1] U [1, +0)

e e e e e s m e —m e e e mm—m e mm - ——————
Pt

]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
:
]
—mi2 0 T2 ¥ 3mi2
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]

._______________________:I'________________________.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
—é'lT =3milz
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

3.5.4 Funciones Trigonométricas Inversas
Las funciones trigonométricas son perioddicas, por ende, no son inyectivas; pero
restringiendo el dominio adecuadamente, se consigue que sean inyectivas en ese dominio

restringido. Luego admitira la inversa en ese dominio restringido.

Funcion Seno Inverso (arco seno)

y = arcsen(x) © x = sen(y)

T
Dom(f) = [-11],  Ran(f) = [-3,3]
}f
/2
y = arcsen(x)
2 A 1 2 3 X
—Ti 2
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Funcion Coseno Inverso (arco coseno)
y = arccos(x) © x = cos(y)

Dom(f) =[-1,1],  Ran(f) = [0, 7]

mi2 Yy = (}'.'J‘T.'{'.'U-.q(;f»'}

) 4 0 1 2 3 X

Funcion Tangente Inversa (arco tangente)

y = arctan(x) & x = tan(y)

T 1
Dom(f) =R, Ran(f) = <_§’E>
i
——————————————————————— L i
y = arctan(x)
5 -4 3 2 -1 1 2 3 4 5 X
—————————————————————— e

Funcion Cotangente Inversa (arco cotangente)
y = arccot(x) & x = cot(y)

Dom(f) =R, Ran(f) =(0,m)

y = arccot(x)
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Funcion Secante Inversa (arco secante)

y = arcsec(x) & x = sec(y)

Dom(f) = (—o,—1] U [1,4 ), Ran(f) = [O, %> U (—,n]

'}r

T 4

y = arcsec(x)

AV

T
2

Funcion Cosecante Inversa (arco cosecante)

y = arccsc(x) & x = csc(y)

Dom(f) = (=e0, 1] U [1,+e0), Ran(f) = [~5,0)U (0,3]

'}f
mi2
y = arcese(x)
0 1 2 3 4 5 X
-T2 A
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3.5.5 Funciones Hiperbdlicas

Funciéon Seno Hiperbolico

X _pX

f(x) = senh(x) = eT

Dom(f) =R, Ran(f) =R

y = senh(x)

RS

—14

24

—34

Funcion Coseno Hiperbélico

f(x) = cosh(x) = #

Dom(f) =R, Ran(f) =[1,+)

y = cosh(x)

3 2 10
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Funcion Tangente Hiperbdlica

senh(x) e*—e™
cosh(x) eX+e™*

Dom(f) =R, Ran(f) =(-1,1)

f(x) = tanh(x) =

I3 22 21 1 2 3 N

Funcion Cotangente Hiperbolica

cosh(x) e*+e™
senh(x) eX —e™*

f(x) = coth(x) =

Dom(f) =R — {0}, Ran(f) =R —-[-1,1]

v
2
y = coth(x)
_______________________________ T
3 2 e ) 1 2 3 X
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Funcion Secante Hiperbdlica
1 2
cosh(x) eX+e™*

Dom(f) =R, Ran(f)=(0,1]

f(x) = sech(x) =

}r

)

Funcion Cosecante Hiperbdlica
1 2
senh(x) eX¥—e™*

Dom(f) =R —{0}, Ran(f) =R —{0}

f(x) = csch(x) =

y = csch(x)
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Identidades Hiperbdlicas

1. cosh?(x) — senh?(x) =1
2. sech?(x) + tanh?(x) = 1
3. coth?(x) — csch®(x) =1
4. senh(x +y) = senh(x) - cosh(y) * cosh(x) - senh(y)
5. cosh(x +y) = cosh(x) - cosh(y) + senh(x) - senh(y)
6. tanh(e £ ) = £ )
7. senh(2x) = 2senh(x) - cosh(y)
8. cosh(2x) = cosh?(x) + senh?(x)
9. senh(—x) = —senh(x)
10. cos h(—x) = cosh(x)
11. senh(x) + senh(y) = 2senh (xi—y) cosh (xzﬂ)
12. cosh(x) + cosh(y) = 2cosh (%) cosh (?)
13. 2senh?(x) = cosh(2x) — 1
14. 2cosh?(x) = cosh(2x) + 1
15. (senh(x) + cosh(x))" = senh(nx) + cosh(nx)
Ejemplos
1. Determinar el dominio de definicion de las funciones dadas:
a) f(x)=log (=2)
Resolucion
y = log (2 — x)
2+x
Para que este definida y, se debe cumplir
2—x >0
2+x
x—2
x+2 <0

Aplicando el método de los puntos criticos tenemos

239
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Luego tenemos que el dominio de definicion es Dy = (—2,2)

b) f(0) = [logis2 (=)

Resolucion

_ (3 — x)
Yy = [l091/2 1—x
Para que y este definida, se debe cumplir

3— 3—
loguya () 20 ¥ 1> 0

Como la base del logaritmo esta entre (0,1) ya que es 1/2, el logaritmo

3_
entonces 0 < ﬁ <1

AV

decrece,

O<1—x 1—x_1

0<X=3 A X253 1<

x—1 x—1 -
x—3 x—3—x+1

0<x—1 x—1 =0

0<X73 A 22 <
x—1 x—1"

0<X23 A2 5o
x—1 x—1"

T | - | + B +
- - N oo -
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Luego tenemos que el dominio de definicion es Dy = (3, +o0)

2. Determinar el dominio de la inversa de la funcion f(x) = 1in
Resolucion
3x
Y 113

Para determinar f~1, despejaremos x
y(1+3%)=3*
y+3*y=3*
y=3%=3%
y=3*(1-y)

vl

Aplicando a ambos lados el log;, luego la propiedad log,(a*) = x
Xy — Y )
log;(3*) = logs (1 —y

y
x = log; (—1 = y>

Luego la funcion inversa es f~1(x) = logs (:—x)

Para determinar el dominio de f 1, resolveremos

X

Asi tenemos que el Dp-1 = (0, 1)

3. Hallar el dominio, rango y graficar la funcion

£x) = { 3, si x no es entero
~ 3+ (—1)*,six es un entero
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Resolucion
e Bl Df = Df, U Dy,
Donde Dy, = {x/x & Z} yDs, = {x/x € Z}
Entonces €l Dy = R
e EIR; = Rr, URy
Donde Ry, = {3}
Ry, = {2,4}

4, si x es par
Puesto que f5(x) = {2 Si x es impar

Entonces el Ry = {3} U {2,4}
R: ={2,3,4}

3, six¢ Z
e Para graficar consideramos f(x) = {4, six €Z A espar
2, six €Z A esimpar

5 Y
° ° ° 10 ™ ™ ®
—0 3
° ° e 2 ™ ™ ™
1 B
X
% 5 3 3 2 10 1 2 3 4 5 B
_1 B

4. Calcular la funcién inversa de las funciones dadas:
a) ¥y =log,5
Resolucion
La funcion logaritmo es inyectiva, por lo que existe la funcion inversa que lo
encontraremos despejando la variable x.
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y =log,5
Aplicamos la funcién exponencial con base x, luego aplicamos la propiedad a'®9a* =
x
xV = xl09x5
x¥ =5
x =35

Luego tenemos la funcién inversa f~1(x) = V/5, x # 0

b) y=1+log(x+3)

Resolucion
La funcién logaritmo es inyectiva, por lo que existe la funcién inversa  que lo
encontraremos despejando la variable x.
y=1+log(x+3)
y—1=log(x+3)
Aplicamos la funcion exponencial con base 10, luego aplicamos la propiedad
alogax — y
10Y-1 = 1010g(x+3)
x+3=10""1
x=10""1-3

Luego tenemos la funcion inversa f~1(x) = 1071 -3

5. Graficar la funcion f(x) = 2sen|x|

Resolucion
_ _(2sen(x), x=0
flx) = 2senx| = {Zsen(—x), x<0
2sen(x), x>0

f(x)={

—2sen(x), x<0
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==2sen(z), 1 <0 y=2sen(x), 1> 0

3 -5mi2 - =ami2 T -T2 0 /2 ni2 m 5mi2 N X

-1

-2

flz) = 2sen |z|

/31T -5m/2 - =imi2 T -T2 0 mi2 ami2 T 5mi2 N X

. .. . .y senx+2
6. Determinar el dominio de la inversa de la funciéon y = ———

3—-5senx

Resolucion

Para encontrar la inversa despejaremos la variable x,

senx + 2

Y= 3 — 5senx

y(3 — 5senx) = senx + 2
3y — S5ysenx = senx + 2
senx + S5ysenx = 3y — 2
senx(1+5y) =3y —2
3y —2
1+ 5y
Aplicando el arcsen y la propiedad (f 1o f)(x) = x, Vx € Dy

senx =

244

Matematica Basica

ISBN: 978-958-53965-7-9 DOI: https.//doi.org/10.34893/r4514-8213-9481-k E,.dec

[ 1T



/11171

245

3y—2
arcsen(senx) = arcsen( )

X = arcsen (

3

1+ 5y

3y—2>
1+ 5y

AV

Luego f~Y(x) = arcsen (ﬁ) para encontrar el dominio resolvemos la
desigualdad
1<3x—2<1
~1+4+5x "
3x—2 3x —2
-1< <
1+ 5x 1+ 5x
1422572550 A1-225
1+5x 1+5x
1+5x+3x—2 1+5x—3x+2>0
1+ 5x - 1+ 5x -
8x —1 2x +3
> >
5x +1 5x+1
+ | - + A + - | +
1 1 3 1
~5 2 2 5

3
2

Asi tenemos que el Dy-1 = (—oo,——] U [§,+00)

. Sif(x) = (1—-cos2x)secx y g(x) = secx, hallar h(x) tal que
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f(x) = h(g(x)).
Resolucion
Simplificaremos la funcién f (x) en términos de secx
f(x) = (1 —cos2x)secx = (1 — (cos?x — sen?x))secx
= (1 — cos?x + sen?x)secx
= (1 —cos?x + 1 — cos?x)secx

= 2(1 — cos?x)secx

1
:2(1— )secx

sec?x
1 )
secx

fx)=2 (secx —

Luego tenemos que f(x) = h(g(x))
1
2 (secx - a) =h(g(x))

1
2 (secx — —) = h(secx)
secx

Sea z = secx entonces tenemos

1

h(z) =2 (z — —)
z
1

por lo que tenemos  h(x) = 2 (x — ;)

8. Hallar la funcion inversa de f(x) = 1 + sen (i—:)

Resolucion

Para hallar la inversa de f, despejamos la variable x

14 (x—2>
Y= sen x+ 2

1= (x—2>
Y - sen X+ 2

Aplicamos el arcsen y la propiedad (f ™! o f)(x) = x, Vx € Dy

x—2
-1 =2
arcosen(y — 1) = arcsen <sen 12 )

X —2
x+ 2
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arcosen(y — 1) =



= —1
o arcosen(y — 1)

4
x+2

=1— arcosen(y — 1)

4
1 —arcosen(y — 1) =x+2
4
12 arcosen(y — 1) —2
v 2+ arcsen(y — 1)

1— arcosen(y — 1)
Luego tenemos la funcion inversa:

2+ arcsen(x — 1)
1 — arcosen(x — 1)

fH =
Para determinar el dominio, resolvemos

—1<x—-1<1 A 1—arcosen(x—1) #0

0<x<2 A arcosen(x—1)#1
0<x<2 A x—1+#sen(l)
0<x<2 A x#1+sen(1)

Asi tenemos el Dp-1 = [0,2] — {1 + sen(1)}

AV

9. Siun movil describe en su trayectoria un lugar geométrico dada por las ecuaciones:

x = 2y/cosh(2t) + 4, y = V6senh(t) — 1. Determinar el lugar geométrico.

Resolucion

x = 2 /cosh(2t) + 4 = x — 4 = 2,/cosh(2t)
Elevando al cuadrado (x — 4)? = 4cosh(2t)

— 4)?
% = cosh?(t) + senh?(t) (1)
y = V6senh(t) — 1 = y + 1 = V/6senh(t)
Elevando al cuadrado (y + 1)? = 6senh?(t)
+1)?
% = 2senh?(t) (2)
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Hacemos la diferencia de (1) y (2)
(x—4? @+1)7?

= cosh?(t) + senh?(t) — 2senh?(t)

4 3
Gt OHDT_ ohee - senk?(o)
x-49? G+1?_

4 3 1

El lugar geométrico es una hipérbola horizontal con centro C(h, k) = (4,—1)

Ejercicios
1. Determinar el dominio de definicion de las funciones dadas:
a) f(x) =log(vx—3-vV7—x)

b) f) = log (T2

¢c) f(x) =,/log(senx)

2. Hallar el dominio de definicion de la funcion y = \/ 1—1log,(x — 1) y determinar

su correspondiente funcion inversa.
Mostrar que la grafica de la funcion f(x) = log,(x + \/xz—-l-l) es simétrica
respecto al origen de coordenadas y hallar su correspondiente funcion inversa. (La
grafica de una funcion impar es simétrica con respecto al origen).
3. Determinar el rango y graficar la funcion f(x) = |cosx], x € [0, 2m]

4. Dadas las funciones f y g definidas por:

_(1-2x, x€[-2,-1) _
fe) = {[4 +cosx|, xe[o,n] ¥ 9() _{

x?> =5, x € (—oo0,0)
senx — 5, x € [0, 7]

Hallar y graficar la funcion h = f + g.
5. Determinar si la funcioén f es par o impar, donde f(x) = (xIxI - i) sen(x®).
6. Hallar la funcién inversa de las funciones dadas:

a) f(x) = 2sen5x

b) f(x) = 2arcsenV1l —x2, x € [0,1]

c) f(x) =log,(x+1)+1log,(x—1), x>1

7. Sitanh(lnx) = — i, hallar el valor de x.
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13.

Trazar la grafica de las funciones dadas:

y = —sen(x)
y = sen (;—C)

y =1—cos(x)
y = |sen(x)|

y = arccosV1 — x?

Dadas las funciones f y g; Determinar f + g, f - g yg

f(x) =+vx, g(x) = cos(x?)
f(x) = cos(x), g(x) = tan(x)

. Trazar la grafica de las funciones dadas:

y=4
1 X
=)
y=e™
y=e®
. Trazar la grafica de las funciones dadas:
y = log(x)
y =log(x?)
y =log,(x + 1)
y=In(x+1)

. El incremento vegetativo de una poblacion viene dado por la diferencia entre

nacimientos y fallecimientos, que esta dada por la funcion
P(t) = Py(1+i)t; donde la poblacién inicial es Py, que tiene un indice de
crecimiento i, y t el tiempo. Si en un pueblo que tiene 600 habitantes y su poblacién

crece anualmente un 3%. ;Cuéntos habitantes habra al cabo de 9 afios?

A\t
El interés compuesto estd dado por la funcion C = C, (1 + %) , donde C es el capital

final, C, es el capital inicial, n nimero de afios,i es el interés anual (interés anual en

%), t el periodo de capitalizacion. Si Un capital de $7 000, colocado a interés
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compuesto del 2% anual, se ha convertido al cabo de unos afios en $8201,61.

(Cuantos afios han transcurrido?

YA
// // //
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