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Resumo

Este passeio aleatdério em sistemas dindmicos discretos passa
por iteragdo de fungdes, condigdo inicial, orbita, ponto fixo,
mapa logistico, efeito borboleta, exponente de Lyapunov, bifur-
cagao, ergodicidade, conjuntos de Julia e Mandelbrot, entre ou-
tros topicos. Vale ressaltar, especialmente, um importante re-
sultado, que a estabilidade estatistica de um sistema cadtico

é a fonte da aleatoriedade.
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Introducao

1. Apresentamos alguns resultados importantes de sistemas dindmicos
discretos.

2. Mais detalhes podem ser encontrados em [1-7].

ITodos os autores com suas afiliacoes aparecem no final deste artigo.
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Funcao, condicao inicial e 6rbita

3
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17.

.1, 8]
. Considere a fungio f(x) = z? para z € R.
Seja xy a condigdo inicial (ou semente).
Considere a seguinte notacao:

fre=flxo), fP=f(f), F=f(f,
Faremos iteracoes de f(x), o que significa calcular f1, f2, f3, ...
A érbita (ou itinerario) de xy é dada(o) por

Lo f1 f2 f3

Em palavras, diz-se a orbita de xy sob f.

A orbita depende de f e x.

Por exemplo, a orbita de 2 sob f(x) =z?é

2 1 16 256 — -

A orbita (11) diverge, isto é, vai para o infinito.
Por outro lado, a orbita de 0 sob f(z) = 2?2,
0 0 0 -

¢ um ponto fixo porque nao € alterado pela funcao.
sistema dindmico discreto := funcao iterada nela mesma

Note que, embora a variavel = seja real, o sistema dinmico (4) é
discreto, pois os indices em (7) sdo nidmeros inteiros positivos.

Sistemas discretos mudam repentinamente dos estados 1 para 2. de 3
para 4, e assim sucessivamente.

Lembrando que estamos considerando funcoes deterministicas.
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Funcao probabilistica

18. Esta secao ¢ apenas informativa para mostrar que existem defini¢oes
de funcoes envolvendo probabilidades.

19. Seja a seguinte defini¢ao

1, com probabilidade p,

fp(T) :{

0, com probabilidade 1 - p.

20. f, ¢ uma funcdo probabilistica.

Iteracao é importante?

21. Muaitos sistemas fisicos podem ser modelados por equacoes aplicadas
nelas mesmas |2|.

22. A linha de raciocinio envolvida em (21) é a seguinte:
objetos ~ alteram sua dinamica ~ por leis matemdticas ~
~ que atuam nos proprios objetos alterados

23. Iteracao é um loop fechado no sentido de que um nput gera um output
e este, por sua vez, torna-se 0 novo 1nput.

Racionais

24. Como ¢é usual que sistemas dinamicos sejam simulados no computa-
dor e como o computador s6 consegue lidar com nimeros racionais,
¢ importante termos em mente que os irracionais (que constituem a
maioria dos nimeros reais) sao desconsiderados nas simulagoes com-
putacionais.

25. No entanto, existem demonstracoes formais de sistemas dinamicos que
incluem os nimeros irracionais.



26. Ainda nao sabemos se o espaco-tempo é discreto ou continuo; se for
discreto, ha bons indicativos de que o comprimento de Planck seria a
menor escala [9-11].

Tipos de pontos fixos

27. Existem trés tipos de pontos fixos em um sistema dinamico discreto.

28. Um ponto fixo é instavel quando uma condicao inicial suficiente-
mente proxima a ele é repelida.

29. Um ponto fixo é estavel quando uma condigcao nicial suficiente-
mente prorima a ele é atraida.

30. Um ponto fixo é neutro quando uma condicao inicial suficiente-
mente prozima a ele nao é repelida, nem atraida.

Mapa logistico
31. A equagio logistica é dada por [1,12]
f(x) =raz(l-x),
com x € [0,1].
32. r ¢ a taxa de crescimento e l -z é a taxa de decrescimento.
33. Note que em (31) hé duas forgas opostas.

34. O mapa logistico e suas generalizacoes descrevem modelos populacio-
nais observados na natureza.

35. Note que (31) é a parabola

f(z) =roe—ra®



Taxa de crescimento menor do que 1

36. As condicoes iniciais do mapa logistico com r < 1 sao atraidas para o
ponto fixo estavel x =0 [1].

Taxa de crescimento maior do que 1

37. O mapa logistico com r > 1 gera uma dinamica bem mais rica do que
o caso anterior, contendo além de pontos fixos, orbitas periddicas e
aperiodicas (regime cadtico).

38. Por exemplo, para o mapa logistico com r = 1,5, temos a seguinte
parabola

f(x)=1,5x-1,52°
39. (38) tem um ponto fixo repulsor em z = (0 e um ponto fixo

estavel em x ~ 0,33 [1].

Taxa de crescimento maior do que 3

40. O mapa logistico com r = 3,2 é dado por

f(z) =3,2x - 3,22°.

41. A orbita (40) oscila entre dois valores, x ~ 0,5 e x ~ 0,8; trata-se de
um atrator estavel com periodo 2.

42. Periodo 2 significa que a cada duas iteracoes, a 6rbita visita novamente
0S mesmos pontos.

Taxa de crescimento igual a 3,5

43. O mapa logistico com r = 3,5 é dado por

f(z) =3,5x - 3,5z



44. A orbita (43) oscila entre quatro valores, x » 0,38,  ~ 0,50, = ~ 0,83
ex~0,87.

45. (44) é um atrator estavel com periodo 4.

46. Periodo 4 significa que a cada quatro iteragoes, a orbita visita nova-
mente 0S mesmos pontos.

Caos no mapa logistico
47. O caos aparece no mapa logistico, por exemplo, em r =4, em que
f(z) = da - 42°,
48. As orbitas, neste caso, nao sao periodicas.

49. Para o regime (47), existem provas rigorosas de que as orbitas, de fato,
nao se repetem [13].

Definicao de Caos

50. Um sistema dinamico é cadtico quando tem todas as seguintes propri-
edades:

(a) A regra da dindmica é deterministica;
(b) As orbitas sdo aperiddicas e limitadas;

(c) O sistema apresenta sensibilidade as condigoes iniciais.

51. (50.c) é conhecido como efeito borboleta.

O efeito borboleta

52. Pequenas alteracoes nas condicgoes iniciais de um sistema dinamico no
regime cadtico leva a uma grande diferenca no comportamento das
6rbitas.



Expoente de Lyapunov

53. Antes de definir o expoente de Lyapunov, vamos iniciar com algu-
mas defini¢oes preliminares.

54. xp, x|, := condigoes iniciais distintas
55. D(n) = |z, — z!| := separacao de (54) apo6s n iteragoes
56. A separagao D(n) é dada, para n pequeno, por
D(n) ~ Dy2™,
sendo A o expoente de Lyapunov.

57. A mede a taxa média com que as distancias entre duas orbitas proximas
mudam.

58. Se A > 0, entao o regime do sistema dinamico é caotico.

Ingredientes do caos

59. Um sistema caotico tem duas propriedades,

(a) sensibilidade as condigdes iniciais,

(b) 6rbitas limitadas (finitas).

60. Ambas as propriedades (59) vém dos aspectos geométricos do sistema
dinamico.

61. Geometricamente, a sensibilidade as condigdes iniciais pode
ser vista como um alongamento, ja que pontos prorimos sao distan-
c1ados.

62. Como as 6rbitas sdo limitadas, o distanciamento das condicoes
iniciais nao ocorre indefinidamente, em algum momento (iteracao),
as oOrbitas sao trazidas mais proximas novamente, o equivalente geo-
métrico de dobrar.



63. Assim, temos o seguinte fluxograma em um sistema dinamico cadtico

[14],

esticar ~ dobrar ~ repetir.

64. Todos os sistemas cadticos compartilham essas duas operagoes (esticar

Diagrama de bifurcacao

e dobrar).

65. A tabela a seguir ilustra o niimero de 6rbitas para alguns valores de r

do mapa logistico [1].

oOrbitas

r
r=20,50
r=2,00
r=23,20
r=3,50
r=23,56
r=23,84
r=4,00

R W 0o DD

66. A tabela (65) sugere que existe um padrao de bifurcagao de érbitas
no mapa logistico dependendo da taxa de crescimento 7.

G7.

68.

69.

Na bifurcacao, o numero de 6rbitas dobra.

Um diagrama de bifurcagdo mais detalhado para o mapa logistico
pode ser encontrado em https://bit.1ly/3bsknRU.

Se olharmos o diagrama de bifurcacao do mapa logistico com 3,630 <

r < 3,634 1], percebemos que a figura parece uma réplica do diagrama

todo, com 2,4 <r < 4,0, por exemplo.


https://bit.ly/3bsknRU

Janelas peri6odicas

70. Existe pelo menos uma janela periodica em qualquer intervalo dos
valores de r em que o mapa logistico é cadtico.

71. Em outras palavras, ha uma alternancia entre orbitas periodicas e
orbitas aperiodicas (cadticas).

Ordenamento de Sharkovsky

72. Em 1964, o matematico ucraniano Oleksandr Sharkovsky provou que
os nimeros inteiros podem ser ordenados de uma maneira bastante
peculiar, envolvendo poténcias de 2 multiplicadas por niimeros impares
115].

73. Considere o seguinte ordenamento:

3,5, 7,9, .. (nimeros impares)
2x3,2x5, 2x7,2x9, ... (2 vezes os niimeros impares)
4x3, 4x5, 4x7, 4x9, ... (4 vezes os niimeros impares)
8x3, 8x5, 8x7, 8x9, ... (8 vezes os niimeros impares)

L, 24232221, .. (poténcias decrescentes de 2).
74. O teorema de Sharkovsky diz que (73) é uma forma de ordenar os

numeros inteiros.

Periodicidade e o teorema de Sharkovsky

75. As primeiras aparigoes de regioes periddicas no diagrama de bifurcagao
do mapa logistico ocorrem na ordem de Sharkovsky reversa [1].



76.

7.

78.

79.

Portanto, além das regioes cadticas no mapa logistico, existem regioes
periddicas de todos os periodos possiveis.

Essa relacao mostra como existe uma ordem na forma como o ntimero
de orbitas periddicas duplica.

Vale ressaltar que algumas caracteristicas do diagrama de bifurcagao
valem para uma ampla classe de funcoes.

(78) é conhecido como universalidade.

A estabilidade estatistica do caos

80.
S1.

82.

83.

84.

89.

86.

87.

88.
89.

Sistemas cadticos tém reqularidades estatisticas [1.
(80) pode ser visto por meio de histogramas.

Um histograma mostra a quantidade de estados finais (6rbitas) que o
sistema dinamico visita em funcao de x.

O mapa logistico com r = 4 apresenta comportamento cadtico, isto é,
sensibilidade as condigoes iniciais e 6rbitas limitadas.

Veja o histograma de (31) com r =4 e 27 =0,3 em [1] (p. 133).

A orbita passa mais tempo proximo das extremidades (0 e 1) e menos
tempo na regiao central, um comportamento inverso de uma gaussiana
(em seus extremos), por exemplo.

Variando-se as condigoes iniciais, obtém-se o mesmo histograma [1].

Pelo efeito borboleta, variar as condigoes iniciais significa produzir
orbitas distintas.

Assim, diferentes orbitas cadticas produzem histogramas equivalentes.

Por mais que as orbitas sejam distintas, na média, elas se comportam
de modo similar.
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Ergodicidade

90. O regime caotico do mapa logistico com r = 4, por exemplo, é ergddico,
isto é, sua orbita se aproxima de forma arbitrariamente proxima a
qualquer ponto do intervalo x.

91. Isso significa que drbitas distintas visitam igualmente as mesmas re-
gioes do espaco.

92. A evolugao de um milhao de condigoes iniciais do sistema (90) converge
para uma distribuigdo uniforme entre 0 e 1 (exceto nos extremos) em
apenas b iteragoes [1]| (p. 137).

93. Essa distribuigdo invariante ¢ estavel, quase todas as condicoes
inicials sao atraidas a ela.

94. Em (93), a excegao sao os atratores, pontos com probabilidade pro-
xima de zero de se constituirem estados finais do sistema.

95. Pode-se provar analiticamente por meio da dindmica simbdlica que
0s sistemas cadticos sao as fontes da aleatoriedade [1].

Funcao complexa
96. |[1,8]
97. Considere a seguinte fungdo g: C - C dada por
g(z) =2 +c

com z,ce C.

Conjunto de Julia para a familia quadratica

98. Considere as condigdes iniciais z; € C, sendo i€ N={1,2,3,...}.
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99. O conjunto de Julia para a familia quadratica é definido como
sendo
J={z|g" <00, n— oo},

com a funcao g(z) dada por (97).
100. Em palavras, J é formado por todas as condicoes iniciais zp tal que
sua Orbita é finita.

Conectado ou desconectado

101. O conjunto de Julia é dito conexo (desconexo) quando seus pontos
estao conectados (desconectados).

102. Pontos desconectados nao formam um tunico objeto continuo.

Conjunto de Mandelbrot

103. O conjunto de Mandelbrot é definido como

M ={z| J(z) é conexo}.

104. Assim, M inclui apenas os conjuntos de Julia (99) que sdo conecta-
dos.

Exemplos
105. [1,5,16,17]

106. As cores que aparecem nos exemplos tem a ver com a taxa com que
as condicoes iniciais vao para o infinito, isso est4 muito bem explicado
em |1].
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Trabalho futuro

107. Construir o conjunto de Julia, iniciando a condi¢ao inicial zy = a + bs

com a = b =0, e variando-se a e b em miultiplos do comprimento de
Planck.

Consideracoes Finais

108. A parébola f(x) = rz—rz? (mapa logistico) possui érbitas periddicas
e caoticas (aperiddicas), dependendo do valor da taxa de crescimento
T

109. A ergodicidade do regime cadtico apresentado mostra que o sistema é
estatisticamente estavel.

110. Por isso, sistemas caoticos deterministicos geram a aleatoriedade.

111. A afirmacao de que o caos gera aleatoriedade tem muita forga, especial-
mente levando-se em consideracao a teoria quantica, que é totalmente
fundamentada em probabilidades [12].
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