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Resumo: A incapacidade da Mecénica Classica em explicar alguns fenémenos ocorridos em experi-
mentos cientificos que estavam sendo realizados no final do século XIX e inicio do século XX, propiciou
o desenvolvimento de uma nova teoria fisica. Cientistas estavam percebendo que a nivel atémico e
subatomico, a Fisica conhecida até entdo, estava falhando. A partir disso, novas ideias, postulados
e interpretacoes foram sendo propostos para explicar tais resultados empiricos. Com o passar dos
anos, entdo, surgiu o que hoje conhecemos como Mecénica Quéntica; aparentemente, uma teoria sepa-
rada da mecénica classica. Todavia, mais posteriormente, foi compreendida como uma extenséo desta
dltima. O presente trabalho é uma introducéo aos principais conceitos e formulas matematicas usados
nessa area da Fisica, considerando apenas os casos unidimensionais. As ideias apresentadas, em sua
maioria, terdo um embasamento mais matematico do que empirico. Tentou-se, também, apresentar
uma descricdo detalhada dos calculos e equactes, de modo a evidenciar praticamente todos os passos
realizados. A Mecénica Quéantica é uma Aarea significativamente grande da Fisica, possui expressivo
refinamento matematico e varias formas de abordagem. De forma que ha uma limitagdo no namero de
topicos que serdo apresentados no decorrer do artigo. Contudo, se espera que, com essa introdugéo, o
leitor consiga adquirir uma nocéo fisica e matematica suficiente para saber como deve pensar, e quais
ferramentas utilizar, ao estudar particulas muito pequenas.
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Abstract: The inability of Classical Mechanics to explain some phenomena that occurred in scientific
experiments that were being carried out in the late 19th and early 20th centuries, led to the deve-
lopment of a new physical theory. Scientists were realizing that at the atomic and subatomic level,
hitherto known physics was failing. Thus, new ideas, postulates and interpretations began to be made
in order to explain such empirical results. Then over the years, what we now know as Quantum Me-
chanics emerged; apparently a separate theory from classical mechanics. Later, it was understood as
an extension of the latter. The present work is an introduction to the main concepts and mathematical
formulas used in this area of Physics, considering only the one-dimensional cases. The ideas presented
here, for the most part, will have more mathematical than empirical basis. It was also tried to present
a detailed description of the calculations and equations, showing practically all the steps performed.
Quantum Mechanics is a significantly large area of Physics, has expressively mathematical refinement
and several approaches. Thus there is a limitation of topics to be presented within the article. Howe-
ver, it is hoped that, with this introduction, the reader will be able to acquire enough physical and
mathematical notions to know how to think and what tools to use when studying very small particles.
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1. Axioma I (Relacao de Planck - Einstein)

A Energia de um Féton (particula que compée a luz) pode ser calculada pela expressdo E = hw = hv.

Onde h = 6,62607004 x 10~34] . s representa a constante de Planck, # = h/(2m) representa
a constante reduzida de Planck e w, v representam as frequéncias angulares e ndo angulares da onda
eletromagnética associada ao Féton, respectivamente [1].

2. Teorema I (Relacao de De Broglie)

Fotons possuem quantidade de movimento (momento linear), podendo este ser calculado pela formula

k= 1)
p=nk=3

Dem. : Pelo Axioma I, Fétons emitem energia da forma E = Aw. E sabemos pelo Principio da
Equivaléncia Massa - Energia de Einstein, que toda energia induz uma massa associada, i.e., E = mc?2.
Em outras palavras, isso quer dizer que a energia da forma /iw é produzida por uma massa m = Aw/c?
pelo fato de termos E = Aw = mc?. Por defini¢do, quantidade de movimento é o produto da massa pela

velocidade da particula. Um Féton possui velocidade c. Logo, segue que:

hw

hw

Das relagoes da mecénica ondulatéria, podemos escrever o momento em fungéo do nimero de
onda e do comprimento de onda, ja que k = w/c = 2t/A. Como A = h/(27), concluimos que:

h 2t h
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Note-se que um Féton ndo possui massa de repouso, ou massa inercial, pois ele (o Féton) s6
existe quando se propaga com a luz na velocidade c sob uma frequéncia v (entenda-se isso como uma
extensao do axioma I). Sendo assim, a sua massa é unicamente relativistica e seu valor varia conforme
a radiacéo eletromagnética associada [2].

3. Axioma II (Hipotese de De Broglie / Principio da Dualidade)

¢ Toda a matéria apresenta comportamento ondulatorio e corpuscular, podendo escolher um ao outro
dependendo do experimento especifico; [3]

* A energia da particula (E) é igual a energia da onda associada, e vale que: E = hw; [4]

4. Teorema II (Comprimento de Onda de De Broglie)
O comprimento de onda para a matéria pode ser expresso em: A = h/mv. [3]

Dem. : Sabemos que ondas também carregam quantidade de movimento, onde este pode ser
definido por: p = E/v¢. Sendo E a energia da onda e v¢ a sua velocidade de fase [5]. Note-se que:

Kgm? Kgm?
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I.e.: Podemos associar uma massa e uma velocidade a expresséo E/v¢, de forma que mv = E/vy.

. hw h 27 h h
Pelo axioma II: mv= —=mv=ik=>=mv=—. — =2mv=—=A=— 1 5)
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Perceba-se portanto, que quando m tende a nivel macroscépico, mv se torna muito maior que
h e A tende a 0. Ou seja, a particula ndo mais se comporta como onda.

5. Teorema III (das Velocidades)

Sem potencial, a velocidade da particula é igual & velocidade de grupo da onda associada (velocidade
de um pacote de onda) que, por sua vez, é igual a duas vezes a velocidade de fase (v =vg = 2vy). [6]

Dem. : A partir do teorema II, podemos escrever que:

A h N h 27mth 2 k N hk ©)
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E, a partir da Mecinica Hamiltoniana, temos que:

E=—+YV 7

Consideremos agora o caso particular de uma particula sem influéncia de potencial externo.
Ou seja, a energia da particula é puramente cinética. Pelo axioma II, segue que:
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E=p—:>p2=2mE=2mhw 8)
2m
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Por (6): p = hk = p* = *k* = 2mjiw = 2mw = hk éw=2— 9)
m
Portanto, por defini¢éo, a velocidade de fase da onda é tal que:
w Ak T R Kk 10)
V= — = —— o« — Ve = ——
7% T 2m K 7 2m
) k2
Note — se que por (?), é verdade que : w = > (11)
m

Calculemos, finalmente, a velocidade de grupo da onda. Também por defini¢édo concluimos que:

Cdw d (W) Zh Bk
2m/ Zm m

Vg = = vg=v=2v: N 12
97 ak  dk 9 f (12)

6. Teorema IV (Equacao de Schrodinger)

Sendo P uma funcdo de onda especifica, solucdo de uma equacdo de onda, vale que:

32 2
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Vi 13
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Dem. : Assim (de maneira especifica), vamos considerar, inicialmente, uma funcédo de onda
estacionaria unidimensional genérica da seguinte forma: representando uma onda viajando na direc¢éo
X positiva, e uma outra onda correspondente viajando na diregdo oposta [7]:

P(x, t) = Aetlkx—wt) (14)
Diferenciando 1) no tempo, obtemos:

0 .
a*lf - At (Liw) = —iwy (15)

Pela Relacdo de Planck - Einstein e pelo fato de que }1 = i, temos que:

P —iEy R P . P
Fyiai ﬁj-a—Ewélha—Ew (16)

Diferenciando 1 na coordenada espacial, podemos escrever que:

d .
ai)': - Aet( @b (1) = ik 17)

Por (6) podemos continuar a equagéo acima da seguinte forma:

op ipp  hop o o
—_— = —— = —ih— = = —ih— = —ihV 18
ox ~ n T iox PYT g mpb e et =t (18)
Da Mecanica Hamiltoniana, sabemos que a energia de um sistema (cinética e potencial) pode

ser representada através da Fun¢do Hamiltoniana H = % + V(x). Substituindo em (16):

o p?
ih— =Hp=_——+V 19
= P <2m+ (X)>1b (19)
Elevando (18) ao quadrado, podemos escrever em termos do Operador Del (0/0x) que:
aZ
2 2
N 20
p ox2 (20)

Substituindo (20) em (19), segue que:

op  —h? oY
h— =~ T 1V 21
Vst = Zmaoe T VY 21)

Essa ultima equacgéo é conhecida como a Equacao de Schrodinger Dependente do Tempo.

Note-se que agora a energia do sistema esta concentrada no Operador Hamiltoniano:

_hZ aZ

_ e 22
2m ox2 (22)

Se interpretarmos a energia na equacido (16) também como um Operador Diferencial, e se
utilizando da equacéo (21), podemos dizer que:

—h? %Y
2m 9x2

+ Vi =Ey (23)



E (23), por sua vez, é conhecida como a Equacao de Schrodinger Independente do Tempo.

Em termos de Operadores, finalizamos escrevendo tudo isso em uma forma mais concisa:

Hy-Ep W (24)

7. Quantizacao Canonica

Identificar as grandezas fisicas (momento e energia) como Operadores Diferenciais Lineares é
a chave para um processo conhecido como Quantizacdo Candnica, que nos permite sair da Mecénica
Classica Hamiltoniana e migrarmos diretamente para e Mecédnica Quantica através de um simples
passo matematico [8]. Consideremos entéo a expressao abaixo:

p2
H=—+4+V(x) (25)
2m
Agora, impomos a correspondéncia univoca:

XX &
)
pr— —ihi—=9p &
ox
.0
E—ihi— =EF %
ot

Apés tal substituicido candnica, temos que:

A W e \% 0 & —n o \% 0
ax . .
— o Vb & ———— 4+ V —ih— 26
2m v ot 2m 0x2 v ot (26)

Note-se que os operadores da ultima equacéo nédo estdo agindo sobre vetor algum. Precisamos
multiplicar toda a equacéo por uma fungéo vetorial para ela poder fazer sentido. Entéo:

—h2 3% oY
— 4+ Vp=ih— 27
2m 0x? tVb =i ot @7

que é a Equacéo de Schriodinger da Mecanica Quantica.

Lembremos que na mecénica classica, o Momento e a Energia de uma particula siao grandezas
fisicas mensuraveis representadas por Fungées Reais (ou vetores) em um espaco euclidiano (dimensao
finita). Enquanto que, na mecéinica quintica, tais grandezas sédo representadas por Operadores Di-
ferenciais Hermitianos (provaremos a hermiticidade em linhas posteriores) definidos sob um espacgo
néo - euclidiano (um espaco de Hilbert) que agem sobre um vetor de onda complexo (), onde este
altimo esta definido sob um espaco funcional, com dimenséo infinita. Mais precisamente, sob o espaco
vetorial das fung¢des complexas. Além disso, como qualquer quantidade classica pode ser colocada al-
gebricamente em termos do Momento Linear e da Posi¢ao, isso significa que a Velocidade, a Aceleracio
e outras grandezas fisicas também v&o passar a ser operadores e nido mais vetores com entradas re-
ais (em esséncia). Mais tarde mostraremos que além de operadores, essas grandezas serdo também
variaveis aleatorias discretas e continuas (ou, em dimensdes maiores, vetores aleatorios).

Por exemplo:

—ih O dv d —ih 02
=m =mvV=9=——cea a=—w a=—
pomv=p N B TI e r

i 28
m 0x dt (28)




Outro ponto importante para salientar, é que a Equacio de Schriodinger é nio - relativista, ja
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que, em sua deducdo, se usa a definicdo néo - relativistica de energia total, i.e.: E = ﬁ + V (o ha-
miltoniano classico do sistema). Se quiséssemos uma possibilidade relativista de equagao, deveriamos

usar E = /p2c2 + mc* + V. [9]

8. A Solucao Temporal da Equacao de Schrodinger

Nosso préximo passo sera resolver a Equacéo de Schrodinger. Se trata de uma equacao dife-
rencial parcial linear parabdlica homogénea de 22 ordem. Resolveremos ela pelo Método da Separacéo
de Variaveis [1].

Para tanto, consideremos a equacéo completa:

1232
E1|)=iha—1p=—haﬂ"

Vi 29
ot 2m 9x2 Ve (29)

Considere previamente que Oy = O, onde O representa os autovalores do hermitiano O.

Supondo P(x,t) = ®(x)T(t) e dividindo toda a equagéo acima por @ (x)T(t), temos que:

2m 9x2

E(OT) ind (®T) 322 (0T)+ VOT  indT 242 yveo

2m_dx?
— = E 30
T T T = T dt D (30)
Dessa forma, obtemos duas e.d.o.s, uma temporal e outra espacial (respectivamente):
P + VO - ED (31)
ih— = ;] — =
dt ' 2m dx?

Manipulando-se a equacédo temporal, segue que:

idT_E:>1dT_—iE:>dT_—iEdt 32)
Tdt h Tdt & T =&

Integrando-se indefinidamente ambos os lados da igualdade, podemos escrever que:

art —iE —iE —iE
J—=J—dt:>ln(T)+C1=—Jdt:>ln(T)+C1=—(t+Cz) (33)
T h h h
—iEt
S In(T) = (t+C2) —C (34)
Ao agregarmos as constantes numa s6, se verifica que:
—iEt
In(T) = p +C (35)
Finalmente, aplicando a defini¢édo de logaritmo concluimos que:
T-e #n Coe . eCT(t)=e 7 T(0) (36)
Assim : P(x,t) = D(x) - e 7 T(0) (37)

Note-se que, como partimos do principio de que P(x,t) = A - et** . e=1®t ¢ pelo axioma I,
w = E/h, o resultado acima é, deveras, intuitivo e esperado, assim como a escolha do método da
resolucdo da e.d.p..



9. A Particula Livre

Apresentando um exemplo de problema fisico quantico, vamos analisar o caso de uma particula
livre [1] (i.e., sem influéncia de potencial externo (V(x) = 0)), movendo-se ao longo do intervalo fechado
[0, a]. Para tanto, consideremos a equacéo espacial (31) (uma equacéo de Sturm - Liouville):

—h? A’ D

_ =ED 38
2m dx2 (38)

Note-se que, a priori, P é uma funcéo de onda estacionaria (nesso caso, unidimensional). Em
outras palavras, 1\ é uma solucéo estacionaria de uma equacédo de onda. A partir dessa informacéo, se
reconhece que a sua parte espacial (@) pode ser interpretada como um Movimento Harmonico Simples.
Isto é, pode ser descrita por uma funcéo senoidal. Destarte, por propriedade da fung¢do seno, temos que
O(mm) =0V meN.

Se a particula se move ao longo do intervalo [0, a], estamos entdo considerando que o periodo
da onda produzida é a.

Sendo assim, precisamos impor as seguintes condig¢des iniciais a ultima equacéo descrita (uma
equacdo diferencial ordinaria homogénea linear de ordem 2 com coeficientes constantes):

(I) ®(0)=0; (II) ®(a) =0 (39)
Reescrevendo-a na forma padréo, obtemos:

—h? A’ D

p e E® =0 (e.d.o. ordem 2 homo. coef. const.) (40)
m dx

Para esse tipo de equagéo, assumimos entdo que @ (x) = e®*. Substituindo-se na e.d.o.:

—K2 a2 —h?

Imae €7 TEeT 00 S rate™ —E e -0 @
—h? —h? 2mE 2mE v—2mE
- (z“z_E>=°éz“ZZH°‘2:_ e o aTE Ty i @)
m m
—2mE —2mE (43)
L= ——— ey = —————
1 A 2 A

Pelo Principio da Superposig¢éo para e.d.o.s lin. homo., temos que a solu¢éo geral para @ é:

D(x) = Ae** + Be®™*VA, B € C= ®(x)=Ae” # *+Be ~n * (44)
Se E<0 entdo: ®(x)=Ae  r % fBe T r X (45)

Ou, utilizando o fato de que eP* = cosh(px) + senh(px), cosh(px) = cosh(—px) e que
—senh(px) = senh(—px), podemos escrever a solucdo geral da e.d.o. em termos das funcgoes hi-
perbdlicas, que costumam ser uma representacéo de solugcdo mais conveniente:

o (Y (T o (YL o, (20

D(x)=A - -

@(x) = Acosh (@x) + Asenh (@x) + Bcosh (@x) — Bsenh (@x)
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®(x) = cosh <Z;in|E|x> (A + B) +senh <‘2hmlE|x> (A —B)
®(x) = Cicosh (221|E|x> + Cssenh <~2hm|15|x> (46)

Aplicando-se as condigdes iniciais, a condicdo (I) forca C; a ser nulo. Impondo-se a condic¢éo

P ~ v/ 2m|E
(IT), temos que, ou C> = 0 também (o que ndo queremos), ou senh <E||x) =0.
Porém, ao contrario da funcéo seno, o seno hiperbélico s6 é anulado em um unico ponto do
dominio, o ponto 0. O que significa que o caso E < 0 nos leva a solugéo nula.
—h? d’® _ 0

Se E = 0 entdo @ (x) = ¢1x + c2, pois a e.d.o. ficaria simplesmente Ak =

Assim, é facil entender-se que o caso E = 0 também nos leva a solugéo trivial ®(x) =0 V x € R.

Agora, se E > 0, por (44) temos que:

iv2mE —iv2mE
h

d(x)=Ae * *-+Be x (47)

Usando a férmula de Euler e*® = cos(0) + isen(0), bem como o fato de que a funcéo cosseno
é par e a funcéo seno é impar, podemos escrever @ em termos das fungoes trigonométricas:

v2mE . Vv2mE 2mE . 2mE
®(x)=A |cos - X | +isen - x || + B |cos 7 x | —isen P X

v2mE . v2mE Vv2mE . 2mE
®(x) = Acos . x | + Aisen - x | + Bcos - x | — Bisen - p?

@(x) = cos ( Zi;nEx> (A + B) +sen ( Z;Ex> (Ai— Bi)
®(x) =yicos ( Z;nEx> + y2sen ( Z;nEx> (48)

Aplicando-se a condig¢éo (I), temos que y; = 0. Para satisfazer a condi¢éo (II), é necessario que
o argumento do seno seja 0 (pois ndo estamos interessados em solugdes triviais, i.e., em y, também ser
0). Isso significa que:

2mE 2mE 2mE nm
sen al=0= a=nnVneN=k= = — (49)

h h a

Finalmente, podemos escrever que:
nrmx nrmx
®(x) =yzsen () = Csen () (50)
a a
nmx
. D(x) = d,y(x) =Csen <> (51)
a

Unindo-a a solugéo temporal da Equacio de Schrodinger, temos entdo que P (x,t) pode ser
escrita como os produtos abaixo:

W(x,t) = Bn(x)T(t) = Csen <“:"> ) (52)
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—iEt

nmx
P(x,t) =Pn(x,t) = csen () e (53)
a
Essa ultima igualdade nos permite escrever as solugdes espaciais e temporais como:

®,(x) = csen (n:x) ; T(t)=e

—iEt
h

(54)

10. Axioma III (da Interpretacao Estatistica de Born)
A funcdo de onda P (x, t) solucdo da equacdo de Schrodinger, deve ser normalizada. [6]

Considerando esse axioma, podemos escrever, entdo, que:

Wl =1T= V{lb)=1= (PlP) =1 (55)
onde (| ) representa o produto interno entre dois estados, na notacéo braket.

Sabemos que o produto interno entre duas fung¢des complexas f e g definidas em um dominio
real [a, b] pode ser expresso da seguinte forma:

b J—
(flg) = J f(x)g(x)dx (56)

a

onde g(x) = g* denota o complexo conjugado.

Logo, por propriedade dos nimero complexos:

+oo +o00
Wiv) = | wwrax- | wPax -1 (57)

—00

Veja-se entdo que esse axioma requer que P seja uma funcio quadrado integravel. Desse modo,
é necessario migrarmos para o espaco L2 (um subespaco do espaco das fungdes complexas). Com efeito,
o produto interno agora é outro. Escrevemos que:

bi
(flg) = J fx)g(x)dx (58)

a

Ou seja, dados dois estados V7 e P2, o produto interno entre eles se calcula por:

“+o0

(b1 1 h2) = J $ipadx (59)

Note-se que a ultima igualdade da equacgao (57) ainda é valida. Aliado a isso, temos o fato de
que || > 0V x,t € R. Portanto, podemos concluir que [\p|? representa uma funcéo densidade de
probabilidade da variavel aleatoéria posicao (X). Le.:

P(x,t) = [ (x, t)? (60)
nos da a probabilidade de encontrarmos uma particula quintica na posi¢ao x no instante t.

Ou, de maneira similar:

b
Plx € [a, bl, 1] =J [ (x, )12 dx 61)

a
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Considerando-se esses ultimos fatos, implica-se que as outras grandezas fisicas também vao
passar a ser variaveis aleatérias continuas (velocidade, aceleracdo, momento linear, por exemplo) além
de operadores. Exceto a Energia, que em breve veremos que sera uma variavel discreta.

Perceba-se finalmente, que (57) afirma que a probabilidade de encontrarmos uma particula em
algum lugar de seu dominio é 1.

A seguir, vamos mostrar que pode ocorrer de a densidade de probabilidade da posi¢do néo
depender do tempo, ou nao variar com o tempo. Quando 1 satisfaz essa condicdo, dizemos que P é um
Estado Estacionario ou um Estado Fundamental (ou ainda, um autoestado). Caso contrario, se [{|?
depender do tempo, dizemos que ¢ é um Estado néo - Estacionario.

11. Estados e Energia Quantizada

Proposicio I: Se (x,t) = @ (x)T(t) entdo (Pp(x,1)|* = |®@(x)|%.

Dem.:

Por (53), P(x,t) = csen <m> e

n7mx _iE _ nrmx iE nrmx _iE iE
W% = Ppp* = [csen () e t} [csen <> e'ht} = |c|*sen? () e n TR
a a a
nmx nmnx
[p|? = [c[*sen? () e = |c|*sen? ()
a a

S = o) | (62)

E comum também definirmos Estado Estacionario como sendo a expressio de {p em um produto
de duas func¢des, uma espacial e outra temporal, sem necessidade de sofrerem aplica¢do do principio
da superposicio de e.d.p.s lineares homogéneas.

Proposicao II (Principio da Quantizacido da Energia):

Uma particula livre de potencial imersa em um sistema qudntico estaciondrio sé pode assumir
energias definidas sob um conjunto discreto de valores em R*. [1]

Obs: Lembremos que, na Mecanica Classica, a energia de uma particula pode assumir qual-
quer valor em R* (“E" é definida sob um conjunto continuo de valores).

Dem.:
vV2mE nn
Por (49), = —
h a
nmh n?n?h? n?n?p?
Isolando E, segue que: v2ZmE= — =2mEk= ——— = E= ———
a a? 2ma?
CEZE n?n?p? (63)
" 2ma?
ZhZ
Definindo o “quantum" (ou “quanta") de energia como Eg¢ := Imal’ podemos escrever :
ma
E = En = anf [ | (64)
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Isso significa que os valores de energia que a particula ira assumir sdo todos multiplos inteiros
nao negativos de uma energia fundamental E¢. De fato, o conjunto {E;,, |n € N} é discreto com relacéo
a reta real.

O namero natural n, indica em qual estado excitado de energia tal particula se encontra, i.e.,
o valor Ey significa que a funcédo de onda quéntica esta no k - ésimo estado excitado de energia. Para a
particula mudar de um estado para outro, ela precisa perder ou ganhar “pacotes” inteiros de energia
(fétons), onde cada energia que esta armazanada nesses pacotes é um valor que é multiplo natural do
estado energético fundamental. Em particular, uma particula no estado fundamental (n = 1) possui a
energia de um unico féton.

Uma interpretacdo matematica pertinente pode ser feita notando-se que os valores de ener-
gia assumidos pela particula correspondem aos autovalores associados as autofuncées @,,. Perceba-se
ainda que os autovalores de energia séo reais; o que esta de acordo com o fato de que o Operador Ener-
gia (ﬁ) é Hermitiano.

Proposicao III: Se P (x,t) = cxpi + cpPyp (P estd em estado de superposicdo), onde Py e Py, sdo
estados estaciondrios distintos, entd@o P (x, t) é um estado ndo - estaciondrio. [10]

Em outras palavras, essa proposicdo afirma que combinacdo linear de estados estacionarios
nédo produz um estado estacionario.

Dem. : Consideremos novamente V(x) = 0 e ¢k, ¢, € R. Se as constantes forem complexas, a
demonstracio pode acabar na terceira linha.

[ (x, )17 = Y
hp|* = [Ck (‘Dkey) + ¢p ((Dpe%ﬁﬂ . [?k ((DkeLFrt> +Cp (d)pe%'i)}

i(Ep—Ey )t i(E—Ep)t

(W = lex 2@ + lep P @] + kG Dpe 7 + Cucp @xPpe 7

i(Ep—Ey )t i(Eg—Ep)t
[p|? = ci(l)ﬁ + cfj(l)f, + ckCp P Dy (e e e )
Utilizando — se do fato de que e'® + e ' = 2cos(0) segue que
(Ep —Ex)t

WI? = ;@7 + ¢ @7 + 2ckcp Pk Dpcos [ h

} =[x, ) (x,t) W (65)

12. A Constante de Normalizacao

Estudando uma solugéo estacionaria da Equacdo de Schriodinger onde uma particula livre se
move ao longo do intervalo [0, a], por (57) e (62) podemos escrever que [1]:

a a X a X
J [Ox)?dx=1= J |c|*sen? (n) dx=1= |c|2J sen? (n) dx =1 (66)
a a

0 0 0

Resta-nos resolver a integral. Comecemos por fazer a substituicéo:

nmx du nm nmn du du a
U=—= —=—=du=—dx=dx= < = dx = - —
a a

a dx (“T:‘) 1 nn

a
= dx=—du
nrw
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J sen? (nmc) dx = il J sen?(u)du 67

a nrw

Recorremos agora para a formula de reducéo:

— m—1
Jsenm(u)du - nHJsen“‘—z(u)au_ cos(u)sen™ ' (u)

m

m

Aplicando-a para m = 2, segue que:

1 d cos(u)sen(u) u cos(u)sen(u)
J v 2 2 2

J.senz(u)du =—
2
A constante final foi omitida na dltima integral porque estamos interessados na primitiva da

funcéo integrando, visto que depois calcularemos uma integral definida.

Substituindo o resultado final em (67), temos que:

2 2 2nm 2nm

Jsenz <m'cx> dx — a [u B cos(u)sen(u) au acos(u)sen(u)

Revertendo-se a substituicdo a variavel x, obtemos:

Jsen2 (nnx) dx _/a/(%> acos ("7*) sen ("7*) X acos (RIX) sen (MIX)
a 2o 2nm T2 It
nmx nmx
.'.Jsenz (W> o acos ("7*) sen ("IX) 8
a 2 2nm
Aplicando-se os limites de integracio:
a acos (") sen (nrd
Jsen2<m)dx=a— (a) (’Z{)—O=E—0
0 a 2 2nm 2
‘ JAasen2 (mtx) dx = a (69)
o a 2

Substituindo-se (69) em (66), se verifica que:

1 2 ; 2 2 2
—alc =1=|c|"=—=|c|=y/— =>c==34/— (70)
2 a a a

Escolhendo-se ¢ negativo ou ¢ positivo ndo altera em absoluto o significado fisico do sistema

quéantico. Por simplicidade e conveniéncia, escolhamos ¢ = %
Assim, (54) se transforma em:
2 nrmx
D, (x) =1/ —sen (> (71)
a a
Também por (54):
2 nrmx —iEt
P(x,t) =Pn(x,t) =/ —sen| — e =~ (72)
a a



Contudo, observe-se que ja sabemos a expressdo para os autovalores de energia, através de
(63). Entao podemos substitui-los na parte temporal da equacéo acima, de modo que:

nrx —inZnZnt
e

P(x,t) =Pn(x,t) = D (x) T (x) = \/zsen (a 2ma? (73)

A partir de entéo, invocando novamente o principio da superposicdo, a equacdo de Schrodinger
para uma particula livre é satisfeita pela forma genérica abaixo:

s > 2 nrmx —inzwzht
Y(x,t) = c = Cni\/—Sen | — | e 2ma2 74
();nwn;n\/a (a) (74)

S.p.g., isso nos permite dizer que a solucéo geral da parte espacial de W pode ser interpretada
matematicamente como uma expansio em Série de Fourier Seno de uma fung¢éo impar f no intervalo
[0,al. Le.:

> /2 nrmx . .
Y(x) =f(x) = —cpsen | — |, em que, pela teoria de Fourier, (75)
a a

n=1

A~
<)
E
I

QN

%

© =
=
X
w
0
=

N

‘ﬁ

/2
) dx. Multiplicando — se em ambos os lados por {/—, (76)
a a

Cn = \/?Ja f(x)sen (W) dx = ¢, = Ja f(x) D, (x) dx 77
aJo a 0

No espaco vetorial das fungoes, c,, esta representando o produto interno de f com ®,.

13. Teorema V (da Hermiticidade dos Operadores)
Se A é um operador quéntico, entio A é Hermitiano.
Dem. : Consideremos, inicialmente, as duas equacgoes de autovalores abaixo [11]:
() A =ap 5 (1) (Ap) = &* = ap* (78)

Propomos que os autovalores do operador sejam reais pois queremos que as quantidades fisicas,
quando medidas, retornem um numero real, e ndo um numero imaginario, por exemplo.

Agora, multipliquemos a esquerda: (I) por \* e (IT) por 1. Assim:

(1) * A = p*aap 5 (IV) b (Awh)” = hoc” (79)
w*ﬁlb =1 (}A\tl))* . Integrando em ambos os lados : (80)
J W AP dx = J ¥ (?\q))* dx 81)

R R

Note-se que o complexo conjugado de Ay produz uma nova funcdo. Le.: vale a comutatividade:

J VAP dx = J (/fup)* P dx (82)
R R

13



Logo, por (59): (i |Aw) = (A ) (83)

Portanto, A é hermitiano. Lembre-se que, para operadores autoadjuntos (hermitianos), as
defini¢des abaixo sdo equivalentes:

WIAD) = (AP | D) & (b |AD) = (Ap[p) W (84)

Esse teorema implica na ortogonalidade de duas autofungées quanticas com diferentes autova-
lores. I.e.: autofuncgées distintas de operadores hermitianos sédo ortogonais.

+oo

W1 A2 = (W1 h2) =0 = J Pips dx = 0 (85)

14. Teorema VI (do Valor Esperado das Grandezas Fisicas)

Se A é um operador qudntico, entdo seu valor esperado no estado \ pode ser obtido por

+o0
E[A] = J P*APp dx = (Y|A[p), na escrita braket (86)

Dem. : S.p.g., a solucéo geral da Equacdo de Schrodinger pode ser escrita como segue.
“+oo “+oo .
‘l’=1b=ZCnll)n=le)n (87)
n=1 n=1

Comecemos a prova desse teorema invocando o fato de que a esperanga matematica do produto
de duas variaveis aleatérias define um produto interno [12]. L.e.:

E[XY] = (X]Y) (88)

Como todo observavel (operador quantico) assume também a forma de um vetor aleatorio, po-
demos escrever o valor esperado de A da seguinte forma:

(A1) = E[AI] =E[A]= (A) (89)
onde I nesse caso esta representando a matriz identidade.

Agora, facamos uso do produto interno de Frobenius [13].

Para A e B sendo matrizes complexas : (A|B) := Tr (BTA) (90)
de modo que: (A|I) =Tr (I'A) = Tr (IA) = Tr (A) = E[A] (91)
Para calcularmos o traco de A, usaremos a defini¢cdo de trago para um operador [14].
Se {ej}jea for uma base arbitrdria: Tr(A) := Z (Aejej) (92)
JEA

onde A esta definido em um espaco de Hilbert.

A seguir, vamos usar o conjunto {{p, Jncw como uma base para o espaco vetorial das solucdes
da Equacao de Schrodinger {W;}icn. Veja-se que {f[)n}neN gera {Wi}icn. E note-se que o fato das
autofuncdes de {Pn nen serem duas a duas ortogonais implica que cxPy e cpPp, também o séo, pois:
(cxPx | cpp) = Ckep (Wi [Pp) = 0. Logo, {J)n}new é linearmente independente [15].

14



Assim, como A é hermitiano vale que:

“+oo

EAl=Tr(A) = Y (nlAdn) (93)

n=1

Continuando, apliquemos a defini¢do de produto interno de (59).

E[A] = +Zoo (J’+°° @:Aﬁ)n dx> - J+Oo FZOO (J):Aﬁ)n)} dx (94)

n=1 W™ —® [n=1
BAT= [ (F5A%: + B3A%: + D3ATs +..) dx (95)
Tl
E[A] = Lo (A (Fr B2+ s+ ) - (B5 + 55+ 55 +..)] ax (96)

Essa ultima passagem decorre do fato de que o produto interno entre dois estados distin-
tos pertencentes a {{,}, também é 0. Ao multiplicarmos os termos dentro da integral e somarmos
os seus produtos, poderiamos reescrever a integral em uma soma infinita de integrais separadas

e, assim, observar que as multiplicacdes do tipo (Albk 11)]"; vao fazer a integral zerar. Reunimos
novamente em uma sé integral os termos restantes, e a igualdade acima se verifica. Veja-se que

<1er |AII’k> = (cpPp [AckPx) =Cp (Wp | ckAPK) = Cpek (Wp | Ax) = CperAx (Wp [ P) = 0.
Aplicando-se (87) e considerando-se que a soma dos complexos conjugados é o conjugado da
soma, (96) é transformada nas seguintes expressoes:

+oo

P*AYP dx = (YALp) W 97)

E[A] = rw (Ap) ™ dx = E[A] = J

—0o0

15. Teorema VII (Principio da Incerteza)
Para A e B sendo observdveis qudnticos, vale que c A0 > % ‘< [}A\, ﬁ} >‘ .

Dem. : Comecemos por definir os seguintes dois operadores:

AA-A—(R); AB-B—(B) 98)

Pela Desigualdade de Cauchy - Schwarz podemos escrever que:
<A¢\|Aﬁ\> - <Aﬁ|Aﬁ> > |<A¢\|Aﬁ>’2 (99)
Por (88) obtemos <Af\2> - <Aﬁ2> > ]<AAA§> ‘2 (100)

O préximo passo sera encontrar <A¢\2> e <Aﬁ2>. Usando-se as definicdes de (98):
83T - A2 2A (R) + (R)" = (aR7) - (R2 =23 (R) + (R)') 101)
Fazendo-se uso das propriedades do valor esperado, temos que:
(8R%) - (32) = (2R (R)) + ((R)") - (R2) —2(R(R)) + (R)’ (102)
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(8R2) = (R2) — 2 (R (R) + (R)" = (32) —2(A) + (&)’ 109)
(BAZ) - (A%) — <A>2 (104)

De maneira integralmente analoga:
(a82) - (82) — (8)’ (105)

Destarte, por defini¢do, os valores esperados de AAZ e AB2 sdo as varidncias de A e B. Em
termos do desvio padréo, podemos dizer que:

o = <Af‘\\2> ; 0% = <Aﬁz> (106)
~ 2
Substituindo (106) em (100) : 0303 > |(AAAB)| (107)
Agora, precisamos encontrar uma expressio para AAAB. Perceba-se que:
N AAAB ABAA AAAB  ABAA
AAAB = — + + (108)
2 2 2 2
AARAB = 5 (AAA@ — AﬁAA) +5 (AAAﬁ + AﬁAA) (109)

Invoquemos, a seguir, duas fung¢des matematicas binarias de uma algebra néo - comutativa: o
comutador [, ] e o anticomutador {, } de dois operadores em um espaco de Hilbert.

VX, YeH: X, YI=XY—-YX e {X,Y} = XY+ YX (110)

Aplicando-se tais definigdes em (109), segue que:
AAAB - % [Aﬁ\,Aﬁ} 4 %{A/A\,Aﬁ} (111)
Vejamos, ainda, que, também utilizando as definigdes:
(AR, AB] - AAAB — ABAA - (A— (A)) (B—(B)) — (B— (B)) (A—(A)
(AR, 8B) -AB—A(B) — (A)B+ (A) (B) — (BA—B(A)— (B)A + (B) (A))
R, - A8 A 8- (R (318 - BA BT (BT (BT
[AA, Aﬁ] _AB—BA > [Af\, Aﬁ} - {ﬁ\, ﬁ} (112)
Substituindo (112) em (111), obtemos:
AAAB = % [ﬁ\, ﬁ} + %{Af‘\\, AB) (113)
Aplicando-se a esperanca matemética em ambos os lados da equagdo acima, temos:

(8A8B) - % ([A8])+ % (18R, aB)) (114)
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O nosso proximo passo € usar as seguintes propriedades: o comutador entre dois operadores
hermitianos é antihermitiano e o anticomutador é hermitiano.

Vejamos abaixo que hermitianos possuem valor esperado real pela propriedade da simetria
conjugada do produto interno.

[Al= (WIAD) = (AP ) = (B [A)) = E[A] = E[A] € R (115)

A seguir, vejamos também que antihermitianos possuem valor esperado puramente imaginério.
O resultado segue da definicdo de matriz antihermitiana e das propriedades do produto interno e do
conjugado transposto.

[X]= (X [h) = (W |XTp) = (W] —Xp) = — (W[ XP) = = (X [p) = —EX] = EXI € T  (116)

Isto implica que: % <P\, ﬁb = % (i) 17

Entao <AAAI§> < [A ﬁ} > <{A/A\, A§}> é um numero complexo da forma:

(BAAB) - % (18R, AB}) + %cxi - % (18R, AB}) + % (|A,8]) (118)
Loge (o) - (1,48 + 1 ( (23]}
Usamos o fato de que se z = a + bi for um nimero complexo, |z|? = a? + b? = |al? + |bil%.
Portanto, por (107): o202 > %K{Aﬁ\, Aﬁ}>‘2 + % ([A, ﬁMz (120)
Entdo é verdade que : o202 > %K[ﬁ\,ﬁmz (121)

Aplicando-se a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade:
OACE > ZMA ﬁm n (122)

A desigualdade acima é conhecida como o Principio da Incerteza Generalizado [6]. Quanto me-
nor for a incerteza na medida de uma grandeza, maior sera a incerteza na medida da outra.

Um caso particular desse resultado é o famoso Principio da Incerteza de Heisenberg [6], que
analisa os casos posi¢édo - momento linear. Aplicando-se a formula geral vista acima, podemos prova-lo:

1
OxOp > 3 (%, P (123)

Primeiramente, precisamos encontrar o valor de [X, p]. Para fazer isso, utilizaremos uma
funcédo de teste f pra ser aplicado o operador de derivagcdo do momento. Por (#) e (&) segue que:

[R, Pl =%P — PR = [R, PIf = RPf — PRF =x < 171;() f— < 1h;> (xf) (124)
_odf__d(xf) ' b

R, PIf = —1hxa + ih " —lhxa + ik (x + f) /w::/wd—*Jr ihf (125)

R, Pl =ih (126)
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Lembrando-se do fato de que a esperan¢a matematica de uma constante é a prépria constante:

1 1 h
Ox0Op > 3 [(ih)| = oxop > 3 [ih| = oxop > 3 | (127)

O principio da incerteza aponta mais uma diferenca entre as mecéanicas. Repare-se que, en-
quanto na mecinica classica temos uma matematica determinista, na mecénica quintica temos uma

matematica probabilistica (ndo - determinista). Nao podemos calcular com precisio todos os valores de
todas as grandezas fisicas relacionadas a particula.

16. Axioma IV (do Colapso da Funcao de Onda)

Uma particula em estado de superposi¢cdo nao possui quantidades fisicas bem definidas. Toda-
via, ao realizar-se uma medicdo experimental, a particula apresentard necessariamente caracteristicas
de apenas um dos autoestados. [10]

Teorema VIII: A probabilidade de uma quantidade fisica de uma particula em sobreposicdo de n
autoestados colapsar para um autovalor Ay é igual ao quadrado do médulo da constante de sobreposig¢do
da fungdo de onda Py (k,n € N |k < n).
Dizemos, nesse caso, que P colapsou para Px.
Dem. : Consideremos uma particula num estado 1, tal que P = {7 + P2 = c1P7 + 2. Pro-
varemos para o caso n = 2 por conveniéncia. Para n autoestados distintos, a prova se da de maneira

integralmente analoga e valem-se os mesmos argumentos (em especial, o0 argumento da ortonormali-
dade). Suponhamos que queremos analisar uma grandeza A. Podemos escrever [16]:

E[A] = J[R [(c1p1 + c2p2)" A (c1h1 + c2p2)] dx
Das propriedades do conjugado, temos que : E[A]= L [(C197 +C203) A (c1d1 + cap2)] dx
EIA] = JR (@)} + T2p3) - (e1Apr + c2Ap,)] dx = L (@] + T23) - (erArhr + cahatpz)] dx
E[A] = J[R (Cre1A b1 + T2 b2 + C2ci A p3hy + CaeaA2p32) dx

E[A]=Cicin J PPy dx + ¢ 027\2J' P12 dx + €201y J P3Py dx + C2C2A2 J P3P, dx
R R R R

Da ortonormalidade dos autoestados, obtemos: E[A]=CiciA1 -1 +0+ 0+ CacaAz -1

|E[A] = Aqler | + Azleal? (128)

Como a esperanca matematica de uma variavel aleatoéria, por defini¢éo, é a soma dos produtos
dos valores possiveis pelas respectivas probabilidades, o resultado segue.

Temos, finalmente, que |c1|2 + |c2|? = 1.
Costuma-se chamar constantes de sobreposicdo como Amplitudes de Probabilidades.

Com este teorema, podemos facilmente depreender que o valor esperado de uma grandeza A
em um autoestado VP = Py é igual ao seu proprio autovalor A,,. H

18



17. Tempo Classico e Probabilidade Quantica

Axioma V (do Principio da Correspondéncia): As quantidades quantizadas dos observduveis
tendem ao limite cldssico quando os estados energéticos do sistema tendem ao infinito.

Vamos mostrar a seguir, através de dois problemas [8], uma importante relagdo entre o mundo
classico e quéntico. Sera um exemplo da aplicabilidade do presente axioma. Consideremos também o
caso particular em que estamos trabalhando até aqui: uma particula livre de potencial, presa numa
caixa de comprimento L, que se move ao longo do intervalo da reta real ([0, L]). Além disso, quando
a particula bate nas paredes da caixa (situadas nas posi¢oes x = 0 e x = L) ela troca o sentido do
movimento. Propomos, ainda, que F = 0, para que sua velocidade seja constante.

A verséao classica da situacgio é a seguinte: fixado um intervalo [a, b] C [0, L], qual a quantidade
de tempo gasta pela particula dentro desse intervalo? Ou seja, quanto tempo a particula fica em
[a,b]? A resposta é razoavelmente simples. Se a velocidade é constante, entdo podemos aplicar uma
cinematica escalar basica e escrever que:

AL b — a|
v=?$t=

(129)

Em seguida, suponhamos que desejassemos uma situacdo mais elaborada. Do tempo total
gasto pela particula ao percorrer o trajeto de x = 0 até x = L, qual a parcela de tempo gasta em [a, b]?
Novamente, pela hipétese da velocidade constante, temos que:

[b—al

lb—al ¥ b — al

= v = — ¢ — =

t=—F—=t= y adk T
v

(130)

Podemos interpretar esse resultado de forma probabilistica: a ultima fracéo escrita é a proba-
bilidade de encontrarmos a particula no intervalo [a, b], decorrido um tempo qualquer apés o inicio de
seu movimento.

Passemos, a seguir, para a versio quantica do problema: desejamos saber qual a probabili-
dade de encontrarmos a particula no intervalo [a, b] utilizando a descricdo matematica da mecéanica
quéantica de Schrodinger. Porém, vamos adicionar duas hipdteses ao problema: consideraremos apenas
niveis extremamente altos de energia, ou seja, quando os estados excitados de energia (n) tendem ao
infinito positivo e, ainda, que a particula esta sendo descrita por um estado de onda puro.

Por (61), (62) e (71), temos que:

2, /nmx 2 (b , (M7
P, (x € [a,b]) =J —sen” | — | dx = —J sen” [ — | dx (131)
a L L LJa L
X Lcos (27%) sen (X
Por (68) : Jsenz(n)dx=x— os (%) sen () (132)
L 2 2nm
Quando n — oo, (132) se resume em:
7T
Jsenz (n) R (133)
L 2
Aplicando-se os limites de integragao, concluimos que:
b , [ Mmx b a [b—q . .
J sen“ | — |dx=— — — = , pois estamos considerando b > a (134)
a L 2 2 2
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2 |b—al b —al

" Prnoeo (x €[a,b]) = — - = | Pnooo (x € [a,b]) =

L 2 L

Em outras palavras, tais calculos, realizados com tempo e probabilidade, nos mostram que para

estados excitados de energia significativamente altos, a distribui¢do de probabilidade de uma particula
quéntica (por enquanto, livre) se aproxima de uma distribui¢do uniforme classica.

(135)

18. Teorema IX (da Evolugcao Temporal dos Valores Esperados)

Seja A um observdvel qudntico, (A) o seu valor esperado, H o hamiltoniano qudntico do sistema e
[P, Q] 0 comutador dos operadores P e Q respectivamente, entdo vale que: [17]

1A) (AR + <6A> (136)

at i 2t

Dem. : Decorre do que ja sabemos:

r: P*APpdx = an) _d rm

" dt P*Apdx (137)

(A) =

—00

Pela regra de Leibniz da comutatividade da derivada sobre a integral, temos que:

d (A) =J+°° d

i T (P*AYp) dx (138)

A seguir, aplicando-se em sequéncia a regra do produto na derivada temporal, obtemos:

d(A) [ [op® L0 e oy L [oA o
d —LO [ W (Aw) + b at”‘"’)] d"‘Jm{ W (Aw) + [at “"”%J}dx

Da linearidade da integral, escrevemos que:

d(A) J+°° op*
dt | . ot

(Ap) d +J+°o OA by +J+°° AV 4
Widat | tgplb)dx ] pTAT dx

Identificando-se a segunda integral como um valor esperado, se verifica que:

d(A) [+ ot A oo By
S oL S mwan (50) 4 [ watie 439

Recorrendo-se a Equacio de Schrodinger, segue que:
0
Fp =B = Hp = ih—o = — = = (140)

Como a derivada do conjugado é o conjugado da derivada, podemos dizer que:

op* 1 1" YrHT . . L
=|=" (Htp) = ————, por propriedade do conjugado hermitiano (141)
ot ih ih

E como H é um operador autoadjunto, vale que:

op*  P*H

ot ik

(142)
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Substituindo (142) em (139), temos que:
d <A> J'+oo l.l)*H

dt

0A oo Hy
Apdx + <> + J P*A—dx (143)
ot oo in

—00

Unindo as duas integrais numa sé, concluimos:

+00 * —+o0
d<A>=J (w*AH‘P_"’HM,) dx+<aA>=;hJ w*(AH—HA)tpdx+<aa/:> (144)

dt in in ot
~d{A)y  (AH]) 0A
" dt ik +< t> " (145)

19. Corolario I (de Ehrenfest)
Os valores esperados dos observdveis qudnticos obedecem as leis da mecdnica cldssica. [18]

Dem. : Segue diretamente do teorema anterior que:

d(p) (p,H) +<3P> (146)

at  in ot

Axioma VI: A menos de uma condicdo fisica impositiva, observdveis (operadores) qudnticos nao
evoluem no tempo (formalismo matemdtico de Schrodinger).

d{p) (lp,H))
= 147
- dt in (14D
Pela definicédo de valor esperado quantico, podemos seguir com:
d{p) 1 (™
—_— = — *Ip, HWY d 148
-] v ax (148)

Porém, perceba-se que, algebricamente, temos o seguinte:

3 3 3
pH=P— 4 v Hp-P— 4 vp)| = [p,HI- pH—Hp =ZPZ+pV— —Vp=pV—-Vp=[p,V]
2m 2m m 2m

Portanto, podemos escrever que:

d{p) 1"
—_— = — *p, VW d 149
o n] v Vibax (149)
Realizando-se a substituicdo p = —iiV e aplicando-se a defini¢do de comutador, obtemos:
dp) 1 roo b (pV — Vp)tp dx — - roo P* (—AhVV + VitV ) d (150)
— == — X =— —i i X
at ) P PY TP ih)_o
d (p) 1 [t ) +oo
?1{%[ P*(— )(VV—VV)tpdx=—J V*(VV — VV) dx (151)
Da linearidade do operador de integracio, segue que:
d(p) oo Heo +oo +o0
S| Cwevivax— [ e <[ e veiwax— [ wnovivax
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20.

Aplicando-se a regra do produto em V sobre Vi, temos que:

d(p) J+m

“+oo

V*(VV ) dx — J P*(VVAp + VVp) dx (152)

—00

dt

—Oo0

Novamente, apliquemos a linearidade da integral, e obteremos:

+oo —+o00 +oo
% =W— J PY*(VV)P de (153)

A B
.?4 VV)=(F) B (154)

O Valor Esperado da Posicao e da Energia Cinética da Particula Livre

A seguir, calcularemos os valores esperados da posicdo [19] e da energia cinética de uma

particula livre se movendo ao longo do intervalo da reta [0, al. Vamos considerar também que ela
esta sendo descrita por um autoestado de onda 1.

Por definic¢éo, o valor esperado de uma variavel aleatéria continua (o caso da posigdo, inicial-

mente) é a integral definida do produto dos valores assumidos pela densidade de probabilidade. Entao,
por (62) e (71) temos que:

E[X] = J x| @ (x)|* dx = ZJ xsen? (TWX) dx (155)
0 aJo a

Resta-nos resolver a integral.

2 1 — cos(20) 5 [(mmx 1 2nmx
sen (9)=7:>sten —_— dx=fJx 1—cos|— || dx
2 a 2 a

s (5o s (22 o ()
o (5o 5 s ()

Fazendo-se uma integracédo por partes na expressio acima, segue que:

2nmx 2nmx
Judv=uv—Jvdu; u=x%x, du=dx, dv=_cos | —— | dx, v=Jcos dx
a a

fen (%) =3 {5 = s (%) =] os (5 v

Considerando-se que: [ cos(ky)dy = sen(ky)/k+ C:

2 2n7mx 2n7mx
J'xsen2 (n:x) dx = % {xz — [xsenz(rma ) — J senz(nJa )dxl }

a a




Considerando-se também que: [ sen(ky)dy = —cos(ky)/k + C:

, [(mmx 1 [x? a 2nmx acos (22mx)
sten — Jdx==-{ — — —— |xsen + a + C
a 212 2nm a 2nm

Aplicando-se os limites de integracgéo, obtemos:

Jaxsen2 (W> dx =F(a) — F(0)

0 a

1
1 | a? a 0 aco T 1 | a? a a
Fla)==-{ — — — |as N+ — | b= | — — — [ —
2] 2 2nm 2nm 2|2 2nm \ 2nm
1 [ a? a? a? a? 1 a a 1
Fla) =5 (& - S S ([ Ay G |
2\ 2 4n2m2 4 8n2n2 2 2nm \ 2nm 2

J“ 5 (nmc) d a? a2 N a2 a?
o xsen? | —= ) dx = ——74 74 = —
a 4 —8n2m2-8n2n?2 4

a

o?
ry

= |E[X] = (156)

- EIX] 3

_2
-4

P . _p2 o2
Para o nosso segundo célculo, vejamos que por (22), K = T axZ"

_hZ 62

Por (97) : E[K] = JO P*Rp dx = JO P* <Zmax2> P dx

a 2 n7mx inZnZnt —ﬁz az 2 nrmx —in?n?ht
E por (73) : E[K] =J —sen | — | e zmaZ _— —sen | —— | e 2zmaz  dx
o Va a 2m 0x?2 a a

—hr*Z (e nmx 0?2 nmx —h? (@ nmx 0?2 nmx
E[K] = ——J sen <> —— | sen <> dx = —J sen () —— | sen () dx
Zm a Jo a 0x2 a ma Jo a 0x2 a

Calculemos agora a derivada espacial segunda:
d nmx ) nmn (nmc) d? nnx) nm (—nn nmx
— |(sen|{—) ) =—cos|— ) = — [sen| — — (—— ) sen | —
dx a a a dx? a a a a
d? nmx —n?n? nmx
——|sen|{— )| = sen
dx? a a? a

Substituindo-se na integral da esperanca da energia cinética (K):

—h2 —n?n?\ (@ , (M7 n?m2p? (@ , (M7
E[K] = . J sen” | — | dx = J sen” | — ] dx
ma a? 0 a ma3 ), a

Por (69) : EIK] n?m2h? a n?n?hla s EK] n2m2h2
or : - T _
ma3 2 2ma3 2ma?
1 nmh\ 2
= EK]= — (| — (157)
2m a




21. Consideracoes Finais

Na prova da Equacgdo de Schriodinger, comegamos assumindo que 1 é uma onda estacionaria.
E no axioma II, postulamos que a energia da particula é igual a energia da onda associada. Equivo-
cadamente, poderiamos concluir, com essas duas hipéteses, que a energia da onda e da particula seria
0, por se tratar de uma onda estacionaria. Todavia, nesse tipo de onda, o que é nulo é o Fluxo Médio
de Energia (o transporte total de energia). Porém, isso néo significa que a energia sera 0 em todos os
pontos da onda. Em pontos e/ou em espacgos especificos, pode haver energia confinada (armazenada)
cujo valor difere de 0.

Mais um comentario pertinente ao assunto deste trabalho. Perceba-se que a Equacdo de Onda
Classica é Hiperbdlica, mas a Equacédo de Schrodinger (Equacdo de Onda Quantica) é Parabdlica. A
Equacio de Schridinger é uma equacgio de onda, mas ndo uma equacio de onda classica.

Ainda, em resumo ao principio da dualidade onda - corpusculo: elétrons se comportam como
ondas néo - eletromagnéticas. E ondas eletromagnéticas (luz) se comportam como um conjunto finito
de fotons e vice-versa. Nesse sentido, decorre desses fatos que a energia de uma onda eletromag. pode,
entdo, também ser calculada pela formula E = nhv,n € N, onde n representa a quantidade de fétons
da onda.

Note-se finalmente, que o axioma VI requer considerarmos que o valor esperado da velocidade

((%2)), da aceleracdo ((4%)) e do momento (m < ¥ >), seja 0.
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