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Abstract 
The solution for the equation with p-Laplasion is obtained in the work. 

Аннотация 
В работе получено решение для уравнения с р-лапласионом.  
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Рассмотрим шар 𝐵𝑅  из пространство 𝑅𝑛 ,  где 𝐵𝑅 −шар радиуса R, 𝜕𝐵𝑅  − его граница. 

Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения 

-div(|∇𝑢|𝑝−2∇𝑢) = 𝑓(𝑥) ,      (1) 

 

u=0 на 𝜕𝐵𝑅       (2) 

Уравнение (1) является нелинейным выраждающимся дифференциальным уравнением . Пусть р=3. 

Определение. Дивергенция вектора F=(𝐹1, 𝐹2, … … … 𝐹𝑛) равна следующему выражению 

div F=𝐹1 𝑥1
+ 𝐹2 𝑥2

+ ⋯ … … . 𝐹𝑛 𝑥𝑛
. 

Нас интересует существование решений задачи (1), при условии (2). 

Если мы изменим переменную как r=|x|, где r𝜖(0, 𝑅), то получаем следующее: 

1) f(x)=2|x|=2r; 

2) div(|∇𝑢| ∇𝑢) = 𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|(𝑢𝑥1
, 𝑢𝑥2

, … … 𝑢𝑥𝑛
) = |∇𝑢|(𝑢𝑥1𝑥1

+ 𝑢𝑥2𝑥2
+ ⋯ … … . . +𝑢𝑥𝑛𝑥𝑛

). 

Используя замену r=|x|=√𝑥2
1 + 𝑥2

2+. . . . . . . . . . . +𝑥𝑛
2 
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𝑢𝑥1
= 𝑢𝑟 𝑟𝑥1

 

𝑢𝑥2
= 𝑢𝑟𝑟𝑥2

       (3) 

𝑢𝑥𝑛
= 𝑢𝑟 𝑟𝑥𝑛

 

|∇𝑢| = √𝑢𝑥1
2 + 𝑢2

𝑥2
+. . . . . . . 𝑢𝑥𝑛

2 

𝑟𝑥1
=

𝑥1

𝑟
 

𝑟𝑥2
=

𝑥2

𝑟
   (4) 

𝑟𝑥𝑛
 = 

𝑥𝑛

𝑟
 

Используя уравнения (3) и (4) составим следующие уравнения: 

|∇𝑢| = √𝑢2
𝑟  

𝑥2
1+𝑥2

2+...........+𝑥𝑛
2

𝑟2  =√𝑢2
𝑟  

𝑟2

𝑟2 = |𝑢𝑟| 

𝑢𝑥1𝑥1
=𝑢𝑟𝑟𝑟2

𝑥1
+ 𝑢𝑟𝑟𝑥1𝑥1

 

𝑢𝑥2𝑥2
= 𝑢𝑟𝑟𝑟𝑥2

2 + 𝑢𝑟𝑟𝑥2𝑥2
    (5) 

𝑢𝑥𝑛𝑥𝑛
= 𝑢𝑟𝑟𝑟𝑥𝑛

2 + 𝑢𝑟𝑟𝑥𝑛𝑥𝑛
 

Из уравнений (5) находим следующие результаты : 

𝑢𝑥1𝑥1
+ 𝑢𝑥2𝑥2

+ ⋯ … . +𝑢𝑥𝑛𝑥𝑛
= 𝑢𝑟𝑟(𝑟𝑥1

2 + 𝑟2
𝑥2

+ ⋯ … + 𝑟𝑥𝑛
2)+𝑢𝑟(𝑟𝑥1𝑥1

+ 𝑟𝑥2𝑥2
+ ⋯ … . . +𝑟𝑥𝑛𝑥𝑛

) =

 𝑢𝑟𝑟
𝑥2

1+𝑥2
2+...........+𝑥𝑛

2

𝑟2 + 𝑢𝑟
𝑟−𝑥1𝑟𝑥1+𝑟−𝑥2𝑟𝑥2+...........+𝑟−𝑥𝑛𝑟𝑥𝑛

𝑟2 = 𝑢𝑟𝑟 + 𝑢𝑟

𝑛𝑟−
𝑥2

1+𝑥2
2+...........+𝑥𝑛

2

𝑟

𝑟2 = 𝑢𝑟𝑟 + 𝑢𝑟
𝑛𝑟−𝑟

𝑟2 =

𝑢𝑟𝑟 +
𝑛−1

𝑟
𝑢𝑟 . 

Согласно предыдущему результату приходим к следующему равенству; 

-div(|∇𝑢|∇𝑢) = −|∇𝑢|(𝑢𝑥1𝑥1
+ 𝑢𝑥2𝑥2

+ ⋯ … . +𝑢𝑥𝑛𝑥𝑛
) = −|𝑢𝑟 |𝑢𝑟𝑟 −

𝑛−1

𝑟
 |𝑢𝑟 |𝑢𝑟 . 

Известно, что решение удовлетворяют уравнению 

-(|𝑢𝑟|𝑢𝑟)𝑟 −
𝑛−1

𝑟
|𝑢𝑟|𝑢𝑟 = 2𝑟     (6) 

и граничным условиям 

𝑢𝑟 = 0, 𝑢(𝑅) = 0 .      (7) 

Чтобы решить это упрощенное дифференциальное уравнение, мы делаем следующую замену: 

-|𝑢𝑟| 𝑢𝑟 = 𝑧 , 𝑧 = 𝑧(𝑟), 

тогда 

𝑧′+
𝑧

𝑟
= 2𝑟 

𝑦′ = 𝑐(𝑥)𝑦 + 𝑑(𝑥)      (8) 

Теорема. Пусть функции 𝑐(𝑥) и 𝑑(𝑥) непрерывны в интервале ( 𝑎, 𝑏). Тогда через каждую точку ( 

𝑥0, 𝑦0) полосы, определенной неравенствами 𝑎 < 𝑥 <  𝑏, −∞ < 𝑦 <  ∞ , проходит одна и только одна ин-

тегральная линия этого уравнения, определенная при всех 𝑥 на интервале ( 𝑎, 𝑏). 

Доказательство. Разберем прежде всего более простой случай – линейное однородное уравнение 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑐(𝑥)𝑦       (9) 

Это уравнение получается из предыдущего при d(𝑥)≡ 0 и является уравнением с разделяющимся 

переменными. Поэтому, замечая, ∫
𝑑𝜇

𝜇

𝑦

𝑘
 расходится при у→0, заключаем, что уравнение (9) имеет един-

ственное решение, проходящее через точку (𝑥0, у0). Легко видеть, что это решение дается формулой 

y(𝑥)=𝑦0𝑒𝑥𝑝 [∫ 𝑐(𝜏)𝑑𝜏
𝑥

𝑥0
] (exp a≡ 𝑒𝑎) , 

Вернемся теперь к уравнению (8). Применим так называемый метод вариации постоянной. Будем ис-

кать решение этого уравнения в виде 

y(𝑥)= 𝑧 𝑒𝑥𝑝 [∫ 𝑐(𝜏)𝑑𝜏
𝑥

𝑥0
]      (10) 

где z есть некоторая функция от 𝑥. Несложными вычислениями можно показать, что для того чтобы 

(10) было решением уравнения (8), необходимо и достаточно, чтобы функция z(𝑥) была дифференцируема 

и удовлетворяла уравнению 
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑑(𝑥) 𝑒𝑥𝑝 [− ∫ 𝑐(𝜏)𝑑𝜏

𝑥

𝑥0
]. 

Для выполнения условия у(𝑥0)= 𝑦0, очевидно, необходимо и достаточно, чтобы z(𝑥0) также равнялось 

𝑦0. Поэтому из последнего уравнения находим 

z(𝑥) =  𝑦0 + ∫ 𝑑(𝑠)
𝑥

𝑥0
 𝑒𝑥𝑝 [− ∫ 𝑐(𝜏)𝑑𝜏

𝑥

𝑥0
]ds. 

Следовательно, функция 

у= z(𝑥) 𝑒𝑥𝑝 [∫ 𝑐(𝜏)𝑑𝜏
𝑥

𝑥0
]= 𝑦0 𝑒𝑥𝑝 [∫ 𝑐(𝜏)𝑑𝜏

𝑥

𝑥0
] + ∫ 𝑑(𝑠)

𝑥

𝑥0
 𝑒𝑥𝑝 [∫ 𝑐(𝜏)𝑑𝜏

𝑥

𝑥0
]ds 

является единственным решением уравнения (8), которое обращается в 𝑦0 при 𝑥 = 𝑥0. 
Как известно из курса дифференциальных уравнений , решение этого уравнения выглядит следующим 

образом: 

z=𝑒− ∫
𝑑𝑟

𝑟  (𝑐1 + ∫ 2𝑟𝑒∫
𝑑𝑟

𝑟  𝑑𝑟) =
1

𝑟
(𝑐1 + 2 ∫ 𝑟2 𝑑𝑟 )=

1

𝑟
(𝑐1 +

2

3
𝑟3) =

𝑐1

𝑟
+

2

3
𝑟2 



Norwegian Journal of development of the International Science No 99/2022 17 

a) если 𝑢𝑟 ≥ 0 

-𝑢𝑟
2 =

𝑐1

𝑟
+

2

3
𝑟2 

𝑢𝑟 = ±√−
𝑐1

𝑟
−

2

3
𝑟2 

в этом случае решение будет равен 

u=± ∫ √−
𝑐1

𝑟
−

2

3
𝑟2 dr 

б) если 𝑢𝑟 < 0 

𝑢𝑟
2 =

𝑐1

𝑟
+

2

3
𝑟2 

𝑢𝑟 = ±√
𝑐1

𝑟
+

2

3
𝑟2 

в этом случае решение будет равен 

u=± ∫ √
𝑐1

𝑟
+

2

3
𝑟2 dr. 
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