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Annotatsiya. Magolada bir va ikki o ‘Ichamli simplekslar hagida umumiy ma'lumotlar va
ularning xossalari bayon gilingan. Bundan tashqari, shu simplekslarda aniglangan kvadratik
operatorlarning tasniflari berilgan. Kvadratik operatorlarning syurektiv va ikki tomonlama
bo ‘lishi uchun zaruriy va yetarli shartlar hamda gomeomorfizm bo ‘lish shartlari keltirilgan va
teoremalar sifatida berilib, isbotlangan.

Kalit so‘zlar: simpleks, bir va ikki o‘lchamli simplekslar, nugta, kesma, uchburchak,
tetraedr, vektor, affin qobig ‘i, suryektiv, kvadratik operator, biologiyaning matematik modellari,
funksiya, tenglama, muntazam ko ‘pburchak, simmetriya markazi.

O KIIACCUOPUKAINN KBAJIPATHUYECKHUX OITEPATOPOB 3AJIAHHBIX B
OJJHO- U IBYMEPHBIX CUMIIVIEKCAX

Annomauusn. B cmamve npusedenvl oowue ceederuusi 06 00HO- U 08YMEPHBIX CUMNIEKCAX
U UX CBOUCMEAx. Kpome moco, U3J1024CEHbL maccu(])umuuu Kea()pamuunbzx onepamopos,
onpedeﬂeHHbzx 6 omux cumniekcax. Hpueodﬂmc;i U  00KA3bIBAIOMCA 6 6U0e meopem
Heobxooumble U O00CMAMOYHbLE yciosus CHOpveKmueHocmu u OeoﬁcmeeHHocmu, a makotce
VCI08USL 20MEOMOPPUIMA KEAOPAMUYHBIX ONEPAMOPO8.
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onepamop, Mmamemamuieckue Mmooenu Ouonocuu, QYHKYus, ypasHeHue, NPAGULbHLILL
MHO2O0)Y2O0IbHUK, YEHMDP CUMMEMPUU.

ON THE CLASSIFICATION OF THE CLASS OF QUADRATIC OPERATORS GIVEN
IN ONE AND TWO DIMENSIONAL SIMPLEXES

Abstract. The article describes general information about one- and two-dimensional
simplexes and their properties. In addition, classifications of quadratic operators defined in
these simplexes, necessary and sufficient conditions for being surjective and dual, and conditions
for being a homeomorphism are given and proved as theorems.

Keywords: simplex, one- and two-dimensional simplexes, point, section, triangle,
tetrahedron, vector, affine shell, surjective, quadratic operator, mathematical models of biology,
function, equation, equilateral triangle, center of symmetry.

KIRISH

G.Mendelning matematikaga juda yaqin tilda tuzilgan asosiy gonunlari matematiklarning
diqqgatini biologiya va xususan populyatsiya genetikasi bilan bog'liq muammolarni o‘rganishga
garatdi (Z.Volterra, S.N.Bernshteyn, A.N.Kolmogorov, V Feller). Populyatsiya genetikasidagi
algebraik va ehtimollik yo‘nalishlariga ko‘plab adabiyotlar bag'ishlangan.

Matematik genetikaning ba'zi modellarida tabiiy ravishda dinamik (sistematik) sistemalar
vujudga keladi, ular standart
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S ={x= (X1, X2,...,Xn): X2 0, i=1,2,........ N Y x =1}
(n-1) - o‘lchovli simpleksning o°ziga xos kvadratik operatorlari bilan aniglanadi, ular quyidagi
shaklga ega:
Vv :X,;= Z{szl Pijr X;X;
Pijx =0, k=1Pijx = 1P;j =P,y barcha i,jklar uchun.

Shu munosabat bilan biologiyada paydo bo‘ladigan merosning turli modellarini batafsil
o‘rganish dolzarb ko‘rinadi. To‘plamning o‘ziga aylanishi suryektiv bo‘lgan holatning tavsifi,
ushbu sinf muammolariga murojaat qilgan holda, biologik modellarni o‘rganishda ham
muhimdir. Shunday qilib, kvadratik operatorning suryektivligi, kvadratik operatorning har
qanday trayektoriyasi simpleksning oldindan belgilab qo‘yilgan har qanday nuqtasidan yoki
modellar tilidan o‘tishini kafolatlaydi, ma'lum bir qator bosqichlardan so‘ng biz navlarning
to‘plamlariga dastlabki taqsimot tanlanadi. Amaliy masalalarda kvadratik operatorlar va
suryektiv kvadratik operatorlar to‘plamining chekka nugqtalarini o‘rganish muhim ahamiyatga
ega. Muhim topologik muammolardan biri bu bir to‘plamni boshqgasiga ganday sharoitda
aylanishini, u chegarani chegaraga, chekka nuqtalarni chekka nuqtalarga va boshqalarga o‘tishini
aniglash muammosidir.

TADQIQOT MATERIALLARI VA METODOLOGIYASI

Eng avvalo simpleksning o’ziga ta’rif beraylik. Simpleks (lotincha so’zdan olingan
bo’lib, soda degan ma’noni bildiradi) — nuqta, kesma, uchburchak, tetraedrlarning fazodagi
ko’p o’lchovli analogi umumiy soni hisoblanadi. Nol o’lchovli simpleks bu — nuqta, bir
o’Ichovli simpleks bu — kesma, ikki o’lchovli simpleks bu — uchburchak, uch o’lchovli
simpleks bu — tetraedr, n-o’lchovli simpleks esa n-o’lchovli tetraedr bo’ladi, n-o’lchovli
simpleksning n+1 ta uchi, n-n + 1 ta qgirrasi va har biri n — 1 o’Ichovli sirtdan iborat. Shu
yerda aytib o’tish lozimki, agar simpleksning uchlari x,, x; ..., x,, vektorlar uchlarida joylashgan
bo’lsa, ixtiyoriy nuqtasi x = xy + x; + ... + x,, vektorning uchidan iborat bo’ladi. x nugtaning
baritsentrik koordinatalari deyiladi. Xususan, x nuqta simpleksning baritsentri (og’irlik markazi)
deyiladi. Kesmaning baritsentri uning o’rta nuqtasidan iborat. Geometriya va topologiyada
murakkab obyektlar simplekslarga bo’lib o’rganiladi.

Magola davomida simpleks va uning xossalaridan keng foydalanamiz. Shuning
uchun quyida simpleksning ayrim xossalarini keltiramiz.

e

h

A a B A a B

1-o’Ichamli simpleksni 2-0’Ichamli simpleksga almashtirish

2- o’lchamli simpleksni 3-0’Ichamli simpleksga almashtirish.
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Chizib ko’rsatilgan simplekslarning barchasi quyidagi uchta umumiy xususiyatga ega:

1. Ta’rifga ko’ra, har bir figuraning qirralar soni fazo o’lchamidan Ta’rifga ko’ra, har bir
figuraning qirralar soni fazo o’lchamidan bitta ortiq;

2. Kichik o’lchamdagi figuralarni katta o’lchamli figuralarga aylantirishning umumiy
goidasi mavjud. Bu shundan iboratki, simpleksning qgaysidir nuqtasidan ushbu simpleksning
affin qobig’ida (obolochka) yotmaydigan nur chiziladi va bu nurda yangi uch tanlanadi, u
girralar bilan berilgan girralarning barcha uchlari bilan tutashtiriladi;

3. 2-bandda tasvirlangan jarayondan kelib chiggan holda aytish mumkinki, simpleksning
istalgan uchi barcha boshqa girralar bilan tutashgan.

&

1-rasm. Yashil uchburchak standart 2-o0’1chovli simpleks hisoblanadi.
Ma’lumki, ixtiyoriy simpleksga tashqi aylana chizish mumkin.
K(L,n) — bu n— o’lchamli ko’pyoqning L — o’lchamli qirralari soni bulsin. U holda n —
o’lchamli simpleks uchun
K(Ln) = Ciii
formula o’rinli bo’ladi. Xususan, yuqori o’lchamdagi qirralar soni uchlar soniga teng va n + 1
bo’ladi:
K(O0,n)=Kn-1,n)=n+1.
Quyidagi belgilashlarni kiritib olamiz:

a — simpleksning tomonining uzunligi;
H,, — balandligi;
V,, — hajmi;
R,, — tashqi chizilgan sferaning radiusi;
1, — ichki chizilgan sferaning radiusi;
a, — ikKi girrali burchak.

Quyidagi formulalar o’rinli:

K(L,n) = (11

n+1 n+1
2n Hn = Bn 3
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K(Lyn) = (zi1

n+1 n+1 2
H, = ay/ 2= H, = R, Hg=a§ Hg,:ag H4—a,%
a™ T+ RE n+13\" 3 2 5
V=W T T (T) R R RS
Rn=a, [——— _ 2n+1) _ 3 A — oY
2(n+ 1) a= Rn o Rﬂ—a3 Ra—a4 Ry=a 3

Ty — r — Bn V3 /6 /10
v2n(n + 1) n n T2 = a—g= rs =a—> T4 = a5

COB(y — —

Endi, asosiy mavzuni yoritamiz.
1. Bir o’lchamli simpleksda aniqlangan suryektiv kvadratik
operatorlarning sinfini tavsiflari
V ( Sn—l) =gn-1 ,
bu yerda S™1- (n-1) o‘lchovli simpleks, V - S™ 1 simpleksni n — o’lchamli simpleksga
o‘tkazuvchi kvadratik operator [Y. A. Posukos, VY. V. XXamwmios, «F-kBampaTudabie
CTOXacCTHYECKHUe orneparopb», Matem. 3ametky, 83:4 (2008), 606-612].
Bunday operatorlar sinfini ajratib ko‘rsatish zarurati biologiyaning matematik
modellarini o‘rganish bilan bog’liq. Chunki operatorlar uchun har ganday
(x1, X%, X5y e ey X)) € S™TL
holat birinchi avlodning avlodlari uchun har ganday (x'1, X2, ..., xn") € S™ holat har ganday
avlodning avlodlari uchun mumkin bo‘ladi [XKamunos V.V, PozukoB V.A. «O 1uHAMHKE CTPOrO
HEBOJIBTEPPOBCKUX KBAJIPATUYHBIX CTOXACTUYECKHX OIEPAaTOPOB HA JIBYMEPHOM CHUMILIEKCEY,
Marem. c6., 2009, Tom 200, Homep 9, 81-94].
S={(x1,%,):%; =0, X, =20, X; +x, =1}
simpleksda ixtiyoriy kvadratik operator V ni quyidagicha aniglash mumkin:
Piip=a Ppi=b Ppi=c
V= {Pn,z =1—-a Ppy=1-b, Ppy=1-g M
buyerda0 <a <10 < b <10 < ¢ < 1 ixtiyoriy sonlar; va (1) kvadratik operator tomonidan
aniglangan transformatsiya (0. 1) quyidagi shaklga ega:
{ y; = ax? + 2bx;x, + cx3, 5
y, = (1 —a)x? +2(1 — b)x;x, + (1 — c)x3. @)
Agar S*simpleksni S!={(x. 1-x): 0 < x < 1} kabi aniglasak, (2) ni quyidagi tarzda qayta
yozish mumkin:
y = ax? + 2bx(1 — x) + ¢(1 — x)?
{1 —y=N—-a)x*+2(1-b)x(1 —x)+ (1 —c)(1 — x)?
Shubhasiz,
y =ax?+ 2bx(1 — x) + ¢(1 — x)?
funksiyaning o‘zgarish sohasi X€[0,1] uchun [0,1] segmentga mos kelsa, V kvadratik operator
suryektiv bo‘ladi.
Elementar soddalashtirishlardan so‘ng bu funksiyani quyidagi shaklda yozish mumkin:
y=(a—-2b+c)x*+2(b—c)x+¢c (3)
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[0,1] segmentda aniglanadigan (3) funksiyani ko‘rib chiqamiz va a, b va ¢ koeffitsientlarida bu
funksiya diapazoni [0,1] segmentga to‘g’ri keladi.

a—2b + ¢ > 0 bo‘lsin. Faqatgina quyidagi to‘rt holatda (2,3,4,5-rasmlarga garang) (3)
funksiya o‘zgaruvchanligi [0,1] segmentga to‘g'ri keladi. Keling, ushbu holatlarning har birini
alohida ko‘rib chiqaylik. y(0) = ¢ va y(1) = a bo‘lganligi sababli, birinchi holda (2-rasmga
garang) a = 1 va kvadrat trinomial (3) ning diskriminanti 0 ga teng, ya'ni,

4b—-c)?—4(@a—2b+c)c=0

yoki soddalashtirishdan so‘ng,

b%? —ac =0,
bo‘ladi, bundan
a=1, b>=c. (4)
y = 0 tenglamaning ko‘p sonli x* ildizi [0,1] oralig'ida yotishi kerakligi sababli, bizda
b—c
- s 0
X a—2b+c™

(4) asosida bu fagat b = 0yoki b = 1, ya'ni bu holda x* = 0 uchun mumkin, ammo a — 2b +
¢ > 0 bo‘lgani tufayli, yani, b = 1 holat chiqgarib tashlandi. Shunday qilib, birinchi holatda
a =1,b = 0,c = 0bo‘lganda mumkin. Ikkinchi holatda (3-rasmga garang), c = 1, bundan
b? = a (5)
Boshga tomondan,
xt=—0 <1 (6)

a-2b+c
u holda, (6) da b<a bo‘lganda (7) mavjud.
(5)-(7) dan kelib chigadiki, b = 0 yoki b = 1. a — 2b + ¢ > 0 bo‘lgani uchun, b =
1 holat chigarib tashlanadi. Shunday qgilib a = 0, b = 0, ¢ = 1 holatda mumkin.
Endi uchinchi holatni ko‘rib chigamiz (4-rasmga garang). Bu yerda c=0,a =1.0 <

b < 1/2 uchun x* < 0 bo‘lsa, u holda uchinchi holata =1, be (O;%) va c = 0 uchun amalga

oshiriladi.

To‘rtinchi holatda (5-rasmga garang) c=1,a=1vax*>1, a —2b+ c > 0bo‘lgani
uchun, nihoyat, a = 0,0 < b < 1/2va c = 1 bo‘lganda to‘rtinchi holat bo‘lishi mumkin. a —
2b + ¢ = O uchun faqgat ikkita holat bo‘lishi mumkin (6-rasmga garang). Agar c=0,a =1
bo‘lsa, bu yerda b = 1/2, ikkinchi holat (7-rasmga garang), ¢ =1,a=0bo‘lsa, b = 1/2
bo‘ladi.

Endi a—2b + ¢ < 0 bo‘lsin. Bu yerda to‘rtta holat ham bo‘lishgi mumkin (8,9,10,11-
rasmlarga garang).

Birinchi holatni ko‘rib chigamiz (8-rasmga garang). Bu yerda c = 0 funksiyaning biriga
teng bo‘lgan maksimal xe[0,1] nuqtasiga erishiladi.
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(3) funksiyaning kritik nugtasi
., C- b
X T a—2b+c
yoki bu holda x* = ﬁ va y(x") = 1/b; va y(X") = 1 bo‘lgani uchun, b=1 va shunga mos

ravishda a=1 bo‘lganda mumkin. Shunday qilib birinchi holat a=1, b = 1 va ¢ = 0 hamda x™ =1

uchun bir vaqtning o°zida sodir bo‘ladi.
Ikkinchi holda (9-rasmga garang) a = 0 va funksiyaning biriga teng bo‘lgan maksimal
giymatiga x* € [0,1] nuqtada erishiladi. Bu holda kritik nugta
b—c
2b—c
va y(x*)=1 shartidan b = 2b — ¢ yoki b?> —c = b — ¢ ekanligi kelib chigadi. 2b—c¢ > 0
bo‘lgani uchun, X"> 0 shartdan b — ¢ > 0; va b?> — b < 0 bo‘lgani uchun biz b=1 va c=1 ga

X* =
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erishamiz. Shunday qilib, bu holat a = 0,b = 1,c¢ = 1 va shu bilan birga x* =0 uchun sodir
bo‘ladi.

Uchinchi holatda (10-rasmga gqarang) ¢ = 0,a = 1; b> 1/2 uchun y =
0 tenglamaning ikkinchi x* ildizi bittadan kattaroq bo‘ladi. Shuning uchun bu holat a =
1,1/2 < b <1vac = 1uchun sodir bo‘ladi.

Biz operatorlarning ikkita

y={V:0<b<1}vay={V,:0<b <1}
sinflarini aniglaymiz, bu yerda

Vi, = { Pyji=1Ppy=b Ppi=0
Pi12=0, Ppo,=1- b, Py =1
va
V= { Pi1=1, P1=b, Py;=0
Pi12,=0, Ppp,=1-b, P2 =1
9 4y

1 :

H
1?8

9-rasm

i

10-rasm

\

11-rasm
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Yugqorida ko‘rib chiqilgan xususiy hollar shuni anglatadi.

Teorema 1. Bir o’Ichamli sodda simpleksda aniglangan V kvadratik operatori suryektiv
bo“lishi uchun uning y(b) sinfga yoki y(b) sinfga tegishli bo‘lishi zarur va yetarli.

Yugorida ko‘rib chigilgan holatlardan ko‘rinib turibdiki, istalgan b€[0,1] uchun Vy yoki
V, kvadratik operatorlari sodda simpleks S! ning bir o’lchamli simpleksga birma-bir
o‘tkazishidir, natijada biz quyidagi teoremaga egamiz.

Teorema 2. Bir o’lchammli sodda simpleksda aniglangan V kvadratik operatori ikki
tomonlama bo‘lishi uchun uchun uning suryektiv bo‘lishi zarur va yetarli.

2. Ikki o’lchfmli simpleksda berilgan suryektiv kvadratik
operatorlarning sinfini tavsifi hagida

S% = {(X1,X2,X3):X; =0, X, = 0%x3 =0, x4 +X, +x3 =1}
da ixtiyoriy kvadratik operator V quyidagicha aniglanadi:
p11,1 P22,1P33,1P12,1P13,1P23,1
V =<Pi12 Pry2P33,P15,Pi32P23, (2.1)
P113P223P333P123P133P233
bu yerda 0<Px<1 keyin (2.1) kvadratik operator tomonidan aniglangan (0.1)
transformatsiyalar quyidagi shaklga ega bo‘ladi:
X1 = 213,1':1 Pjj 1XiX;
Xz = X{ =1 Py2Xix (2.2)
X3 = 2 j=1 Pj 3XiX;

Ushbu bo‘limda biz suryektiv kvadratik operatorlarning oltita sinfini aniglaymiz va ular
suryektiv kvadratik operatorlarning butun to‘plamini to‘ldirishini isbotlaymiz. Ushbu sinflarni
tavsiflash uchun biz muntazam ko‘pburchaklarning o‘zaro kelishuv guruhlaridan foydalanamiz
(1.1 ga qarang). Ikki o’lchamli simpleksda muntazam uchburchak bo‘lgani uchun (12-rasmga
garang), bu nazariya amal giladi.

O°z-o‘zidan aylantirish harakatni anglatadi, ya'ni, metrikani saqlaydigan transformatsiya.
AA1A2A3 muntazam uchburchagining o°‘z-o‘zini aralashtirish guruhi 6 ta elementdan iborat
bo‘lib, ushbu guruhning uchta elementi uchburchak tekisligini mos ravishda O simmetriya
markazi atrofida 0°, 120° va 240° ga burishdan (1-rasmga garang), qolgan uchta element esa
uchburchak tekisligini mos ravishda A, 4;, A,A, va A3A, medianalari atrofida 180° ga burishdan
hosil bo‘ladi. bu guruh elementlari quyidagicha aniq yoziladi (1 ga qarang):

_ <A1A2A3) _ (A1A2A3) _ (A1A2A3)
T = Ty = s =

AiA, A, AAzA, AzA A,
. = <A1A2A3>T[ _ <A1A2A3)n _ <A1A2A3)
ST \AzALA, T T \AAGA,) 8T \ALALA,

G guruhi kommutativ emas va H=( 15, 5, t3) G ning eng katta komutativ gism guruhidir. Sodda
S? da aniqlangan kvadratik V operator o‘z-o‘zidan tenglashishga mos keladi, agar V operator
ikki o’Ichamli simpleksda chegaralarini chegaralarga va simpleksning qirralarini o‘z-o‘zidan
to‘g’rilash mi(i = 1,2, ...... ,6) bilan bir xil tarzda oladigan bo‘lsa. Keling, har qanday suryektiv
kvadratik operatorning qandaydir o‘zaro moslashishga mos kelishini isbotlaylik.
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Teorema 3. Ikki o’Ichamli simpleksda berilgan har qanday suryektiv kvadratik operator,
md = 1,2, ... ,6) 0‘z-o‘zidan moslashishga mos keladi.

Teoremaning isbotini quyidagi uchta lemmaning isboti orqali ko‘rib chiqamiz.

Lemma 1. V - suryektiv kvadratik operator bo‘lsin. U holda Ikki o’lcmli simpleksning
biron bir ichki nuqtasi V ning xaritasi ostidan simpleks tepaliklaridan biriga o‘tolmaydi.

Isbot. Ba'zi i = 1,2,3 lar uchun A = (X4, X,,X3) € Int S? va V(A)=Ai bo‘lsin (12-rasmga
garang), bu yerda A - tepalikdir. i=1 holatini ko‘rib chigamiz (boshqa holatlar xuddi shu tarzda
ko‘rib chiqiladi). V(A)=A; tenglikdan quyidagi kelib chigadi

l=a;xf+bx5+c; x2+2 o x1%X, +2 BiXXy + 2 V1XX3
0=ayx? +byx2+c, X3 +2 X XXy + 2 BoXyXy + 2 YaXpX3
0=azx?+byx3+c3x3+2 X3xXXp+2 B3xyXy + 2 Y3XpX3
ya’'ni, X;X,X3 > 0 bo‘lsa, bundan
a;=1by=1¢=10=18,=12a;,=1
a,=0b;,=0c;=00,=0B,=0y,=0
az=0b3=0c3=003=0B3=0vy;=0
kelib chigadi. Keyin har ganday A = (x,X,,X3) € S?V(A)=Ai nuqta uchun, ya’ni, V ( S?)
={A1} suryektivlikka zid keladi.

-

12-rasm
Lemma 2. V — bizga berilgan suryektiv bo’lgan kvadratik operator bo‘lsin. U holda
simpleksning biron bir ichki nugtasini V almashtirish ostida simpleksning chegara nuqgtasiga
o‘tkazish mumkin emas.
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Isbot. A = (x4,X5,X3) €IntS? bo‘lsin, ya’ni, X; X, x3 > 0. Aniglik uchun V(A) €

[A,A5] deb taxmin gilsak, u holda bu

X{=0=a;x2 +byx% + ;x5 +2 o XX + 2 B1X1Xp + 2 V1XpX3
tenglikdan a; = b; = ¢; = a; = B; = y; = 0, shunda har ganday A € S? nugta uchun V(A) €
[A,A;] ga egamiz, ya’ni, V(S?)c[A,A;]. Bu esa suryektivlikka zid keladi.

Lemma 3. V suryektiv bo’lgan kvadratik operator bo‘lsin. Berilgan V almashtirishda
kvadratik operatorning chekka nugtalaridan tashqgari har ganday ichki nugtasini simpleks chekka
nuqtalaridan biriga o‘tkazib bo‘lmaydi.

Isbot. A = (xq,X,,X3) € 0S%, A; # A,A, # A A; # A bo‘lsin; va aniglik uchun A €
[A;A3] deb olamiz. Biz V(A) # A, V(A) # A, va V(A) # A5 ni isbot gilishimiz kerak. Biz
buni teskaridan faraz gilamiz, aniglik uchun V(A ) = A,. Keyin

X{=1=a;x2 +bx% + x5 +2 o XX + 2 B1X1Xp + 2 V1XpX3

Xp =0 = a,x? + byx2 + X2 +2 Xy X1Xp + 2 BrXyXp + 2 VpXpX3

X3 = 0 = azx? + bgx3 + c3x5 + 2 &3 X1Xp + 2 PB3XXy + 2 Y3XX3
bundan a, = a; =c, = ¢ =y; =y, = 0, shunda har ganday A € [A;A;] nugta uchun
V(A) = A; ga egamiz, ya’ni, V([A1A3]) = A;. Bu esa suryektivlikka zid keladi.

3-teoremaning isboti. Suryektiv bo’lgan kvadratik operator simpleks chekka nuqtalarini
tepchekka nuqtalarga va qirralarni girralarga o‘tkazadi, ya’'ni, o‘sha suryektiv kvadratik operator
ba'zi bir m;, (i=1,2,....,6) o‘zaro moslashishga mos keladi.

Endi muntazam uchburchakning har bir 0‘z-o‘zini tekislashiga mos keladigan kvadratik
operatorlarning turini aniglaymiz. m; o°‘z-o‘zidan moslashtirishdan boshlaylik. Ushbu o‘zaro
moslashishga mos keladigan kvadratik operator V quyidagi shartlarni ganoatlantirishi kerak:

V(A;) =A; ,V(A,) = A, ,V(A3) = A; vashuningdek
V(A1A;) = A1Az, V(AzA3) = AzAz vaV(ALA3) = AjA;.
Agar biz ushbu shartlarni  A,(1,0,0),A,(0,1,0) va A3(0,0,1) larni hisobga olgan holda (2.2)
yordamida gayta yozsak, unda quyidagi munosabatni olamiz:
Pi10=1 Ppp1=0P;3,=0
Pi12=0 Ppo=1Ps3,=0 (2.3)
Pi13 =0 Pyp3=0Py33=1
Endi biz A1A2 chetiga tegishli ixtiyoriy nuqta koordinatalari quyidagicha bo’lgan (x, 1-x, 0) ga
ega bo‘lgani uchun, V ( A1Az2 )= AtA2 dan
X3 =0 = Pi13%° + Ppa3(1 — %)% + 2P 3x(1 — %)
va (2.3) dan
2Py53x(1 — x)
kelib chigadi. Bu yerda P;,3 = 0
Huddi shunday, V(A;A3;) = A;A; dan
0 =x" = Py ,%% + P33 5(1 — X)? + 2P;3,%x(1 — X)
kelib chigadi va (2.3) dan P;3, = 0 ga ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, yuqorida aytib o’tilganidek o‘z-o‘zini tekshirishlar ; ga mos keladigan
kvadratik bo’lgan operatorlar quyidagi shaklga ega bo’ladi:

Piyg1=1 Py1=0P;3;=0P;=aP3;=0P3;=0
Vi, B,y) = Pi12=0 Py =1P33,=0Pp=1-aP3,=0P3,=y
Pi13=0 Py3=0P;33=1P3=0P33=1—-f P33=1-y
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bu yerda o, 3, v -
0<a<10<p=<10=<y<1
shartlarni ganoatlantiradigan ixtiyoriy o’zgarmas sonlardir.
Shubhasiz, m; 0°z-o0‘zini moslashtirishga mos keladigan kvadratik operatorlarning qavariq
bo’lgan chizigli birikmasi ham biz garayotgan ushbu o0°‘z-o‘zini moslashtirishlarga mos

kelaveradi.

O°z-o‘zidan moslashtirish bo’lgan m; ga mos keladigan kvadratik V; G ;% ;%

bilan o‘zaro mos kelishini ko‘rsatamiz. Haqgiqatan ham quyidagi a = 3 =7y = 1/2 uchun
Vi(1/2; 1/2;1/2) kvadratik operatori bir xil operator bo’ladi, ya’ni,

X; = X7 + X1Xp + XqX3,

) operator ;

Xy = X5 + X1X, + XX,
X5 = X3 + X1 X3 + XX,
yoki
X1 = X1 (X1 + X5 + X3),
Xy = X3(Xg + X3 +X3),
X3 = X3(X1 + X5 + X3),
bu tengliklardan, biz x1+x2+x3=1 dan boshlab, V1(1/2; 1/2; 1/2) ning o‘z-o0‘zini tekislashishi T;
ga to‘g'ri kelishini ko’ramiz. Vi(a, 3, y) sinfining kvadratik operatorlari uchun (2.2) quyidagicha
shaklga ega bo’ladi:
X§ = x2 + 2 < XX, + 2BX X3
x5 = x5+ 2(1 — 0)x;Xy + 2YXpX3
X3 = X534 2(1 = B)x1x3 + 2(1 — y)XyX3

yoki ba’zi bir almashtirishlardan so‘ng

x; = x1[14 (2 ¢ —=1)x; + (2B — 1)x3]

X, =X,[(1 —20)x; + 1+ (2y — 1)x3] (2.4)

x3 = x3[(1 = 2B)x; + (1 — 2y)x; + 1]
(2.4) shakldagi kvadratik operatorlar - Volterra operatorlar sinfiga tegishli bo’ladi.
O’rganilayotgan mazkur operatorlar sinfi [['anuxomxaes P.H Ksajgpatuunsle croxacTuieckue
onepatopbl, @ynkimu JlsmynoBa u typHupsl / / Marem.c6.-1992.T.183, -Ne§, -C.119-140.] da
etarlicha chuqur o‘rganilgan. Xususan, bunda Volterra kvadratik operatorlar yakkama-yakka va
o‘zaro uzluksiz operatorlardir [I"'anuxomxae P.H KBagpatuunsie croxacTHueckie OrepaTopsl,
@Oyukuuu JlsnynoBa u TypHupsl / / Marem.c6.-1992.T.183, -Ne8, C.119-140.]. Shuning uchun
biz garayotgan hollarda quyidagilar mavjud:

Natija 1. m; o‘z-o‘zini moslashtirishga mos keladigan ixtiyoriy suryektiv bo’lgan
kvadratik operator — bu ikki o’lchamli simpleksning gomeomorfizmi bo’ladi. Oldinda bajarilgan
o’ta murakkab bo’lgan hisob-kitoblarni gayta bajarmasdan, bizlar m; boshga o‘zaro
kelishuvlariga mos keladigan suryektiv bo’lgan kvadratik operatorlarning sinflarining tavsifini
tagdim qilamiz. m; (i = 2,3,4,5,6) o‘z-o‘zini moslashtirishlarga mos kelayotgan suryektiv
kvadratik operator Vi (a, ,Y) biz tomondan aniqlanishini ko’rsatamiz:

V2 (a, B,y) kvadratik operator pastda keltirilgan shakllarga ega bo’ladi:

VZ ((X, B' Y) =
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Pi11=0 P13 =0P37=1P;1=0P31=0Pp31=Y
= Pii2=1 Py =0Ps3, =0 Ppp =0 P35=1—-B Pp3,=10
Pi13=0 Ppp3=1P333=0Pp3=1-aPi33=0P;33=1-y
bunda o, B,y —
0<a<10<B=<10<y<1
shartlarni gqanoatlantiradigan ixtiyoriy bo’lgan o’zgarmas sonlar.
Bunday hollarda (2.2.) quyidagicha shakllar ko’rinishini oladi:
X} = X3 + 2Bx1X3 + 2yXpX3
Xy = X5 + 2ax;X, + 2(1 — B)x4X3
X5 = %2 4+ 2(1 — a)x1Xy + 2(1 — Y)XpX3
yoki bir qator soddalashtirishlardan so’ng
x1 =x3[1+ (2B — Dx1 + (2y — 1)x,]
X5 = X1[1+ Qa— 1xq + (1 — 2B)x5]
x5 =X,[1+ (1 —20)x; + (1 — 2y)x3]
a=p=y=1/2 uchun kvadratik operator V, (%;%;%) 0‘z-0‘zini tekislashi m, ga to‘g’ri
kelishini tekshirish oson. m; o‘zaro moslashishga mos keladigan kvadratik operatorlar
quyidagicha shakllarga ega bo’ladi:
Pi1g =0 Pyp1=1P31=0P;; =aPi31=0P;3;=Yy
V3(a,B,Y) = Pi1p=0 Py =0Ps3,=1Pp,=0P;3,=pPp3,=1—-y
Piiz=1 Ppp3=0P333=0P3=1-aP33=1-f Pp33=0
buyerda 0 <a<1,0<B<10<y<1
Kvadratik bo’lgan operatorlarning mazkur sinfi uchun (2.2) quyidagicha shakllarni oladi:
X; = X3+ 2 < XX, + 2V XpX3
Xy = x5+ 2 Bx1x3 + 2(1 — y)XpX3
X5 = x5 4+ 2(1 — a)x;X, + 2(1 — B)x;X3
yoki ba'zi bir soddalashtirishlardan keyin
X; = X2[(Qa— Dx; + 1+ (2y — 1)x3],
Xy = x3[(2B — Dx; + (1 — 2y)x; + 1],
X3 = x1[1+ (1= 20)x; + (1 — 2B)x3],
buyerdaa =B =y = % uchun Vs (1/2; 1/2; 1/2) kvadratik operator 3 o‘z-0°zini tekislash bilan

mos tushishini tekshirish ham oson.

m4 0°Z-0‘zini tekislashga o’zaro mos keladigan kvadratik operatorlar quyidagicha shaklga
ega:

Va(o, B,y) =
Piyp =1 Pyp1=0P;3;=0P;y;=0aPy3;=8P3,=0,
= Pi12=0 Py =0 P33, =1P,=0P3,=1- B Pp2=v
Pi13=0 Ppp3=1P333=0P3=1—-aP;33=0P33=1-y,

buyerda0 <a<1, 0<B<1 0<y<1l

Ushbu sinflar uchun o‘zgartirish kiritib kvadratik operatorlari (2.2) quyidagi tarzdagidek
gayta yozish mumkin:
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Xi =x2+2ax;X; + 2 B XXz,
x5 = x5+ 2 (1 — B)x1X3 + 2yX,X3,

X5 = x5+ 2(1 — )x1X, + 2(1 — Y)XpX3,
yoki ba'zi bir o‘zgarishlardan so’ngra

X1 = X[(2a—1)x, + 1+ (2 — 1)x3],

x; = x3[(1 = 2B)x; + 2y — Dx; + 1],

x3 = x1[1+ (1 — 200%; + (1 — 2y)x3],
bunda a = =y = 1/2 bo’lgan hol uchun V, (%;%;%) kvadratik operator , o‘z-0°‘zini tekislash
bilan mos tushishini ham tekshirish ancha oson.

T3 0°z-0‘zini tekislashga mos keladigan kvadratik operator quyidagi shaklga ega:
Vz(a, By) =
P10 =0 Py1=1P;3;=0P;;=0aP3;=0P3;=y,
= Pr12=0 Py =0Py3,=1P15,=0P3,=BP3r=1-,
Piiz=1 Py3=0Ps33=0Pp3=1-aP33=1-f P;33=0,
buyerda0 <a<1,0<pf<10<y<1l
Kvadratik operatorlarning ushbu sinfi uchun (2.2) quyidagi shaklga aga bo‘ladi:
X) = X5+ 2 K x1X; + 2 Y XX,
Xy = x5 + 2 Bx:X3 + 2(1 — y)X,X3,

X5 = x5 4+ 2(1 — )x1X, + 2(1 — B)x4x3,
yoki ba'zi bir o‘zgarishlardan keyin

X1 =% [(2a— Dx; + 1+ 2y — Dx3],

Xz = X3[(2B — Dxq + (1 — 2y)x, + 1],

X3 = x1[1+ (1 = 2a0)x; + (1 — 2B)x3],
buyerdaa=B=vy= %uchun V3 (1/2; 1/2; 1/2) kvadratik operator 75 0°‘z-0°zini tekislash bilan

mos tushishini tekshirish ham giyin emas.
m, o‘z-o‘zini tekislashga mos keladigan kvadratik operator quyidagicha ko’rinishga
egaligini ko’rish mumkin:
Vyla, By) =
Pig1=1 Py1=0P;3,=0P,;=aP3;=0P3;=0
= Pi12=0 Py =0Ps3,=1P,=0P3,=1-B Pp3,=,
Pi13 =0 Pp3=1Py33=0Pp3=1—aP33=0P;33;=1~-y,
buyerda0 <a<1, 0<B<1 0<y<1l
Kvadratik operatorlarning ushbu sinfi uchun (2.2) quyidagicha ko‘rinishga yoki
shakllarga ega bo‘ladi:
X; = X2+ 2 ax:X, + 2 BX1X3,
x5 = x5 + 2 (1 — B)x1X3 + 2yX,X3,
X5 = X2 4+ 2(1 — )x1X + 2(1 — Y)XpX3,
yoki bir nechta almashtirishlar bajargandan so’ng
X1 = % [a — Dx; + 1+ (2B — Dx3],
Xz = x3[(1 = 2B)x, + (2y — Dx, + 1],
X3 = x[1+ (1 - 20)x; + (1 — 2y)x3],
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vabuholda,a ==y = % uchun V,(1/2;1/2;1/2) kvadratik operator m, o‘z-0°zini tekislash

bilan mos kelishini ko’rish mumkin.
T 0°z-0°zini moslashtirishga mos keladigan kvadratik operatorlar quyidagi korinishga
ega bo’ladi:
Vs(a,B,y) =
Pi11=0 Py1=0P;3:=1P;=0P3;=0Py3;=,
= Pi12=0 Pppa =1 P33, =0 Ppp =0 Pz, =0 Pp3p=1-,
Piyz=1 Py3=0Py33=0Pp3=1—-aP33=1- Py33=0,
bunda0 <a<1 0<B<1 0<y<1.
Mazkur o’rganilayotgan kvadratik operatorlar sinfi uchun (2.2) quyidagicha shaklga ega
bo‘ladi:
X§ = X3+ 2B xX:X3 + 2y XpX3,
Xy = X5 + 2 ax;x; + 2(1 — y)X,X3,
X5 =x7 4+ 2(1 — )x:X, + 2(1 — B)x4X3,
yoki, soddalashtirilganidan keyin
x3 = x3[(2B — Dxq + 14 2y — Dx,],
Xz = X[(2a — 1)xq + (1 — 2y)x3 + 1],
X3 =X [1+ (1 = 20)x, + (1 — 2B)x3],
bu yerda ham, a ==y =% uchun V5(1/2;1/2;1/2) kvadratik operator mz o‘z-o‘zini tekislash

bilan mos keladi.
TMg 0°z-0‘zini moslashtirishga mos keladigan kvadratik operatorlar quyidagicha
ko‘rinishga ega bo’ladi:
Ve(a, By) =
P10 =0 Pyp1=1P;3;=0P;;=0aP3;=0P;3;=y,
= Pi1p=1 Py =0Ps3,=0Ppy=1—aP3,=0Py3,=0,
Pi13 =0 Py3=0Ps33=1P;3=0P33=1-fPy33=1-,
buyerda0 <a<1 0<B<1 0<y<1l
Mazkur kvadratik operatorlar sinfini uchun (2.2) almashtirishdan quyidagi shaklga ega
bo‘lishini ko’rishimiz mumkin:
X§ =x3+2ax;X; + 2V XpX3,
x5 = x5 + 2 (1 — 0)x;X, + 2BX X3,
X5 = x5+ 2(1 — B)x1X35 + 2(1 — Y)X5X3,
yoki, ancha soddalashtirishlardan so’ng
X3 = X[2a—Dx; + 1+ 2y — Dxs],
Xy = x1[(2B — Dx3 + (1 — 20)x%, + 1],
X3 = x3[1+ (1 = 2y)x, + (1 — 2B)x4],
V, orqgali Vi(a,B,y) (i=1,2,..,6) shakldagi barcha suryektiv bo’lgan kvadratik operatorlar
to‘plamlarini belgilaymiz.
Natija 2. Istalgan i = 1,2,...,6 da V, ga tegishli kvadratik operatorlarning gavariq
chizigli birikmasi ham V, ga tegishli.
Teorema 4. Har ganday suryektiv operatori S? simpleks gomeomorfizmi.
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Isbot. Uchinchi teoremadan shu kelib chigadiki, har ganday suryektiv operator V; (i =
1,2, ...,6) sinflaridan biriga tegishli bo’ladi. Agar i = 1 bo‘lsa, u holda bu birinchi natijada
isbotlangan. i # 1 bo‘lsin. Sinflaridan birida tegishli bo‘lsa, u holda bu gap birinchi natijada
allagachon isbotlanganligini ko’rish mumkin.

TADQIQOT NATIJALARI

V, (o, B,Y) operatori  birinchi  natijaga  asosan  gomeomorfizm  bo‘lib,
V1(1/2,1/2,1/2) o‘zgarishi, o‘z-o‘zini tekislovchi m;, anigki, gomeomorfizmdir. Xulosa
sifatida quyidagi teoremani keltirib o’tamiz. Ikki o‘lchovli sodda simpleksda uchinchi
teoremaning umumlashmasi hisoblanadi.

Teorema 5. Ikki o’lchamli sodda simpleksda aniqlangan kvadratik operator fagat va
faqat biyektiv bo‘lganda suryektiv kvadratik operator bo‘la oladi.

Bu teoremaning isboti ham oldingi teoremalarga o’xshab isbotlanadi.

MUHOKAMA

Kvadratik operatorlar va ularning chekka nugqtalarini topish bo‘yicha ilmiy tadqiqot
ishlari [1-9] magolada ham olib borilgan. Ushbu magolalarda va [10-17] ilmiy izlanishlarda bir
va ikki o‘lchamli simplekslarda berilgan diskret vaqtli va uzluksiz vaqtli kvadratik operatorlar
sinfi tasniflangan, qo‘zg‘almas nuqtalari topilgan. Bundan tashqari, kvadratik operatorlarning
syurektiv va ikki tomonlama bo‘lishi uchun zaruriy va yetarli shartlar hamda gomeomorfizm
bo‘lish shartlari keltirilgan va teoremalar sifatida berilib, isbotlangan.

XULOSA

Yuqorida bayon qilinganlaridan ko‘rinib turibdiki, tadqiqot ishlari olib borilgan mavzu
keng amaliy ahamiyatga ega mavzu hisoblanadi. Shu bilan bir gatorda, hozirgi vagtda
mamlakatimizda barcha aniq fanlarni amaliy tatbiglarini kengaytirishga keng e'tibor berilmogda
[18-20]. Shu munosabat bilan fizik va biologik jarayonlarning matematik modellarini tuzishga
[10-17], xususan biologik jarayonlar hisoblanmish turli individlarning populyatsiyasini
o‘rganishga ahamiyat garatilgan.

Qayd gilinganidek, matematik modellar asosan diskret va uzluksiz vaqtli kvadratik
stoxastik operatorlarga keladi. Uzluksiz vaqtli kvadratik stoxastik operatorlar esa dinamik
sistemalar deb ham atalib, ular asosan chizigli va nochizigli oddiy va xususiy hosilali
differentsial tenglamalar sifatida ifodalanadi [21-28]. Qisgacha qilib aytganda dinamik sistema -
bu haqgiqgiy ob'ektlar, jarayonlar yoki hodisalarning matematik modeli hisoblanib, ma'lum holat
tasvirlangan sistema sifatida ifodalanadi. Ular tahlil gilinib [29-34] (tenglama yoki sistemaning
yechimining yagonaligi va mavjudligi aniglanadi, sonli usullar yordamida yechimi topiladi yoki
analitik yechimlari izlanadi), uning evolyutsiyasi (tenglamalarning yechimi orqali ular o‘zini
kelajakda ganday tutishi) o‘rganiladi. Odatda bu sistemalar ba'zi qoidalar orqali beriladi. Aynan
tez ko‘payadigan individlar populyatsiyasi qonuniyati turli matematik modellar orqgali
ifodalanadi.
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