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Kalit so’zlar: Puasson tenglamasi, Grin funksiyasi, bir jinsli bo’Imagan
tenglama, egilish, potentsiallar nazariyasi, gipergeometrik funksiya, fundamental

yechim.

PROBLEM ND; FOR ELLIPTIC EQUATION ON THE VALUE
OF THE GREEN FUNCTION
Sayfullayeva Shahlo Shavkatovna
Bukhara State University,
Student of the Faculty of Physics and Mathematics

Annotation. The article provides information on issues related to the Laplace
and Poisson equations, as well as elliptic type with curvature. A generalized case of
the Poisson equation -for an equation belonging to a second-order elliptic type with
two perturbation lines, the Green function of the ND,; problem and its partial
derivatives are estimated.

Keywords: Poisson equation, Greens function, inhomogeneous equation,

bending, potential theory, hypergeometric function, fundamental solution.

WSRJournal.com m Volume — 3_ Issue-3_April 2022



JOURNAL OF NEW CENTURY INNOVATIONS

Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differentsial tenglamalarning amaliy
ahamiyati keng bo’lib, bir gator mexanik, fizik, biologik, kimyoviy va iqtisodiy
masalalarni matematik modellari elliptik tipga tegishli tenglamalar orgali
ifodalanadi. Elliptik tipga tegishli ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamalarning eng soddalari Laplas va Puasson tenglamalari hisoblanadi.
Magolada avvalo, shu va ikkita buzilish chizig’iga ega tenglamalar elliptik tipga
tegishli tenglamalarga keluvchi masalalar hagida ma’lumotlar keltiramiz.

Laplas va Puasson tenglamasi mexanika, issiglik o’tkazuvchanligi,
elektrostatika, gidravlika kabi ko’plab fizik masalalarni matematik modelini
tuzishda paydo bo’ladi. Laplas operatori kvant fizikasida, xususan, Shredinger
tenglamasi uchun ham katta ahamiyatga ega. Bu tadbiglarni kengrog bayon gilamiz
[1, 77 bet]:

- izotrop jismda issiglik manbalari va issiglik yutuvchilar bo’lmaganda
statsionar temperetura tagsimoti masalasi Laplas tenglamasiga olib keladi, bunda
U —temperatura bo’lib, koordinatalar funksiyasi sifatida garaladi;

- agar issiqlik manbalari jismda tagsimlangan bo’lsa va ularning quvvati vaqt
o’tishi bilan 0’zgarmasa, u holda temperatura Puasson tenglamasini ganoatlantiradi;

- sigilmaydigan suyuglikning bargaror potentsial ogimi ham Laplas
tenglamasiga olib keladi. Potentsial ogim uchun tezlik vektori V = grand U, bu
yerda U tezlik potentsiali. Agar ogimda suyuglik manbalari va cho’kmalari
bo’Imasa, u holda U — Laplas tenglamasini ganoatlantiradi; tagsimlangan manbalar
va cho’kmalar mavjud bo’lganda, tezlik potentsiali Puasson tenglamasini
ganoatlantiradi;

- elektrostatik maydonning potentsiali zaryad bo’Imagan maydonda Laplas
tenglamasini va uzluksiz tagsimlangan zaryadlar maydonida Puasson tenglamasini
ganoatlantiradi;

- Nyuton tortishish maydonining potentsiali tortishish masalalari bo’Imagan
maydonda Laplas tenglamasini va tagsimlangan tortishish massalari mavjud

maydonda Puasson tenglamasini ganoatlantiradi;
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- prizmatik sterjenning elastik buralish masalasi buralish funksiyasi deb
ataladigan funksiyaga nisbatan ikki o’Ichovli Laplas tenglamasiga keltiriladi. Bu
funksiya va uning hosilalari orgali kuchlanish va deformatsiyalar ifodalanadi.
Prizmatik sterjenni egish masalasi ham ikki o’lchovli Laplas tenglamasi orgali
ifodalanadi;

- statik membrana egilishlari masalasi ikki o’lchovli Puasson tenglamasiga
keltiriladi, bunda U — membrananing egilishi, f(x,y) — funksiya esa tashqi
yukning intensivligining membrana kuchlanishiga nisbati;

- buzilish chizig’iga ega bo’lgan elliptik tenglamalar esa filtratsiya
nazariyasida bir jinsli bo’lmagan g’ovakli gatlamlar orgali massa o’tish jarayonlarini
o’rganishda, zamonaviy kosmologiyada materiyaning holatlarini ko’rib chigishda
uchraydi.

Izoh: bu yerda

Ly U ou U
gran _axl oy 0z "’

i, j, k — koordinata ortlari.

Chapligin S.A. 0’zining «Gaz oqimlari to’g’risida» (O gazovix struyax)
asarida gazning tovush tezligidan yuqori tezlikka o’tish sharoitida harakati aralash
tipdagi tenglama bilan ifodalanishini ko’rsatgan [2]:

KUy, + Uy, =0 (K(0) =0,K'(y) > 0).

Izoh: 1) bu tenglama hozirgi vagtda Chapligin S.A. nomi bilan yuritiladi;

2) aralash turdagi tenglamalar haqgida to’lig ma’lumot [3, 4] adabiyotlarda batafsil
berilgan.

Chapligin S.A. tenglamasining xususiy holi - italiyalik olim Trikomi F. nomi
bilan ataluvchi [3]

YUy + Uy, =0
tenglama (bitta buzilish chizig’iga ega bo’lgan aralash tipdagi tenglama ham deb
ataladi) hisoblanadi.

Trikomi tenglamasi bo’yicha olib borilayotgan izlanishlarning xususiyati

shundaki, bu tenglamaga go’yilgan chegaraviy masalani o’rganishda qo’llanilgan
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matematik usulni Chapligin S.A. va boshga yanada murakkabrog bo’lgan
tenglamalarga ham go’llash mumkin.

Trikom tenglamasiga oid fundamental ilmiy izlanishlar asosan yigirmanchi
asrning 20-30-yillarida boshlangan. Bu vyillarda asosan Chapligin S.A. [2] va
Trikomi F. [3] tomonidan fundamental natijalarga erishilgan.

Izoh: Laplas va Puasson tenglamalari matematik fizika tenglamalari ichida
eng soddalaridan biri bo’lishiga garamay, uning yechimini topishda giyinchiliklarga
duch kelinadi. Aynigsa, funksiyalarning regulyar bo’Imasligi va turli maxsusliklar
mavjudligi sababli sonli yechimini hisoblash qgiyin bo’ladi. Buzilish chizig’iga ega
tenglamalarning sonli yechimlari topish esa undan ham murakkab bo’ladi (internet
ma’lumot: ttps://www.dissercat.com/content/chis-lennoe-reshenie-kraevykh-
zadach-dlya-vyrozhdayushchikhsya-uravnenii-metodom -konechnykh-r).

[4-6] ilmiy magolalarda ikkita buzilish chizig’iga ega bo’lgan aralash tipdagi
tenglamalar

YUy + xU,, =0,
signy|y|™ Uy, + signx|x|™U,,, = 0,m = const > 0,
signy|ly|™ Uy, + signx|x|" U,, = 0,m,n = const >0
uchun fundamental ishlar olib borilgan.

Bu tenglamalar uchun go’yilgan chegaraviy masalalar bo’yicha olib borilgan
izlanishlarda qo’llanilgan matematik usullar ham universal bo’lib, ushbu usullarni
bu tenglamalardan ham ko’ra murakkabrog tenglamalarni yechishda go’llash
mumekin.

[7] ilmiy izlanishda

YUy + XUy, = f(x,y), m = const > 0 (1)

tenglama uchun ND; chegaraviy masalasining regulyar yechimi topilgan:

U(x,y) = —ﬂ f(&,m)G5(&,m; x,y)dédn,
Q

bunda G5(¢,7m;x,y) — ND4y chegaraviy masalasi uchun Grin funksiyasi bo’lib,

quyidagi ko’rinishga ega [6]:
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G:(&,mx,y) = qs(E,m %, y) — 3 2P q3(m; %, 7) (2)
q3(f,r];x,y) = k3 i_ZFZ(L.BJ 1 - :8' 218'2 - ZIBJ 0-110-2);

(2 2 T(Ora-p _ri—rf ot - rf
3T (5) reAr2—28) " rz %27
= (&P —xP)? + (P — yP)?,
ey = (EP FxP)2 + (P £ yP)%, 154 = (§P £ xP)2 + (P £ yP)?,

r2 4

_ _ P .
2 =x2 492, P =xP/r}, y° =%, F,(ab;c;d;e;z) — Gaussning

ré
Ikki o’zgaruvchili gipergeometrik funksiyasi [4, 69 bet].

Grin funksiyasi (2) murakkab bo’lib, uni va hosilalarini bahosi (1)
tenglamaning kvazichizigli holi uchun qo’yilgan chegaraviy masalalarni
o’rganishda muhim ahamiyat kasb etadi. Aytish joizki, nafagat kvazichizigli hol
uchun, balki chizigli tenglamalar uchun lokal va nolokal chegaraviy masalalarni
o’rganishda ham keng qo’llaniladi. Masalan, yechimni sifatiy tahlil gilishda,
berilgan funksiyalar orgali ifodalangan tenglamaning yechimida gatnashayotgan
funksiyalarni  (tenglamaning yechimi yozilganda berilgan funksiyalar Grin
funksiyasi bilan birgalikda kasr tartibli integral va differentsial operatorlar ostida
keladi) o’rganishda go’llaniladi.

Quyidagi lemma o’rinli.

Lemma 1. Grin funksiyasi (2) va uning hosilalari uchun quyidagi baholar

o’rinli:
165(&m; %, 9| < Clinsl /(7P 15F), (3)
1Gax (&m0, < €/ (r7P1), (4)
63y &2, 3)| < ¢/ (757 7), 5)

bunda C = const va berilgan funksiyaga bog’lig aniq son.
Izoh. C — berilgan funksiya va parametrlarga bog’liq, lemmani isboti

davomida uning giymati aniq yozib ko’rsatiladi.
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Isbot. Tengsizliklarni isbotlash uzoq hisoblashlarni bajarishni talab giladi.
Agar birorta bahoni, masalan (3) ni isbotlasak, golganlari ham shu usuldan
foydalanib ko’rsatiladi. Tengsizliklarni (3) baho misolida isbotlab ko’rsatamiz.

Ikki o’zgaruvchili gipergeometrik funksiyaning xossasidan [4, 15 bet]

foydalanamiz:

F,(a,b,b',a,a;0,,0,) = (1 —0,)?"1(1 - 0,)P ~1F (b, b’ a; - 032 — 02))
ekanligidan
a3 (& m;x,y) = 16’5323 A—=)"2PtrP) PFFA-B1-B,2—-2B;1—5)
ga tenglikka ega bo lamiz, bunda
. 160xygnP
et

(2) ni inobatga olsak
GE x| < lgzEm x|+ | as(Em; 7| (6)

tengsizlikni topamiz. Endi (6) dagi ifodalarning har birini alohida-alohida
baholaymiz.
F(a, b, c; z) funksiyani integral ko’rinishi [4, 13 bet] va shu funksiya uchun
[4, 14 bet] bahoni e’tiborga olib
las € m x| = k(1= )P Ery)PB1 (1 =B, 1-B)-

1
f tPA -0 -0 -9s)t)Pdt| < Cixyen(@fr2)B - Ins <
0

<G |lns|/(r12ﬁrzzﬁ)
ekanligini topamiz, bunda
~ r12r22

= 2.2’
37,

s C, =162 k;B71(1 - B,1 - p).

(6) dagi ikkinchi hadni baholash uchun rZ —ni ikki holini garaymiz (maxsus
nugtalar 0(0,0), A(1,0), B(0,1) atroflarida): a) 0 <rZ <62 va b) §2 <rZ <1,

bunda 0 < § < 1/8. Chegaraning qolgan gismlarida Grin funksiyasida maxsusliklar
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bo’Imaydi. Maxsusliklar, asosan yuqorida aytib o’tilganidek, shu uchta nugta
atrofida bo’ladi.
a) holni gqaraylik. ¢ <82 bo’lsin. 1/r, ni $)Pq.(&,n;x,y) ifodadan
gavsdan tashqgari chigarib, gisqartirib yuboramiz.
1—s=16(nxy)P/(r{r31)
ekanligi va F (a, b, ¢, z) — gipergeometrik funksiyani integral ko’rinishini [4, 13 bet]
e’tiborga olib, (6) dan

|(7"02)_2ﬁCI2(f:77if»3_’)| < CleSzn(T'1217"221)ﬁ_1B_1(1 —B,1—-pB) X
1

[P -0 - a-90ra < lmsl o)
0
bo’lishini topamiz, bunda s = (r4 1)/ (T4Ta),
ity = (1= §PxP)? + n?Prg + 2nPyP + §2Py?P,
i = (L =nPyP)? + §2Prg + 28PxP + n?Px?P,
5 = (1+§PxP)? + n?Prg + 2nPyP +§2Py?P,
i = (1 —&PxP)? + n?Prg — 2nPyP + §2Py2P.
ré < 6% ekanligidan (1—-6)2<714, (1-6)?2<rh, 1<rd, 6714
bo’lishi ko’rinib turibdi. 7§ < 62 bo’lgan hol uchun

_ o 62—4-ﬁCl
|(re) 2P qz (&, m; %, 9)| < (1= 6y

bahoga ega bo’lamiz.
Endi 62 < r¢ < 1 bo’lgan holini ko’rib chigamiz.
T2 = (P £ XP)* + (P £ ¥7)%,
a2 = (P £ XP)* + (P £ ¥P)%,
XE < (r5)'7%F, g < (rf,)' 726,
ST, P S i=14
va F(a,b,c,z) — gipergeometrik funksiyani integral ko’rinishi [8, 72 bet] ni
inobatga olgan holda xuddi yuqoridagi kabi

| a5 mi 29| < (G2 Cilinsl/ (177 )
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bo’lishini topamiz. Bu baholardan

1G5(&,m; 2,31 < Clinsl /(717

ekanligi kelib chigadi, bunda
2-2f
(1—6)44p

Gs(&,m; x,v) — funksiyasining x va y o’zgaruvchilar bo’yicha hosilasini

C = max(2Cy, C,, 867BC)).

hisoblab, (4) va (5) baholar yugoridagi yo’l orgali ham isbotlanadi.

Izoh: Agar bu olingan bahoni [9] maqgolada Grin funktsiyasining bahosi
bilan solishtirsak, muallif tomonidan olingan bahoning anigroq ekanligi ko’zga
tashlanadi. Chunki, elliptik tenglamalar uchun fundamental yechimlar logarifmik
maxsuslikka ega bo’ladi. Mazkur magolada Grin funktsiyasi anigrog
baholanganligini ko’rishimiz mumkin.

Elliptik tipdagi tenglamalar uchun chegaraviy masalalar amaliy ahamiyatga
egaligi tufayli soha mutaxassislarining diggat markazida turibdi. Masalan, elliptik
tipdagi tenglamalar nazariyasi gaz dinamikasi, magnit gidrodinamikasi, cheksiz
kichik sirt egilishlar nazariyasi, qobiqlar nazariyasi, yer osti suvlari sathini prognoz
gilish va fan va texnikaning boshqa sohalarida ko’plab go’llanilishi tufayli sezilarli
rivojlanishga erishdi. Bundan tashgari, bu nazariya bir gancha giyin va giziqgarli
masalalarni ko’rib chigishni 0’z ichiga oladi. Buzilish chizig’iga ega bo’lgan xususiy
hosilali differensial tenglamalar uchun qo’yilgan chegaraviy masalalarni o’rganish
yo’nalishda bir gator ilmiy izlanishlar [10-33] olib borilgan.

Kelgusida olingan nazariy natijalarning amaliy tadbiglarini yanada

rivojlantirishga e’tibor garatilsa magsadga muvofiq bo’lar edi.
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