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Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differentsial tenglamalarning amaliy 

ahamiyati keng bo’lib, bir qator mexanik, fizik, biologik, kimyoviy va iqtisodiy 

masalalarni matematik modellari elliptik tipga tegishli tenglamalar orqali 

ifodalanadi. Elliptik tipga tegishli ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 

tenglamalarning eng soddalari Laplas va Puasson tenglamalari hisoblanadi. 

Maqolada avvalo, shu va ikkita buzilish chizig’iga ega tenglamalar elliptik tipga 

tegishli tenglamalarga keluvchi masalalar haqida ma’lumotlar keltiramiz. 

Laplas va Puasson tenglamasi mexanika, issiqlik o’tkazuvchanligi, 

elektrostatika, gidravlika kabi ko’plab fizik masalalarni matematik modelini 

tuzishda paydo bo’ladi. Laplas operatori kvant fizikasida, xususan, Shredinger 

tenglamasi uchun ham katta ahamiyatga ega. Bu tadbiqlarni kengroq bayon qilamiz 

[1, 77 bet]: 

- izotrop jismda issiqlik manbalari va issiqlik yutuvchilar bo’lmaganda 

statsionar temperetura taqsimoti masalasi Laplas tenglamasiga olib keladi, bunda 

𝑈 −temperatura bo’lib, koordinatalar funksiyasi sifatida qaraladi; 

- agar issiqlik manbalari jismda taqsimlangan bo’lsa va ularning quvvati vaqt 

o’tishi bilan o’zgarmasa, u holda temperatura Puasson tenglamasini qanoatlantiradi; 

- siqilmaydigan suyuqlikning barqaror potentsial oqimi ham Laplas 

tenglamasiga olib keladi. Potentsial oqim uchun tezlik vektori 𝑉 = 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑 𝑈, bu 

yerda 𝑈 tezlik potentsiali. Agar oqimda suyuqlik manbalari va cho’kmalari 

bo’lmasa, u holda 𝑈 − Laplas tenglamasini qanoatlantiradi; taqsimlangan manbalar 

va cho’kmalar mavjud bo’lganda, tezlik potentsiali Puasson tenglamasini 

qanoatlantiradi; 

- elektrostatik maydonning potentsiali zaryad bo’lmagan maydonda Laplas 

tenglamasini va uzluksiz taqsimlangan zaryadlar maydonida Puasson tenglamasini 

qanoatlantiradi; 

- Nyuton tortishish maydonining potentsiali tortishish masalalari bo’lmagan 

maydonda Laplas tenglamasini va taqsimlangan tortishish massalari mavjud 

maydonda Puasson tenglamasini qanoatlantiradi; 
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- prizmatik sterjenning elastik buralish masalasi buralish funksiyasi deb 

ataladigan funksiyaga nisbatan ikki o’lchovli Laplas tenglamasiga keltiriladi. Bu 

funksiya va uning hosilalari orqali kuchlanish va deformatsiyalar ifodalanadi. 

Prizmatik sterjenni egish masalasi ham ikki o’lchovli Laplas tenglamasi orqali 

ifodalanadi; 

- statik membrana egilishlari masalasi ikki o’lchovli Puasson tenglamasiga 

keltiriladi, bunda 𝑈 − membrananing egilishi, 𝑓(𝑥, 𝑦) − funksiya esa tashqi 

yukning intensivligining membrana kuchlanishiga nisbati; 

- buzilish chizig’iga ega bo’lgan elliptik tenglamalar esa filtratsiya 

nazariyasida bir jinsli bo’lmagan g’ovakli qatlamlar orqali massa o’tish jarayonlarini 

o’rganishda, zamonaviy kosmologiyada materiyaning holatlarini ko’rib chiqishda 

uchraydi. 

Izoh: bu yerda  

𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑 𝑈 =
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑈

𝜕𝑧
𝑘, 

𝑖, 𝑗, 𝑘 − koordinata ortlari. 

Chapligin S.A. o’zining «Gaz oqimlari to’g’risida» (O gazovix struyax) 

asarida gazning tovush tezligidan yuqori tezlikka o’tish sharoitida harakati aralash 

tipdagi tenglama bilan ifodalanishini ko’rsatgan [2]:  

𝐾(𝑦)𝑈𝑥𝑥  +  𝑈𝑦𝑦 = 0  (𝐾(0) = 0, 𝐾′(𝑦) > 0). 

Izoh: 1) bu tenglama hozirgi vaqtda Chapligin S.A. nomi bilan yuritiladi;  

2) aralash turdagi tenglamalar haqida to’liq ma’lumot [3, 4] adabiyotlarda batafsil 

berilgan. 

Chapligin S.A. tenglamasining xususiy holi - italiyalik olim Trikomi F. nomi 

bilan ataluvchi [3] 

𝑦𝑈𝑥𝑥  +  𝑈𝑦𝑦 = 0   

tenglama (bitta buzilish chizig’iga ega bo’lgan aralash tipdagi tenglama ham deb 

ataladi) hisoblanadi.  

Trikomi tenglamasi bo’yicha olib borilayotgan izlanishlarning xususiyati 

shundaki, bu tenglamaga qo’yilgan chegaraviy masalani o’rganishda qo’llanilgan 
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matematik usulni Chapligin S.A. va boshqa yanada murakkabroq bo’lgan 

tenglamalarga ham qo’llash mumkin. 

Trikom tenglamasiga oid fundamental ilmiy izlanishlar asosan yigirmanchi 

asrning 20-30-yillarida boshlangan. Bu yillarda asosan Chapligin S.A. [2] va 

Trikomi F. [3] tomonidan fundamental natijalarga erishilgan. 

Izoh: Laplas va Puasson tenglamalari matematik fizika tenglamalari ichida 

eng soddalaridan biri bo’lishiga qaramay, uning yechimini topishda qiyinchiliklarga 

duch kelinadi. Ayniqsa, funksiyalarning regulyar bo’lmasligi va turli maxsusliklar 

mavjudligi sababli sonli yechimini hisoblash qiyin bo’ladi. Buzilish chizig’iga ega 

tenglamalarning sonli yechimlari topish esa undan ham murakkab bo’ladi (internet 

ma’lumot: ttps://www.dissercat.com/content/chis-lennoe-reshenie-kraevykh-

zadach-dlya-vyrozhdayushchikhsya-uravnenii-metodom -konechnykh-r). 

[4-6] ilmiy maqolalarda ikkita buzilish chizig’iga ega bo’lgan aralash tipdagi 

tenglamalar 

𝑦𝑈𝑥𝑥  +  𝑥𝑈𝑦𝑦 = 0,   

𝑠𝑖𝑔𝑛𝑦|𝑦|𝑚𝑈𝑥𝑥 + 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑥|𝑥|𝑚𝑈𝑦𝑦 = 0, 𝑚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 

𝑠𝑖𝑔𝑛𝑦|y|m  𝑈𝑥𝑥   +  𝑠𝑖𝑔𝑛𝑥|𝑥|𝑛 𝑈𝑦𝑦 = 0, 𝑚, 𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 

uchun fundamental ishlar olib borilgan.  

Bu tenglamalar uchun qo’yilgan chegaraviy masalalar bo’yicha olib borilgan 

izlanishlarda qo’llanilgan matematik usullar ham universal bo’lib, ushbu usullarni 

bu tenglamalardan ham ko’ra murakkabroq tenglamalarni yechishda qo’llash 

mumkin. 

[7] ilmiy izlanishda 

𝑦𝑚𝑈𝑥𝑥 + 𝑥𝑚𝑈𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0                                (1) 

tenglama uchun 𝑵𝑫𝟏 chegaraviy masalasining regulyar yechimi topilgan: 

𝑈(𝑥, 𝑦) = − ∬ 𝑓(𝜉, 𝜂)𝐺3(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦)𝑑𝜉𝑑𝜂,

Ω

 

bunda 𝐺3(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦) − 𝑵𝑫𝟏  chegaraviy masalasi uchun Grin funksiyasi bo’lib, 

quyidagi ko’rinishga ega [6]: 
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𝐺3(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦) = 𝑞3(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦) − (𝑟0
2)−2𝛽𝑞3(𝜉, 𝜂; 𝑥̅, 𝑦̅)                  (2) 

𝑞3(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦) = 𝑘3

𝑦𝜂

𝑟2
𝐹2(1, 𝛽, 1 − 𝛽, 2𝛽, 2 − 2𝛽, 𝜎1, 𝜎2), 

𝑘3 = (
2

𝑝
)

2 Г(𝛽)Г(1 − 𝛽)

Г(2𝛽)Г(2 − 2𝛽)
, 𝜎1 =

𝑟2 − 𝑟1
2

𝑟2
, 𝜎2 =

𝑟2 − 𝑟2
2

𝑟2
, 𝑟2

= (𝜉𝑝 − 𝑥𝑝)2 + (𝜂𝑝 − 𝑦𝑝)2,  

  𝑟1,2
2 = (𝜉𝑝 ∓ 𝑥𝑝)2 + (𝜂𝑝 ± 𝑦𝑝)2,   𝑟3,4

2 = (𝜉𝑝 ± 𝑥𝑝)2 + (𝜂𝑝 ± 𝑦𝑝)2,  

𝑟0
2 = 𝑥2𝑝 + 𝑦2𝑝 ,      𝑥̅𝑝 =  𝑥𝑝 𝑟0

2⁄  ,      𝑦̅𝑝 =
𝑦𝑝

𝑟0
2 ,      𝐹2(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑑; 𝑒; 𝑧) − Gaussning 

ikki o’zgaruvchili gipergeometrik funksiyasi [4, 69 bet]. 

 Grin funksiyasi (2) murakkab bo’lib, uni va hosilalarini bahosi (1) 

tenglamaning kvazichiziqli holi uchun qo’yilgan chegaraviy masalalarni 

o’rganishda muhim ahamiyat kasb etadi. Aytish joizki, nafaqat kvazichiziqli hol 

uchun, balki chiziqli tenglamalar uchun lokal va nolokal chegaraviy masalalarni 

o’rganishda ham keng qo’llaniladi. Masalan, yechimni sifatiy tahlil qilishda, 

berilgan funksiyalar orqali ifodalangan tenglamaning yechimida qatnashayotgan 

funksiyalarni (tenglamaning yechimi yozilganda berilgan funksiyalar Grin 

funksiyasi bilan birgalikda kasr tartibli integral va differentsial operatorlar ostida 

keladi) o’rganishda qo’llaniladi. 

 Quyidagi lemma o’rinli. 

Lemma 1. Grin funksiyasi (2) va uning hosilalari uchun quyidagi baholar 

o’rinli: 

|𝐺3(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐶|𝑙𝑛𝑠| (𝑟1
2𝛽

𝑟2
2𝛽) ,⁄                                                   (3) 

|𝐺3𝑥(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐶 (𝑟1
2𝛽

𝑟4) ,⁄                                                             (4) 

|𝐺3𝑦(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐶 (𝑟2
2𝛽

𝑟4) ,⁄                                                             (5) 

bunda 𝐶 = сonst va berilgan funksiyaga bog’liq aniq son. 

 Izoh. 𝐶 − berilgan funksiya va parametrlarga bog’liq, lemmani isboti 

davomida uning qiymati aniq yozib ko’rsatiladi. 
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 Isbot. Tengsizliklarni isbotlash uzoq hisoblashlarni bajarishni talab qiladi. 

Agar birorta bahoni, masalan (3) ni isbotlasak, qolganlari ham shu usuldan 

foydalanib ko’rsatiladi. Tengsizliklarni (3) baho misolida isbotlab ko’rsatamiz. 

 Ikki o’zgaruvchili gipergeometrik funksiyaning xossasidan [4, 15 bet] 

foydalanamiz: 

𝐹2(𝑎, 𝑏, 𝑏′, 𝑎, 𝑎; 𝜎1, 𝜎2) = (1 − 𝜎1)𝑏−1(1 − 𝜎2)𝑏′−1𝐹 (𝑏, 𝑏′, 𝑎;
𝜎1𝜎2

(1 − 𝜎1)(1 − 𝜎2)
) 

ekanligidan 

𝑞3(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦) =
𝜅3

161−2𝛽
(1 − 𝑠)1−2𝛽(𝑟1

2𝑟2
2)−𝛽𝐹(1 − 𝛽, 1 − 𝛽, 2 − 2𝛽; 1 − 𝑠) 

ga tenglikka ega bo`lamiz, bunda 

1 − 𝑠 =
16(𝑥𝑦𝜉𝜂)р

𝑟1
2𝑟2

2 . 

(2) ni inobatga olsak 

|𝐺3(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦)| ≤ |𝑞3(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦)| + |(𝑟0
2)−2𝛽𝑞3(𝜉, 𝜂; 𝑥̅, 𝑦̅)|         (6) 

tengsizlikni topamiz. Endi (6) dagi ifodalarning har birini alohida-alohida 

baholaymiz. 

𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧) funksiyani integral ko’rinishi [4, 13 bet] va shu funksiya uchun 

[4, 14 bet] bahoni e’tiborga olib 

|𝑞3(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦)| = 𝜅3(1 − 𝑠)1−2𝛽(𝑟1
2𝑟2

2)−𝛽𝐵−1(1 − 𝛽, 1 − 𝛽) ∙ 

|∫ 𝑡−𝛽(1 − 𝑡)−𝛽(1 − (1 − 𝑠)𝑡)𝛽−1𝑑𝑡

1

0

| ≤ 𝐶1̅𝑥𝑦𝜉𝜂(𝑟1
2𝑟2

2)𝛽−1 ∙ 𝑙𝑛𝑠 ≤ 

≤ 𝐶1 |𝑙𝑛𝑠| (𝑟1
2𝛽

𝑟2
2𝛽)⁄  

ekanligini topamiz, bunda 

𝑠 =
𝑟1

2𝑟2
2

𝑟3
2𝑟4

2 , 𝐶1 = 161−2𝛽𝜅3𝐵−1(1 − 𝛽, 1 − 𝛽). 

(6) dagi ikkinchi hadni baholash uchun 𝑟0
2 −ni ikki holini qaraymiz (maxsus 

nuqtalar 𝑂(0,0), 𝐴(1,0), 𝐵(0,1) atroflarida): a) 0 ≤ 𝑟0
2 ≤ 𝛿2 va b) 𝛿2 < 𝑟0

2 ≤ 1, 

bunda 0 < 𝛿 ≤ 1/8. Chegaraning qolgan qismlarida Grin funksiyasida maxsusliklar 
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bo’lmaydi. Maxsusliklar, asosan yuqorida aytib o’tilganidek, shu uchta nuqta 

atrofida bo’ladi. 

a) holni qaraylik. 𝑟0
2 ≤ 𝛿2 bo’lsin. 1/𝑟0 ni (𝑟0

2)𝛽𝑞1(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦) ifodadan 

qavsdan tashqari chiqarib, qisqartirib yuboramiz.  

1 − 𝑠 = 16(𝜉𝜂𝑥𝑦)𝑝/(𝑟11
2 𝑟21

2 ) 

ekanligi va 𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑧) − gipergeometrik funksiyani integral ko’rinishini [4, 13 bet] 

e’tiborga olib, (6) dan 

|(𝑟0
2)−2𝛽𝑞2(𝜉, 𝜂; 𝑥̅, 𝑦̅)| ≤ 𝐶1𝑥𝑦𝜉𝜂(𝑟11

2 𝑟21
2 )𝛽−1𝐵−1(1 − 𝛽, 1 − 𝛽) × 

∫ 𝑡−𝛽(1 − 𝑡)−𝛽(1 − (1 − 𝑠)𝑡)𝛽−1

1

0

𝑑𝑡 ≤ 𝐶1|𝑙𝑛𝑠̅|/(𝑟11
2 𝑟21

2 )𝛽 

bo’lishini topamiz, bunda 𝑠 = (𝑟11
2 𝑟21

2 ) (𝑟31
2 𝑟41

2 ),⁄  

𝑟11
2 = (1 − 𝜉𝑝𝑥𝑝)2 + 𝜂2𝑝𝑟0

2 + 2𝜂𝑝𝑦𝑝 + 𝜉2𝑝𝑦2𝑝, 

𝑟21
2 = (1 − 𝜂𝑝𝑦𝑝)2 + 𝜉2𝑝𝑟0

2 + 2𝜉𝑝𝑥𝑝 + 𝜂2𝑝𝑥2𝑝, 

𝑟31
2 = (1 + 𝜉𝑝𝑥𝑝)2 + 𝜂2𝑝𝑟0

2 + 2𝜂𝑝𝑦𝑝 + 𝜉2𝑝𝑦2𝑝, 

𝑟41
2 = (1 − 𝜉𝑝𝑥𝑝)2 + 𝜂2𝑝𝑟0

2 − 2𝜂𝑝𝑦𝑝 + 𝜉2𝑝𝑦2𝑝. 

𝑟0
2 ≤ 𝛿2 ekanligidan (1 − 𝛿)2 ≤ 𝑟11

2 , (1 − 𝛿)2 ≤ 𝑟21
2 , 1 ≤ 𝑟31

2 , 𝛿 ≤ 𝑟41
2  

bo’lishi ko’rinib turibdi. 𝑟0
2 ≤ 𝛿2 bo’lgan hol uchun 

|(𝑟0)−2𝛽𝑞3(𝜉, 𝜂; 𝑥̅, 𝑦̅)| ≤
𝛿2−4𝛽𝐶1

(1 − 𝛿)4−4𝛿
 

bahoga ega bo’lamiz. 

Endi 𝛿2 < 𝑟0
2 ≤ 1 bo’lgan holini ko’rib chiqamiz. 

𝑟12,22
2 = (𝜉𝑝 ± 𝑥̅𝑝)2 + (𝜂𝑝 ± 𝑦̅𝑝)2, 

𝑟32,42
2 = (𝜉𝑝 ± 𝑥̅𝑝)2 + (𝜂𝑝 ± 𝑦̅𝑝)2, 

𝑥̅ξ ≤ (r22
2 )1−2β,     𝑦̅η ≤ (r12

2 )1−2β, 

𝑟12
2 ≤ 𝑟32

2 ,   𝑟𝑖
2 ≤ 𝑟𝑖2

2   𝑖 = 1,4̅̅ ̅̅  

va 𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑧) − gipergeometrik funksiyani integral ko’rinishi [8, 72 bet] ni 

inobatga olgan holda xuddi yuqoridagi kabi 

|(𝑟0
2)−2𝛽𝑞3(𝜉, 𝜂; 𝑥̅, 𝑦̅)| ≤ (𝛿2)−2𝛽𝐶1|𝑙𝑛𝑠|/ (𝑟1

2𝛽
𝑟2

2𝛽) 
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bo’lishini topamiz. Bu baholardan  

|𝐺3(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐶|𝑙𝑛𝑠| (𝑟1
2𝛽

𝑟2
2𝛽)⁄  

ekanligi kelib chiqadi, bunda  

𝐶 =  𝑚𝑎𝑥(2𝐶1 ,   
𝛿2−2𝛽

(1 − 𝛿)4−4𝛽
𝐶1,   8 𝛿−4𝛽𝐶1). 

 𝐺3(𝜉, 𝜂; 𝑥, 𝑦) − funksiyasining 𝑥 va 𝑦 o’zgaruvchilar bo’yicha hosilasini 

hisoblab, (4) va (5) baholar yuqoridagi yo’l orqali ham isbotlanadi. 

 Izoh: Agar bu olingan bahoni [9] maqolada Grin funktsiyasining bahosi 

bilan solishtirsak, muallif tomonidan olingan bahoning aniqroq ekanligi ko’zga 

tashlanadi. Chunki, elliptik tenglamalar uchun fundamental yechimlar logarifmik 

maxsuslikka ega bo’ladi. Mazkur maqolada Grin funktsiyasi aniqroq 

baholanganligini ko’rishimiz mumkin. 

Elliptik tipdagi tenglamalar uchun chegaraviy masalalar amaliy ahamiyatga 

egaligi tufayli soha mutaxassislarining diqqat markazida turibdi. Masalan, elliptik 

tipdagi tenglamalar nazariyasi gaz dinamikasi, magnit gidrodinamikasi, cheksiz 

kichik sirt egilishlar nazariyasi, qobiqlar nazariyasi, yer osti suvlari sathini prognoz 

qilish va fan va texnikaning boshqa sohalarida ko’plab qo’llanilishi tufayli sezilarli 

rivojlanishga erishdi. Bundan tashqari, bu nazariya bir qancha qiyin va qiziqarli 

masalalarni ko’rib chiqishni o’z ichiga oladi. Buzilish chizig’iga ega bo’lgan xususiy 

hosilali differensial tenglamalar uchun qo’yilgan chegaraviy masalalarni o’rganish 

yo’nalishda bir qator ilmiy izlanishlar [10-33] olib borilgan. 

Kelgusida olingan nazariy natijalarning amaliy tadbiqlarini yanada 

rivojlantirishga e’tibor qaratilsa maqsadga muvofiq bo’lar edi. 
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