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RESUMO

Na virada para o século passado, a quantizacao de Planck revolucionou a mecénica do muito
pequeno. Sua constante (h) se tornou a lente objetiva ideal que permitiu uma observacéo algébrica e
microscopica no interior da matéria, necessaria ao entendimento da radiagdo emitida por objetos
aquecidos, possibilitando a modelagem capaz de descrever o comportamento, por meio das
caracteristicas discretas proprias dos niveis energeéticos, provenientes da excitacdo atbmica. O avanco
na compreensdo ao estudo do espaco diminuto do atomo teve continuidade com a interpretacdo
ondulatéria da matéria, gracas ao comprimento de onda (1 = h/p) de de Broglie, fato determinante
para a formulacdo da funcdo de onda do elétron, apresentada por Schroedinger, consolidando a
Mecanica Quantica como Ciéncia elementar, crucial ao desenvolvimento tecnoldgico do mundo
moderno. Neste artigo, vamos apresentar uma proposta algébrica que formaliza a Equacdo de
Schroedinger, bem como enfatizar o quéo revolucionario foi a inspiracdo por tras da argumentagao
dessa expressdo, citando algumas das suas inimeras aplicacdes tecnoldgicas, basilares a edificacdo
da Fisica Moderna como mecanismo indispensavel a interpretacdo daquilo que entendemos por

realidade.
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ABSTRACT

At the turn of the last century, Planck’s quantization revolutionized the mechanics of the very
small. Its constant (h) became the ideal objective lens that allowed an algebraic and microscopic
observation inside the matter, necessary to understand the radiation emitted by heated objects, making
possible the modeling capable of describing the behavior, through the discrete characteristics of the
levels energy from atomic excitation. The advance in understanding the study of the tiny space of the
atom continued with the wave-like interpretation of matter, thanks to the de Broglie wavelength
(A = h/p), a determining factor for the formulation of the wave function of the electron, presented
by Schroedinger, consolidating Quantum Mechanics as an elementary Science, crucial to the
technological development of the modern world. In this paper, we will present an algebraic proposal
that formalizes the Schroedinger Equation, as well as emphasize how revolutionary the inspiration
behind the argumentation of this expression was, citing some of its numerous technological
applications, fundamental to the construction of Modern Physics as an indispensable mechanism for
interpretation of that we mean by reality.

Keywords: Schroedinger’s Equation, Argumentation, Quantum Mechanics, Consolidation.

1. INTRODUCAO

A natureza ondulatéria da luz é fato conhecido da Ciéncia desde a comprovacdo de tal
comportamento mostrado pelos experimentos de dupla fenda, elaborados por Thomas Young em
1801. Um século depois, a comunidade dos fisicos acreditava que os estudos sobre as caracteristicas
da radiacdo luminosa ja estavam consolidados, tendo a explicacdo dos fenbmenos observados
totalmente descrita pela Fisica, propagando-se, inclusive que posteriores lacunas seriam preenchidas
com base nas aplicac@es das equacdes da Mecanica Classica de Issac Newton e do Eletromagnetismo
de Clerk Maxwell.

No entanto, o classico modelo utilizado, tido como suficiente, ndo se enquadrava na
modelagem comportamental da radiacdo térmica proveniente do aquecimento dos fornos, fato
incansavelmente estudado por Max Planck no inicio dos anos 1900. Por conta da enorme discrepancia
entre as curvas obtidas pelos experimentos e as previstas pela proposta classica, ele formalizou uma
nova e revolucionéria proposta, que ficou conhecida como quantizagdo da luz, apresentada aos

cientistas, com uma notoria precisdo teorica que se devia, sobretudo, a implementacdo de uma
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constante de proporcionalidade (h) entre a Energia (E) e a frequéncia de vibragdo (v) dos 4&tomos
aquecidos termicamente (FILHO, 2020, p. 5-6).

Eis que surge a Fisica Quéntica, que passou a ter papel determinante nos anos seguintes a
apresentacdo de Planck, principalmente por conta das suas aplicacdes descritas através do Efeito
Fotoelétrico, cujo entendimento se embasava em um modelo corpuscular da luz, em que cada uma
das suas particulas (fétons) carregam consigo pacotes (quanta) de energia que Sao 0s percursores da
excitabilidade atdmica, os quais foram explicados de forma simples e brilhante pela genial mente de
Albert Einstein, evidenciando assim que uma nova interpretacdo do mundo subatémico urgia em ser

modelada.

Com a aceitacdo da caracteristica dual da luz, tendo seu comportamento observado ora como
onda, ora como particula — a depender do fendmeno estudado -, Louis de Broglie extrapolou tal
dualidade a todos os entes da matéria e em 1924, mostrou por meio dos seus calculos que o universo
microscopico era descrito por uma dada funcdo de onda, cujos efeitos ondulatérios se faziam
essenciais em escalas diminutas, mas despreziveis a nivel macroscépico (EISBERG; RESNICK,
1979, p. 85). Motivado, inspirado e instigado por mostrar de maneira satisfatoria a forma dessa funcéo
de onda que rege as particulas elementares, Erwin Schroedinger apresentou a comunidade académica
a sua “equagdo do elétron” em 1926, descrevendo algebricamente o comportamento atémico e
proporcionando assim, o surgimento de uma nova ramificagdo da Fisica, a Mecénica Quantica, que
se tornou a Ciéncia do mundo microscopico, essencial a explicacdo das interaces moleculares -
atraves dos estudos consequentes da formulacao discreta para a energia dos &tomos -, possibilitando
uma modelagem do interior das particulas elementares e, portanto, das formas vida, até entéo

inexploradas.

2. AEQUACAO DE SCHROENDINGER

Nesta secdo, vamos abordar alguns postulados consistentes que possibilitam a argumentagéo
heuristica para a formulagéo algébrica da Equacéo de Schroedinger. Vale ressaltar, contudo, que tais
passos nao foram, necessariamente, seguidos por esse fisico austriaco a época da sua formalizacéo,
sendo a explicacdo que vird a ser apresentada, uma maneira alternativa e didatica de introduzir os

elementos matematicos basilares & construcéo da expressao que modela o comportamento do elétron.
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A equacdo que Schroedinger obteve, pela primeira vez, em 1926, € dada por:

h? 02¥(x,t)

%0 o¥xt) 2.1)
2m x ’

+V(x, t)¥(x,t) =ih 3t

a qual, a partir daqui, iremos detalhar matematicamente cada um dos seus componentes, a fim de
conceituar as ideias e motivagdes por trds dos elementos envolvidos na elaboracdo da equacéo

supracitada.

2.1 EMBASAMENTO TEORICO E FORMULACAO ALGEBRICA

De Broglie, em sua proposta das “ondas de matéria”, assegurou que uma particula livre, isto
é, que se move sem a influéncia de forcas externas, tem seu comportamento descrito atraves de uma

funcéo ondulatoria, cujo comprimento de onda (1) associado ao seu movimento € expresso por:

A= —. (2.1.2)

TS|

Na Eq. (2.1.2) temos que h é a constante de proporcionalidade teorizada por Planck, elementar
na quantizacio da energia do atomo, cujo valor é, aproximadamente h = 6,626 X 1073 ].s, e no

denominador temos 0 momento linear de uma particula massiva? que é p = mv.

Deseja-se que a equacdo que buscamos formalizar, isto é, a expressao que rege 0 movimento
do elétron, seja consistente com a hipotese de de Broglie, afinal tal proposta impde uma onda ao
movimento, mas ndo diz como é a forma da funcéo de onda a ela associada. Além disso, precisamos
assegurar que a pretensa equacéo esteja de acordo com o postulado de Einstein, o qual simplifica a
relacdo da energia total (E) do &tomo com sua frequéncia de oscilacdo (v), através da seguinte

expressao:

2 O féton (particula de luz) ndo possui massa e tem seu momento linear calculado por p = h/4, em que h € a constante
de Planck e A seu comprimento de onda. (N.A)
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> m

E=hhes v=

(2.1.3)

Sabe-se, por outro lado, que a energia total de um objeto em movimento é descrita como a

soma de suas partes cinética (K) e potencial (V). Isto &,

E=K+YV,
em que,
K = mvz_ B
= p =mv
entao,
2
p
K= —.
2m

Assim, a Eq. (2.1.4) pode ser reescrita como:

E=—+V.
2m+

(2.1.4)

(2.1.5)

(2.1.6)

2.1.7)

Estamos tratando de referenciar a posi¢éo de uma dada particula em um instante temporal, ou

seja, analisando um movimento em que sua energia potencial unidimensional é dada em termos de x

e t . Com isso, podemos definir sem prejuizo a argumentagdo, que a energia total associada é;

E=2 4y
2m

(2.1.8)
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A equacao que desejamos obter deve ser consistente com (2.1.2), (2.1.3) e (2.1.8). Além disso,
é importante ressaltar que a Eq. (2.1) é uma relacdo que envolve derivacBes parciais. 1sso tem
implicag0es diretas na forma da funcéo de onda W(x, t) que vamos escolher para modelar a equacao,
visto que é sempre possivel conseguir descricao razoavel para a funcéo de onda, quando se sabe qual
é a forca que atua sobre a particula analisada, por meio do valor da sua energia potencial V(x,t). As
derivadas parciais, por sua vez, permitem obter vérias solu¢Ges para uma dada energia potencial. Para
que essas solucbes sejam consistentes, € necessario impor uma condicao de linearidade em W(x, t) ,
com o fim de encontrar uma combinacdo linear arbitraria para as solu¢@es da equagdo de onda. Em
outras palavras, se ¥, (x, t) e W, (x, t) sdo duas solucbes para V (x, t), entdo, ¥(x,t) = c;¥;(x, t) +

c, ¥, (x, t), também é solugdo para a mesma energia potencial (EISBERG; RESNICK, 1979, p. 176).

Em se tratando de uma particula livre, é justo analisar os entes presentes na funcdo de onda
Y(x,t) considerando o caso mais simples, dado em termos de uma propagacdo senoidal, de modo

que a equacdo que buscamos seja consistente com a funcdo dada por:

Y(x,t) =sin2m G — vt) (2.1.9)

Neste escopo, € cabivel utilizar o nimero de onda, k = 2m/A, e a frequéncia angular, w = 2mv.

Assim,
Y(x,t) = sin(kx — wt) (2.1.10)

Uma vez admitindo a forma da funcdo de onda a ser utilizada na determinacdo do valor da
energia potencial da particula, vamos comprovar sua linearidade efetuando as derivagdes parciais,

necessarias, em relacéo a x e t. Isto é,

0¥ (x, t) 0 sin(kx — wt)

= — . 2.1.11
P P k cos(kx — wt); ( )
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0°W(x,t) " a cos(kx — wt)
ax2 0x B

—k? sin(kx — wt) ;  (21.12)

0¥(x,t)  0sin(kx — wt)
at ot

= —w cos(kx — wt) (2.1.13)

Podemos admitir, sem perda da generalidade, que a energia potencial para o caso analisado
sera constante, isto é, ela ndo possui dependéncia com as variaveis da posicéo e do tempo. Tal fato
pode ser justificado pois estamos considerando uma particula livre, e nessa situacdo a energia

potencial esta relacionada com a forca aplicada por meio da seguinte expressao:

CAC (2.1.14)
dx
Emque,paraF =0V =V,.
Igualando (2.1.3) e (2.1.8), temos,
pZ
E = %-F VO = hv (2115)
Mas,como A = h/p — p = h/A, entdo:
1, Ve = By (2.1.16)
2m? o= =
1 h?
- = hy: 2.1.17
o 12 +Vy = hy; ( )
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Comok = 2n/lew = 2mv,

h* k? _ hw (2.1.18)

manz T =gy

Por praticidade, usemos a constante reduzida de Planck, de modo a nédo repetir fator 2 no

denominador, ao logo da demonstragdo. Assim,

h? k? _hw - h (2.1.19)
2m2m? % 2m’ C2m

h2k?

= o @2.120)

As derivacOes apresentadas em (2.1.11), (2.1.12) e (2.1.13) nos mostraram que o fato de existir
um termo igual a —k? na Eq. (2.1.20) é equivalente a derivada parcial espacial de ordem dois,
aplicadas a funcdo de onda W(x, t), bem como a presenca do negativo da primeira derivada parcial
temporal implica na insergéo do termo w. 1sso se deve ao fato da linearidade das solugGes da fungéo
de onda W(x, t), impondo sua dependéncia as varidveis x e t. Portanto, podemos reescrever a Eq.
(2.1.20) como:

h? 9%2W(x,t oV (x,t
_povwy 9t (2.1.21)
2m  0x? ot

Contudo, ndo podemos garantir que os coeficientes das derivadas presentes na equacgéo
anterior sejam — h%/2m e — h. Além disso, é preciso que a energia potencial também possua
dependéncia com o com a funcdo de onda W(x,t), por conta da relacdo entre elas, previamente

estabelecida. Portanto, buscamos uma equagdo da forma:
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0°W¥(x,t)
a—

oW (x, ) (2.1.22)
d0x2 ’

em que a e B, sdo os coeficientes a determinar, de acordo com as condicGes impostas. Percebemos
também que estamos considerando V,, como a energia potencial para uma particula livre, e queremos

com isso, estabelecer dependéncias com alguns postulados atrelados.

A equacdo diferencial parcial que buscamos deve ser consistente com a hipotese de de Broglie,
com a relacdo de Einstein e deve possuir solugdes lineares em termos da forma atribuida a funcéo de
onda escolhida, como consequéncia do valor da energia potencial. O fato de escolhermos W(x,t) =
sin(kx — wt) ndo garante a consisténcia que desejamos, por conta da reversibilidade das derivacGes
entre senos e cossenos (EISBERG; RESNICK, 1979, p. 177). Neste sentido, para obtermos uma
equacdo que englobe um potencial constante de modo a satisfazer as condi¢des de linearidade imposta
pelos postulados anteriores, vamos considerar agora, uma funcdo de onda para a particula livre, que

tenha sua propagacao dada em termos da seguinte combinacao linear:
Y(x,t) = cos(kx — wt) + ysin(kx — wt), (2.1.23)

com y sendo uma constante a ser determinada a posteriori.

As derivagdes necessarias sao:

0¥ (x,t)

F —k sin(kx — wt) + ky cos(kx — wt) ; (2.1.24)
%W (x,t
% = —k? cos(kx — wt) — yk?sin(kx — wt) ; (2.1.25)
oW (x,t
& = w sin(kx — wt) — wy cos(kx — wt). (2.1.26)

Jt
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Entéo,
- —_p 2.1.27)
a axz + VOIP(X, t) ﬁ at )
—ak? cos(kx — wt) — yak? sin(kx — wt) + V, cos(kx — wt)
+ Vyy sin(kx — wt) = Bw sin(kx — wt) — Bwy cos(kx — wt).
(2.1.28)

Colocando os devidos termos que se repetem em evidéncia, segue:

cos(kx — wt) [—ak? + Vy + fwy ] + sin(kx — wt) [-yak? + Voy — Bw] = 0

(2.1.29)

Essa igualdade s6 serd valida para todas as possiveis combinacGes lineares, em termos

independentes das varidveis espacial e temporal, se os coeficientes das fungdes trigonométricas forem

nulos. Isto é,
—ak?+ Vy+ pwy =0 « |—ak? + V, = —Bwy (2.1.30)
e
w
_yakz + Vyy—PLw=0 < —ak? + Vo = '87 (2.1.31)

Desse modo, € possivel atribuir os valores para as constantes escolhidas e consequentemente
formalizar a equagéo por completa. Subtraindo (2.1.30) de (2.1.31):

Oz—ﬁwy—BTw
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1

’B w
Wy=—— & y=—=
Y Y

=ty = 0T s =]

N&o h& prejuizo para a prova a escolha do sinal do imaginario i. Adotando essa constante como

positiva, temos:

—ak? + Vo = —pwy — —ak? + V, = —ifw. (2.1.33)
Por outro lado, temos que
h2k?
Zm + VO = h(,l)
Comparando-as:
h2k? h?
Cak? = g (2.1.34)
2m 2Zm
—ifw = hw

if=—h — (2.1.35)

Finalmente, chegamos a forma da equacéo que desejavamos:

h? 0°W(x,t)
2m  0x?

+V(x, O¥(x,t) = ih %, (2.1.36)
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Essa equacdo esta de acordo com todas as exigéncias algébricas necessarias a descri¢do do
movimento eletronico. Sua formalizagdo constitui um marco na teoria quantica, estabelecendo uma
lei matematica que rege o movimento das particulas elementares em termos da sua localizacéo e
energia associadas.® De posse da Equag&o de Schoredinger, a Fisica pode dar a luz a sua mais nova
ramificacdo, a Mecénica Quantica, a qual permitiu um entendimento, com o devido embasamento

matematico, do universo subatémico.

3. CONSOLIDACAO DA MECANICA QUANTICA

“O que tem a ver aquilo que sabemos ou ndo sabemos com as leis que governam o mundo?”
(ROVELLLI, 2015, p. 64) O estudo dos entes diminutos da natureza nos remete a época em que 0
pensamento humano comegava a criar consciéncia de si mesmo. Saber do que somos feitos, e como
tal substdncia organica se manifesta em forma de vida pulsante, € o combustivel que move a
curiosidade humana. Muitos foram os postulados e notorias foram as evolugdes tedricas sobre 0s
constituintes elementares da matéria, como o estudo do atomo, por exemplo, tendo suas primeiras
definicBes tedricas antes mesmo da humanidade possuir tecnologia para enxergar o proprio objeto
estudado.

Devemos a curiosidade humana a capacidade de se conectar com aquilo que ndo vemos.
Modelar o comportamento das particulas subatdmicas da foi um marco revolucionario da Ciéncia, 0
qual foi antecedido por brilhantes teorias que possibilitaram uma nova visdo frente a eletrénica. O
computador em que este trabalho foi produzido, o celular que nos permite contato com todo o planeta,
e 0 advento da internet como meio de comunicacao indispensavel, sdo tipicos exemplos palpaveis da

aplicacdo e contribuicdo da Mecénica Quantica em nosso cotidiano.

Das idas do homem a Lua, até a mensagem de texto criptografada em um aplicativo de celular,
a Mecanica Quantica estd presente. Mas 0 que vemos é apenas a ponta do iceberg, hd muita
matematica por tras de cada nova invencédo. Diariamente, milhares de cientistas ao redor do globo (e
fora dele, nas estacdes espaciais), se debrucam sobre calculos - tedricos € numéricos -, enormes, a
fim de aprimorar ainda mais a nossa tecnologia. A equacdo que foi apresentada neste artigo, tem sua

importancia na histéria da Ciéncia e, por isso deve ser enfatizada.

3 A posicdo e 0 momento (bem como a sua energia e o intervalo de tempo da observagdo) de uma particula elementar sio

determinados em termos probabilisticos através do “Principio de Incerteza”, postulado por Werner Heisemberg, em 1927.
(N.A)
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O desenvolvimento de um postulado é, a grosso modo, uma aceitacdo de veracidade e como
tal deve ser questionado a fim de comprovar sua eficacia. Desde sua concepcao em 1926, a Equacgéo
de Schroedinger, em suas variadas formas de apresentacéo e aplicagdo,* vem sendo posta a prova por
experimentos cada vez mais sofisticados e até hoje ndo se verificou irregularidades em sua
formulacdo (EISBERG; RESNICK, 1979, p. 179). O entendimento dos comportamentos, por vezes
bizarros, da natureza faz com que o ser humano evolua junto com a ciéncia estudada. A natureza
insiste em nos mostrar o seu modo de agir, e o0s cientistas tentam forma &rdua (e muitas vezes sem

sucesso) mostrar de que maneira ela o faz.

4. CONSIDERACOES FINAIS

O presente artigo teve o fim de evidenciar a importancia da Equagio de Schroedinger na
Ciéncia e no desenvolvimento da sociedade moderna. Buscou-se explanar uma proposta algébrica
consistente com o postulado apresentado por Erwin Schroendinger em 1926, trazendo uma
formulacdo matematica, com a didatica e metodologia necessarias ao entendimento das hipdteses

utilizadas para demonstrar a expressao que norteia 0 comportamento das particulas subatdmicas.

Uma vez que a matematica é a linguagem universal da Ciéncia, é justo evidenciar sua
importancia através dos calculos que possibilitam a modelagem das caracteristicas da natureza,
justificando a defesa dessa disciplina presente neste trabalho, enfatizando a deducédo teérica como
parte fundamental do desenvolvimento experimental, cruciais ao avango tecnol6gico e humanitario.
Vale ressaltar que a abordagem aqui utilizada foi feita de modo a contemplar uma parte do principio
quantico, que teve sua consolidacdo tedrica obtida por meio da equacédo do elétron aqui apresentada,
dando inicio a uma série de avangos na compreensao dos comportamentos, previstos e observados,

dos entes microscopicos da natureza.

4 A formulagdo presente neste artigo é valida para o movimento unidimensional do elétron, e tem sua devida extrapolagdo
para 0s casos em que s&o consideradas as demais dimensdes espaciais. No entanto, deixamos a cargo do leitor a verificacdo
da expressdo algébrica presentes nas demais formas de apresentagdo da Equacdo de Schroedinger, de posse do tratamento
matematico adequado. (N. A.)
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