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Kirish
ip
Lebeg fazolari — bu normalangan fazo bo‘lib, u ushbu || ={ﬂx(t)‘pd,u} <o, 1< p<o
T
shartni ganoatlantiruvchi X e S(T,Z, ,u) o‘Ichovli funksiyalardan iborat [1]. O’Ichovli funksiyalar LP
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(1< p < oo) fazolar fanga birinchi marta F.Riss tomonidan (1910 y.), L fazo esa Shteyngaus tomonidan
Kiritilgan [1]. “Lebeg fazosi”” atamasi esa fanga keyinchalik N.Danfort va Shvarts ishlari orqgali kirib keldi
(1958 y.).

Ma’lumki, barcha o‘lchovli funksiyalar fazosi — S(T,Z,,u), T=N, ¥ — natural sonlar
to‘plamining barcha gism to‘plamlari sistemasi va ixtiyoriy nugtaning £ o‘lchovi birga teng, bo‘lgan holda
barcha ketma-ketliklar sinfi —S ga aylanadi [3]. Ushbu garalayotgan holda L° (T,Z,,u) fazo 17 kabi

belgilanadi. | fazolar fanga birinchi marta F.Riss tomonidan, 1% fazo esa avvalroq D.Gilbert tomonidan

kiritilgan [2]. Ishning magsadi — o‘Ichovli funksiyalar Lebeg fazosi — L” fazolarining umumiy nazariyasini
o‘rganishga bag‘ishlangan. Bunda magsad funksional analizning odatiy masalalari: funksionallarning
umumiy ko‘rinishi, chizigli funksional xossalari va boshqalar Lebeg fazolarida o‘rganishdan iborat.

Adabiyotlar tahlili va metodologiyasi

Hozirgi vaqtda Lebeg fazolari matematikaning turli bo‘limlarida qo‘llanilmoqda [2]. Lebeg fazolari
hagidagi batafsil va sistematik tartibli ma’lumot Kkeltirilgan adabiyotlar L.V.Kantorovich va
G.P.Akilovlarning “Funksionalno‘y analiz” [1], J.I.Abdullaev va boshqalarning “Funktsional analiz va
integral tenglamalar” [2] va A.N.Kolmogorov va S.V.Fominlarning «Elemento teorii funksiy i
funksionalnogo analiza» kabilar hisoblanadi. Shuni ta’kidlab, o‘tish kerakki, A.N.Kolmogorov va

S.V.Fominlarning «Elemento teorii funksiy i funksionalnogo analiza» nomli adabiyot da L' va L
fazolarning barcha funksional xossalari o‘rganilgan.
Natijalar

1. I? fazodagi funksionalning umumiy ko‘rinishi. Avval xususiy hol bo‘lgan ketma-ketliklar
fazosiga gisqacha to‘xtalib o‘tamiz. Ushbu tasdigni isbot gilamiz.

Tasdiq. 1< p<o va 1/p+1/q=1 bo‘lsin. |” fazodagi f chizigli uzluksiz funksionalning
umumiy ko ‘rinishi

f(x):gfkn_k, x={e 1" el?,

formula bilan aniglanadi, bu erda y = {nk }le — 19 dagi ixtiyoriy element. Shuningdek,

[1=1¥e-

Isboti. Endi / o fazoni garaymiz. Ma’lumki, bu fazo
le‘ X; ‘ P <o
1=

shartni ganoatlantiruvchi barcha X={Xn} ketma-ketliklardan iborat va unda X elementning

normasi
1
Ixl, =(S/xP )
tenglik bilan aniglanadi.

Agar biz g >1 sonni 1/ p+1/q =1 munosabatdan aniglasak, u holda ¢°, fazo ¢, fazoga izomorf

90


http://2ndsun.uz/index.php/yt/$$$call$$$/grid/issues/future-issue-grid/edit-issue?issueId=1

| S

Q’Q‘an Yosh Tadgigotchi Jurnali Vol. 1 No. 1 (2022)

bo‘ladi. Buni isbotlash uchun /, fazoning ixtiyoriy f ={f,} elementi yordamida ¢ ; fazoda

f(x)=3f, -,
n=1

chizigli funksionalni aniglaymiz. Dastlab, (1) tenglikning o‘ng tomonidagi gatorning absolyut
yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. Ma’lumki, ixtiyoriy N natural son uchun

$n (S0 (30 < (S0 ) 10,0

o‘rinli. Birinchi tengsizlikni yozishda biz Gyolder tengsizligidan [4] foydalandik. Bu erdan (1)

tenglikning o‘ng tomonidagi gatorning absolyut yaginlashuvchiligi hamda f funksional uchun quyidagi
munosabatlar kelib chigadi:

FW=St x| 1], Xl [Tt

Demak, (1) tenglik bilan aniglangan ? funksional chizigli va uzluksiz. Agar X, €/ o €lementning
hadlarini
x, = f-|f97%, ie{L2...,0}
(agar f. = 0 bo‘lsa, X, = O deb olinadi) ko‘rinishda tanlasak, 1.3.1-misolning b) bandidagidek
quyidagilarga ega bo‘lamiz:
i f=[f[">0, x-fi=|x|">0, iefL2,...,0}.

Biz x; €/, va f ={f;} e/, ekanligini hisobga olsak,
ixi : fi ‘:ixi ) fi :(ixi : fijq '(ixi : fi)p =
i=1 i= i=1

) =

(S (5P ) -1, 1,

|l =11l

Ko‘rsatish mumkinki, fp fazodagi ixtiyoriy F chizigli uzluksiz funksional (1) ko‘rinishda

1 1

Demak,

tasvirlanadi.
Shunday qilib f*p va ﬁq, p‘l + q‘l =1 fazolarning izomorfligi isbotlandi. Xususan, p =2 da

Z*Z =/, kelib chigadi. Shuning uchun ¢, fazo 0‘z-o‘ziga qo‘shma fazo deyiladi. Xuddi shunday ko‘rsatish
mumkinki, ixtiyoriy Gilbert fazosining qo‘shmasi ham o°ziga izomorf bo‘ladi.

Endi C, fazoni garaymiz. (CO)*z I* ekanlini isbotlaymiz. Bu tenglikni izomorfizm anigligida
tushunish kerak.

Tasdiqg. C, fazodagi f chizigli uzluksiz funksionalning umumiy ko‘rinishi
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f(x)= i &) ec,, (3)

STl »
formula bilan aniglanadi, bu erda y = { }k=1 - dagi ixtiyoriy element. Shuningdek,

=19
Isboti. Ma’lumki, C, fazoda ) shart bajariladi, :J holda (3) formula funksionalning umumiy
ko‘rinishini beradi. f & ( X ={Z, | buerda
~ |signn,, k<n
k:{ 0,k>n

bo‘Isin. Ravshanki, X € C, va [X| <1, u holda

f®)=Sn <[]

N — oo da limitga o‘tsak,

2 =|f].
k=1

ya'ni Y € I* va HyHIl SH f H bo‘ladi.
Agar Y € I bo‘lsa, u holda

un

> &in| < maxig 2 i <yl [
Bundan ko‘rinadiki, f —chizigli funksional va H f H < HyH|1' Demak, H f H = HyH|1'

Endi ¢ fazoni garaymiz. (C)"‘=|1 ekanlini isbotlaymiz. Bu tenglikni izomorfizm anigligida

tushunish kerak.
C fazo BIF emas. U holda C fazodagi uzluksiz funksionallarning umumiy ko‘rinishini topish uchun
boshga yo‘1 tutish kerak bo‘ladi.
¢ fazosida quyidagi vektorlarni aniglaymiz:
e=01....1..)

e, =[o,o,...,o,1,o,...}, keN.
k-1

Natijada har bir x = (&, ) e c elementni
X= éoeo + !]LTZ(‘fn - Sgo)en
n=1
ko‘rinishda yozish mumkin, bunda &, = LI(imgk.
Aytaylik, f e c™* bo‘lsin. U holda

f (X) = f (égoeo)"' fo (X - 'fo =160 + Zﬂk go
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bunda 77, = f(e,) va 77, = f(e,), neN.

Endi f(x) sonini boshga ko‘rinishda ham yozish mumkin ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun ¢,
sonlarni ¢, =signn, ko‘rinishda aniglaymiz. Har bir me N sonini tayinlab, x(™ =(§n)ec nugtani
quyidagicha saylab olamiz:

= [signm,, n<m
n _{ o,n>m

U holda [x™] <1. Natijada

LB eV VAR ]

m e N ning ixtiyoriyligidan, m — o da limitga o‘tsak,

2l <|f] <+,
n=1

kelib chigadi, ya'ni (17,)el,. Demak, har bir x =(&,)ec elementi uchun > 5,&, qator absolyut
n=1
yaginlashuvchi va

f (X) = 50770 + ié:nnn ' (4)

Demak, agar f e c* bo‘lsa, u holda ixtiyoriy x = (§n)e ¢ uchun (4)
o‘rinli, bunda &, = ll(imfk, 1, = const va (,) €1,. Yugoridadek,

me N sonini tayinlab x_ = (&,) e ¢ nuqtani saylab olamiz:

g,y N<Mm i ) ) )
¢ ={ (&, sonlari yugorida aniglandi).
£y, N>M

Uholda | x] <1, & =limé&, =¢, va

f (%) =126 [+ D |0 [+ 80 D1, -
n=1

n=m-+1

Bundan
|| = sup| f(x)=|f(x,)

| x[<t

va m — o da

o0

|70 [+ 2| [<] £

n=1
Har bir y={77k}€ I* element (4) formula yordamida C fazodagi biror uzluksiz chizigli f —
funksionalni aniglaydi va shu bilan birga

1=l + 2 Jm

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, c¢*= |, . Bu tenglikni izomorfizm aniqligida tushunish kerak.

Endi ¢, fazoning qo‘shmasini topamiz. ¢, fazoning qo‘shmasi ¢, =M - chegaralangan ketma-

0
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ketliklar fazosiga izomorf bo‘lishini ko‘rsatamiz, ya’ni £; =M tasdigni ishotini keltiramiz. Bu tenglikni
izomorfizm anigligida tushunish kerak.

E=(&, &, ....E ,...) bo‘lsa, u holda
f(X):iXifi ' X=(Xi)6|1 (5)

formula I, fazoda chizigli funksionalni aniglaydi.
f ning uzluksizligi

() <supl & ] x =111,
ya’'ni
[fl<l¢l, @
tensizligidan kelib chigadi.
Endi I, fazoda har bir uzluksiz chizigli funksional (5) ko‘rinishda
ekanligini isbotlaymiz.
|, fazosida quyidagi vektorlarni garaylik:

| —
n-1

e, {o,o,...,o,l,o,...} neN.

U holda x = (x, ), elementni

ko*rinishda yozish mumkin va x™" = Z X;€, uchun
i=1

x" — x| = 3 x| —0.
2

f el,* bo‘lsin. U holda

F(x)= f(ixieijz f(LLrQZn:xiei):LLrgf[zn:xieij:ixif(ei):in;,
bunda & = f(e), ie IIill. - a - -
&l=1f(e) <] f]
dan (& )e m. Demak,
[€]n=surlec <[ F]. @

@) va(7)dan | f|=]&] kelib chigadi, ya'ni I,*=m.
Endi m* fazoning |, fazoga izomorf emasligini ko‘rsatamiz.

Ravshanki, ¢ yaginlashuvchi ketma-ketliklar fazosi m ning gism fazosidir. ¢ gism fazoda
f(x)=limx,, x=(x,)ec (8)

ifoda chegaralangan chizigli funksionalni aniglaydi.
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X, =(L1...,1...)ec nugtada f(x,)=1 dan ||f|=1 kelib chigadi. Xan-Banax teoremasidan bu

funksionalni normasini saglagan holda m fazosiga davom ettirish mumkin.
Faraz qilaylik, bu funksional I, fazo elementi orgali aniglansin, ya’ni shunday & = (én)e I, topilib,

f(x)zixnén  x=(x,)em.  (9)
n=1
e, =(0,...,0,1,0,...), ne N elementlarni qaraylik. (9) dan f(e,)=0, ne N kelib chigadi.

Ikkinchi tomondan, (9) ga ko‘ra
fle,)=&, neN.

Bundan £, =0, neN. (9)dan esa
f(x)=0, ¥xem.

Demak, f =0. Bu esa |f|=1 ekanligiga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan, m* fazoning I, fazoga
izomorf emasligini kelib chigadi._

2. L” fazodagi funksionallarning analitik ko‘rinishi

X - (T,Z,,u) dagi IF va u o‘lchov o-chekli bo‘lsin. Agar X da aniglangan f chizigli
funksional uchun, X ,Xe X, deyarli hamma erda Xn(t)—>0 va deyarli hamma erda ‘Xn(t)‘s‘x(t){
bo‘lishidan, f(Xn)—>O kelib chigsa, f chizigli funksional tartibli uzluksiz deb ataladi. X dagi barcha

(0)-uz|uksiz funksionallar to‘plami vektor fazo bo‘ladi, va uni X orgali belgilaymiz.

X" orqgali quyidagi shartni ganoatlantiruvchi barcha X'e S(T,Z, ,u) elementlar to‘plamini
belgilaymiz:

supp x'csupp X (mod z) va ixtiyoriy X € X da ﬂxx'\d,u <o,

Ko‘rsatish giyin emaski, X' —IFbo‘ladi. X' IFga X gadual bo ‘Igan IF deb ataladi. Ushbu formula
yordamida har bir X'e X' ga X dagi f,. chizigli funksionalni qurish mumkin:

£ (0= [(OEHx. (e X)

.
Yugoridagi nazariyani LP(T,Z,,u), (4 o‘lchov o -chekli) fazolarga tatbiq gilamiz. (1< p <o
bo‘lganda £ o‘lchov o -chekli bo‘lishi, umuman olganda, shart emas).

Tasdiq. 1< p<oo va 1/p+1/q=1 bo'lsin. L°(T,Z,u) fazodagi f chizigli uzluksiz

funksionalning umumiy ko‘rinishi
()= [xOYOHu. x=L®. ()

.
formula bilan aniglanadi, bu erda y — L (T,Z,,u) dagi ixtiyoriy element. Shuningdek,

[t=ly]- @)
Isboti. L*(T,X, 1) fazoda (A) shart bajariladi. Unda, (1) formula chizigli uzluksiz funksionalning

umumiy ko‘rinishini beradi. (2) tenglikni ishotlaymiz.
Ma’lumki,
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Yq
y(t qd,u} ,l<p<oo
If1=I, - h‘ )

vraisuply(t), p=1
teT

1) Dastlab 1< p < o bo‘lgan holni garaymiz. Gyolderning integral tengsizligidan

Yq p
01| | e | - | 1o

tengsizlikni hosil gilamiz. Demak, H f HSHyHLq .

Teskari tengsizlikni isbotlash uchun, ushbu funksiyani garaymiz:
X(t) =|y(t)" signy(t).
Unda ‘Y(t)‘p :‘y(txp(q_l) :‘y(t]q. Demak, X € L va
Yp L4

71| e | e ~[ol.Jr

Bundan quyidagini hosil gilamiz:

112 |- = & -
- e I =l 2 =l

pemak, | =]y,
2) Endi p =1 bo‘Isin. Quyidagi belgilash bajaramiz:
[¥],. =vraisuply(t) =Q.
Ravshanki, HfHSQ tengsizlik o‘rinli. Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy & >0 songa ko‘ra, A bilan
quyidagi to‘plamni belgilaymiz:
Az{t eT :y(t)>Q—g}.
Ta’kidlash lozimki, ,u(A)> 0. Quyidagi funksiyani aniglaymiz:
2(t)= {sign y(t)teA,
0 .,teA
Ravshanki, X € L va [X| :.H)'Z(t)(d,u = u(A). Unda
T

e f(ﬁ) =ili(t)ﬂf)dy =i)l\y(t)1dy >

H(A) H(A
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vz Eo—eluh)-Q-c.

& ning ixtiyoriyligidan H H_ Q kelib chlqadl. Demak, H HzHyHLw

L°°(T,Z,,u) fazodagi f chizigli uzluksiz funksionalning umumiy ko‘rinishi hagidagi ushbu
teoremani isbotsiz keltiramiz.
Tasdiq. L°°(T,Z,,u) fazodagi f chizigli uzluksiz funksionalning umumiy ko‘rinishi

f(x)=]x(t)de, (4)

.
formula bilan aniglanadi, bu erda ¢— ba(Z, ,u) dagi ixtiyoriy element. Shuningdek,

[ £]]= .

Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, yel'—f e (Lp )*, (1) formula bilan aniglangan,
peba—>fe (L°° )*, (4) formula bilan aniglangan, akslantirishlar mos ravishda, L ning (Lp )* gava
ba ning (L"O)*ga izometriyasi bo‘ladi. Demak, boshgacha qilib aytganda, L fazo L° (13 p<oo)
fazoga qoshma va (LP =L kabi yoziladi.

Misol. Berilgan [a,b] kesmada P(p=>1) - darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi
funksiyalar sinfini Lp[a, b] bilan belgilaymiz. Ma’lumki, Lp[a, b] to‘la normalangan fazo, ya’ni Banax

fazosidir.
Endi p >1 uchun 1/ p+1/q =21 munosabatni ganoatlantiruvchi ¢ sonni olamiz.

Har bir f e L*p[a,b] funksional uchun yagona Yy e Lq[a,b] element mavjud bo‘lib, ixtiyoriy
Xe Lp[a, b] larda

()= [x(t)y(t)dt )

a

tenglik bajariladi va aksincha, y e Lq[a,b] uchun (5) formula L, [, b] ga tegishli biror funksionalni
aniglaydi. Bundan tashqari (5) formula LTO [a, b] va Lq[a,b] fazolar o‘rtasida izometrik moslik o‘rnatadi.
Shuning uchun L*p[a,b] va L [a,b] fazolar o‘zaro izomorfdir, ya ni L*p [a;b]: L, [a;b]. Xususan,
p =2 da L,[a, b]=L,[a, b]. shuning uchun L,[a, b] o‘z-0‘ziga go‘shma fazo deyiladi.

Lp(a,b) (1< p<oo) fazodagi chizigli funksionalning umumiy ko‘rinishi F.Riss tomonidan,
Ll(a, b) fazodagi chizigli funksionalning umumiy ko‘rinishi Shteyngaus tomonidan ko‘rsatilgan.

Muhokama

Umumiy nazariyaning tatbiglari uchun muayyan fazodagi chizigli funksionallarning umumiy
ko‘rinishini bilish muhim ahamiyatga ega. Qaralayotgan sinfdagi (xususan, berilgan fazodagi barcha
uzluksiz funksionallar sinfini garaganda) chizigli funksionallarning umumiy ko‘rinishi deganda, tarkibida

turli xil tipdagi parametrlar (son, funksiya va h.)ni 0‘z ichiga olgan, parametrlarning muayyan giymatida
ushbu sinfdagi funksionalni beruvchi analitik ifodani tushuniladi. Shuningdek, ushbu funksional orgali
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garalayotgan barcha funksionallarni hosil gilamiz. Ushbu ishda o‘Ichovli funksiyalar Lebeg fazolaridagi
chizigli funksionallarning umumiy ko‘rinishi ko‘rsatildi.

Xulosa
Mazkur ishda Lebeg fazosi L va I” dagi funksionallarning umumiy analitik ko‘rinishi topildi.
Lebeg fazosi L” va I® fazosiga qo‘shma bo‘lgan fazolar topildi: ketma-ketliklarning ¢ o+ p>1 fazosiga

qo‘shma bo‘lgan £, fazo /., 1/ p+1/q=1 fazoga izomorfligi, ¢, fazoning qo‘shmasi £, =m -
chegaralangan ketma-ketliklar fazosiga izomorfligi, ¢, fazosi o‘z-o‘ziga qo‘shmaligi, ¢ fazoga qo‘shma
bo‘lgan (C)* uchun (CJ=1" ekanligi, o‘lchovli funksiyalarning L* (1< p<oo) fazosi LY,
1/ p+1/q =1 fazoga qo‘shma, ya’ni (Lp)*z L? ekanligi ko‘rsatildi.
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