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sistemi tizerinde uygulanmaktadir. Ayrica olusturulan semaya, kiitle korunumunu iyilestirdigi ve basincin hiz

hatast tizerindeki etkisini azalttigi igin y parametreli bir grad-div stabilizasyon terimi dahil edilmistir.
Anahtar Kelimeler Calismada, BDF2 zaman ayriklastirmast ile elde edilen tamamen ayrik yaklasimin ¢oziimiiniin kararl ve
yakinsak oldugu gosterilmistir. Son olarak da teorik yakinsama oranlarini dogrulamak igin dnerilen
algoritmanin etkinligini gosteren sayisal testler sunulmustur.
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1. GIRIS

Navier-Stokes denklemleri (NSD), su, yag, hava vb. gibi viskoz akigkan maddelerin hareketini tanimlayan
kismi diferensiyel denklemlerdir (KDD). Denklem, kiitlenin korunumu ve lineer momentumun korunumu
olan siirekli ortam mekaniginin genel yasalarini temsil eder [1]. Bu denklemler birgok alanda kullanish
denklemlerdir. Bunlardan bazilari; hava akimlari ve okyanus akintilari, boru i¢indeki su akisi, galaksideki
yildiz hareketleri, kanat etrafindaki hava akimlarinin modellenmesi ve hesaplanmasi vb. olarak sayilabilir.
Bu akislar uygulamada ¢okg¢a karsimiza ¢iktigi i¢in olduk¢a 6nemlidir. Bahsedilen NSD’nin en genel hali
asagidaki gibidir:

U —vAu+(u-Vju+Vvp=f,
V-u=0.

(1.1)

Burada u hizi, p basinci, f dis kuvvetleri ve v > 0 viskoziteyi ifade eder. Akis diizeni temelde akiskandaki
atalet kuvvetlerinin viskoz kuvvetlere oranina baghdir. Bu oran, akis tiirlerini ayirmamizda faydali olan
Reynolds sayisini verir. Reynolds sayisi ne kadar yiiksekse akisin tiirbiilansli akis olma olasilig1 da o kadar
yiiksektir. Yani, yiiksek Reynolds sayisina sahip diizensiz bir bi¢imde hareket eden ii¢ boyutlu donel akislar
tiirbiilansh akislardir. Bu akislarin anlagilmasi ve modellenmesi bilim insanlari i¢in 6nemli problemlerden
birisi olmustur.

NSD, ¢oziimlerinin varligi, tekligi ve kararliligi agisindan ¢ok karmasik denklemlerdir. Pratikte, analitik
olarak ¢ozmek c¢ok zordur. NSD’nin analitik ¢oziimleri olmadigi icin sayisal c¢oziimlere ihtiyag
duyulmustur. Bu stiregte tiirbiilansli akiglardaki 6lgek zenginligi, hesaplamanin 6niindeki en biiyiik engel
olmustur. Olgek aralig: genisledikce (Reynolds sayisma gore) hesaplama maliyeti artmistir. Bu nedenle,
baz1 tiirbiilans modellerinden yararlanilmistir.

Kiiciik olgekleri temsil etmeden kiiciik Olgeklerin biiyiik Olcekler {izerindeki etkisini fiziksel
degerlendirmelere dayali olarak modelleme yontemine Biilyilk Girdap Simiilasyonu (BGS) denilmistir.
BGS'nin ana fikri, NSD’nin diisiik gegisli filtrelemesiyle hesaplanmasi en pahali olan en kiigiik uzunluk
Olcegini goz ardi ederek hesaplama maliyetini diistirmektir. Zaman ve mekansal ortalama olarak
goriilebilen bu tiir diisiik gecisli bir filtreleme, kiigiik 6lcekli bilgileri say1sal ¢oziimden kaldirir. Iyi bir BGS
modeli iyi bir siizge¢ yontemine ve iyi bir alt 1zgara modeline baglidir. Bu yontem tiirbiilansh akislarin
yanlizca biiyiik 6lgeklerini dikkate aldig1 i¢in akisin sinirli bir alanda verilmesi durumunda 6nemli sorunlara
yol agmaktadir. Bu sebepten dolayi, Leray-a modeli olarak adlandirilan, istenen matematiksel ve fiziksel
Ozelliklere sahip NSD’nin diizgiinlestirilmis formu olarak bir tiirbiilans modeli insa edilmistir [2]. Leray
[2], NSE'nin dogrusal olmayan teriminde konveksiyon alaninin diizenli bir hiz alani ile degistirilmesiyle
NSE'in zayif bir ¢éziimiiniin varligini ispatlamustir. Yani (u - V)u terimi yerine (& - V)u kullanilmugtir.
Bu diizenlilestirme, filtre fonksiyonuna sahip bir konvolusyon (kivrim) tarafindan tanimlanmstir. (1.1)
deki sistemin diizenlenmesi ile olusturulan denklem sistemi asagidaki gibidir:

U —VvAU“ +(T% -V )u® +Vp© =1,

V-u* =0, (1.2)
u“=g¢, *u”.

Burada ¢, bir yumusatma gekirdegidir, dyle ki % — u® dir. Ayrica @ - 0% ise (1.2), (1.1)’e yakinsar.

[3] deki Leray-a modeli, Leray (1934)1n [2]’deki modeline daha hesaplanabilir bir alternatif olarak
oOnerilmis ve 6zel bir yumusatma ¢ekirdegi diislintilmiistiir:

U” —a?AU" =u”.

Buna gore (1.2)’deki a bagimlilig: diisiiriilerek asagidaki Leray-a modeli elde edilmistir:
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U —vAU+(T-V)u+Vp=f,
V-u=0,

(0,T]xQ da, u=0-a’Al,
u, (0,T]xI"da periyodiktir.

(1.3)

Burada a > 0, bir uzunluk dlgegidir (sabit). Ayrica 2 = [0,2wL]",n = 2,3, " Lipschitz sinir1 ile smirlan
bir bolgedir. Bu model, dogrulugu ve fiziksel uygunlugu korurken, daha hizli ve daha ucuz algoritmalar
gelistirmek i¢in yol gosterici olmustur. [4]’te tiirbiilans modellerinin, koruma yasalarinda ve ¢éztimlerin
fiziksel uygunlugunda, uygulamadaki verimlilikte ve bilgisayarli ¢oziimlerin dogrulugunda biiyiik
farkliliklara yol agtig1 gosterilmistir. [5]’te gosterge fonksiyonunu kullanarak filtreleme yarigapini yerel
olarak segen Leray diizenlestirme modelinin zamanda bigimsel, uzayda birinci dereceden sonlu eleman
ayriklastirmasini incelemiglerdir. [6]’da Leray-a tiirbiilans modelinin 6zellikleri incelenmistir. [7]’de
gosterge fonksiyonlarina dayali dogrusal olmayan filtreleme kullanan ve sikistirilamaz, izotermal olmayan
akiskan akislarinin bir Leray diizenleme modeli ¢alisilmistir.

Bu calismada, ayrik bir filtre kullanilmis olan Leray-a modeli incelenmistir. Olusturulan sema,
sikistirilamaz zamana bagli NSD’nin dogrusallastirilmis ikinci mertebeden geri dogru fark (BDF2)
formiiliine dayali ve uzayda sonlu eleman ile ayriklastirilmis bir Navier-Stokes sistemi {izerinde
uygulanmaktadir. Ayrica olusturulan semaya, kiitle korunumunu iyilestirdigi ve basincin hiz hatasi
tizerindeki etkisini azalttig1 igin y parametreli bir grad-div stabilizasyon terimi dahil edilmistir. Calismada,
BDF2 zaman ayriklastirmasi ile elde edilen tamamen ayrik yaklasimin ¢oziimiiniin kararli ve yakinsak
oldugu gosterilmistir. Boylelikle, [5]’te Crank-Nicholson algoritmasi kullanilarak dekonvolisyon tabanli
adaptif filtre ile yapilan ¢alisma, BDF-2 ve normal filtre ile grad-div stabilizasyon terimi eklenerek
genisletilmistir.

Caligmanin ilerleyis plan1 su sekildedir: 2. kisimda bazi matematiksel 6n hazirliklar verilmis ve genel
gosterimler ile birlikte filtreleme yontemi tanitilmistir. 3. kisimda kullanilan sayisal sema verilerek
kararlilik ve hata analizi teoremleri ispatlanmistir. 4. kisimda verilen bir sayisal 6rnekler teorik sonuglarin
dogrulugu ve yontemin etkinligi gosterilmistir. 5. ve son kisimda ¢alisma sonug¢ kismiyla 6zetlenerek
tamamlanmugtir,

2. GOSTERIMLER VE MATEMATIKSEL ON HAZIRLIKLAR

Bu béliimde, makale boyunca kullanilacak olan bazi matematiksel 6n bilgiler sunuyoruz. 2 ¢ R¢ (d =2
veya 3) bélgesini bir disbiikey ¢okgen veya cokyiizlii olarak kabul ediyoruz. L?(2) normu ve i¢ ¢arpim
normu ||-|| ve () seklinde, H*(2) ve L*(£2) normlar1 da ||| Ve |||l seklinde gosterilecektir. H(12)
uzayindaki yari norm ise | .|, ile betimlenmistir. Ayrica (0,T) zaman araliginda tanimli zaman bagimli
norm

T 1/m
0l it = O vl dt)
0

seklinde tanimlanir.
Analiz i¢in kullanacagimiz fonksiyon uzaylar1 asagidaki gibidir:

X:

(Hg(Q))d = {VE(Hl(Q))d V=0, 6Q Uzerinde},

L§(Q):={qe LZ(Q),£q:O}.

Q:
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Ayrica, V € X uzaymi X'in diverjanssiz alt kiimesi olarak tanimlariz. X'in dual uzayr H™? tarafindan
tanitilir ve normu asagidaki gibidir:

(1.v)

[vil

[f],:=sup

Kararlilik ve yakinsama analizlerinde, ¢ogunlukla Poincaré-Friedrichs esitsizligi kullanilacaktir. Sadece
etki alaminin boyutuna bagli olan sabit bir C, := C,({2) vardir dyle Ki:

IM[<C,|Vv], vveX. (2.1)

Sayisal yontemin kararliligini garantilemek amaciyla dogrusal olmayan terimler i¢in b*: X X X X X - R
skew-simetrik trilineer formu asagidaki gibi tanimlanmustir [8]:

b (u,v,w) :=%((u.V)v,w)—%((u.V)w,v). (2.2)

v,w € X ve u €V i¢in b*(u,v,w) = ((w.V)v,w) ve b*(u,v,v) =0 Vu,v € Xdir. Asagidaki
lemmada verilen sinirlar1 burada ki dogrusal olmayan terimlerde kullanacagiz.

Lemma2.l.u,v,w € Xvev,Vv € L*() igin trilineer terimler asagidaki gibi sinirlandirilabilir [8]:
b™(u,v,w)<

b” (u, v, w)

1 1
b (u,v,w) <C(Q)]ul} [Vulz [v] [vw]

1
> (oI, ]+l 9w, ).
C

IN

(@)vulvv] [vw.

T, maksimum eleman ¢ap1 h olan diizenli bir ag olsun. X, € X ve Q; < Q sonlu eleman uzaylar1 olsun.
Xj, nin ayrik diverjanssiz alt uzayi Vj, su sekilde tanimlanmistir:

V, ={v,e X, : vag, €Q, iin (V-v,,q,)=0}. (2.3)

Vi, uzayinin en onemli 6zelliklerinden biri, X, ve V}, uzaylarinin yaklasim o6zelliklerinin V'deki siirekli
vektor alanlarina karsi, esdeger olmasini saglamaktir:

inf

Vp €V}

V(u-v,)|<C inf

vpeXy

V(u-v,), VueVv. (2.4)

Burada C, h ag boyutundan bagimsizdir. (0,7] zaman araliginda tanimlanan v(t,x) fonksiyonlari igin
asagidaki normlar1 tamimlayalim

V1l = max lv(e™ )l ve V1l k2 = (At ZR3lIvE™ DI . (2.5)

(Xn, Q) sonlu eleman uzaylarmin (k,k — 1) dereceli par¢ali polinomlarinin se¢imi i¢in asagidaki
yaklasim Ozelliklerini sagladigini varsayiyoruz [9,10]
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inf [u-v|<Chul,, . ueH™(Q),
Vm)}‘h [v(u-v)|<ch*ul,, . ueH*(Q), (2.6)
inflp-rl<chlpl, . peH™(Q),
Lemma 2.2. a,b = 0 olsun. O zaman Ve > 0 igin,

e g—q/p
ab<—af+ b9,

p q

dur. Buradap,q < 1ile %+$ = 1 olur.

Ek olarak, zaman tiirevli terimi ele alirken kolaylik saglamak amaciyla analizde asagidaki 6zdeslik
kullanilmastir. Herhangi bir a, b ve c i¢in,

a’ +(2a—b)2 b? +(2b—c)2 +(a—2b+c)2
2 2 2

(3a—4b+c,a)= (2.7)

dir. Yakinsama analizinde ayrik bir Gronwall lemmasi kullanilacaktir.
Lemma 2.3. At, H,a,, b,, c,,d,, > 0veVvn > 0olsun. Oyle ki l > 0 igin,

| 1-1 |
a+AtYh <Atdda +Atdc +H
n=0 n=0

n=0

dir ve At > 0 igin,

l l
d
a; +Atz b, < exp(At zoﬁ) Atz c, + H
n=

n=0 n=0
olur [11].
2.1. Filtreleme

Leray-o modeli bir filtreleme islemi igerdiginden, bu bélimde makale boyunca kullanilan filtreleme
islemleri tanimlanmis ve bazi 6n sonuglar sunulmustur.

Tamm 2.1.1. ¢ € L2 (2) ve a > 0 igin v iizerindeki filtreleme islemi ¢ 'dir. O zaman,
—azAl/7 + 1; =y

denkleminin tek ¢oziimii olan 1, siirekli diferensiyel filtre olarak adlandirilir. F := (—a?A + I) olarak
tammlamir ve buradan day = Fy elde edilir.

Ayrik bir filtre tanimlamak i¢in asagidaki iki tanima ihtiyag vardir.

Tamim 2.1.2. L? projeksiyonu IT,: L> — X}, olsun. O zaman,

ULy —9,§) =0 VEEeX,
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dir. Ayrik Laplacian operatorii Ap: X — Xj, olsun. O zaman,
(Ah‘//’f):_(v‘//’Vg) véeX,

dir. Bu esitliklere gore de F, = —a?A,, + I1,, esitligini elde edilir [12]. Buna gére bu filtrenin ayrik
versiyonu asagidaki tanimda verilmistir.

Tamm 2.1.3.¢ € L2 () ve @ > 0 i¢in v iizerindeki ayrik filtreleme islemi 1,'dir. O zaman,
(v &) =(vn &)+’ (VyVE)  VéeX,

denkleminin X,, deki tek ¢oziimii 1, dir. Buradan day = F,, elde edilir. Bu tanimlama rahathkla V;,
uzayina da tagiabilir [12].

Asagidaki lemmalar bize ayrik filtre hakkinda bazi tahminler verir.

Lemma 2.1.1. (Ayrik Diferensiyel Filtrenin Kararlilig1): ¥ € X igin,

[2ll < lwll,  ve [V <livyl

dir.
Ispat. Bu sik kullanilan bir Lemma olup ispat i¢in [12]’ye bakilabilir.

Lemma 2.1.2. (Ayrik Diferensiyel Filtrenin Yakisaklig1): ¢ € X ve Ay € L? () igin,
—\ 12 —
V(w —l//) + Hl// —~ t//”z <Cinf {az HV((// —~ f)”z +|w - 5”2} +Ca* ||Aw||2

seXp

2
o

ve buradan da

Hl// —l/_/H <C ((xhk + hk”)‘t; +Ca’® ||A l//”

k+1

dir [6].
Ispat. Lemma’nin ispati [6]’da verilmigtir.

3. SAYISAL SEMANIN ANALIZi

Bu béliimde ilk dnce kullanilacak olan sema sonlu eleman uzay1 boyutunda verilecek ve dnerilen modelin
ayrik yaklasimimin ¢oziimiiniin kararli oldugu gosterilecektir. Kararlilik 6zelliginin bir sonucu olarak
¢oziimlerin varlik ve tekliginden bahsedilip ¢alismanin temel teoremi olan yakinsaklik sonucu ortaya
konulacaktir. Oncelikle yaklasima uygun asimptotik hata tahminlerini olusturmak igin (u,p) ¢dziimiin
diizenli oldugunu varsaymamiz gerekir:

uel”(0,T;H" "V NH?*(Q)), u, el’(0T;HY(Q)), u, el?(0,T;L*(Q)),
pel”(0,T;H (Q)).

Kullanilacak olan algoritma asagida verilmistir:

Algoritma 3.1.

Dis kuvvet f, baslangic kosullari uj,, u, filtre yarigapi @ < O (h) verilsin. At zaman adimi olsun. Oyleyse
n=20,1,2,--,N — 1 zamanlarinda uﬁ“ € Xy, p,’ll+1 € Qy, ¢Oziimlerini verilen iki adima gore bulunuz.
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1. Adim: Verilen u}~1, ul* ve bulunan u}*! € X, pi*! € Q) asagidaki denklemi saglar. Oyle ki vj, € Xp,,
qn € Qp igin,

3u —4u +u™
2At

,vhJ+v(Vu,']”,Vvh)+b*(U_,? ult vh)

( £ ) (3.1)
0.

(p,?+1 V- vh)+;/(V TV vh)
(V-u™.an)

Burada Ul = 2u — u~ " dir.
2. Adim: Verilen up~1, u} ve bulunan U} asagidaki denklemi saglar. Oyle ki Vvy, € V, igin,

(ZUQ—uﬁ’l,vh):(U_,? ,vh)+a2(V(U_Q),Vvh). (3.2)

Verilen modeldeki U;} terimi vasitasiyla sema bir diskestirim seklinde lineerlestirilmis olup kodlama
yapilirken bunun disinda bir Newton ya da sabit nokta gibi bir yonteme ihtiyag duyulmamaktadir. Bu
sekilde her bir zaman adiminda sadece bir tane lineer denklem sistemi ¢oziilecek olup hesap zamani ve
sistem karmagasi anlaminda avantaj saglanmustir.

Asagida modelin 1. adimina ait kararlik analizi verilmistir. 2. adimin kararliligi da Lemma 2.1.1°den
agikardir.

Teorem 3.1. (Kararhlik): f € L°°(0, T;H_l(_(l)) ve baglangic sartlart uj),u;,* € V,, olsun. Filtreleme

yarigapt a < O(h) ve bulunan ¢dziim u}** € X, pi*t! € Q, (n = 0,1,2,-+-, N — 1) asagidaki denklemi
saglar. Oyle ki v, € Xp,, q,, € Qp, VAt > 0 igin,

Hu*"\l HZ +H2uf’1\l —uy H + 2Aty ZHVUM

+ 4At7/z [V

2 2 2
< Huﬁ” + HZuﬁ - uh’lu + CAtv’lZH o
n=0

dir.
Ispat. (3.1) de v, = ul'*? alahm. (3.2), (2.3) ve (3.1)’den yararlanarak
1 un+1 n+l —u" 2 n_u n+1 2un+un ‘ n Hvuml n vun+1
At h h h *Un v 7”
:( f n+l U;H )
elde edilir.

Dual normun tanimindan ve Lemma 2.2°den bir sinirlama elde edip her tarafi 4At ile garparsak,

n+l n+1 n+1 n+1

2
Uy —Uy

n_uh

—2u! +ul™t

‘4 Aty V. ur|’

<CAty™* H i i

olur. 5. terimi ihmal edip 0 dan N — 1’ e kadar toplam alirsak da Teorem 3.1’in ifadesindeki esitsizligi elde
ederiz.
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Sonu¢ 3.1. Teorem 3.1°de verilen kararlilik 6zelliginin iyi bilinen bir sonucu olarak Algoritma 3.1’in
cOziimlerinin varlig1 ve tekligi garantilenmistir [5,6,7].

Bundan sonraki teoremde de Algoritma 3.1’in hata (yakinsama) analizi verilmistir.

Teorem 3.2. (uf*?, ppi*t),[0,T] zaman araliginda n = 0,-+-,N — 1, Algoritma 3.1°in ¢dziimii olsun ve
diizenlilik varsayimlar1 gecerli olsun. Denklemin hatast e™*! = u™*1 — y*1 seklinde tanimlansin. C; h
ag genisliginden ve At’den bagimsiz bir pozitif sabittir. Oyle ki (P, Py_;) bicimindeki sonlu eleman
secimleriyle hata

]

N |2 NN
R Y
<C (At4 +a’h®™ + yh*™ 4 h* +a4)

esitsizlifini saglar. Burada C; a, h ve At’den bagimsiz bir sabittir.
Ispat. (1.1)’in zayif formiilasyonundan (3.1) ¢ikarilarak elde edilen hata denklemi asagidaki gibidir:

g™t —2e" +e"t ‘2 +2Aty HVe”+1 ‘4 At;/HV.e”+l

3en+1 _ 4_en + en—l -
< o ,vh> +v (Ve™1,vv,) + b*@",u™t,v,) — b* (U}?,u,’}“,vh)
+y(V.e™1,V.v,)

- ut,vh) + (™t —q"v.v,).

(311’“’1—4u”+u"'1
2At

Hatay1 I, (u™*1) € V, interpolasyonu ile ayristirirsak,
1 1 1 1 1 1 1 1 1
et — _ur:H =(un+ _Ih(un+ ))_( |:+ _Ih(um— ))znm _¢:+

esitligini elde ederiz. Hata denkleminde v, = ¢*! segimi ve dogrusal olmayan terimlere
b*(em*1,u™*1, o) ve b* (UL, um™t, p1+1) terimlerinin eklenip gikariimast ile de denklem,

30— 4g) g
2At

,ﬂ:wlj_i_v(vﬁﬂ,vﬂ:wl)_i_7(V¢r:1+l’v.¢r:1+l)

— 3T7n+l_477n+77n71 n+1 3un+l_4un+un—l n+l1 n+l n+1 n+l n+l
_( 2At A 2At U v (VT V) (V)

n+l h n+l * n+1 n+l  n+l  n+l * n+l [ n+l n+l
_(p+—q,V.¢h+)+b(u+—u+,u+,h+)+b(77+,u+,h+)

_b*(¢':1+1,un+l’ r:1+l)+b*(urr]1+l,un+l, r?+1)+b*(ur?l77n+lv r:Hl)—b*(U_r?,UnJrl, r:Hl)

olur. Sol tarafi (3.1)’e gore diizenlersek,

ﬁ[ & 2 +H2¢§+l—¢r? - é i —H2¢;‘ — ‘2+ nH_ g 4 gt ﬂw HVWH 2+7HV-¢hM 2
n+l n n—-1 " 3
=(377 _:Zt - I:+1]+[3U” 24;]: = — U, h”“jﬂ/ (V"™ .V )+y (V" V.4

_(pn+l_qh,v.¢r:1+l)+b*(un+1_un+1,un+1’ r:Hl)_'_b*(nml,unJrl’ r:Hl)

_b*( :+l1un+l’ r?+l)+b*(urr]1+l,un+l’ r:1+1)_i_b*(U_r:]177n+1,¢r:1+1)_b*(U_Q’um-l, r:H—l)
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olur. Simdi de denklemin sag tarafindaki terimlerin mutlak degerleri teker teker sinirlandirilacaktir. Ik ii¢
terim i¢in Poincare ve Cauchy-Schwarz esitsizlikleri ile beraber Young’s esitsizligi ve kalan terimli Taylor
yaklagimi uygulanirsa [7],

Cvt
At

’oviar [j Ju dtJ ,
tnfl

v

2
+

377n+1 _477n +77n—1
2At

n+1 3L \V4 n+1 e 2dt
< Seiva [ln e

3u™ —4u" +u"t
2At

—ut,¢r:‘+1}sjlouv(»ﬁ+l

v (Vnn+lnv¢|?+1) <y anm—l v¢r:]+l < 2 +Cv anm—l 2 ’

olur. Grad-div’li terim i¢in Cauchy-Schwarz ve Young’s esitsizliklerinden,
3y
V. I’H—l’v- n+l S_ V n+l
A\E AR A
ve basing terimi i¢in benzer sekilde,
+ + 3v + + 2
(pn 1_qh’v.ﬂ1nl)£4_ouv¢hnl pnl_qhH

simirlamalari elde edilmistir. Simdi de dogrusal olmayan trilineer terimleri stnirlandiralim. 11K trilineer terim
icin Lemma 2.1, Lemma 2.1.2, Cauchy-Schwarz ve Young’s esitsizliklerinden yararlanirsak,

2

g %HV.U"“

2 -1
+Cv

b*(un+1_un+1 un+l ¢hn+l)<3luv¢hn+1 2 +CV_1 un+1_un+1 2
R "~ 40

3v n+1|? 1y 212k p2ke2 |2 4 1 2
SEHV% +Cv (a’h™ +h U‘M)JrCav ||Au||

elde ederiz. Kalan trilineer terimler i¢in Lemma 2.1, Lemma 2.1.1, Cauchy-Schwarz ve Young’s
esitsizliklerinden faydalanirsak,

1/2

(il el gn+l L |t n+l nia| 3V n+1]|? —1||ne n+l n+1|2

b (7" u™ e ) <|n Vn HVU Vi SEHV% +Cv "IV ™ VU :
o T T n+! 3V n+ 2 — n+! 2 n+ 4

b (¢h LU g l)SEHV(ﬁh e e i

* n+l , ,n+l n+1 W vz n+l vz n+1 n+l 3V n+1 2 -1 n+l n+l n+l 2

b (uh Ut e )s u, vu, HVu Ve 34—0”V¢h +Cvu ™[ Vup |l Vu ,
o (U B i = W[ VN A

b*(LJ_Q,u”*l,ﬂ?“)sj—‘;HWﬁh”” “rovturlvur|vam

olur. Sag taraftaki tiim sinirlamalar1 toplarsak,
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2

1 n+. N+ n n 2 n n-. 2 n+ n n-. N+ N+
P L e A I A I Y e e s I L
-1ty tha
< CAVt j I, ||2 dt +Clet3[ J Huttt H2 dt j+Cv HV?]”” ’ +%HV n"t e p"t —qhHZ
tha tha
+Cv Y (a?h? 4+ h2k? Ji 1)+Ca4v_1||Au||2+Cv_1 ™[V 7 [vur 2
+Cy3 %Hl 2 ‘Vunﬂ 4+CV71 u;u VUEH vyt 2
+evtulllvur|iva +cvtjur]vur|vum

elde ederiz. Denklemin her iki tarafin1 4At ile ¢arpip ve 0 dan N — 1 e kadar toplam alirsak,

N-1
o I* + 1200 = ¢ (1" + Z{ o7 =207 + i7" + aev [[7gp+ | + acy|l7. ¢y
n=0

N-1
< ||¢i?||2 + ||2¢2 — ¢h—1”2 LAt Z Cv_3||¢;?+1||2|||7un+1”4
n=0

N-1
tn+1 tn+1
+y c{v-l [ melide + vt ( | ||um||2dt)
n=0

th—1 th—1

—2
+A4tv V™% + Aty V™22 + Aev = |p™tt — qh”2 + CAtv L (a?h** + h2k+2|u |k+1)

+CAta*v=1 ||Aul| ? + Atv_lllr}”“|||||777"+1|||||7u"+1||2 + Atv‘1|| u,’,‘“”” |7u,’,‘+1||||l7u"+1||2

+AvHUFNZURINTn™ 12 + Aty =HIR VU 7w 12}

olur. (2.5) ile tanimlanan normlar1 kullanip (2.6) yaklasim 6zelliklerini uygularsak

sty vy

"+ Aty HV i

A2+

I [+ - g+ 36
n=0

2 2

4 _ _ 2
+C{v 122 vt Jug|lf

i

‘Vu n+1

¢n+l
h

2 _
1 ( Zth h2k+2)
2,5+1

|Vu|H;0 +C (v f ,uo,u_l)}

2,k+1

0|l o 1P . 3
<[] + |20 - 47| +AtZ(;Cv

2 2

+atv ],

i

+ V—thSJrZ

+(v+7)h* I kit
+h2k+lv—1(H|u|

olur.

2,k+1

+H|Vu|uio)+0v‘l

4

4,k+1

Burada siirekli ¢oziim olan u ve U nun diizenlilik 6zelligi ve upve Uy, de kararlilik 6zelllikleri kullanilmig
ve buradan olusan terimler C* olarak gosterilmistir. Elde edilen denklemin son haline Gronwall lemmasini

uygularsak,

oty vy

Aty [Vt

=28+ g

o [+ 24
n=0
10
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<[t 2 -7+ C exp(CrT) v u [, o v e fu [+ (0

2

—1}25+2
v h 2,k+1

2 ! (a2h2k +h2k+2)|U|

+a*v?t H|Au|”2
2,5+1 2,0

|p|

ettt (ol +[Rull, )+ o IVl €0 (v f )

4,k+1

n+1 n+1

e

@:Hl

+|

nn+1 _ ¢n+l
h
hata terimlerine uygulanirsa Teorem 3.2°deki ifade elde edilmis olur.

<|

olur. Son olarak da yaklasim 6zellikleri kullanilip < ‘ n iicgen esitsizligi

Sonug¢ 3.1. Teorem 3.2°de elde edilen hata yaklasimi optimal bir hata yaklasimidir. Ornegin Taylor-Hood
sonlu eleman cifti secilecek olursa (k = 2,5 =1), (P?, P*) polinom se¢imlerine gore hatanin mertebesi 2

olur ki bu da beklenen mertebedir. Ayrica h, At,a — 0 iken U — U, oldugu da teorem ifadesinden agiktir.

4. SAYISAL TEST

Bu boliimde teorik sonuglarimizi dogrulamak igin sayisal bir simiilasyon sunulmustur. Hesaplamalarda,
herkese agik lisansli bir sonlu eleman yazilim paketi olan FreeFem++ kullanilmigtir [13]. Bu sayisal test,
ele aldigimiz (3.1)-(3.2)’deki semanin yakinsama davranigini ortaya ¢ikarmak ve Teorem 3.2'de elde edilen
sonucu dogrulamak amaciyla yapilmustir.

Ilk &nce uzaysal hatanin mertebesi incelenmistir. Burada Sonuc 3.1°de bahsedilen Taylor-Hood sonlu
eleman ¢ifti diistiniilmiis oldugundan hata i¢in beklenen mertebe 2’dir. Model problem hesapsal bolge

Q= (0,1)2 dir. Hesapsal blge, ¢esitli kaba ag ¢oziiniirliigi ile iggenlenmis olup ag genisligi h = 27" ’den

h = 27° *ya kadar alinmustir. Bu se¢imler, yakinsama oranlarini dogrulamak ve modeller arasindaki hatalari
karsilagtirmak i¢in yeterli olmustur. Yakinsayan ¢6ziim [0, 1] zaman araliginda hesaplanmistir. Uzaysal
hatanin etkisini en aza indirmek ve hata iizerindeki zamansal etkiyi tam olarak ortaya ¢ikarmak igin

At=0,00625 almmstir. v=y=1 ve a =h i¢in hatamn H, normlari degerlendirilmistir. Bu test

problemi i¢in gergek hiz ve basing degiskenleri asagidaki gibi ele alinmisgtir:

[etcos(y)

etsin(x)] p=@-y(1+ D).

Bu degerler (1.1)’de yerine yazilarak f fonksiyonu elde edilmistir. Sayisal ¢dziimiin sonuglar1 farkli h

degerleri i¢in Cizelge 1'de verilmistir. Bu ¢izelgedende goriildiigii iizere, uzaysal anlamda yakinsama
derecesi 2’dir ve beklenen optimal yakinsama derecesidir.

Cizelge 1. At =0,00625; y =1; o =h ve v =1 i¢in bulunan hiz hatalari ve oranlart

h Hv(u_uh)u Oran
21 0,00216 -
272 0,0005 2,07

11
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-3 0,0001 2,32
2™ 3,5.10° 1,73
27 8,9.10°° 1,95
27 2,2.10° 2,03

Benzer sekilde zamansal hatanin derecesini bulmak i¢in ayn1 bélgede ayni 6zel ¢6ziim fonksiyonlar ve sag
taraf kullanilarak bu kez sabit bir h=2"° ag kalinhig1 alinmis ve [0, 2] zaman araliginda degisen At

degerlerine gore hatalar kiyaslanarak zamansal hata ayirt edilmistir. Elde edilen sonuglar Cizelge 2'de
sunulmustur. Goriildigii tizere zamansal boyutta da optimal hata derecesi olan 2’ye yaklagik olarak
ulagtimisgtir.

Cizelge 2. y =1, h=2"° ve v =1 icin bulunan hiz hatalar: ve oranlari

At Hv(u_uh)u Oran
20 0,10 -

o1 0,034 1,55
22 0,009 1,91
2-3 0,002 2,16
24 0,0007 1,53
2-5 0,0002 1,80

Verilen gizelgelerden de goriildiigii iizere Teorem 3.2°de elde edilen teorik yakinsama oranlari model bir
problem iizerinde de dogrulanmisg olup, ¢calismada tanimlanan algoritmanin dogrulugu ve etkinligi sayisal
olarak g6z 6niline konulmustur.

5. SONUC

Bu ¢alismada, Navier-Stokes denklemleri i¢in bir tiirbiilans modeli olarak kullanilan Leray—o. modelinin
grad-div kararlilisatirmasi ele alinmistir. Olusturulan sonlu elemanlar algoritmasinda BDF2 zaman semasi
uygulanmis ve lineer olmayan terim 2. mertebeden bir dis kestirim agilimiyla lineerlestirilmistir.
Olusturulan tamamen ayrik semanin kararlilik ve yakinsaklik 6zellikleri gosterilerek sayisal ¢dziimiin
varlik ve teklik durumu ele alinmistir. Ayrica teorik yakinsama oranlarini dogrulamak igin Onerilen
algoritmanin etkinligini gosteren sayisal yakinsama testleri de sunulmustur. Grad-div kararlilagtirmasi
igeren benzer semalarin bagka tiirbiilans modellerine uygulanmasi ve incelenmesi ileriki ¢alisma konular
olarak diisiiniilmektedir.
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