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Prezentator
Notatki do prezentacji
Kurs składa się z trzech częściCzęść pierwsza – niepewność pomiaru ogólnieCzęść druga – aktualna sytuacja w zakresie niepewności pomiarów współrzędnościowychCzęść trzecia – metoda analizy wrażliwości
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Opracowana w ATH metoda umożliwiającą zdefiniowanie modelu pomiaru i 
utworzenie budżetu niepewności dla wszystkich możliwych charakterystyk 
mierzonych techniką współrzędnościową.

Założenie: praktycznie wszystkie czynniki mające wpływ na niepewność 
pomiarów współrzędnościowych są objęte w wartości MPE.

Modele pomiaru to wzory według których oblicza się poszczególne 
charakterystyki na podstawie minimalnej matematycznie liczby 
charakterystycznych punktów mierzonego przedmiotu. 

Wielkościami wejściowymi w modelach są różnice współrzędnych tych 
punktów.

Sensitivity analysis

Płowucha W: Wyznaczanie niepewności pomiarów 
współrzędnościowych metodą analizy wrażliwości. Akademia 
Techniczno-Humanistyczna w Bielsku-Białej, 2019, s. 201

Prezentator
Notatki do prezentacji
W ATH opracowano metodę umożliwiającą zdefiniowanie modelu pomiaru i utworzenie budżetu niepewności dla wszystkich możliwych charakterystyk mierzonych techniką współrzędnościową, tzn. dla wymiarów i wszystkich rodzajów odchyłek geometrycznych (kształtu, kierunku, położenia i bicia).�Podstawą opracowanej metody jest zauważenie oczywistego faktu, że praktycznie wszystkie czynniki mające wpływ na niepewność pomiarów współrzędnościowych są objęte w jednej charakterystyce metrologicznej CMM, a mianowicie w wartości MPE. Ze względu na fakt, że pomiary wykonywane są w trybie automatycznym wpływ czynnika ludzkiego jest znikomy. Podobnie z wpływem środowiska - maszyny pomiarowe pracują w pomieszczeniach zapewniających warunki środowiskowe określone przez producenta.�W omawianej metodzie modele pomiaru mają postać wzorów według których można obliczyć poszczególne charakterystyki (wymiary, odchyłki geometryczne) na podstawie minimalnej matematycznie liczby punktów mierzonego przedmiotu. Wielkościami wejściowymi w tych modelach są różnice współrzędnych niektórych par tych punktów. Dlaczego różnice współrzędnych a nie współrzędne omówiono w drugiej części kursu na przykładzie pomiaru stożka. Dla przypomnienia: po pierwsze dlatego, że układy pomiarowe faktycznie mierzą różnice i są wzorcowane ze względu na różnice (odległości między parami punktów), po drugie różnice często dają pozytywny skutek w postaci kompensacji błędów systematycznych.



Założenia metodologiczne:

1 Pomiar współrzędnościowy to pomiar pośredni

2 Wielkości wyjściowe to poszczególne charakterystyki geometryczne 

3 Wielkości wejściowe to różnice współrzędnych par punktów 
charakterystycznych

4 Modele pomiaru to wzory wynikające z prostych wzorów na odległości: 
punkt-punkt, punkt-prosta, punkt-płaszczyzna, prosta-prosta i inne

5 Standardową niepewność pomiaru różnic współrzędnych można określić ze 
wzoru na MPE i wyników wzorcowania

Prezentator
Notatki do prezentacji
Budżet niepewności jest tworzony na podstawie modelu traktującego pomiar współrzędnościowy jako pomiar pośredni, wykonany przy użyciu minimalnej z matematycznego punktu widzenia liczby tzw. punktów charakterystycznych. Poszczególne charakterystyki geometryczne (wymiary i odchyłki geometryczne) są modelowane jako funkcje różnic współrzędnych wspomnianych punktów charakterystycznych. Dzięki użyciu minimalnej matematycznie liczby punktów uwolniono się od problemu korelacji między sąsiednimi punktami chmury punktów zbieranych z jednej powierzchni. Modele pomiaru to proste wzory wynikające ze wzorów na odległości: punkt-punkt, punkt-prosta, punkt-płaszczyzna, prosta-prosta i inne. Standardową niepewność pomiaru wielkości wejściowych czyli różnic współrzędnych daje się obliczyć albo bezpośrednio ze wzoru na MPE albo z uwzględnieniem wyników wzorcowania.�



Punkty charakterystyczne - punkty elementów integralnych lub 
pochodnych umożliwiające zapisanie modelu pomiaru

Przykład 1: odchyłka płaskości (dla przypadku wklęsłości lub wypukłości)
Model pomiaru: odchyłka płaskości jest równa odległości punktu S od 
płaszczyzny ABC

Prezentator
Notatki do prezentacji
Na początek definicja punktów charakterystycznych. Punktami charakterystycznymi są nazywane punkty elementów integralnych czyli możliwe do bezpośredniego próbkowania punkty powierzchni, jak również punkty elementów pochodnych, takie jak środek okręgu, środek kuli, punkt symetrii, punkt osi lub punkt płaszczyzny symetrii. W modelu pomiaru odchyłki płaskości występują 4 punkty charakterystyczne i wszystkie są punktami mierzonej powierzchni.Później dowiemy się, że odchyłka płaskości będzie modelowana jako odległość punktu S od płaszczyzny ABC co jest zgodne z uproszczonymi metodami pomiaru odchyłki płaskości w przypadku, gdy odchyłka płaskości ma postać wklęsłości lub wypukłości.



Punkty charakterystyczne - punkty elementów integralnych lub pochodnych 
umożliwiające zapisanie modelu pomiaru

Przykład 1: odchyłka prostoliniowości osi
Model pomiaru: odchyłka prostoliniowości jest równa odległości punktu S od 
prostej AB

Jakubiec W., Płowucha W.: Wyznaczanie niepewności pomiarów 
współrzędnościowych. Cz. 1: Podstawy teoretyczne. Mechanik 
5-6/2012, s. 452-455.

Prezentator
Notatki do prezentacji
W modelu pomiaru odchyłki prostoliniowości osi występują 3 punkty charakterystyczne i wszystkie są punktami elementu pochodnego - osi wałka. Później dowiemy się, że odchyłka prostoliniowości osi będzie modelowana jako odległość punktu S od prostej AB.



Punkty charakterystyczne - punkty elementów integralnych lub 
pochodnych umożliwiające zapisanie modelu pomiaru

Przykład 3: odchyłka pozycji punktu względem płaszczyzny
Model pomiaru: odchyłka pozycji jest równa podwojonej wartości 
różnicy między odległością punktu od płaszczyzny a wymiarem 
teoretycznie dokładnym

Prezentator
Notatki do prezentacji
Ten przykład dotyczy odchyłki pozycji punktu względem płaszczyzny. Pozycja teoretyczna jest zdefiniowana przez wymiar teoretycznie dokładny. Pamiętamy, że definicja odchyłki pozycji to najmniejsza odległość między parą płaszczyzn równoległych do bazy i symetrycznych względem pozycji teoretycznie dokładnej. Oznacza to, że od zmierzonej odległości punktu S od płaszczyzny ABC należy odjąć wartość wymiaru teoretycznie dokładnego i otrzymany wynik pomnożyć przez 2. W modelu pomiaru występują 4 punkty charakterystyczne, 3 z nich należą do elementu integralnego, jeden do elementu pochodnego (środek kuli).



Wykorzystywane wzory (modele):
odległość punkt-punkt
A(a1, a2, a3), B(b1, b2, b3) – punkty

odległość punkt-prosta
S – punkt,
p – prosta
P – punkt prostej
v – jednostkowy wektor prostej

odległość punkt-płaszczyzna
S – punkt,
p – płaszczyzna
P – punkt płaszczyzny
v – jednostkowy wektor normalny płaszczyzny

𝑙𝑙 𝐴𝐴,𝐵𝐵 = 𝑏𝑏1 − 𝑎𝑎1 2 + 𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2 2 + 𝑏𝑏3 − 𝑎𝑎3 2

𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐵𝐵 = 𝑎𝑎𝑏𝑏12 + 𝑎𝑎𝑏𝑏22 + 𝑎𝑎𝑏𝑏32

𝑙𝑙 𝑆𝑆, 𝑝𝑝 = 𝑃𝑃 − 𝑆𝑆 � 𝑣𝑣

𝑙𝑙 𝑆𝑆, 𝑝𝑝 = 𝑃𝑃 − 𝑆𝑆 × 𝑣𝑣

ISO 17450-1:2011Geometrical product specifications 
(GPS). General concepts. Part 1: Model for 
geometrical specification and verification

Prezentator
Notatki do prezentacji
Z jakich wzorów będą budowane modele pomiaru. Na slajdzie mamy kilka z nich. Pierwszy to dobrze znana odległość dwóch punktów (A i B) w przestrzeni. Pamiętamy, że taką odległość liczy się jako pierwiastek z sumy kwadratów różnic współrzędnych. Ponieważ wielkościami wejściowymi w omawianym modelu są różnice współrzędnych zapis odległości uproszcza się: zamiast b1-a1 piszemy ab1. Można też skorzystać z zapisu wektorowego: wtedy odległość punktu A od punktu B to po prostu długość wektora AB. I dalej będziemy głównie używać zapisu wektorowego. Odległość punktu od prostej to długość wektora będącego iloczynem wektorowym różnicy wektorów P i S (współrzędne punktów to też wektory) i jednostkowego wektora prostej. Odległość punktu od płaszczyzny to wartość bezwzględna iloczynu skalarnego różnicy wektorów P i S i jednostkowego wektora normalnego płaszczyzny.



Wyjaśnienie zapisu na przykładzie modelu pomiaru odległości dwóch punktów

𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐵𝐵 = 𝑎𝑎𝑏𝑏12 + 𝑎𝑎𝑏𝑏22 + 𝑎𝑎𝑏𝑏32

Odległość l jest funkcją 3 wielkości (różnic współrzędnych) ab1, ab2 i ab3, 
tak więc niepewność pomiaru tej odległości można obliczyć według wzoru

𝑢𝑢𝑐𝑐 =
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏1

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎1
2

+
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏2

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎2
2

+
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏3

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎3
2

𝑙𝑙 𝐴𝐴,𝐵𝐵 = 𝑏𝑏1 − 𝑎𝑎1 2 + 𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2 2 + 𝑏𝑏3 − 𝑎𝑎3 2

𝑢𝑢𝑐𝑐 = �
𝑖𝑖=1

3
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑖𝑖
2

albo ogólnie

skalarnie

wektorowo

Odległość l punktu A 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3 od punktu 
B 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3 = długość wektora AB(ab1, ab2, ab3)

Prezentator
Notatki do prezentacji
I wyjaśnienie całej metodyki na najprostszym przypadku odległości między dwoma punktami. Model pomiaru to po prostu wzór na odległość dwóch punktów. W zapisie skalarnym to pierwiastek z sumy kwadratów różnic współrzędnych. Wielkość wyjściowa to odległość l. Trzy wielkości wejściowe to ab1, ab2 i ab3. Wzór na złożoną niepewność pomiaru zawiera pochodne cząstkowe l po ab1, ab2 i ab3 i niepewności pomiaru odległości ab1, ab2 i ab3. Na slajdzie zapisano wzór na niepewność w wersji rozwiniętej i w wersji z użyciem symbolu sumy



𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎1

= 𝑎𝑎𝑎𝑎1

𝑎𝑎𝑎𝑎12+𝑎𝑎𝑎𝑎22+𝑎𝑎𝑎𝑎32
= 𝑎𝑎𝑎𝑎1

𝑙𝑙

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎2

= 𝑎𝑎𝑎𝑎2

𝑎𝑎𝑎𝑎12+𝑎𝑎𝑎𝑎22+𝑎𝑎𝑎𝑎32
= 𝑎𝑎𝑎𝑎2

𝑙𝑙

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎3

= 𝑎𝑎𝑎𝑎3

𝑎𝑎𝑎𝑎12+𝑎𝑎𝑎𝑎22+𝑎𝑎𝑎𝑎32
= 𝑎𝑎𝑎𝑎3

𝑙𝑙

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎1 = 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑃𝑃/3
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𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏1

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎1
2

+
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏2

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎2
2

+
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𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎3
2

Model pomiaru odległości dwóch punktów (cd) MPE=2+4L/1000
u=MPE/3

A(100, 100, 100)
B(400, 100, 100)
punkty wzdłuż osi x (dwie wagi = 0)

xi

mm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ab1 300 1 1.07 1.07
ab2 0 0 0.67 0
ab3 0 0 0.67 0

uc = 1.07
𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑃𝑃/3

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎3 = 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑃𝑃/3
A(100, 100, 100)
B(360, 265, 120)
punkty dowolnie w 3D

xi

mm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ab1 250 0.83 1.00 0.83
ab2 165 0.55 0.89 0.49
ab3 20 0.07 0.69 0.05

uc = 0.97

Dlaczego do przykładów przyjęto, że
MPE=2+4L/1000 oraz dlaczego przyjęto, że 
u=MPE/3 zostanie wyjaśnione później

Prezentator
Notatki do prezentacji
Na poprzednim slajdzie podano od razu gotowy wzór na niepewność standardową pomiaru. Bardziej czytelny obraz uzyskuje się przez podanie budżetu niepewności. W przykładzie budżet zawiera 3 składniki niepewności (wielkości wejściowe to ab1, ab2 i ab3). Jeżeli odległość między środkami kul wynosi 300 mm i prosta zawierająca środki kul ma kierunek zgodny z osią x, to w budżecie niepewności jedna wielkość wejściowa ma wartość 300 i pozostałe dwie mają wartość 0. 
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Model pomiaru odległości dwóch punktów (cd) MPE=2+4L/1000
u=MPE/3

A(100, 100, 100)
B(400, 100, 100)
punkty wzdłuż osi x (dwie wagi = 0)

xi

mm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ab1 300 1 1.07 1.07
ab2 0 0 0.67 0
ab3 0 0 0.67 0

uc = 1.07
𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑃𝑃/3

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎3 = 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑃𝑃/3
A(100, 100, 100)
B(360, 265, 120)
punkty dowolnie w 3D

xi

mm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ab1 250 0.83 1.00 0.83
ab2 165 0.55 0.89 0.49
ab3 20 0.07 0.69 0.05

uc = 0.97

Dlaczego do przykładów przyjęto, że
MPE=2+4L/1000 oraz dlaczego przyjęto, że 
u=MPE/3 zostanie wyjaśnione później

Prezentator
Notatki do prezentacji
Na slajdzie pokazano również wzory na pochodne cząstkowe. Przypomnijmy sobie, że pochodne cząstkowe są nazywane również wagami albo współczynnikami wrażliwości. W przypadku gdy środki kul leżą na prostej równoległej do osi x, wartości pochodnych są odpowiednio 1, 0 i 0.



𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎1

= 𝑎𝑎𝑎𝑎1

𝑎𝑎𝑎𝑎12+𝑎𝑎𝑎𝑎22+𝑎𝑎𝑎𝑎32
= 𝑎𝑎𝑎𝑎1

𝑙𝑙

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎2

= 𝑎𝑎𝑎𝑎2

𝑎𝑎𝑎𝑎12+𝑎𝑎𝑎𝑎22+𝑎𝑎𝑎𝑎32
= 𝑎𝑎𝑎𝑎2

𝑙𝑙

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎3

= 𝑎𝑎𝑎𝑎3

𝑎𝑎𝑎𝑎12+𝑎𝑎𝑎𝑎22+𝑎𝑎𝑎𝑎32
= 𝑎𝑎𝑎𝑎3

𝑙𝑙

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎1 = 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑃𝑃/3

𝑢𝑢𝑐𝑐 =
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏1

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎1
2

+
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏2

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎2
2

+
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏3

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎3
2

Model pomiaru odległości dwóch punktów (cd) MPE=2+4L/1000
u=MPE/3

A(100, 100, 100)
B(400, 100, 100)
punkty wzdłuż osi x (dwie wagi = 0)

xi

mm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ab1 300 1 1.07 1.07
ab2 0 0 0.67 0
ab3 0 0 0.67 0

uc = 1.07
𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑃𝑃/3

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎3 = 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑃𝑃/3
A(100, 100, 100)
B(360, 265, 120)
punkty dowolnie w 3D

xi

mm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ab1 250 0.83 1.00 0.83
ab2 165 0.55 0.89 0.49
ab3 20 0.07 0.69 0.05

uc = 0.97

Dlaczego do przykładów przyjęto, że
MPE=2+4L/1000 oraz dlaczego przyjęto, że 
u=MPE/3 zostanie wyjaśnione później

Prezentator
Notatki do prezentacji
Do budżetu potrzebne są jeszcze niepewności standardowe pomiaru poszczególnych odległości. Na początku powiedzieliśmy, że zostaną one określone na podstawie wzoru na MPE. Dla przykładu przyjęto, że MPE=2+4L/1000 oraz, że u=MPE/3. Skąd wzięła się wartość 3, a ściślej jak obliczyć u na podstawie MPE wyjaśnimy później. Obliczone wartości niepewności standardowych wynoszą odpowiednio 1,07 i dwa razy 0,67. Zwróćmy uwagę, że niepewności standardowe pomiaru odległości równej 0 nie są zerowe. W ostatniej kolumnie budżetu wpisujemy iloczyny pochodnych cząstkowych i niepewności standardowych. Na koniec obliczamy niepewność standardową pomiaru uc jako pierwiastek z sumy kwadratów wartości z ostatniej kolumny.



𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎1

= 𝑎𝑎𝑎𝑎1

𝑎𝑎𝑎𝑎12+𝑎𝑎𝑎𝑎22+𝑎𝑎𝑎𝑎32
= 𝑎𝑎𝑎𝑎1

𝑙𝑙

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎2

= 𝑎𝑎𝑎𝑎2

𝑎𝑎𝑎𝑎12+𝑎𝑎𝑎𝑎22+𝑎𝑎𝑎𝑎32
= 𝑎𝑎𝑎𝑎2

𝑙𝑙

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎3

= 𝑎𝑎𝑎𝑎3

𝑎𝑎𝑎𝑎12+𝑎𝑎𝑎𝑎22+𝑎𝑎𝑎𝑎32
= 𝑎𝑎𝑎𝑎3

𝑙𝑙

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎1 = 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑃𝑃/3

𝑢𝑢𝑐𝑐 =
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏1

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎1
2

+
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏2

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎2
2

+
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏3

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎3
2

Model pomiaru odległości dwóch punktów (cd) MPE=2+4L/1000
u=MPE/3

A(100, 100, 100)
B(400, 100, 100)
punkty wzdłuż osi x (dwie wagi = 0)

xi

mm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ab1 300 1 1.07 1.07
ab2 0 0 0.67 0
ab3 0 0 0.67 0

uc = 1.07
𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑃𝑃/3

𝑢𝑢𝑎𝑎𝑎𝑎3 = 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑃𝑃/3
A(100, 100, 100)
B(360, 265, 120)
punkty dowolnie w 3D

xi

mm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ab1 250 0.83 1.00 0.83
ab2 165 0.55 0.89 0.49
ab3 20 0.07 0.69 0.05

uc = 0.97

Dlaczego do przykładów przyjęto, że
MPE=2+4L/1000 oraz dlaczego przyjęto, że 
u=MPE/3 zostanie wyjaśnione później

Prezentator
Notatki do prezentacji
W przypadku gdy punkty A i B leżą dowolnie w 3D, wszystkie różnice współrzędnych są różne od zera, podobnie wszystkie wagi (wartości pochodnych cząstkowych) są różne od zera. Warto zwrócić uwagę, że końcowy wynik jest praktycznie taki sam. I tak będzie zawsze. Według omawianego modelu niepewność pomiaru praktycznie nie zależy od położenia ani orientacji mierzonego przedmiotu w przestrzeni maszyny.



Model pomiaru: Odległość l punktu S od 
płaszczyzny p zdefiniowanej przez punkt P
i jednostkowy wektor normalny v
𝑙𝑙 𝑆𝑆, 𝑝𝑝 = 𝑃𝑃 − 𝑆𝑆 � 𝑣𝑣

Płaszczyzna p jest zdefiniowana przez 3 punkty 𝐴𝐴 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3 ,  𝐵𝐵 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3
i 𝐶𝐶 𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2, 𝑐𝑐3 . Jednostkowy wektor v może być obliczony za pomocą iloczynu 
wektorowego wektorów AB i AC, a jako punkt P może być użyty punkt A.

𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵,𝐴𝐴𝐶𝐶,𝐴𝐴𝑆𝑆 = 𝐴𝐴𝑆𝑆 �
𝐴𝐴𝐵𝐵 × 𝐴𝐴𝐶𝐶
𝐴𝐴𝐵𝐵 × 𝐴𝐴𝐶𝐶

Zapis wektorowy

𝑙𝑙 =
𝑎𝑎𝑠𝑠1𝐿𝐿1 + 𝑎𝑎𝑠𝑠2𝐿𝐿2 + 𝑎𝑎𝑠𝑠3𝐿𝐿3

𝑀𝑀Zapis skalarny

𝐿𝐿1 = 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑎𝑎𝑐𝑐3 − 𝑎𝑎𝑏𝑏3𝑎𝑎𝑐𝑐2

𝐿𝐿2 = 𝑎𝑎𝑏𝑏3𝑎𝑎𝑐𝑐1 − 𝑎𝑎𝑏𝑏1𝑎𝑎𝑐𝑐3

𝐿𝐿3 = 𝑎𝑎𝑏𝑏1𝑎𝑎𝑐𝑐2 − 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑎𝑎𝑐𝑐1

𝑀𝑀 = 𝐿𝐿12 + 𝐿𝐿22 + 𝐿𝐿32

Prezentator
Notatki do prezentacji
Odległość punktu od płaszczyzny służy jako model pomiaru dla kilku rodzajów odchyłek. Zauważmy, że wzór definicyjny na odległość punktu od płaszczyzny wymaga pewnych przekształceń, żeby mierzona odległość l była funkcją różnic współrzędnych. Konkretnie chodzi o wyrażenie jednostkowego wektora normalnego za pomocą funkcji różnic współrzędnych. Wykorzystano definicję iloczynu wektorowego: iloczynem wektorowym jest wektor prostopadły do płaszczyzny w której leżą wektory. Wystarczy więc obliczyć iloczyn wektorowy wektorów AB i AC, żeby uzyskać wektor normalny i podzielić przez długość tego wektora, żeby otrzymać wektor jednostkowy. Na slajdzie odległość l podano zarówno w zapisie wektorowym jak i skalarnym. Jak widać odległość l jest funkcją dziewięciu wielkości wejściowych – składowych wektorów AS, AB i AC.



Odległość l punktu S od płaszczyzny p (cd) - pochodne cząstkowe

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑠𝑠1

=
𝐿𝐿1
𝑀𝑀

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑠𝑠2

=
𝐿𝐿2
𝑀𝑀

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑠𝑠3

=
𝐿𝐿3
𝑀𝑀

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏1

=
−𝑎𝑎𝑠𝑠1𝐿𝐿1 − 𝑎𝑎𝑠𝑠2𝐿𝐿2 − 𝑎𝑎𝑠𝑠3𝐿𝐿3 𝑎𝑎𝑐𝑐3𝐿𝐿2 + 𝑎𝑎𝑐𝑐2𝐿𝐿3

𝑀𝑀3 +
𝑎𝑎𝑠𝑠3𝑎𝑎𝑐𝑐2 − 𝑎𝑎𝑠𝑠2𝑎𝑎𝑐𝑐3

𝑀𝑀

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏2

=
−𝑎𝑎𝑠𝑠1𝐿𝐿1 − 𝑎𝑎𝑠𝑠2𝐿𝐿2 − 𝑎𝑎𝑠𝑠3𝐿𝐿3 𝑎𝑎𝑐𝑐3𝐿𝐿1 − 𝑎𝑎𝑐𝑐1𝐿𝐿3

𝑀𝑀3 +
𝑎𝑎𝑠𝑠1𝑎𝑎𝑐𝑐3 − 𝑎𝑎𝑠𝑠3𝑎𝑎𝑐𝑐1

𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑏𝑏3

=
−𝑎𝑎𝑠𝑠1𝐿𝐿1 − 𝑎𝑎𝑠𝑠2𝐿𝐿2 − 𝑎𝑎𝑠𝑠3𝐿𝐿3 𝑎𝑎𝑐𝑐1𝐿𝐿2 − 𝑎𝑎𝑐𝑐2𝐿𝐿1

𝑀𝑀3 +
𝑎𝑎𝑠𝑠2𝑎𝑎𝑐𝑐1 − 𝑎𝑎𝑠𝑠1𝑎𝑎𝑐𝑐2

𝑀𝑀

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑐𝑐1

=
−𝑎𝑎𝑠𝑠1𝐿𝐿1 − 𝑎𝑎𝑠𝑠2𝐿𝐿2 − 𝑎𝑎𝑠𝑠3𝐿𝐿3 𝑎𝑎𝑏𝑏3𝐿𝐿2 − 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝐿𝐿3

𝑀𝑀3 +
𝑎𝑎𝑠𝑠2𝑎𝑎𝑏𝑏3 − 𝑎𝑎𝑠𝑠3𝑎𝑎𝑏𝑏2

𝑀𝑀

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑐𝑐2

=
−𝑎𝑎𝑠𝑠1𝐿𝐿1 − 𝑎𝑎𝑠𝑠2𝐿𝐿2 − 𝑎𝑎𝑠𝑠3𝐿𝐿3 𝑎𝑎𝑏𝑏1𝐿𝐿3 − 𝑎𝑎𝑏𝑏3𝐿𝐿1

𝑀𝑀3 +
𝑎𝑎𝑠𝑠3𝑎𝑎𝑏𝑏1 − 𝑎𝑎𝑠𝑠1𝑎𝑎𝑏𝑏3

𝑀𝑀

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑐𝑐3

=
−𝑎𝑎𝑠𝑠1𝐿𝐿1 − 𝑎𝑎𝑠𝑠2𝐿𝐿2 − 𝑎𝑎𝑠𝑠3𝐿𝐿3 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝐿𝐿1 − 𝑎𝑎𝑏𝑏1𝐿𝐿2

𝑀𝑀3 +
𝑎𝑎𝑠𝑠1𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎𝑠𝑠2𝑎𝑎𝑏𝑏1

𝑀𝑀

𝑢𝑢𝑐𝑐 = �
𝑖𝑖=1

9
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑖𝑖
2

Prezentator
Notatki do prezentacji
Ponieważ model pomiaru zawiera 9 wielkości wejściowych, w budżecie będzie 9 składników niepewności i do policzenia jest 9 pochodnych cząstkowych. We wzorach na pochodne występują symbole L1, L2, L3 i M zdefiniowane na poprzednim slajdzie.



Przykład - odchyłka płaskości

MPE=2+4L/1000
u=MPE/3
A(50, 50, 10)
B(350, 50, 10)
C(200, 350, 10)
S(200, 150, 10,01)

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

as1 150 0,00 0,87 0,00
as2 0 0,00 0,67 0,00
as3 0,01 1,00 0,67 0,67
ab1 300 0,00 1,07 0,00
ab2 0 0,00 0,67 0,00
ab3 0 -0,50 0,67 0,33
ac1 150 0,00 0,87 0,00
ac2 300 0,00 1,07 0,00
ac3 0 0,00 0,67 0,00

u = 0,75

W zależności od tego gdzie 
znajduje się punkt S obliczone 
niepewności są różne, chociaż 
różnice są nieznaczne

Największa składowa niepewności 
(waga 1) dotyczy odległości punktu 
S od płaszczyzny ABC

Przy orientacji przedmiotu 
równolegle do płaszczyzn układu 
współrzędnych niektóre pochodne 
cząstkowe są równe zeru

Odchyłka = l

Prezentator
Notatki do prezentacji
Ten slajd dotyczy użycia omówionego modelu do oceny niepewności pomiaru odchyłki płaskości. Na slajdzie pokazano przykładowy budżet niepewności dla konkretnego położenia punktu S względem punktów A, B i C. Dodatkowo, na rysunku 3D za pomocą kolorów pokazano, że obliczona niepewność jest różna dla różnych położeń punktu S. Konkretne wartości można odczytać na przekrojach tego wykresu. Na przekroju wykresu dla x=200 (płaszczyzną pionową przez środek) widać, że niepewność pomiaru przyjmuje wartości z przedziału od około 0,66 do około 0,74. Ponieważ i tak nie wiemy w którym punkcie występuje największa wypukłość lub wklęsłość jako oszacowanie niepewności standardowej pomiaru odchyłki płaskości przyjmiemy wartość największą czyli 0,74 mikrometra. Przyjrzyjmy się jeszcze liczbom w budżecie niepewności pamiętając, że mierzona płaszczyzna jest równoległa do płaszczyzny xy układu współrzędnych (widać to po współrzędnych punktów charakterystycznych – współrzędna z dla wszystkich jest równa 10. Najważniejsza obserwacja jest taka, że tylko dwa współczynniki wrażliwości są różne od 0: jeden ma wartość 1 a drugi ½. Gdyby tej równoległości nie było to niezerowych wag byłoby więcej ale wynik końcowy byłby praktycznie taki sam. Ciekawe jest również to, które składniki niepewności są niezerowe: as3 i ab3 czyli odległości w osi z par punktów AS i AB. Przy płaszczyźnie równoległej do płaszczyzny xy są to odległości praktycznie zerowe (jedna dokładnie równa zeru, druga równa odchyłce płaskości). Widać, że to jaką podano wartość odchyłki płaskości nie ma żadnego znaczenia. Można jeszcze zauważyć, że niepewność standardowa pomiaru odległości bliskich zeru zależy wyłącznie od stałej we wzorze na MPE.



Przykład zastosowania modelu do oceny niepewności pomiaru odchyłki pozycji punktu 
względem płaszczyzny

Dane do przykładu:
MPE=2+4L/1000
u=MPE/3
A(50, 50, 10)
B(350, 50, 10)
C(200, 350, 10)
S(200, 50, 210)

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

as1 150 0 0,87 0
as2 0 0 0,67 0
as3 200 1 0,93 0,93
ab1 300 0 1,07 0
ab2 0 0 0,67 0
ab3 0 -0,5 0,67 0,33
ac1 150 0 0,87 0
ac2 300 0 1,07 0
ac3 0 0 0,67 0

u = 0,99

W zależności od tego gdzie 
znajduje się punkt S obliczone 
niepewności są różne, chociaż 
różnice są nieznaczne
Największa składowa niepewności 
(waga 1) dotyczy odległości punktu 
od płaszczyzny wynoszącej w 
przykładzie 200 mm.

Odchyłka = 2l

Prezentator
Notatki do prezentacji
Ten sam model co poprzednio nadaje się dla odchyłki pozycji. Odchyłka pozycji to odległość pary płaszczyzn równoległych do bazy i symetrycznych do teoretycznej pozycji punktu S (płaszczyzny obejmują rzeczywisty punkt). Ponieważ odchyłka pozycji jest 2 razy większa od odległości punkt-płaszczyzna, to niepewność pomiaru również jest 2 razy większa od niepewności z tabeli. Orientacja przedmiotu jest taka sama jak dla przypadku odchyłki płaskości. W budżecie występują też tylko dwa niezerowe składniki. Jedyna różnica jest taka, że składnik z wagą 1 dotyczy teraz większej odległości punktu S od płaszczyzny ABC: poprzednio było to prawie 0 teraz jest 200 mm.



𝜆𝜆 =
1

105
�

𝑖𝑖=1

105
𝑃𝑃𝑠𝑠𝑖𝑖2

−1

Niepewność pomiaru długości

Dla niżej pokazanych błędów λ = 2.33

𝑢𝑢 =
𝑀𝑀𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜆𝜆

𝜆𝜆 jest obliczane z wyników wzorcowania CMM, po wcześniejszej standaryzacji do przedziału (-1, 1)

𝑃𝑃𝑠𝑠𝑖𝑖 =
𝑃𝑃𝐸𝐸
𝑀𝑀𝑃𝑃𝑃𝑃

Diagram błędów CMM

Histogram błędów standaryzowanych

Prezentator
Notatki do prezentacji
Skąd wartość 3 w używanym na wcześniejszych slajdach wzorze na standardową niepewność pomiaru długości u (u=MPE/3)„Przeliczenie” MPE na niepewność standardową można wykonać metodą B, przyjmując, że największa wartość błędu pomiaru długości a=MPE i zakładając rozkład prawdopodobieństwa dla tego błędu.Można je również wykonać metodą A obliczając odchylenie standardowe błędów, pod warunkiem, że dysponujemy znaczną liczbą wartości błędów. Na marginesie: zamiast odchylenia standardowego może być uzasadnione użycie pierwiastka z momentu drugiego względem zera.Gdyby zastosować metodę B i przyjąć rozkład jednostajny to zamiast wartości 3 byłaby wartość pierwiastek z 3. Dla rozkładu normalnego najczęściej przyjmuje się wartość z przedziału 2-3.W przypadku dysponowania świadectwem wzorcowania maszyny mamy 105 wartości błędów z których można obliczyć wartość współczynnika lambda. Ponieważ MPE rośnie ze wzrostem mierzonej długości wcześniej konieczna jest standaryzacja błędów wskazań CMM do przedziału (-1, 1).Na slajdzie podano wzór na obliczenie lambda i wzór na obliczenie standaryzowanego błędu wskazań Esi. Pokazano również przykładowy diagram błędów i histogram błędów po standaryzacji. Z przykładowego diagramu można wnioskować, że mamy do czynienia z maszyną w dość kiepskim stanie technicznym – sporo punktów na diagramie jest bliskich granicy. Tym niemniej daleko jeszcze do rozkładu jednostajnego, dla którego lambda byłoby równe pierwiastkowi z 3 czyli około 1,7. Dla maszyn w dobrym stanie punkty na diagramie układają się znacznie bliżej środka pola tolerancji i wtedy lambda często przyjmuje wartości nawet znacznie większe niż 3.



Podsumowanie

Podany opis służy wyjaśnieniu istoty nowej metody. Praktyczne obliczenia i tak 
trzeba wykonać komputerowo.
Z przedstawionych przykładów wynika, że do wykonania obliczeń potrzeba 
względnie mało danych:
- wzór na MPE,
- świadectwo wzorcowania,
- rysunek lub model z którego można odczytać współrzędne punktów 
charakterystycznych.
Wykonanie obliczeń zajmie trochę czasu, szczególnie jeśli obliczenia chcemy 
wykonać dla znacznej liczby charakterystyk – warto tutaj skorzystać z usług firmy 
zewnętrznej – w porównaniu z zakupem oprogramowania symulacyjnego, koszt 
usługi będzie wielokrotnie niższy

Źródło: Płowucha W., Rosner P., Wojtyła M.: Outsourcing w szacowaniu 
niepewności pomiarów współrzędnościowych, Mechanik 10/2019, s. 642-5



Podsumowanie

współosiowości względem osi elementu 
stanowiącego bazę:                                             3,07

współosiowości względem bazy wspólnej:     0,74

promienia łuku okręgu                                0,4 – 30

Płowucha W: Wyznaczanie niepewności pomiarów 
współrzędnościowych metodą analizy wrażliwości. Akademia 
Techniczno-Humanistyczna w Bielsku-Białej, 2019

Prezentator
Notatki do prezentacji
Z przeprowadzonych obliczeń niepewności pomiaru różnych przykładowych odchyłek geometrycznych dla tej samej maszyny pomiarowej można zauważyć, że w większości przypadków niepewność standardowa pomiaru zawiera się w granicach od 0,8 do 1,4 mikrometrów dla odchyłek kształtu i kierunku i wynosi około 2 mikrometrów dla odchyłek położenia (tam, gdzie w modelach pomiaru występowało mnożenie odległości przez 2). Na tym tle wyróżniają się dwie charakterystyki. Niepewność pomiaru promienia łuku zmienia się od 0,4 do 30 mikrometrów, a niepewność pomiaru odchyłki współosiowości od 0,7 do 3 mikrometrów a nawet więcej. Z tego powodu te dwie charakterystyki doskonale nadają się do walidacji metody



Walidacja metody

Prezentator
Notatki do prezentacji
Bardziej szczegółowa analiza niepewności pomiaru odchyłki współosiowości wskazuje, że zależy ona od proporcji długości bazy do odległości elementu tolerowanego od bazy. Do celów walidacji należy wykonać procedurę eksperymentalnego szacowania niepewności według ISO 15530-3 na kątowniku walcowym dla kilku wariantów różniących się długościami bazy i proporcjami między długością bazy a odległością elementu tolerowanego od bazy.



Walidacja metody

Prezentator
Notatki do prezentacji
Niepewność pomiaru promienia łuku zależy od kąta na jakim ten łuk był próbkowany. Jak widać z wykresu dopiero po przekroczeniu 90 stopni, czyli po objęciu próbkowaniem przynajmniej połowy okręgu, niepewność pomiaru przyjmuje wartości zbliżone do niepewności pomiaru okręgu. W miarę zmniejszania kąta niepewność gwałtownie rośnie. Do celów walidacji należy wykonać procedurę eksperymentalnego szacowania niepewności według ISO 15530-3 na pierścieniu wzorcowym dla kilku wariantów różniących się kątem theta



Walidacja metody

Prezentator
Notatki do prezentacji
Na slajdzie pokazano przykładowe strategie próbkowania zawierające 11 równomiernie rozmieszczonych punktów dla kąta theta równego 17°, 25°, 40°, 90° oraz dla pomiaru promienia okręgu



Model pomiaru: Odległość l punktu S od prostej p
zdefiniowanej przez punkt P i jednostkowy wektor v

𝑙𝑙 𝑆𝑆, 𝑝𝑝 = 𝑃𝑃 − 𝑆𝑆 × 𝑣𝑣

Prosta p jest zdefiniowana przez 2 punkty 𝐴𝐴 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2,𝑎𝑎3
i 𝐵𝐵 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3 . Jako punkt P może być przyjęty punkt A. 

𝑙𝑙 𝐴𝐴𝑆𝑆,𝐴𝐴𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝑆𝑆 ×
𝐴𝐴𝐵𝐵
𝐴𝐴𝐵𝐵Zapis wektorowy

Zapis skalarny 𝑙𝑙 =
𝑎𝑎𝑠𝑠2𝑎𝑎𝑏𝑏3 − 𝑎𝑎𝑠𝑠3𝑎𝑎𝑏𝑏2 2 + 𝑎𝑎𝑠𝑠3𝑎𝑎𝑏𝑏1 − 𝑎𝑎𝑠𝑠1𝑎𝑎𝑏𝑏3 2 + 𝑎𝑎𝑠𝑠1𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎𝑠𝑠2𝑎𝑎𝑏𝑏1 2

𝑎𝑎𝑏𝑏12 + 𝑎𝑎𝑏𝑏22 + 𝑎𝑎𝑏𝑏32

Prezentator
Notatki do prezentacji
Na poprzednim slajdzie w zasadzie zakończono wyjaśnianie podstaw nowej metody szacowania niepewności pomiarów współrzędnościowych. Kolejne slajdy to dalsze przykłady modeli. Na tym slajdzie przedstawiono model – wzór na odległość punktu od prostej. W pierwszym wzorze odległość ta jest przedstawiona z użyciem jednostkowego wektora równoległego do prostej. Drugi wzór przedstawia tę odległość zgodnie z przyjętą koncepcją jako funkcję wektorów, a więc tym samym jako funkcję współrzędnych wektorów czyli różnic współrzędnych par punktów co widać w zapisie skalarnym



Przykład zastosowania modelu do oceny niepewności 
pomiaru odchyłki prostoliniowości osi

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

as1 50 0 0,73 0
as2 0 0 0,67 0
as3 0,01 1 0,67 0,67
ab1 100 0 0,80 0
ab2 0 0 0,67 0
ab3 0 -0,50 0,67 0,33

u = 0,75

E(L, MPE)=2+4L/1000
A(100, 100, 100)
B(200, 100, 100)
S(150, 100, 100,01)

Dotyczy również 
- odchyłki prostoliniowości 
tworzącej i 
- odchyłki prostoliniowości 
prostej na płaszczyźnie

W zależności od tego gdzie znajduje 
się punkt S (największe wygięcie) 
obliczone niepewności są różne, 
chociaż różnice są nieznaczne 
(największa wartość dla środka 
odcinka AB)

Największa składowa niepewności 
(waga 1) dotyczy odległości punktu od 
prostej (odchyłki prostoliniowości). 
Przyjęto, że S leży „nad” osią i dlatego 
składowa z (as3) jest różna od 0.

Prezentator
Notatki do prezentacji
Należy zaznaczyć, że jedna ze składowych niepewności występuje z wagą 1, i jedna z wagą 0,5 i obie dotyczą małej wartości mierzonej. Składowe związane z dużymi wartościami mierzonymi czyli związane z długością mierzonego obiektu występują w budżecie z wagą równą zero, co oznacza, że długość mierzonego obiektu nie wpływa na niepewność pomiaru prostoliniowości. Wartość niepewności zmienia się nieznacznie w zależności od położenia punktu S, czyli punktu największego wygięcia – największa wartość występuje w środku i tę przyjmuje się za wynik.



Przykład zastosowania modelu do oceny niepewności 
pomiaru odchyłki współosiowości

E(L, MPE)=2+4L/1000
A(100, 100, 100)
B(120, 100, 100)
S(210, 100, 100,01)

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi , µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖, 
µm

bs1 90 0 0.79 0
bs2 0 0 0.67 0
bs3 0.01 1 0.67 0.67
ab1 20 0 0.69 0
ab2 0 0 0.67 0
ab3 0 -4.5 0.67 3

u = 3.07

W zależności od tego gdzie znajduje się punkt S obliczone niepewności są 
różne; przy ustalonej szerokości bazy rosną w miarę oddalania się elementu 
tolerowanego od bazy.
Waga 4,5 przy największej składowej niepewności wynika z proporcji 
odległość od bazy (210-120 = 90) do szerokości bazy (120-100 = 20)
Składowa z wagą 1 odnosi się do odległości punktu S od prostej AB

Wartość odchyłki jest 2 razy większa od odległości S-AB, tak więc jej 
niepewność jest 2 razy większa od niepewności u(S-AB)

Prezentator
Notatki do prezentacji
Model „odległość punkt-prosta nadaje się do oceny niepewności odchyłki współosiowości. Na rysunku element tolerowany znajduje się w pewniej odległości od bazy. Budżet niepewności jest podobny do poprzedniego, bo jest oparty na tym samym modelu, tyle, że waga, która poprzednio wynosiła 0,5, teraz wynosi 4,5 Ta wartość proporcją odległości elementu tolerowanego od bazy i długości bazy.



Wyjaśnienie istoty metody na przykładzie klasycznego pomiaru promienia łuku 
mikroskopem pomiarowym

Dane:
E(L, MPE)=2+4L/1000
R=50

R c
s

s
= +
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xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi , µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ab1 91.65 0.76 0.79 0.60
bs2 30 -0.67 0.71 -0.47

u = 0.76

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi , µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ab1 54.26 1.70 0.74 1.25
bs2 8 -5.25 0.68 -3.56

u = 3.77

A(100, 100)
B(191.65, 100)
S(145.825, 70)
c=91.65
s=30

A(100, 100)
B(154.26, 100)
S(127.13, 92)
c=54.26
s=8

Przykłady wskazują, że (zgodnie z oczekiwaniem) niepewność pomiaru promienia maleje ze wzrostem wartości strzałki łuku.
Niepewność pomiaru średnicy jest 2 razy większa od niepewności pomiaru promienia.

Prezentator
Notatki do prezentacji
Tutaj jeszcze raz, na wszelki wypadek, wyjaśnienie istoty podejścia do szacowania niepewności pomiarów współrzędnościowych. Pokazany tutaj przykład szacowania niepewności jest powszechnie stosowany w klasycznych pomiarach mikroskopem pomiarowym i projektorem – omawiane podejście jest identyczne. W obu przypadkach jako wielkości wejściowe przyjęte są „różnice współrzędnych” (cięciwa do różnica współrzędnych x, strzałka – y)



𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵,𝐴𝐴𝐶𝐶,𝐴𝐴𝑆𝑆 = 𝐴𝐴𝑆𝑆 �
𝐴𝐴𝐵𝐵 × 𝐴𝐴𝐶𝐶
𝐴𝐴𝐵𝐵 × 𝐴𝐴𝐶𝐶

Model 1: odległość punktu S od płaszczyzny ABC

We wszystkich 5 przypadkach pole tolerancji stanowi 
para płaszczyzn równoległych do ABC

Odchyłka pozycji punktu względem płaszczyzny 

Odchyłka pozycji osi względem płaszczyzny 

Odchyłka pozycji płaszczyzny względem płaszczyzny 

5 przykładów, pierwszy i piąty już były już omówione

Prezentator
Notatki do prezentacji
Na kolejnych slajdach przedstawiono prawie wszystkie modele umożliwiające szacowanie niepewności pomiaru prawie wszystkich rodzajów wymiarów i odchyłek geometrycznych. Model odległość punkt-płaszczyzna ma zastosowanie do 5 przypadków gdy pole tolerancji stanowi para płaszczyzn równoległych do ABC. Trzy z tych przypadków są na tym slajdzie, pozostałe dwa na następnym



𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵,𝐴𝐴𝐶𝐶,𝐴𝐴𝑆𝑆 = 𝐴𝐴𝑆𝑆 �
𝐴𝐴𝐵𝐵 × 𝐴𝐴𝐶𝐶
𝐴𝐴𝐵𝐵 × 𝐴𝐴𝐶𝐶

Model 1: odległość punktu S od płaszczyzny ABC (cd)

Odchyłka równoległości osi w płaszczyźnie normalnej do wspólnej

Odchyłka płaskości

Na rys. 𝐾𝐾 ≡ 𝐶𝐶

Wojciech Płowucha: Szacowanie niepewności pomiarów 
współrzędnościowych odchyłek równoległości osi metodą 
analizy wrażliwości, Mechanik 12/2018, s. 1136-9

Prezentator
Notatki do prezentacji
Krótkie wyjaśnienie do pokazanego na rysunku przykładu odchyłki równoległości osi. Generalnie są 3 możliwości specyfikowania tolerancji równoległości osi: w płaszczyźnie wspólnej, normalnej do wspólnej (tutaj) i walcowe pole tolerancji. W pierwszych dwóch przypadkach pole tolerancji ma postać pary płaszczyzn, w trzecim przypadku ma postać walca



Model 2: Odległość punktu S od płaszczyzny zawierającej 
punkt K i równoległej do płaszczyzny ABC

𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵,𝐴𝐴𝐶𝐶,𝐾𝐾𝑆𝑆 = 𝐾𝐾𝑆𝑆 � 𝐴𝐴𝐴𝐴×𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴×𝐴𝐴𝐴𝐴

Pole tolerancji stanowi para płaszczyzn 
równoległych do ABCOdchyłka równoległości prostej 

względem płaszczyzny

Odchyłka równoległości płaszczyzny 
względem płaszczyzny

Różnica w porównaniu z modelem 1: tutaj jest mierzona odległość od innej płaszczyzny

Prezentator
Notatki do prezentacji
Model pokazany na tym slajdzie jest bardzo podobny do modelu z poprzedniego slajdu – jedyna różnica polega na tym że pojawia się dodatkowy punkt K 



Model 2: Odległość punktu S od płaszczyzny zawierającej punkt K i równoległej 
do płaszczyzny ABC. Przykład: odchyłka równoległości płaszczyzn

𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵,𝐴𝐴𝐶𝐶,𝐾𝐾𝑆𝑆 = 𝐾𝐾𝑆𝑆 � 𝐴𝐴𝐴𝐴×𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴×𝐴𝐴𝐴𝐴

A (50, 50, 10); B (350, 50, 10); C (200, 350, 10); 
K(200, 50, 200); S(350, 350, 200)

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ks1 150 0 0,87 0
ks2 300 0 1,07 0
ks3 0 1 0,67 0,67
ab1 300 0 1,07 0
ab2 0 0 0,67 0
ab3 0 0 0,67 0
ac1 150 0 0,87 0
ac2 300 0 1,07 0
ac3 0 -1 0,67 0,67

u = 0,94

W budżecie dwie składowe z wagą 1

Prezentator
Notatki do prezentacji
Liczba wielkości wejściowych pozostaje taka sama (dziewięć). W budżecie są dwie składowe z wagą 1



𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵,𝐴𝐴𝐶𝐶,𝐾𝐾𝑆𝑆 = 𝐾𝐾𝑆𝑆 � 𝐴𝐴𝐴𝐴×𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴×𝐴𝐴𝐴𝐴 A (50, 200, 10); B (350, 350, 10); C (350, 50, 10); 

K (50, 200, 200); S(350, 200, 200)

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ks1 300 0,00 1,07 0,00
ks2 0 0,00 0,67 0,00
ks3 0 -1,00 0,67 0,67
ab1 300 0,00 1,07 0,00
ab2 150 0,00 0,87 0,00
ab3 0 0,50 0,67 0,33
ac1 300 0,00 1,07 0,00
ac2 -150 0,00 0,87 0,00
ac3 0 0,50 0,67 0,33

u = 0,82

Model 2: Odległość punktu S od płaszczyzny zawierającej punkt K i równoległej 
do płaszczyzny ABC. Przykład: odchyłka równoległości osi do płaszczyzny

W budżecie jedna składowa z wagą 1 i dwie z wagami 0,5

Prezentator
Notatki do prezentacji
W tym przykładowym budżecie jest jedna składowa z wagą 1 i dwie z wagami 0,5



Model 3: Odległość punktu S od płaszczyzny zawierającej 
punkt K i prostopadłej do płaszczyzny ABC

𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵,𝐾𝐾𝑆𝑆 = 𝐾𝐾𝑆𝑆 �
𝐴𝐴𝐵𝐵
𝐴𝐴𝐵𝐵

Pole tolerancji stanowi para płaszczyzn 
prostopadłych do AB (odchyłka = l)

Odchyłka prostopadłości osi

Odchyłka prostopadłości 
płaszczyzny do osi

Odchyłka bicia całkowitego

Różnica w porównaniu z modelem 1: tutaj, podobnie jak w modelu 2, jest mierzona odległość od innej płaszczyzny

Prezentator
Notatki do prezentacji
Ten model dotyczy odległości punktu od płaszczyzny ale płaszczyzna jest zdefiniowana w bardziej złożony sposób.



Model 3: Odległość punktu S od płaszczyzny zawierającej punkt K 
i prostopadłej do płaszczyzny ABC

A (350, 100, 10);
B (350, 100, 400);
K (350, 135, 400);
S (300-400, 50, 400.1);

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi , µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖, 
µm

ab1 0 0,13 0,67 0,09
ab2 0 0,22 0,67 0,15
ab3 -390 0 1,19 0
ks1 50 0 0,73 0
ks2 85 0 0,78 0
ks3 -0,1 -1 0,67 -0,67

u = 0,69Budżet dla S (300, 50, 400.1) 

Przykład: odchyłka prostopadłości płaszczyzny do osi oraz bicia osiowego całkowitego

Prezentator
Notatki do prezentacji
Przykład dla odchyłki prostopadłości płaszczyzny do osi



Model 3: Odległość punktu S od płaszczyzny zawierającej punkt K 
i prostopadłej do płaszczyzny ABC. Przykład: odchyłka prostopadłości osi

A (350, 100, 10);
B (350, 100, 400);
K (350, 135, 400);
S (350, 50, 400.1);

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi , µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖, 
µm

ab1 0 0 0,67 0
ab2 0 0,22 0,67 0,15
ab3 -390 0 1,19 0
ks1 0 0 0,67 0
ks2 85 0 0,78 0
ks3 -0,1 -1 0,67 -0,67

u = 0,68

Prezentator
Notatki do prezentacji
Przykład dla odchyłki prostopadłości osi



Model 4: Odległość punktu S od płaszczyzny zawierającej 
punkt K i prostopadłej do płaszczyzny ABK

Pole tolerancji stanowi para płaszczyzn 
„poziomych” równoległych do AB 
(odchyłka = l)Odchyłka równoległości osi w płaszczyźnie wspólnej

A (5, 10, 10); B (25, 10, 10); K (5, 10, 150);
S (25, 10, 150);

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ab1 -20 0 0,69 0
ab2 0 0 0,67 0
ab3 0 1 0,67 0,67
ak1 0 0 0,67 0
ak2 0 0 0,67 0
ak3 -140 0 0,81 0
ks1 -20 0 0,69 0
ks2 0 0 0,67 0
ks3 0 -1 0,67 -0,67

u = 0,94

Prezentator
Notatki do prezentacji
Warto pamiętać, że są trzy rodzaje odchyłki równoległości osi: 1 – w płaszczyźnie wspólnej (in plane), 2 – w płaszczyźnie normalnej do wspólnej (out of plane), 3 – pole tolerancji walcowe



Model 5: Odległość punktu S od płaszczyzny zawierającej 
punkty K i L i równoległej do prostej AB

Pole tolerancji stanowi para płaszczyzn „poziomych” 
równoległych do AB (odchyłka = l) 
Orientację pola tolerancji w kierunku prostopadłym 
wyznacza prosta KL

Odchyłka równoległości płaszczyzny do osi

𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵,𝐾𝐾𝐿𝐿,𝐾𝐾𝑆𝑆 = 𝐾𝐾𝑆𝑆 �
𝐾𝐾𝐿𝐿 × 𝐴𝐴𝐵𝐵
𝐾𝐾𝐿𝐿 × 𝐴𝐴𝐵𝐵

Prezentator
Notatki do prezentacji
Należy zwrócić uwagę na rozmieszczenie punktów K i L – ustalają orientację w kierunku prostopadłym do prostej AB



Model 5: Odległość punktu S od płaszczyzny zawierającej 
punkty K i L i równoległej do prostej AB

A (10, 0, 0); B (50, 0, 0); K (10, -20, 150); L (10, 20, 150);
S (50, 0, 150);

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ks1 40 0 0,72 0
ks2 20 0 0,69 0
ks3 0,01 1 0,67 0,67
kl1 0 0 0,67 0
kl2 40 0 0,72 0
kl3 0 0,5 0,67 0,33
ab1 40 0 0,72 0
ab2 0 0 0,67 0
ab3 0 -1 0,67 -0,67

u = 1,0

Prezentator
Notatki do prezentacji
Warto przyglądać się wykresowi, który za pomocą kolorów pokazuje jak zmienia się niepewność pomiaru w zależności od położenia punktu S. Ponieważ nie wiemy gdzie jest gdzie naprawdę leży punkt najbardziej odległy od idealnej płaszczyzny równoległej do osi jako wynik oszacowania niepewności przyjmujemy największą wartość z wykresu. Wartość tę można odczytać z wykresu 2D będącego przekrojem wykresu 3D.



Model 6: Odległość punktu S od płaszczyzny zawierającej 
punkty K i L i prostopadłej do płaszczyzny ABC

𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵,𝐴𝐴𝐶𝐶,𝐾𝐾𝐿𝐿,𝐾𝐾𝑆𝑆 = 𝐾𝐾𝑆𝑆 � 𝐴𝐴𝐴𝐴×𝐴𝐴𝐴𝐴 ×𝐾𝐾𝐾𝐾
𝐴𝐴𝐴𝐴×𝐴𝐴𝐴𝐴 ×𝐾𝐾𝐾𝐾

Odchyłka prostopadłości płaszczyzn

Pole tolerancji stanowi para płaszczyzn 
„pionowych” prostopadłych do ABC 
(odchyłka = l).

Orientację pola tolerancji w drugim 
kierunku wyznacza prosta KL

Prezentator
Notatki do prezentacji
Zauważmy, że modele pomiaru wyrażają coraz bardziej złożone wzory. Wynika to z definicji mierzonej odchyłki albo ze sposobu pomiaru z użyciem minimalnej liczby punktów



Model 6: Odległość punktu S od płaszczyzny zawierającej 
punkty K i L i prostopadłej do płaszczyzny ABC

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ks1 30 0 0,71 0
ks2 15 0 0,69 0
ks3 0,01 -1 0,67 -0,67
kl1 0 0 0,67 0
kl2 30 0 0,71 0
kl3 0 -0,5 0,67 -0,33
ab1 0 -0,5 0,67 -0,33
ab2 30 0 0,71 0
ab3 0 0 0,67 0
ac1 0 1 0,67 0,67
ac2 15 0 0,69 0
ac3 -30 0 0,71 0

u = 1,05
A(-5, 0, 0); B(-5, 30, 0); C(-5, 15, -30);
K(5, 0, 5); L(5, 30, 5); S(35, 15, 5.01);

Prezentator
Notatki do prezentacji
Tutaj mamy aż 12 wielkości wejściowych i w budżecie 2 razy występuje waga 1 i 2 razy waga 0,5. Ale jak widać, wartość niepewności w porównaniu z wcześniejszymi przykłądami wcale nie jest duża.



Model 7: Odległość punktu S od prostej AB

𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵,𝐴𝐴𝑆𝑆 = 𝐴𝐴𝑆𝑆 ×
𝐴𝐴𝐵𝐵
𝐴𝐴𝐵𝐵

Różne przypadki odchyłki prostoliniowości 
(osi, tworzącej, prostej na płaszczyźnie)

Różne przypadki odchyłki współosiowości

Pole tolerancji stanowi:
- w przypadku odchyłki prostoliniowości 
osi – walec (odchyłka = l)
- w przypadkach odchyłki prostoliniowości 
tworzącej i prostej na płaszczyźnie – para 
prostych (odchyłka = l)
- w przypadku odchyłki współosiowości –
walec (odchyłka = 2l)
- w przypadku odchyłki współosiowości –
okrąg (odchyłka = 2l)

Prezentator
Notatki do prezentacji
To jest jeden z najciekawszych przypadków. Trochę na temat współosiowości było już wcześniej



Model 7: Odległość punktu S od prostej AB

Pole tolerancji w przypadku odchyłki współosiowości 
stanowi  walec (odchyłka = 2l)

A(100, 100, 100), B(120, 100, 100), 
S(200 .. 210, 100, 100,01)

Składnik xi, mm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi, µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖, 
µm

bs1 90 0 0,79 0
bs2 0 0 0,67 0
bs3 0,01 1 0,67 0,67
ab1 20 0 0,69 0
ab2 0 0 0,67 0
ab3 0 -4,5 0,67 3

u = 3,07

A(100, 100, 100), B(120, 100, 100), S(210, 100, 100,01)

Prezentator
Notatki do prezentacji
Taki przypadek już był pokazany dla współosiowości osi otworów. To, że teraz współosiowość dotyczy osi wałków oczywiście nie ma znaczenia



Model 7: Odległość punktu S od prostej AB

Pole tolerancji w przypadku odchyłki współśrodkowości 
stanowi okrąg (odchyłka = 2l)

Składnik xi, mm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi, µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖, 
µm

bs1 0 0,67 0
bs2 0 0 0,67 0
bs3 0,01 1 0,67 0,67
ab1 30 0 0,71 0
ab2 0 0 0,67 0
ab3 0 0 0,67 0

u = 0,67

A(50, 100, 100), B(80, 100, 100), S(80, 100, 100,01)

W przedstawionym budżecie niepewności występuje tylko 
jeden składnik z wagą różną od zera: 𝜕𝜕𝑙𝑙

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑠𝑠3
= 1, co związane jest z 

faktem, że punkt S pokrywa się z punktem B

Prezentator
Notatki do prezentacji
W modelu, w porównaniu e współosiowością, przyjęto, że punkt osi stanowiącej bazę i punkt elementu tolerowanego leżą w jednej płaszczyźnie



Model 7: Odległość punktu S od prostej AB

Pole tolerancji w przypadku odchyłki bicia stanowi 
obszar między dwoma walcami których różnica 
promieni równa się tolerancji (odchyłka = l = |r1 – r2|)

Składnik xi, mm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi, µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖, 
µm

bs1 50 0 0,73 0
bs2 0 0 0,67 0
bs3 25 1 0,70 0,70
ab1 30 0 0,71 0
ab2 0 0 0,67 0
ab3 0 -1,67 0,67 1,11

u = 1,31

A(100, 100, 100), B(130, 100, 100), S(180, 100, 125)

A(100, 100, 100), B(130, 100, 100), S(140..180, 100, 125)

Prezentator
Notatki do prezentacji
Technka współrzędnościowa nie jest typową techniką do pomiarów odchyłki bicia. Warto może zwrócić uwagę na fakt, że bicie (ściślej bicie promieniowe) było pierwszą tolerancją geometryczną jaka pojawiła się na rysunku konstrukcyjnym, a wynika to z względnej łatwości pomiaru w czasie montażu.



𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵,𝐴𝐴𝑆𝑆 = 𝐴𝐴𝑆𝑆 ×
𝐴𝐴𝐵𝐵
𝐴𝐴𝐵𝐵

Odległość osi (odchyłka = l)
Odchyłka pozycji (odchyłka = 2(l-100))

Ciekawe jest porównanie tych 2 sposobów specyfikacji i pomiaru: 
Odchyłka pozycji = 2 x moduł (odch. wym)
Niepewność pomiaru odchyłki pozycji jest 2 razy większa od niepewności 
pomiaru odległości osi, podczas gdy wymagania są praktycznie 
identyczne. Co ciekawe, pomimo tego, że relacje między niepewnością a 
tolerancją w porównywanych przypadkach różnią się dwukrotnie, to 
prawdopodobieństwa odrzucenia wyrobu spełniającego wymagania są 
identyczne

Błąd na rysunku 
tolerancja pozycji 
powinna być 0,1

Model 7: Odległość punktu S od prostej AB (cd)

Prezentator
Notatki do prezentacji
Bardzo ciekawa informacja. Ze względu na definicję wszystkich tolerancji położenia wartości odchyłek są podwojonymi wartościami odległości punktu od innego elementu. Stąd wartości niepewności położenia są w przybliżeniu dwukrotnie większe od niepewności pomiaru odchyłek wymiaru, kształtu czy kierunku. Niniejszy slajd ma na celu wyjaśnienie, że nie oznacza to, że trudniejsze będzie zachowanie właściwych proporcji między niepewnością pomiaru a tolerancją. W przypadku tolerancji położenia proporcje te MAJĄ PRAWO BYĆ WIĘKSZE



Model 8: Odległość punktu S od prostej zawierającej 
punkt K i równoległej do prostej AB

Odchyłka = l

Odchyłka równoległości osi – pole tolerancji walcowe

A(50, 50, 10); B (250, 50, 10); K (50, 350, 10); 
S (250, 350, 10.01)

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi , µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖, 
µm

ks1 200 0 0,93 0
ks2 0 0 0,67 0
ks3 0,01 1 0,67 0,67
ab1 200 0 0,93 0
ab2 0 0 0,67 0
ab3 0 -1 0,67 0,67

u = 0,94

Prezentator
Notatki do prezentacji
Dla przypomnienia: są 3 rodzaje odchyłki równoległości osi – ten jest najczęściej spotykany. Co ciekawe, niepewność pomiaru we wszystkich 3 przypadkach jest taka sama



Model 9: Odległość punktu S od prostej zawierającej 
punkt K i prostopadłej do płaszczyzny ABC

Pole tolerancji stanowi walec (odchyłka = l)

Odchyłka prostopadłości osi do płaszczyzny

A (10, 50, 10); B (10, 350, 10); C (10, 200, 190); 
K (350, 200, 60); S (20, 200, 60.01)

xi, mm 𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ks1 -330 0 1,11 0
ks2 0 0 0,67 0
ks3 0,01 1 0,67 0,67
ab1 0 0,92 0,67 0,61
ab2 300 0 1,07 0
ab3 0 0 0,67 0
ac1 0 -1,83 0,67 1,22
ac2 150 0 0,87 0
ac3 180 0 0,91 0

u = 1,52

Prezentator
Notatki do prezentacji
Tutaj pojawiają się trzy znaczące wagi



Model 10: Odległość punktu S od płaszczyzny zawierającej 
punkty D i E i prostopadłej do płaszczyzny ABC

Pole tolerancji stanowi para 
płaszczyzn; odchyłka = 2(l – 25)

Odchyłka pozycji punktu względem 
bazy drugorzędnej (Y) układu baz

Prezentator
Notatki do prezentacji
Wzór (model) jeszcze bardziej złożony, a będzie jeszcze



Model 11: Odległość punktu S od płaszczyzny zawierającej punkt F i prostopadłej do 2 płaszczyzn: 
płaszczyzny ABC i płaszczyzny zawierającej punkty D i E i prostopadłej do płaszczyzny ABC

Odchyłka pozycji punktu względem bazy trzeciorzędnej układu baz

Pole tolerancji stanowi 
para płaszczyzn 
(odchyłka = 2l)

𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐵𝐵,𝐴𝐴𝐶𝐶,𝐷𝐷𝑃𝑃,𝐹𝐹𝑆𝑆 = 𝑭𝑭𝑭𝑭 �
𝑨𝑨𝑨𝑨 × 𝑨𝑨𝑨𝑨 × 𝑨𝑨𝑨𝑨 × 𝑨𝑨𝑨𝑨 × 𝑫𝑫𝑫𝑫
𝑨𝑨𝑨𝑨 × 𝑨𝑨𝑨𝑨 × 𝑨𝑨𝑨𝑨 × 𝑨𝑨𝑨𝑨 × 𝑫𝑫𝑫𝑫

Prezentator
Notatki do prezentacji
W wyprowadzeniu wzoru występuje kilkukrotnie interpretacja geometryczna iloczynu wektorowego dwóch wektorów. Wzór na odchyłkę jest 2l. Ogólnie jest 2(l-TED) ale tutaj TED (wymiar teoretycznie dokładny) jest równy zeru bo nominalnie środek kuli leży w płaszczyźnie symetrii, która stanowi bazę trzeciorzędną.



Model 18: Promień okręgu

𝑅𝑅 =
𝐴𝐴𝐵𝐵 � 𝐴𝐴𝐶𝐶 � 𝐵𝐵𝐶𝐶

2 𝐴𝐴𝐵𝐵 × 𝐴𝐴𝐶𝐶
=

𝑎𝑎𝑏𝑏12 + 𝑎𝑎𝑏𝑏22 + 𝑎𝑎𝑏𝑏32 � 𝑎𝑎𝑐𝑐12 + 𝑎𝑎𝑐𝑐22 + 𝑎𝑎𝑐𝑐32 � 𝑏𝑏𝑐𝑐12 + 𝑏𝑏𝑐𝑐22 + 𝑏𝑏𝑐𝑐32

2 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑎𝑎𝑐𝑐3 − 𝑎𝑎𝑏𝑏3𝑎𝑎𝑐𝑐2 2 + −𝑎𝑎𝑏𝑏1𝑎𝑎𝑐𝑐3 + 𝑎𝑎𝑏𝑏3𝑎𝑎𝑐𝑐1 2 + 𝑎𝑎𝑏𝑏1𝑎𝑎𝑐𝑐2 − 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑎𝑎𝑐𝑐1 2

A (50, 110, 0); B (0, 
60, 0); C (110, 60, 0); 

xi, 
mm

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ab1 50 0 0,73 0
ab2 50 0 0,73 0
ab3 0 0 0,67 0
ac1 -50 0 0,73 0
ac2 50 0 0,73 0
ac3 0 0 0,67 0
bc1 -100 -0,5 0,80 -0,4
bc2 0 0 0,67 0
bc3 0 0 0,67 0

u = 0,4

A (50, 110, 0); B (6.7, 35, 0); 
C (93.3, 35, 0); 

xi, 
mm

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

uxi

µm
𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑢𝑢𝜕𝜕𝑖𝑖

ab1 -43,3 0,29 0,72 0,21
ab2 -75 -0,17 0,77 -0,13
ab3 0 0 0,67 0
bc1 -86,6 0 0,78 0
bc2 0 0,33 0,67 0,22
bc3 0 0 0,67 0
ac1 -43,3 -0,29 0,72 -0,21
ac2 75 0,5 0,77 0,38
ac3 0 0 0,67 0

u = 0,55

Prezentator
Notatki do prezentacji
Jako model pomiaru PROMIENIA okręgu przyjęto wzór na promień okręgu opisanego na trójkącie R=abc/(4S). Do obliczenia powierzchni trójkąta skorzystano z interpretacji geometrycznej iloczynu wektorowego. Na slajdzie rozważono dwa przypadki. Pierwszy można interpretować na dwa sposoby: próbkowanie odbywa się na połowie okręgu albo próbkowanie jest wykonywane w 3 punktach i celem pomiaru jest wymiar dwupunktowy (trzeci punkt służy do „wycentrowania” pomiaru dwupunktowego. Drugi  przypadek odpowiada sytuacji, że próbkowanie odbywa się w 3 równomiernie rozmieszczonych punktach na całym obwodzie. Wykres przedstawia wpływ strategii próbkowania na niepewność pomiary. Kąt theta na osi poziomej oznacza połowę kąta środkowego czyli kąta BOC. Na pierwszym rysunku kąt theta wynosi 90 stopni, na drugim 120 stopni. Kąt theta równy 180 stopni odpowiada sytuacji gdzie punkty B i C się pokrywają i leżą naprzeciwko punktu A.



Pomiar promienia łuku – budżet niepewności

Płowucha W.: Szacowanie niepewności pomiarów 
współrzędnościowych metodą analizy wrażliwości – podstawy 
teoretyczne, Mechanik 11/2018, s. 953-6

Prezentator
Notatki do prezentacji
Ostatnie dwa slajdy dotyczą pomiaru promienia łuku obejmującego mniej ni połowę okręgu i można powiedzieć, że pokazano na nich budżety niepewności dla dwóch przypadków z wykresu z poprzedniego slajdu. Na tym slajdzie strzałka łuku (odległość punktu A od prostej BC) wynosi 8 mm i niepewność pomiaru promienia jest już znaczna.



Pomiar promienia łuku – budżet niepewności

Prezentator
Notatki do prezentacji
Na tym slajdzie strzałka łuku objętego pomiarem wynosi 25 mm. Warto zauważyć, że w tym przypadku niepewność jest jeszcze całkiem „przyzwoita”.



Podsumowanie

Szacowanie niepewności pomiaru, a szczególnie pomiarów 
współrzędnościowych nie jest zadaniem łatwym. Warto jednak 
poznać niepewność pomiaru chociażby kilku najważniejszych 
charakterystyk.
Wykonanie obliczeń „na piechotę” nie jest możliwe. Spośród 
dostępnych zdecydowanie najtańsze rozwiązanie to 
zaprezentowana metoda analizy wrażliwości. Szczególną jej zaletą 
jest czytelny budżet niepewności.

Prezentator
Notatki do prezentacji
Podsumowując: Szacowanie niepewności pomiaru, a szczególnie pomiarów współrzędnościowych nie jest zadaniem łatwym. Warto jednak poznać niepewność pomiaru chociażby kilku najważniejszych charakterystyk.Wykonanie obliczeń „na piechotę” nie jest możliwe. Spośród dostępnych zdecydowanie najtańsze rozwiązanie to zaprezentowana metoda analizy wrażliwości. Szczególną jej zaletą jest czytelny budżet niepewności.
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