
СУЧАСНІ ТА ПЕРСПЕКТИВНІ МЕТОДИ
І МОДЕЛІ УПРАВЛІННЯ В ЕКОНОМІЦІ

Монографія

У 2 частинах

Частина 2

За ред. д-ра екон. наук, проф. А.О. Єпіфанова

Суми
ДВНЗ “УАБС НБУ”

2008



25

методу моделей є дорадчими у процесі прийняття рішень і виступають
кількісним аспектом цього процесу, а якісний аспект, причиною якого
є неоднаковість характеристик в учасників ситуацій (навики, традиції,
моральні і правові норми, психологічний стан, кон’юнктурні чинники,
думка впливових осіб і т. д.) включається у процес вибору самим де-
цидентом. Адже реальна ситуація є набагато складнішою від її теоре-
тичного аналога.

Вибір рішення завжди передбачає появу його наслідку у перспек-
тиві, тобто завжди є прогнозуванням. Рішення завжди направлене у
майбутнє і його головне призначення – це зменшення невизначеності.

Аналітик під час застосування математичного апарату представ-
ляє кількісний аспект прогнозу, який може бути виражений цілим спе-
ктром характеристик при різній градації умов майбутнього.
А децидент, беручи до уваги якісний аспект прогнозу, який є наслід-
ком дії якісних чинників, неврахованих у модельних експериментах,
синтезує ці два аспекти у вироблене рішення.
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К ВОПРОСАМ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ОПИСАНИЯ
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ СИСТЕМ*2

Развитие экономической теории на основе сведений о технологи-
ческих процессах дало повод к разработке производственных функ-
ций с использованием технических достижений инженерной науки.
Подход к производственной функции на технической основе обладает
значительными преимуществами. Во-первых, известна область при-
менимости производственных функций, а во-вторых, он позволяет от-
носительно легко использовать результаты технического прогресса.

*О. М. Пигнастый,  канд.  техн.  наук,  НПФ “Технология”,  Харьков; В. Я. Заруба, д-р экон. наук,
проф., академик АН Технической кибернетики Украины, НТУ “ХПИ”
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Основной предмет изучения, производственный процесс, опреде-
ляется так, как это удобно с точки зрения инженерного анализа. Пер-
вой задачей является перевод технических единиц в величины, более
подходящие для экономического анализа. Вторая и наиболее важная
задача заключается в том, чтобы путем объединения этих процессов
на отдельном предприятии получить производственную функцию
предприятия.

Традиционная производственная функция описывает эффектив-
ные технические способы производства, при которых производится
максимум желаемого товара при заданных затратах ресурсов. Процесс
поиска технических способов производства в экономической теории
не рассматривается. Долгие годы эти вопросы считались задачами
управления, выходящими за рамки экономики. Основные ограничения
инженерных данных подобны ограничениям данных бухгалтерских
затрат.

Действительно, эти два набора данных часто очень тесно связа-
ны. Бухгалтеры оценивают товарные затраты, разделяя производство
на отдельные операции, и описывают затраты каждой операции, оце-
нивая вложения труда, сырья, материалов и т.п. Инженерные данные,
подобно цифрам бухгалтерских калькуляций, относятся к процессам.
Одна из трудностей перевода этих результатов в функции затрат для
некоторых отраслей заключается в том, что процессы и затраты на эти
процессы могут взаимодействовать друг с другом и могут не быть се-
парабельными. Однако на практике это может служить вполне доста-
точным приближением для множества разных отраслей. Второй
главной трудностью является произвольность распределения компле-
ксных затрат. Кажется, именно это послужило причиной того, что су-
ществует очень мало синтетических или инженерных исследований
затрат многопродуктовых фирм.

Важным шагом в применении экономистами синтетического по-
дхода к исследованию затрат стали работы Мейера, Пека, Стенасона и
Цвика [1]. Несмотря на все возражения, которые могут быть высказа-
ны против синтетического подхода к затратам, во многих случаях он
оказывается единственным приемлемым методом. Кроме того, пост-
роение новых моделей производственных систем тесно связано с экс-
периментальным изучением организации и технологии производства
[2-5] и вызвано требованиями пятого этапа развития экономической
теории [6]. Для построения таких моделей необходимо использовать
известные общие принципы механики и физики, например термоди-
намические соотношения [7]. Полезным оказывается использование
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вариационных принципов [8]. Большая разнообразность и сложность
технологии изготовления конечного продукта производственной сис-
темы требует строить теорию функционирования производственной
системы на базе представления о производственной системе предпри-
ятия как совокупности предметов труда, находящихся в разных стади-
ях технологической обработки [4, 9]. Однако следить за поведением
каждого предмета труда (базового продукта производственной систе-
мы) из-за их весьма большого количества и вероятностного характера
воздействия на базовый продукт технологического оборудования не-
возможно.

Одним из общих методов подхода к исследованию поведения
больших систем является довольно развитый аппарат статистической
механики. В нем применяется вероятностный подход к изучаемым яв-
лениям и вводятся средние по большому ансамблю частиц характери-
стики. Данный подход позволяет получить путем агрегирования
микропараметров рассматриваемого производства модель функцио-
нирования производственной системы с конкретным технологическим
процессом в рамках существующего на предприятии производствен-
ного оборудования [10], исключить подбор из существующих моделей
описания производственных систем такую модель, которая наиболее
близко соответствует рассматриваемому объекту. При этом с практи-
ческой точки зрения интересно получить характерные числа для фун-
кционирования производственных систем, позволяющие обосновать
выбор соответствующей модели описания реального производствен-
ного объекта.

Инженерно-производственная функция
производственной системы

Функционирование современного производства может быть
представлено в виде процесса, в ходе которого производственная сис-
тема переходит из одного своего состояния в другое. Состояние сис-
темы можно определить как состояние общего числа N  базовых
продуктов производственной системы [4, с. 178]. Под базовым проду-
ктом [5, с. 183] понимается элемент производственной системы, на
который происходит перенос стоимости живого труда, сырья, матери-
алов и орудий труда при его движении по операционной цепочке тех-
нологических карт. В ходе такого движения происходит
целенаправленное превращение исходного сырья и материалов (ме-
жоперационной заготовки) в готовый продукт путем целенаправлен-
ного воздействия общественно-полезного труда. Состояние j -го
базового продукта может быть описано микроскопическими величи-
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нами (производственно-технологическими параметрами) ( )jj м,S  [10],

где jS (грн.) и
Дt

ДS
=м jmil

0Дtj
®

 (грн./час) соответственно сумма общих

затрат и затрат в единицу времени, перенесенные производственной
системой на j -й базовый продукт, Nj<0 £ . Рассматриваемую произ-
водственную систему будем характеризовать функцией

( )00N21N21П м,S,м,...,м,м,S,...,S,St,J  [8]. Через переменные 0S  и 0м
задана технология производства базового продукта [11] в фазовом
технологическом пространстве ( )mS, . Переменные 0S  и 0м  в этом
пространстве определяют для производственного процесса норматив-
ную технологическую траекторию

(t)S=S 00 ,
dt

(t)dS=м 0
0 . (1)

Нормативная технологическая траектория является детерминиро-
ванной. Детерминированность нормативной технологической траек-
тории вытекает из однозначности заданной технологии изготовления
базового продукта. Каждая технологическая операция имеет нормати-
вные технологические параметры производства базового продукта и
допустимые отклонения от нормативных технологических парамет-
ров. Технологическая операция, выполненная с превышением значе-
ний предельных отклонений, приводит к нарушению
технологического процесса, и как следствие, к появлению бракован-
ной заготовки. Пусть технологический процесс на каждой m -ой
технологической операции задан k  технологическими факторами

km,Z  с определяющими их параметрами

k,m1km,km,k,m2km, ДZZZДZZ -££- , m =1.. mN , к =1.. kN ,  (2)

где mN  и kN  соответственно, количество технологических операций
и количество технологических факторов, которое допускае-
тся технологической операцией. Каждый технологический
фактор km,Z  является случайной величиной с математичес-
ким ожиданием (нормативным значением) km,Z . Верхние
и нижние допуски k,m1ДZ и k,m2ДZ определяют позволяе-
мые технологией изготовления базового продукта верхние и
нижние отклонения параметров технологического процесса
от заданной нормативной технологической траектории. При
изготовлении базового продукта с технологическими пара-
метрами в пределах допустимых технологией производства
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верхних k,m1ДZ  и нижних k,m2ДZ  отклонений от норма-
тивных значений считается, что базовый продукт изготав-
ливается в соответствии с заданной технологией. Тогда с
использованием аппарата теории случайных процессов [12]
могут быть получены значения технологических парамет-
ров m0m0 m0mm0 mm smmsm -££-  для m -ой технологической
операции [12, стр.294]

( )k,m2k,m1km,m0m0 ДZ,ДZ,Zм=м , (3)

( )k,m2k,m1km,m0мm0м ДZ,ДZ,Zу=у , к =1.. kN .

При большом количестве технологических операций 1>>Nm
удобен переход от дискретного описания значений технологического
процесса через величины m0м ,

m0му  к непрерывному описанию через

функции (t)м0 , (t)у м  [10]. Значения технологического процесса (t)S0 ,
(t)уS  могут быть получены путем интегрирования технологических па-

раметров (t)м0 , (t)у м  [12, с. 287]. Каждый j -й базовый продукт в про-
цессе технологической обработки переходит из своего начального
состояния (начальной заготовки) в конечное состояние (готовое изде-
лие) в соответствии с заданной технологией производства базового
продукта и образует в фазовом технологическом пространстве ( )мS,
технологическую траекторию. Данная технологическая траектория
является реализацией технологического процесса для j -го базового
продукта. Технологический процесс реализуется в окрестности извест-
ной технологии производства базового продукта, которая ограничивае-
тся зоной допустимых технологических траекторий (рис.1).
Производственный процесс определяется совокупностью состояний
базовых продуктов. Если известно все о состоянии каждого базового
продукта в любой момент времени, то разумно полагать, что все из-
вестно и о состоянии производственной системы. Изменение во вре-
мени свойств каждого базового продукта производственной системы
может быть представлено в виде движения базового продукта в фа-
зовом пространстве ( )мS, ,  а закон движения может быть получен с
помощью методов вариационного исчисления. Если в моменты вре-
мени 1t  и 2t  система находится соответственно в состояниях

( ))(tм),(tS),(tм,...),(tм),(tм),(tS,...),(tS),(tS,(tJ 10101N12111N12111П  и
( )002N22212N22212П м,S),(tм,...),(tм),(tм),(tS,...),(tS),(tS,(tJ , тогда
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между этими положениями реализация технологического процесса
должна осуществляться таким образом, чтобы целевой функционал

( )dt
t

(t)м(t),S(t),м,...(t),м(t),м(t),S,...(t),S(t),S(t,J=I
2

1t
00N21N21Пò   (4)

имел минимум по отношению к возможным отклонениям от нормати-
вной технологии.

Рис. 1. Зона допустимых технологических траекторий

Такой подход, который при построении законов движения меха-
нических систем называется принципом наименьшего действия, испо-
льзуется в построении экономических теорий производственных
систем [8]. Вариация целевого функционала (4) позволяет определить
уравнения движения каждого отдельно взятого базового продукта
в фазовом пространстве ( )mS, . Интегрируя уравнения движения базо-
вых продуктов, получаем сведения о параметрах состояния каждого
базового продукта, а значит и сведения о состоянии производственной
системы в целом. Так как все известно о состоянии каждого базового
продукта, то известно все и о состоянии производственной системы. В
большинстве случаев целевой функционал (4) содержит параметры,
которые описывают случайные факторы реализации технологического
процесса. В таком случае при вариации целевого функционала (4) по-
лучаются уравнения движения базового продукта, включающие в себя
случайные функции реализации технологического процесса. В резуль-
тате интегрирования уравнений движения получается технологичес-
кая траектория для j -го базового продукта, которая является
реализацией технологического процесса.
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Пусть нормативная технологическая траектория (1) изготовления
базового продукта в фазовом пространстве ( )мS,  определяется функ-
цией возрастания затрат при движении базового продукта вдоль тех-
нологической цепочки. Функция возрастания затрат строится на
основании операционных карт технологического процесса, которые
определяют последовательность операций производства базового про-
дукта и необходимые производственные ресурсы для выполнения
технологических операций (сырье, трудовые ресурсы, электроэнергия
и т.д.) [10]. Функция возрастания затрат описывает процесс накопле-
ния затрат в соответствии с выбранной технологией изготовления ба-
зового продукта. Потребуем, чтобы целевой функционал (4) имел для
производственного процесса с нормативной технологией производст-
ва базового продукта экстремальное значение (рис. 2) на множестве
возможных траекторий ),( atS j . Целевой функционал (4), вычислен-
ный вдоль конкретной технологической траектории, представляет со-
бою функцию параметра a :

( )dt
t

(t)м(t),Sб),(t,м,...б),(t,мб),(t,мб),(t,S,...б),(t,Sб),(t,S(t,J=I(б(
2

1t
00N21N21Пò . (5)

Вычислим вариацию функционала (4), т.е. дифференциал по a
функционала (5):

=dt
t

дJ=дI
2

1t
Пò =dt

t
дм

м
J+дS

S
J2

1t

N

1=j
j

j

П
j

j

Пò å ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
×

¶
¶
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¶
¶ 2

1t

N

1=j
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П t|дS
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J
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¶
¶ +

+ =dtдS
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J

dt
d
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2

1t

N

1=j j
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j

Пò å ÷
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ø
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2

1t

N

1=j j
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j
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ø

ö
ç
ç
è

æ

¶
¶

-
¶
¶ . (6)

Интеграл преобразован при помощи интегрирования по частям, с
использованием для этого перестановочности операций варьирования

д  и дифференцирования по времени dt
d

:

=б)(t,S
dt
dд=дм jj jj дS

dt
d=дбб)(t,S

бdt
d

×
¶
¶ . (7)
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Рис. 2. Вариация целевого функционала
производственной системы

Технологические траектории б)(t,S j  для отдельного j -го базово-
го продукта производственной системы имеют общее начало

( )( )1j1 tS,t  и общее окончание ( )( )2j2 tS,t . Поэтому при 1t=t  и при

2t=t  вариации jдS  равны нулю и проинтегрированная часть обраща-
ется в ноль.

Так как реализация технологического процесса должна осущест-
вляться таким образом, чтобы целевой функционал (4) для производс-
твенного процесса имел минимум, следует равенство нулю вариации
целевого функционала (5)
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которое определяет уравнения Эйлера для каждого отдельного
базового продукта

0=
м
J

dt
d

S
J

j

П

j

П
¶
¶

-
¶
¶ , S)(t,f=

S
J

j
j

П
¶
¶ , å

N

1=j
j S)(t,f

N
1=S)f(t, , (9)

где S)f(t,  – инженерно-производственная функция, характеризую-
щая установленный на предприятии технологический
процесс изготовления продукции в соответствии с прои-
зводственным планом, наличием трудовых ресурсов и
оборудования.

Для производственных систем известна как технология произ-
водства базового продукта, так и критерии, характеризующие откло-
нения технологических параметров базового продукта при его
движении вдоль технологической цепочки. Последнего достаточно,
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чтобы построить функцию Лагранжа ( )00N21N21П м,S,м,...,м,м,S,...,S,St,J
в явном виде и записать уравнения Эйлера (9) для каждого отдельного
базового продукта, определяющие состояния базового продукта при
его движении от одной технологической операции к другой.

Уравнения Эйлера для каждого отдельного базового продукта (9)
могут быть получены и при помощи дифференциальных уравнений
движения базовых продуктов вдоль технологической цепочки. Одна-
ко, между дифференциальными уравнениями и вариационными прин-
ципами имеется одно принципиальное различие: дифференциальные
уравнения выражают некоторую зависимость, связывающую между
собой положение базовых продуктов вдоль технологической цепочки
производственной системы, скорости переноса затрат и ускорения пе-
реноса затрат на базовый продукт в момент времени t . Вариацион-
ный же принцип характеризует нормативный технологический
процесс в целом. Он формулирует стационарное свойство целевого
функционала для заданного технологического процесса. Вариацион-
ный принцип имеет более обозримую и компактную форму и часто
используется в качестве фундамента для построения новых методов
описания систем.

При движении базовых продуктов производственной системы
вдоль технологической цепочки в фазовом пространстве ( )мS,  сущес-
твуют функции ( )jj м,S  экономических величин jj м,S , которые со-
храняют при движении системы постоянные значения, зависящие
только от начальных условий. Такие функции будем называть первы-
ми интегралами движения производственной системы. Если функция
Лагранжа производственной системы не зависит явно от времени, то
полная производная от нее может быть записана в виде:

åå
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

¶
¶

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
×

¶
¶ 1N

1=j

j

j

П1N

1=j

j

j

ПП
dt

dм
м
J+

dt
dS

S
J=

dt
dJ . (10)

В силу уравнений Эйлера (9) заменяем производные
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Откуда величина
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¶2N

1=j
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П J
dt

dS
м
J =const (12)

является постоянной при движении базовых продуктов вдоль техно-
логической цепочки. Системы, имеющие интеграл указанного вида,
называются консервативными. Интеграл движения (12) имеет эконо-
мическую интерпретацию: потребляемые в единицу времени обору-
дованием на технологической операции ресурсы (сырье, материалы,
трудовые затраты ….) полностью переносятся на базовые продукты.
Интенсивность переноса затрат на базовые продукты в пределах ме-
жоперационных технологических заделов равна потреблению ресур-
сов в единицу времени технологическим оборудованием.

Cледующий интеграл движения производственной системы воз-
никает вследствие однородности фазового технологического про-
странства. Как следствие однородности фазового пространства по
координате S потребуем, чтобы функция Лагранжа

( )002121 ,,,...,,,...,, mmmm S,SSSt,J NNП  замкнутой системы осталась
неизменна при переносе системы как целого на отрезок Sd . Измене-
ние целевой функции вследствие малого перемещения по фазовой ко-
ординате S:

( ) =дS
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J=мSt,дJ
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×
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¶
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1=j j
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S
JдS  . (13)

В силу произвольности Sd  следует 0=ПJd . Последнее означает,
что сумма всех технологических воздействий на базовые продукты
производственной системы равна нулю.
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Тогда в силу уравнений Эйлера (9) получаем
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Исходя из (15), следует, что параметры работы технологического
оборудования не зависят от суммарных затрат, перенесенных на базо-
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вые продукты, находящиеся в межоперационном заделе. Производст-
венные ресурсы (сырье, материалы, труд, электроэнергия …) от тех-
нологического оборудования воспринимаются полностью общим
количеством базовых продуктов, находящихся в межоперационном
технологическом заделе.

Еще один интеграл движения производственной системы возни-
кает вследствие однородности фазового пространства по фазовой ско-
рости

=
м
J1N

1=j j

Пå
¶
¶ 0 (16)

и является необходимым условием экстремума микропараметров про-
изводственной системы.

Характерные числа в моделях описания
производственных систем

Обширные разделы теории организации, планирования и управ-
ления производственным предприятием развиты в рамках простых
моделей [2, 3, 5, 13]. Однако не всегда поведение реальных производ-
ственных систем может быть с достаточной точностью описано с
помощью этих простейших моделей [6, 14-16]. Различные производс-
твенные системы при одних и тех же внешних условиях ведут себя
по-разному. Следовательно, одних и тех же уравнений, даже с добав-
лением соответствующих граничных условий, недостаточно для опи-
сания функционирования конкретной производственной системы [9].
Этот факт проявляется в том, что число уравнений меньше числа вхо-
дящих в них неизвестных, система уравнений незамкнута. Построение
замкнутой системы уравнений, описывающей функционирование рас-
сматриваемой производственной среды, связано с поисками дополни-
тельных соотношений между параметрами данной производственной
среды. Построить замкнутую систему уравнений – это значит постро-
ить математическую модель изучаемой производственной среды. Тот
факт, что функция Лагранжа производственной системы

( )00N21N21П м,S,м,...,м,м,S,...,S,St,J  содержит только ( )tS j , ( )tмj , но
не более высокие производные, является выражением утверждения,
что состояние производственной системы предприятия полностью
определяется знанием координат ( )tS j  и их скоростей изменения во
времени ( )tмj . Состояние системы в некоторый момент времени бу-
дет определено, если определены микроскопические величины
( )NN11 м,S........;м,S , а в любой другой момент времени найдено из
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уравнений состояния базовых продуктов (9). Однако если количество
базовых продуктов N  много больше единицы, то решить систему (9)
из N2 × -уравнений практически невозможно. Последнее уточнение
требует перехода от микроскопического описания производственной
системы к макроскопическому с элементами вероятностной природы.
Вместо того, чтобы рассматривать состояние производственной сис-
темы с микровеличинами ( )NN11 м,S........;м,S , введем соответствую-
щим образом нормированную функцию распределения числа N
базовых продуктов м)S,ч(t,  в фазовом пространстве ( )мS, . Каждая то-
чка в данном пространстве будет задавать состояние базового продук-
та. В силу того, что величина dЩм)S,ч(t, ×  представляет собой число
базовых продуктов в бесконечно малой ячейке ДЩ фазового техноло-
гическом пространства ( )мS, , можно по изменению фазовой коорди-
наты S  и фазовой скорости м базового продукта со временем судить
и об изменении самой функции м)S,ч(t,  [10]:

м)S,(t,J=S)f(t,
м
чм

S
ч

t
ч

gen×
¶
¶

+×
¶
¶

+
¶
¶ (17)

Уравнение (17) есть кинетическое уравнение для функции расп-
ределения м)S,ч(t, . Скорость изменения затрат m  базового продукта
и функция ),( Stf  может быть найдена из системы уравнений состоя-
ния центрального базового продукта (9) [8]:
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где [ ]1шч  – производительность работы технологического оборудова-
ния, усредненная по единичному производственному участ-
ку; шk  – коэффициент загрузки оборудования [5,10];
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0  – члены более высокого порядка малости,

определяемые отношением величины дисперсии P  потока
базовых продуктов плотности [ ]0ч  к производительности
работы [ ] ш1ш kч ×  технологического оборудования.
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Генераторная функция м)S,(t,J gen  определяется плотностью раз-
мещения оборудования вдоль технологической цепочки и его техни-
ческими характеристиками [9], стремится при ¥®t  свести начальное
распределение базовых продуктов по скоростям изменения затрат
к состоянию с равновесной функцией распределения в соответствии с
технологическим процессом. Функция ),,( mc St  является нормиро-
ванной [9]:

( ) N=мS,t,чdмdS
00

×× òò
¥¥

. (19)

Условие нормировки (19) представляет собой закон сохранения
количества базовых продуктов, находящихся в производственном
процессе. Инженерно-производственная функция S)f(t,  определяется
из сводного графика технологического процесса. По своему смыслу
инженерно-производственная функция представляет собой некий ана-
лог силы, перемещающий базовый продукт вдоль технологической
цепочки производственного процесса. При таком перемещении на ба-
зовый продукт оказывается воздействие со стороны орудий труда
(оборудования). Таким образом, происходит увеличение затрат, пере-
несенных на базовый продукт при его движении вдоль технологичес-
кой цепочки производственного процесса. Оборудование
воздействует на базовый продукт, изменяя его качественно и количес-
твенно. Можно говорить только о вероятности того, что после воздей-
ствия со стороны технологического оборудования базовый продукт
будет находиться в том или ином состоянии. Процесс воздействия со
стороны технологического оборудования на базовый продукт обозна-
чаем как [ ]мм ~® , где м и м~  – соответственно, скорости изменения
затрат, которые несет базовый продукт до и после воздействия. По-
лное же количество базовых продуктов, находящихся в единице объ-
ема фазового пространства и испытавших в единицу времени
воздействие со стороны технологического оборудования, можно на-
писать в виде произведения потока базовых продуктов мм)S,ч(t, ×  на
вероятность для каждого из них испытать воздействие [ ]мм ~®  в не-
котором малом элементе dЩ фазового технологического пространства
( )мS, . Что касается вероятности испытать воздействие [ ]мм ~® , то
можно, по крайней мере, утверждать, что такая вероятность пропор-
циональна плотности расположения оборудования оборудл  вдоль тех-
нологической цепочки. Таким образом, число базовых продуктов,
испытавших в единицу времени воздействие со стороны технологиче-
ского оборудования и принявших значения в пределах )мd+м;м( ~~~ ,
можно записать в виде
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[ ] dмdSмdм)S,ч(t,млммш оборуд ××××××® ~~ , (20)
где [ ]ммш ~®  – функция, определяемая паспортными данными работы

технологического оборудования. Некоторые свойства
этой функции могут быть получены из весьма общих
соображений, если представить, что полная вероят-
ность перехода в любое состояние равна единице:

[ ] 1=мdммш
0
ò
¥

×® ~~  (нулевой момент функции [ ]ммш ~® ), (21)

а производительность работы оборудования [ ] yc 1 и среднеквадратич-
ное отклонение

2
ys  могут быть определены через первый и второй

моменты функции работы технологического оборудования [ ]ммш ~® :
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2 у+м=мdмммшò
¥

××® ~~~  (второй момент функции [ ]ммш ~® ).  (22)

Первый момент функции работы технологического оборудования
[ ]ммш ~®  характеризует зависимость скорости изменения затрат при

прохождении базовым продуктом единицы технологического обору-
дования, второй – среднеквадратичное отклонение скорости измене-
ния затрат при прохождении базовым продуктом единицы
технологического оборудования от своего среднего значения шм ,
определяемого характеристиками оборудования и особенностями тех-
нологического процесса.

Наряду с переходом базовых продуктов [ ]мм ~®  в элемент объе-
ма dмdS ×  поступают базовые продукты из объема мddS ~×  посредст-
вом обратного перехода [ ]ммш ®~  в количестве

[ ] dмdSмd)мS,ч(t,млммш оборуд ××××××® ~~~~ , (23)
а общее число базовых продуктов в элементе объема dЩ изменяется в
единицу времени на величину

=JdЩ× [ ] [ ]{ }ò
¥

××®-××®××
0

оборуд мdм)S,ч(t,мммш)мS,ч(t,мммшлdЩ ~~~~~ . (24)

Принимая во внимание нормировочное свойство (21) функции
[ ]mmy ~® , уравнение (17) можно представить в виде
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В большинстве интересных с практической точки зрения случаев
функция [ ]ммш ®~  не зависит от состояния базового продукта до испы-
тания воздействия м~  со стороны технологического оборудования, что
приводит к упрощению интегро-дифференциального уравнения (25):
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Нулевой ( ) [ ]0
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¥

 и первый ( ) [ ]1
0

ч=мS,t,чмdм ××ò
¥

 мо-

менты функции распределения имеют простую производственную ин-
терпретацию: заделы базовых продуктов и их темп движения вдоль
технологической цепочки. С помощью моментов функции распреде-
ления можно записать систему уравнений для описания макровеличин
производственной системы.

Решение уравнения относительно функции распределения базо-
вых продуктов по скоростям изменения затрат м)S,ч(t,  в фазовом тех-
нологическом пространстве ( )мS,  связано со значительными
трудностями, и первый шаг анализа должен состоять в исследовании
порядка величин различных слагаемых уравнения (25).

Обозначим через ф, з , о  характерные время, скорость изменения
затрат и шаг по переменной S . Введем безразмерные переменные t ,
S , м, связанные с переменными ф, з , о  следующим образом:

tф=t × ; Sо=S × ; мо=м × ; ч)(ччJзл=ч)(ччJ genоборудgen ×× ,  (27)

где оборудл  – характерная плотность расположения оборудования
вдоль технологической цепочки производственного
процесса. Тогда кинетическое уравнение производст-
венной системы принимает вид
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Разделим слагаемые выше написанного приближенного равенст-
ва на 1оз -× :
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и после сокращения на h  получим
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Введем обозначения

о
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,
зф

о=Pm ×
, (31)

с учетом которых кинетическое уравнение производственной системы
(25) примет вид
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В предельных случаях вид кинетического уравнения производст-
венной системы (32) представлен в табл. 1.

Таблица 1
Вид кинетического уравнения производственной системы

в нулевом приближении по малому параметру 0),( ®mv PKe
относительно равновесного состояния производственной системы
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Умножив кинетические уравнения в табл. 1 соответственно на 1,

м,
2
м2

 и проинтегрировав по всему диапазону м, получим уравнения

балансов макропараметров производственной системы [16] в нулевом
приближении по малому параметру 0)P,е(K mv ®  относительно рав-
новесного состояния, которые представлены в табл. 2. Данная таблица
показывает, что вид уравнений макропараметров производственной
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системы, описывающих функционирование технологического процес-
са, зависит от характерных чисел производственной системы.

В качестве ф, о , з  (характерные время, шаг по переменной S  и
скорость изменения затрат ) могут быть взяты время производственного
цикла dT , dT=ф , средняя себестоимость базового продукта dS ,
x = dS , и средняя скорость изменения затрат за период производст-

венного цикла dз , dз = з . Величина
оборудл

1 = dL  есть среднее пере-

несение затрат на базовый продукт между единицами оборудования
(или длина свободного перемещения базового продукта между техно-
логическими воздействиями). Тогда характерные числа производ-
ственной системы примут вид:

d

d
v S

L=K ,
dd

d
m зT

S=P
×

(33)

Подстановка значений времени производственного цикла dT ,
средней себестоимости базового продукта dS , средней скорости из-
менения затрат за период производственного цикла dз  и средней пло-
тности расположения оборудования вдоль технологической цепочки

оборудл  в выражения для характерных чисел производственной сис-
темы (33) дает возможность обосновать выбор модели описания фун-
кционирования производственной системы. Данную оценку следует
воспринимать скорее как качественную, чем количественную. Однако
такой подход обладает тем преимуществом, что позволяет легко срав-
нивать результаты, соответствующие различным микромоделям, так
как уравнение относительно функции распределения базовых продук-
тов по скоростям изменения затрат м)S,ч(t,  (17) в фазовом технологи-
ческом пространстве ( )мS, , будучи выраженное через
макроизмеряемые величины ф, о , з , не зависит от вида интеграла

[ ] [ ][ ]ò
¥

×××®-××®×
0

оборуд мdм)S,ч(t,мммш)мS,ч(t,мммшл ~~~~~

и может быть представлено в виде уравнения относительно фун-
кции распределения базовых продуктов по скоростям изменения за-
трат через макроизмеряемые величины ф, о , з :

t
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¶
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· S)f(t, ≈ [ ]0оборуд ччзл -×× . (34)
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Таблица 2
Вид уравнений балансов макропараметров производственной

системы в нулевом приближении по малому параметру 0)P,е(K mv ®
относительно равновесного состояния производственной системы
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Функция распределения базовых продуктов по скоростям изменения затрат
м)S,ч(t,  в нулевом приближении по 0)P,е(K mv ®  не зависит от функции

[ ]ммш ®~ , описывающей работу технологического оборудования
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При [ ] 0=чч 0-  имеем случай равновесного состояния производ-
ственной системы, для которого справедливо тождество

0=)ч,(чJ 00gen . (35)

Значение характерного числа vK  изменяется в пределах от нуля
до бесконечности, и предусматривают два предельных случая:

0Kv ®  и ¥®vK . Эти два случая описывают ситуации, относящиеся
к предельно малым и предельно большим изменениям затрат базового
продукта между двумя основными операциями.

Класс производственных систем, для которых качественная оце-
нка состояния дает значения коэффициентов 1<<Kv , 1Pm » , соот-
ветствует плотному потоку базовых продуктов вдоль технологической
цепочки производственного процесса с высокой концентрацией тех-
нологического оборудования. Случай 1>>Kv , 1Pm »  соответствует
производственному процессу, у которого, как правило, малая плот-
ность обрабатывающего оборудования ( )0лоборуд ®  вдоль цепочки
технологического процесса изготовления базового продукта. Тем са-
мым, базовый продукт проходит большой путь между основными опе-
рациями, находясь в свободном, необрабатывающемся состоянии,
свободно перемещается вдоль технологической цепочки. Под свобод-
ным перемещением будем понимать такое движение базового продукта
вдоль технологической цепочки производственного процесса, при кото-
ром перенос затрат на базовый продукт происходит наперед заданным
способом, определяемым инженерно-производственной функцией тех-
нологического процесса S)f(t,  без наличия отклонения скорости изме-
нения затрат от своего среднего значения. Такой перенос
характеризуется функцией [ ]ммш ~® = [ ]ммш ® , т.е. после технологиче-
ской обработки скорость изменения затрат, отнесенных на базовый про-
дукт, может принимать только значение, определенное паспортом
оборудования, без каких-то отклонений от паспортной величины.

Таким образом, модель функционирования производственных
систем может быть оценена характерными числами. Характерные чи-
сла дают качественную оценку функционирования производственного
процесса, позволяют подобрать для описания реальной производст-
венной системы соответствующую систему уравнений балансов мак-
роскопических параметров производственной системы (см. табл. 2).
Конкретный вид генераторной функции функционирующей производ-
ственной системы в случае, близком к равновесному состоянию, мо-
жет быть заменен через значения времени производственного цикла
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dT , средней себестоимости базового продукта dS , средней скорости
изменения затрат за период производственного цикла dз  и средней
плотности расположения оборудования вдоль технологической
цепочки оборудл  характерных чисел производственной системы. Та-
кой подход дает возможность обосновать выбор модели описания функ-
ционирования производственной системы. Оценку выбора модели
следует воспринимать скорее как качественную, чем количественную.
Однако такой подход обладает тем преимуществом, что позволяет легко
сравнивать результаты, соответствующие различным микромоделям.

Применение функции Лагранжа производственной системы
для расчета продолжительности производственного цикла

прямоточной линии предприятия с серийным или массовым вы-
пуском продукции

Одним из основных календарно-плановых нормативов оператив-
ного планирования производства является продолжительность произ-
водственного цикла изготовления базового продукта dT  [5, с. 161].
Нормативная продолжительность производственного цикла изготов-
ления базового продукта dT  имеет вид [5, с. 170]:

dT = å
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
mN

1=m
шеестпарm

mm

шСС
m

шOm

Дф+K
qs

Дф+
c

Дф

(36)

где шOmДф  – среднее операционное время;

шССДф  – межоперационное время;

mc  – число рабочих мест, параллельно занятых на выполне-
нии операции;

ms  – число рабочих смен в сутках;
mq  – длительность рабочей смены;
парmK  – коэффициент параллельности;

шеестДф  – время естественных процессов соответственно для т-й

технологической операции ( mN1,=m ).

Определение межоперационного времени базового продукта
шССДф  является наиболее сложным элементом в расчете длительнос-

ти производственного цикла dT  и его часто устанавливают без долж-
ного обоснования [5, с. 170]. Как правило, нормативы среднего
межоперационного времени базового продукта шССДф  рассчитывает-
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ся с учетом особенностей производственных участков и характера об-
рабатываемых продуктов. Для этого используется обработка обшир-
ных статистических наблюдений методом множественной
корреляции. Наиболее точно длительность производственного цикла
может быть установлена на основании планов-графиков работы прои-
зводственных участков, представляющих собою расписание прохож-
дения базового продукта вдоль технологической цепочки. При
наличии таких графиков длительность производственного цикла dT  и
его структура для каждой партии базовых продуктов устанавливается
в органическом сочетании с процессами изготовления других партий,
обрабатываемых на том же производственном участке с учетом про-
пускной способности рабочих мест [1, с. 171].

В аналитическом виде движение базового продукта вдоль центра-
льной технологической траектории может быть описано с помощью
целевой функции производственной системы в нулевом приближении
относительно отклонений технологических параметров производст-
венного процесса от параметров, заданных центральной технологиче-
ской траекторией [8]:
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где шS  (грн)  и t
S

t D
D

m y

Dy 0
lim
®

=  (грн./час) соответственно усредненная
сумма общих затрат и затрат в единицу времени, перенесенных прои-
зводственной системой на центральный базовый продукт;
[ ] )(Sч шV1ш (шт./час) – производительность технологического оборудо-
вания; [ ] )(Sч шV0 (шт./грн) – плотность межоперационных заделов;

)(Sk шVшC  (грн./час) – средняя интенсивность переноса условно-
постоянных затрат за среднее межоперационное время )(SДф шVшС ,
в течение которого базовый продукт находится в межоперационном
заделе между (т-1)-й и т-й технологическими операциями;

)(Sб шVшV , )(Sб шVшC  – коэффициенты пропорциональности между
интенсивностью переноса затрат производственным оборудованием
на элементы производственной системы и интенсивностью потреб-
ления затрат базовым продуктом при его обработке на m-й техноло-
гической операции [9]. Каждая технологическая операция
характеризуется средним использованием производственных ресур-
сов )(SДS шVш (грн.), необходимых для осуществления воздействия
над базовым продуктом, и средней интенсивностью переноса данных
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ресурсов )(Sk шVш (грн./час) производственным оборудованием на ба-
зовый продукт в соответствии с заданным технологическим процес-
сом. Общая сумма средних затрат )(SДS шVш , перенесенных на
базовый продукт на технологической операции с межоперационным
заделом )(SN шVш  может, быть представлена в виде суммы условно-
переменных )(SДS шVшV  и условно-постоянных )(SДS шVшC  затрат
[17, с. 364]:

)(SДS шVш = )(SДS шVшV + )(SДS шVшC . (38)

Таким образом, технология производства представлена в виде
центральной технологической траектории (t)S=S шш , определяющей сре-
днюю величину и последовательность переноса ресурсов производст-
венной системы на базовый продукт при его движении в
технологическом пространстве ( )мS, :

( )åå
m

1=k
шССшCmшCmшOmшVmшVm

m

1=k
шkшm Дфkб+Дфkб=ДS=S (39)

Функция Лагранжа производственной системы (37) соответствует
минимуму целевого функционала.

Соответствующее функции Лагранжа уравнение Эйлера (9) инте-
грируется в общем виде. При этом нет даже необходимости выписы-
вать само уравнение Эйлера, а следует исходить сразу из его
интеграла движения (12)
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ö
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æ
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Функция Лагранжа определена с точностью до константы. Если,
например, в качестве константы принять максимальное значение

úû
ù

êë
é × 2ш1 м

2
1Мах=С  вдоль технологической цепочки, то равенство (40)

приобретет вид

Сш0H = 2ш
м

2
1
× + )П(SшV (41)
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)П(SшV = 1С –
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1Мах (42)

Интегрируя (42) его путем разделения переменных, имеем
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откуда
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Производя интегрирование вдоль всей технологической цепочки
производственного процесса базового продукта, находим длитель-
ность производственного цикла dT
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 (45)

Рассматривая случай, при котором производственные ресурсы
передаются от технологического оборудования к базовым продуктам
без потерь, положим ш0H =0. Последнее дает приближенное выраже-
ние для длительности производственного цикла dT  и средней скоро-
сти потребления затрат шм .
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Для большинства производственных систем с массовым выпус-
ком продукции условно-постоянные затраты значительно меньше
условно-переменных, откуда следует выражение

[ ]
[ ]

ò
×

»
dS

0

0

1ш
шVшV

ш
d

ч
ч

)(Sб

dS
T ,

[ ]
[ ]0

1ш
шVшVш ч

ч
)(Sбм ×» (48)

Заменив процедуру интегрирования суммированием и используя
выражение для плотности межоперационных заделов

[ ]
шm

шm
0m ДS

N
=ч ; (49)

получаем

[ ]
[ ]

[ ]åå»
M

1m= 1шшшVm

шmM

1m=

0m

1шш
шVm

шm
d чб

N

ч
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ДS
T . (50)

Производительность технологического оборудования [ ] )(Sч шV1ш

обратно пропорционально среднему операционному времени шOmДф

[ ] )(Sч шV1ш =
шOm

m
Дф

c (51)

Для центральной технологической траектории в случае серийно-
го или массового производства справедливо соотношение

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
шСС

m

шOm Дф+
c

Дф
=

m

шOm
шm c

Дф
Н × (52)

Подставляя (10) и (11), получаем привычный вид для расчета
длительности производственного цикла dT  технологического процес-
са в пренебрежении временем естественных процессов шеестДф

»» å
M

1=m шVm

шСС
m

шOm

d б

Дф+
c

Дф

T å
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
mN

1=m
парm

mm

шСС
m

шOm

K
qs

Дф+
c

Дф

(53)

Коэффициент пропорциональности шVmб  несет следующий тех-
нологический смысл
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парm

mm
шVm K

qs=б (54)

Для технологического процесса с серийным или массовым выпу-
ском продукции количество базовых продуктов, находящихся в ме-
жоперационном заделе, много больше единицы, 1>>Ншm ,  откуда из
(52) вытекает соотношение
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Дф
Дф

m

шm

шOm

шСС (55)

Таким образом, длительность производственного цикла dT  (53)
технологического процесса с серийным или массовым выпуском про-
дукции определяется межоперационным временем шССДф  пребывания
базового продукта на т-й технологической операции. Как уже
подчеркивалось ранее, межоперационное время пребывания базового
продукта на т-й технологической операции шССДф  является наиболее
сложным элементом в расчете длительности производственного цикла

dT , часто устанавливается без должного обоснования [5, с. 170], свя-
зано с количеством базовых продуктов, находящихся в межопераци-
онном заделе, приближенным соотношением (52). Изменение
количества базовых продуктов, находящихся в межоперационном за-
деле, может быть представлено через производительность работы
технологического оборудования

[ ] [ ] )t,t(t,дч)t,t(t,дч=
dt

(t)dН
2m1mm1шш)1(m2)1(m1)1(m)1(m1ш

шm ----- ,

mN1,=m , (56)

[ ]1шшч =
шOm

m
Дф

c , )Tt<t0( d2m1m£

с начальными условиями для количества базовых продуктов, на-
ходящихся в межоперационном заделе

шm0шm Н=)0(Н , mN1,=m (57)

Функция )t,t(t,д 2m1mm  определяет членение периода производст-
венного цикла dT  на фазы [5, с.206] с временами начала 1mt  и оконча-
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ния 2mt  технологической обработки базового продукта на т-й техно-
логической операции:

1=)t,t(t,д 2m1mm  при 2m1m ttt ££ (58)
0=)t,t(t,д 2m1mm  при 1mt<t0 £  или d2m Tt<t £

Добавив систему уравнений (56) с начальными условиями (57) к
выражению для определения длительности производственного цикла

dT  (50), получаем полную систему уравнений расчета длительности
производственного цикла dT

[ ]å»
M

1=m 1шшшVm

шm
d чб

N
T , mN1,=m , шm0шm Н=)0(Н , (59)

[ ] [ ] )t,t(t,дч)t,t(t,дч=
dt

(t)dН
2m1mm1шш)1(m2)1(m1)1(m)1(m1ш

шm ----- .

Система уравнений (59) дает условия стационарности производс-
твенного процесса

[ ] [ ] )t,t(t,дч)t,t(t,дч=
dt

(t)dН
2m1mm1шш)1(m2)1(m1)1(m)1(m1ш

шm ----- =0, (60)

которые могут быть выражены в виде равенств
const=Н=(t)Н шm0шm (61)

или используя свойства (58) функции )t,t(t,д 2m1mm
[ ] [ ]1шш)1(m1ш ч=ч - (62)

Используя (51), условие стационарности (или синхронизации)
можно записать в более привычном для управления производством
виде [5, с. 192, формула (ХХХIV-5)]

1

шO1

c
Дф

=
2

шO2

c
Дф

=
3

шO3

c
Дф

=….=
m

шOm

c
Дф

=….=
mN

mшON

c

Дф
(63)

Условие стационарности (63) используется для расчета работы
поточных технологических линий. Для того, чтобы работа поточной
линии осуществлялась бесперебойно в заданном темпе, необходимо
насыщение всех стадий производственного процесса заделами, уро-
вень которых должен быть строго регламентирован. Постоянное зна-
чение операционных заделов (61) в течение всего производственного
цикла позволяет без особых трудностей определить длительность про-
изводственного цикла dT :
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[ ]å»
M

1=m 1шшшVm

шm0
d чб

Н
T , mN1,=m . (64)

Величина межоперационных заделов шm0Н  определяется ограни-
чениями, связанными с особенностями технологического процесса,
размерами транспортных партий, страховыми заделами и т.д.

Условие стационарности (63) в общем случае построения техно-
логического процесса производственных систем трудно реализуемо.
На практике используется методика членения периода производст-
венного цикла dT  на фазы [5, с. 206]. Величина межоперационных за-
делов (t)Ншm  представляется в виде периодичной функции с периодом
колебания dT . Полная система уравнений для расчета длительности
производственного цикла dT  представляется в виде

[ ]å»
M

1=m 1шшшVm

шm
d чб

N
T , mN1,=m , шm0шm Н=)0(Н , (65)

[ ] [ ]( ) 0dt)t,t(t,дч)t,t(t,дчdt
dt

(t)dН dT

0
2m1mm1шш)1(m2)1(m1)1(m)1(m1ш

dT

0

шm
òò ----- .

Система уравнений (65) дает условия квазистационарности прои-
зводственного процесса

[ ] [ ]( ) 0dt)t,t(t,дч)t,t(t,дч
dT

0
2m1mm1шш)1(m2)1(m1)1(m)1(m1шò -× ----  (66)

Произведя интегрирование по периоду производственного цикла
dT , и учитывая, что характеристики работы производственного обо-

рудования [ ] )1(m1шч -  и [ ]1шшч  за период производственного цикла не
меняются со временем, получаем условия квазистационарности прои-
зводственного процесса (условия синхронизации производственного
процесса).

[ ] [ ] 0)t(tч)t(tч 1m2m1шш)1(m1)1(m2)1(m1ш »---× ---

[ ] [ ] )t(tч)t(tч 1m2m1шш)1(m1)1(m2)1(m1ш -»-× ---  или
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ч
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ч
tt

-

-- --
(67)
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№ операции
среднее
операционное
время, час

mOytD

)m(O 1-D yt

)m(O 1+D yt1+m

1-m

m

длительности производственного цикла dT , час

mt2mt1)m(t 11 - )m(t 12 - )m(t 12 +)m(t 11 + dT0

)tt( )m()m( 1112 -- -

)tt( )m()m( 1112 ++ -

)tt( mm 12 -

dT

Фаза№1 Фаза№2 Фаза№3 Фаза№4 Фаза№1 Фаза№1 Фаза№2

Рис. 3. Разделение производственного цикла на фазы
при расчете межоперационных заделов базовых продуктов

Условия (67) можно с учетом (51) [ ] )ч 1шш =
шOm

m
Дф

c  выразить че-

рез основное операционное время

шOm

m1m2m

)1шO(m

)1(m)1(m1)1(m2

Дф
c)t(t

Дф
c)t(t ×-×-

-

--- (68)

Расчет изменений межоперационного задела за период производ-
ственного цикла dT  по фазам может быть представлен в привычном
для управления производством виде [5, с.206, формула (ХХХIV-11)]

шOm

m1m2m

)1шO(m

)1(m)1(m1)1(m2
шmdшm Дф

c)t(t
Дф

c)t(t
)0(Н)(TН

×-
-

×-
»-

-

---  (69)

Для определения длительности производственного цикла dT  не-
стационарного значения величины межоперационных заделов техно-
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логической цепочки производственного процесса воспользуемся сис-
темой уравнений (59).

Как говорилось ранее, для большинства производственных сис-
тем с массовым выпуском продукции условно-постоянные затраты
значительно меньше условно-переменных. Принимая это во внимание
и дополняя равенство (39) выражением для плотности межоперацион-
ных заделов
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T
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)SИ(t, шV

¶

¶
(70)

получаем систему уравнений для нестационарного состояния межопе-
рационных заделов вдоль технологической цепочки производственно-
го процесса.

Произведение
[ ]

))(St),(St,S(t,д
S
ч

шV2шV1шVш
шV

1ш ×
¶

¶
 есть наперед за-

данная табличная функция от времени t  и координаты шVS , опреде-
ляющая последовательность работы оборудования. Произведя
интегрирование выражения (70), получаем

[ ] )S0,И()SИ(t,=)S(t,ч шVшVшV0 - =[ ] )SИ(t,+)S0,(ч шVшV0 .  (71)

Подставляя (71) в выражение (70)

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]òò ×

»
×

»
dS

0
шV

1шшVшV

шVшV0dS

0

шVшV0

1ш
шVшV

шV
d dS

ч)(Sб
)SИ(t,+)S0,(ч

)SИ(t,+)S0,(ч
ч

)(Sб

dS
T

[ ]
[ ] [ ]ò ò ××

dS

0

dS

0
шV

1шшVшV

шV
шV

1шшVшV

шV0 dS
ч)(Sб
)SИ(t,

+dS
ч)(Sб

)S0,(ч
. (72)

Выражение для определения длительности производственного
цикла dT  содержит два слагаемых. Первое слагаемое соответствует
длительности производственного цикла при условии сохранения неи-
зменным первоначального состояния межоперационных заделов (64),
второе слагаемое представляет собой поправку к длительности произ-
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водственного цикла dT  за счет наличия нестационарного состояния
межоперационных заделов вдоль технологической цепочки.**13
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