
def main ( ) :
Pr int Funct ion ( )
(x , y , z ) = xyz = symbols ( ’ x , y , z ’ , r e a l=True )
( o3d , ex , ey , ez ) = Ga . bu i ld ( ’ e x e y e z ’ , g=[1 , 1 , 1 ] , coords=xyz )
grad = o3d . grad
(u , v ) = uv = symbols ( ’u , v ’ , r e a l=True )
( g2d , eu , ev ) = Ga . bu i ld ( ’ e u e v ’ , coords=uv )
grad uv = g2d . grad
v xyz = o3d .mv( ’ v ’ , ’ v ec to r ’ )
A xyz = o3d .mv( ’A ’ , ’ vec to r ’ , f=True )
A uv = g2d .mv( ’A ’ , ’ vec to r ’ , f=True )
print ’#3d orthogona l ($A$ i s vec to r func t i on ) ’
print ’A =’ , A xyz
print ’%Aˆ{2} =’ , A xyz ∗ A xyz
print ’ grad |A =’ , grad | A xyz
print ’ grad∗A =’ , grad ∗ A xyz
print ’ v | ( grad∗A) =’ , v xyz | ( grad∗A xyz )
print ’#2d gene ra l ($A$ i s vec to r func t i on ) ’
print ’A =’ , A uv
print ’%Aˆ{2} =’ , A uv ∗ A uv
print ’ grad |A =’ , grad uv | A uv
print ’ grad∗A =’ , grad uv ∗ A uv
A = o3d . l t ( ’A ’ )
print ’#3d orthogona l ($A , \ \ ; B$ are l i n e a r t rans f o rmat i ons ) ’
print ’A =’ , A
print r ’ \ f {mat}{A} =’ , A. matrix ( )
print ’ \\ f {\\ det }{A} =’ , A. det ( )
print ’ \\ ov e r l i n e {A} =’ , A. adj ( )
print ’ \\ f {\\Tr}{A} =’ , A. t r ( )
print ’ \\ f {A}{ e x ˆ e y } =’ , A( exˆey )
print ’ \\ f {A}{ e x }ˆ\\ f {A}{ e y } =’ , A( ex )ˆA( ey )
B = o3d . l t ( ’B ’ )
print ’ g =’ , o3d . g
print ’%gˆ{−1} =’ , o3d . g inv

print ’A + B =’ , A + B
print ’AB =’ , A ∗ B
print ’A − B =’ , A − B
print ’ General Symmetric Linear Transformation ’
Asym = o3d . l t ( ’A ’ ,mode=’ s ’ )
print ’A =’ , Asym
print ’ General Antisymmetric Linear Transformation ’
Aasym = o3d . l t ( ’A ’ ,mode=’ a ’ )
print ’A =’ , Aasym
print ’#2d gene ra l ($A , \ \ ; B$ are l i n e a r t rans f o rmat i ons ) ’
A2d = g2d . l t ( ’A ’ )
print ’ g =’ , g2d . g
print ’%gˆ{−1} =’ , g2d . g inv
print ’%ggˆ{−1} =’ , s imp l i f y ( g2d . g ∗ g2d . g inv )
print ’A =’ , A2d
print r ’ \ f {mat}{A} =’ , A2d . matrix ( )
print ’ \\ f {\\ det }{A} =’ , A2d . det ( )
A2d adj = A2d . adj ( )
print ’ \\ ov e r l i n e {A} =’ , A2d adj
print ’ \\ f {mat}{\\ ov e r l i n e {A}} =’ , s imp l i f y ( A2d adj . matrix ( ) )
print ’ \\ f {\\Tr}{A} =’ , A2d . t r ( )
print ’ \\ f {A}{ e u ˆ e v } =’ , A2d( euˆev )
print ’ \\ f {A}{ e u }ˆ\\ f {A}{ e v } =’ , A2d( eu )ˆA2d( ev )
B2d = g2d . l t ( ’B ’ )



print ’B =’ , B2d
print ’A + B =’ , A2d + B2d
print ’AB =’ , A2d ∗ B2d
print ’A − B =’ , A2d − B2d
a = g2d .mv( ’ a ’ , ’ v ec to r ’ )
b = g2d .mv( ’b ’ , ’ v ec to r ’ )
print r ’ a | \ f {\ ov e r l i n e {A}}{b}−b | \ f {\ unde r l i n e {A}}{a} =’ , ( ( a |A2d . adj ( ) ( b))−(b |A2d( a ) ) ) . s imp l i f y ( )
m4d = Ga( ’ e t e x e y e z ’ , g=[1 , −1, −1, −1] , coords=symbols ( ’ t , x , y , z ’ , r e a l=True ) )
T = m4d . l t ( ’T ’ )
print ’ g =’ , m4d . g
print r ’ \ unde r l i n e {T} =’ ,T
print r ’ \ ov e r l i n e {T} =’ ,T. adj ( )
print r ’ \ f {\ det }{\ unde r l i n e {T}} =’ ,T. det ( )
print r ’ \ f {\mbox{ t r }}{\ unde r l i n e {T}} =’ ,T. t r ( )
a = m4d .mv( ’ a ’ , ’ v ec to r ’ )
b = m4d .mv( ’b ’ , ’ v ec to r ’ )
print r ’ a | \ f {\ ov e r l i n e {T}}{b}−b | \ f {\ unde r l i n e {T}}{a} =’ , ( ( a |T. adj ( ) ( b))−(b |T(a ) ) ) . s imp l i f y ( )
coords = ( r , th , phi ) = symbols ( ’ r , theta , phi ’ , r e a l=True )
( sp3d , er , eth , ephi ) = Ga . bu i ld ( ’ e r e th e ph ’ , g=[1 , r ∗∗2 , r ∗∗2∗ s i n ( th )∗∗2 ] , coords=coords )
grad = sp3d . grad
sm coords = (u , v ) = symbols ( ’u , v ’ , r e a l=True )
smap = [ 1 , u , v ] # Coordinate map fo r sphere o f r = 1
sph2d = sp3d . sm(smap , sm coords , norm=True )
( eu , ev ) = sph2d .mv( )
grad uv = sph2d . grad
F = sph2d .mv( ’F ’ , ’ vec to r ’ , f=True )
f = sph2d .mv( ’ f ’ , ’ s c a l a r ’ , f=True )
print ’ f = ’ , f
print ’ grad∗ f = ’ , grad uv ∗ f
print ’F =’ ,F
print ’ grad∗F =’ , grad uv ∗ F
tp = ( th , phi ) = symbols ( ’ theta , phi ’ , r e a l=True )
smap = [ s i n ( th )∗ cos ( phi ) , s i n ( th )∗ s i n ( phi ) , cos ( th ) ]
sph2dr = o3d . sm(smap , tp , norm=True )
( eth , ephi ) = sph2dr .mv( )
grad tp = sph2dr . grad
F = sph2dr .mv( ’F ’ , ’ vec to r ’ , f=True )
f = sph2dr .mv( ’ f ’ , ’ s c a l a r ’ , f=True )
print ’ f = ’ , f
print ’ grad∗ f = ’ , grad tp ∗ f
print ’F =’ ,F
print ’ grad∗F =’ , grad tp ∗ F
return

Code Output: 3d orthogonal (A is vector function)

A = Axex +Ayey +Azez

A2 = (Ax)
2
+ (Ay)

2
+ (Az)

2

∇ ·A = ∂xA
x + ∂yA

y + ∂zA
z

∇A = (∂xA
x + ∂yA

y + ∂zA
z) + (−∂yAx + ∂xA

y) ex ∧ ey + (−∂zAx + ∂xA
z) ex ∧ ez + (−∂zAy + ∂yA

z) ey ∧ ez

v · (∇A) = (vy∂yA
x − vy∂xAy + vz∂zA

x − vz∂xAz) ex + (−vx∂yAx + vx∂xA
y + vz∂zA

y − vz∂yAz) ey + (−vx∂zAx + vx∂xA
z − vy∂zAy + vy∂yA

z) ez

2d general (A is vector function)

A = Aueu +Avev

A2 = (eu · eu) (Au)2 + 2 (eu · ev)AuAv + (ev · ev) (Av)2

∇ ·A = ∂uA
u + ∂vA

v



∇A = (∂uA
u + ∂vA

v) +
− (eu · eu) ∂vAu + (eu · ev) ∂uAu − (eu · ev) ∂vAv + (ev · ev) ∂uAv

(eu · eu) (ev · ev)− (eu · ev)2
eu ∧ ev

3d orthogonal (A, B are linear transformations)

A =

 L (ex) = Axxex +Axyey +Axzez
L (ey) = Ayxex +Ayyey +Ayzez
L (ez) = Azxex +Azyey +Azzez


mat (A) =

 Axx Axy Axz

Ayx Ayy Ayz

Azx Azy Azz


det (A) = Azx (AxyAyz −AxzAyy)−Azy (AxxAyz −AxzAyx) +Azz (AxxAyy −AxyAyx)

A =

 L (ex) = Axxex +Ayxey +Azxez
L (ey) = Axyex +Ayyey +Azyez
L (ez) = Axzex +Ayzey +Azzez


Tr (A) = Axx +Ayy +Azz

A (ex ∧ ey) = (AxxAyy −AxyAyx) ex ∧ ey + (AxxAyz −AxzAyx) ex ∧ ez + (AxyAyz −AxzAyy) ey ∧ ez

A (ex) ∧A (ey) = (AxxAyy −AxyAyx) ex ∧ ey + (AxxAyz −AxzAyx) ex ∧ ez + (AxyAyz −AxzAyy) ey ∧ ez

g =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


g−1 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


A+B =

 L (ex) = (Axx +Bxx) ex + (Axy +Bxy) ey + (Axz +Bxz) ez
L (ey) = (Ayx +Byx) ex + (Ayy +Byy) ey + (Ayz +Byz) ez
L (ez) = (Azx +Bzx) ex + (Azy +Bzy) ey + (Azz +Bzz) ez


AB =

 L (ex) = (AxxBxx +AyxBxy +AzxBxz) ex + (AxyBxx +AyyBxy +AzyBxz) ey + (AxzBxx +AyzBxy +AzzBxz) ez
L (ey) = (AxxByx +AyxByy +AzxByz) ex + (AxyByx +AyyByy +AzyByz) ey + (AxzByx +AyzByy +AzzByz) ez
L (ez) = (AxxBzx +AyxBzy +AzxBzz) ex + (AxyBzx +AyyBzy +AzyBzz) ey + (AxzBzx +AyzBzy +AzzBzz) ez


A−B =

 L (ex) = (Axx −Bxx) ex + (Axy −Bxy) ey + (Axz −Bxz) ez
L (ey) = (Ayx −Byx) ex + (Ayy −Byy) ey + (Ayz −Byz) ez
L (ez) = (Azx −Bzx) ex + (Azy −Bzy) ey + (Azz −Bzz) ez


GeneralSymmetricLinearTransformation

A =

 L (ex) = Axxex +Axyey +Axzez
L (ey) = Axyex +Ayyey +Ayzez
L (ez) = Axzex +Ayzey +Azzez


GeneralAntisymmetricLinearTransformation

A =

 L (ex) = Axyey +Axzez
L (ey) = −Axyex +Ayzez
L (ez) = −Axzex −Ayzey


2d general (A, B are linear transformations)

g =

[
(eu · eu) (eu · ev)
(eu · ev) (ev · ev)

]

g−1 =

 (eu·eu)(ev·ev)2−(eu·ev)2(ev·ev)
(eu·eu)2(ev·ev)2−2(eu·eu)(eu·ev)2(ev·ev)+(eu·ev)4

−(eu·eu)(eu·ev)(ev·ev)+(eu·ev)3

(eu·eu)2(ev·ev)2−2(eu·eu)(eu·ev)2(ev·ev)+(eu·ev)4
−(eu·eu)(eu·ev)(ev·ev)+(eu·ev)3

(eu·eu)2(ev·ev)2−2(eu·eu)(eu·ev)2(ev·ev)+(eu·ev)4
(eu·eu)2(ev·ev)−(eu·eu)(eu·ev)2

(eu·eu)2(ev·ev)2−2(eu·eu)(eu·ev)2(ev·ev)+(eu·ev)4


gg−1 =

[
1 0
0 1

]



A =

{
L (eu) =

−(eu·ev)Auv+(ev·ev)Auu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
eu +

(eu·eu)Auv−(eu·ev)Auu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
ev

L (ev) =
−(eu·ev)Avv+(ev·ev)Avu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
eu +

(eu·eu)Avv−(eu·ev)Avu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
ev

}

mat (A) =

[
Auu Auv

Avu Avv

]

det (A) =
1√

(eu · eu) (ev · ev)− (eu · ev)2

(
−

(
(eu · eu)2 (ev · ev)Auv

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4
− (eu · eu) (eu · ev)2Auv

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4
− (eu · eu) (eu · ev) (ev · ev)Auu

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4
+

Auu (eu · ev)3

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4

)(
− (eu · eu) (eu · ev) (ev · ev)Avv

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4
+

(eu · eu) (ev · ev)2Avu

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4
+

Avv (eu · ev)3

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4
− (eu · ev)2 (ev · ev)Avu

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4

)
eu ∧ ev +

(
(eu · eu)2 (ev · ev)Avv

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4
− (eu · eu) (eu · ev)2Avv

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4
− (eu · eu) (eu · ev) (ev · ev)Avu

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4
+

Avu (eu · ev)3

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4

)(
− (eu · eu) (eu · ev) (ev · ev)Auv

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4
+

(eu · eu) (ev · ev)2Auu

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4
+

Auv (eu · ev)3

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4
− (eu · ev)2 (ev · ev)Auu

(eu · eu)2 (ev · ev)2 − 2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev) + (eu · ev)4

)
eu ∧ ev

)

A =

{
L (eu) =

−(eu·ev)Avu+(ev·ev)Auu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
eu +

(eu·eu)Avu−(eu·ev)Auu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
ev

L (ev) =
−(eu·ev)Avv+(ev·ev)Auv

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
eu +

(eu·eu)Avv−(eu·ev)Auv

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
ev

}

mat
(
A
)
=

 1
(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2

(
(eu · eu)2Avv − (eu · eu) (eu · ev)Auv − (eu · ev)2Avv + (eu · ev) (ev · ev)Auv

)
1

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2

(
(eu · eu) (eu · ev)Avv − (eu · ev)2Auv − (eu · ev) (ev · ev)Avv + (ev · ev)2Auv

)
1

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2

(
(eu · eu)2Avu − (eu · eu) (eu · ev)Auu − (eu · ev)2Avu + (eu · ev) (ev · ev)Auu

)
1

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2

(
(eu · eu) (eu · ev)Avu − (eu · ev)2Auu − (eu · ev) (ev · ev)Avu + (ev · ev)2Auu

)
Tr (A) = − (ev · ev)2Avv (eu · eu)3

− (eu · eu)3 (ev · ev)3 + 3 (eu · eu)2 (eu · ev)2 (ev · ev)2 − 3 (eu · eu) (eu · ev)4 (ev · ev) + (eu · ev)6
+

2 (eu · eu)2 (eu · ev)2 (ev · ev)Avv

− (eu · eu)3 (ev · ev)3 + 3 (eu · eu)2 (eu · ev)2 (ev · ev)2 − 3 (eu · eu) (eu · ev)4 (ev · ev) + (eu · ev)6
+

(eu · eu)2 (eu · ev) (ev · ev)2Auv

− (eu · eu)3 (ev · ev)3 + 3 (eu · eu)2 (eu · ev)2 (ev · ev)2 − 3 (eu · eu) (eu · ev)4 (ev · ev) + (eu · ev)6
+

(eu · eu)2 (eu · ev) (ev · ev)2Avu

− (eu · eu)3 (ev · ev)3 + 3 (eu · eu)2 (eu · ev)2 (ev · ev)2 − 3 (eu · eu) (eu · ev)4 (ev · ev) + (eu · ev)6
− (eu · eu)2Auu (ev · ev)3

− (eu · eu)3 (ev · ev)3 + 3 (eu · eu)2 (eu · ev)2 (ev · ev)2 − 3 (eu · eu) (eu · ev)4 (ev · ev) + (eu · ev)6
− (eu · eu) (eu · ev)4Avv

− (eu · eu)3 (ev · ev)3 + 3 (eu · eu)2 (eu · ev)2 (ev · ev)2 − 3 (eu · eu) (eu · ev)4 (ev · ev) + (eu · ev)6
− 2 (eu · eu) (ev · ev)Auv (eu · ev)3

− (eu · eu)3 (ev · ev)3 + 3 (eu · eu)2 (eu · ev)2 (ev · ev)2 − 3 (eu · eu) (eu · ev)4 (ev · ev) + (eu · ev)6
− 2 (eu · eu) (ev · ev)Avu (eu · ev)3

− (eu · eu)3 (ev · ev)3 + 3 (eu · eu)2 (eu · ev)2 (ev · ev)2 − 3 (eu · eu) (eu · ev)4 (ev · ev) + (eu · ev)6
+

2 (eu · eu) (eu · ev)2 (ev · ev)2Auu

− (eu · eu)3 (ev · ev)3 + 3 (eu · eu)2 (eu · ev)2 (ev · ev)2 − 3 (eu · eu) (eu · ev)4 (ev · ev) + (eu · ev)6
+

Auv (eu · ev)5

− (eu · eu)3 (ev · ev)3 + 3 (eu · eu)2 (eu · ev)2 (ev · ev)2 − 3 (eu · eu) (eu · ev)4 (ev · ev) + (eu · ev)6
+

Avu (eu · ev)5

− (eu · eu)3 (ev · ev)3 + 3 (eu · eu)2 (eu · ev)2 (ev · ev)2 − 3 (eu · eu) (eu · ev)4 (ev · ev) + (eu · ev)6
− (eu · ev)4 (ev · ev)Auu

− (eu · eu)3 (ev · ev)3 + 3 (eu · eu)2 (eu · ev)2 (ev · ev)2 − 3 (eu · eu) (eu · ev)4 (ev · ev) + (eu · ev)6

A (eu ∧ ev) =
AuuAvv −AuvAvu

(eu · eu) (ev · ev)− (eu · ev)2
eu ∧ ev

A (eu) ∧A (ev) =
AuuAvv −AuvAvu

(eu · eu) (ev · ev)− (eu · ev)2
eu ∧ ev

B =

{
L (eu) =

−(eu·ev)Buv+(ev·ev)Buu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
eu +

(eu·eu)Buv−(eu·ev)Buu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
ev

L (ev) =
−(eu·ev)Bvv+(ev·ev)Bvu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
eu +

(eu·eu)Bvv−(eu·ev)Bvu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
ev

}

A+B =

{
L (eu) =

−(eu·ev)Auv−(eu·ev)Buv+(ev·ev)Auu+(ev·ev)Buu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
eu +

(eu·eu)Auv+(eu·eu)Buv−(eu·ev)Auu−(eu·ev)Buu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
ev

L (ev) =
−(eu·ev)Avv−(eu·ev)Bvv+(ev·ev)Avu+(ev·ev)Bvu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
eu +

(eu·eu)Avv+(eu·eu)Bvv−(eu·ev)Avu−(eu·ev)Bvu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
ev

}

AB =

 L (eu) =
1

(eu·eu)2(ev·ev)2−2(eu·eu)(eu·ev)2(ev·ev)+(eu·ev)4

(
− (eu · eu) (eu · ev)AvvBuv + (eu · eu) (ev · ev)AvuBuv + (eu · ev)2AuvBuv + (eu · ev)2AvvBuu − (eu · ev) (ev · ev)AuuBuv − (eu · ev) (ev · ev)AuvBuu − (eu · ev) (ev · ev)AvuBuu + (ev · ev)2AuuBuu

)
eu +

1
(eu·eu)2(ev·ev)2−2(eu·eu)(eu·ev)2(ev·ev)+(eu·ev)4

(
(eu · eu)2AvvBuv − (eu · eu) (eu · ev)AuvBuv − (eu · eu) (eu · ev)AvuBuv − (eu · eu) (eu · ev)AvvBuu + (eu · eu) (ev · ev)AuvBuu + (eu · ev)2AuuBuv + (eu · ev)2AvuBuu − (eu · ev) (ev · ev)AuuBuu

)
ev

L (ev) =
1

(eu·eu)2(ev·ev)2−2(eu·eu)(eu·ev)2(ev·ev)+(eu·ev)4

(
− (eu · eu) (eu · ev)AvvBvv + (eu · eu) (ev · ev)AvuBvv + (eu · ev)2AuvBvv + (eu · ev)2AvvBvu − (eu · ev) (ev · ev)AuuBvv − (eu · ev) (ev · ev)AuvBvu − (eu · ev) (ev · ev)AvuBvu + (ev · ev)2AuuBvu

)
eu +

1
(eu·eu)2(ev·ev)2−2(eu·eu)(eu·ev)2(ev·ev)+(eu·ev)4

(
(eu · eu)2AvvBvv − (eu · eu) (eu · ev)AuvBvv − (eu · eu) (eu · ev)AvuBvv − (eu · eu) (eu · ev)AvvBvu + (eu · eu) (ev · ev)AuvBvu + (eu · ev)2AuuBvv + (eu · ev)2AvuBvu − (eu · ev) (ev · ev)AuuBvu

)
ev


A−B =

{
L (eu) =

−(eu·ev)Auv+(eu·ev)Buv+(ev·ev)Auu−(ev·ev)Buu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
eu +

(eu·eu)Auv−(eu·eu)Buv−(eu·ev)Auu+(eu·ev)Buu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
ev

L (ev) =
−(eu·ev)Avv+(eu·ev)Bvv+(ev·ev)Avu−(ev·ev)Bvu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
eu +

(eu·eu)Avv−(eu·eu)Bvv−(eu·ev)Avu+(eu·ev)Bvu

(eu·eu)(ev·ev)−(eu·ev)2
ev

}
a ·A (b)− b ·A (a) = 0

g =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



T =


L (et) = T ttet − T txex − T tyey − T tzez
L (ex) = T xtet − T xxex − T xyey − T xzez
L (ey) = T ytet − T yxex − T yyey − T yzez
L (ez) = T ztet − T zxex − T zyey − T zzez


T =


L (et) = T ttet − T xtex − T ytey − T ztez
L (ex) = T txet − T xxex − T yxey − T zxez
L (ey) = T tyet − T xyex − T yyey − T zyez
L (ez) = T tzet − T xzex − T yzey − T zzez


det (T ) = −T zt

(
−T txT xyT yz + T txT xzT yy + T tyT xxT yz − T tyT xzT yx − T tzT xxT yy + T tzT xyT yx

)
−T zx

(
T ttT xyT yz − T ttT xzT yy − T tyT xtT yz + T tyT xzT yt + T tzT xtT yy − T tzT xyT yt

)
+T zy

(
T ttT xxT yz − T ttT xzT yx − T txT xtT yz + T txT xzT yt + T tzT xtT yx − T tzT xxT yt

)
−T zz

(
T ttT xxT yy − T ttT xyT yx − T txT xtT yy + T txT xyT yt + T tyT xtT yx − T tyT xxT yt

)
tr (T ) = T tt − T xx − T yy − T zz

a · T (b)− b · T (a) = 0

f = f

∇f = ∂ufeu +
∂vf

sin (u)
ev



F = Fueu + F vev

∇F =

(
Fu

tan (u)
+ ∂uF

u +
∂vF

v

sin (u)

)
+

(
F v

tan (u)
+ ∂uF

v − ∂vF
u

sin (u)

)
eu ∧ ev

f = f

∇f = ∂θfeθ +
∂φf

sin (θ)
eφ

F = F θeθ + Fφeφ

∇F =

(
F θ

tan (θ)
+ ∂θF

θ +
∂φF

φ

sin (θ)

)
+

(
Fφ

tan (θ)
+ ∂θF

φ − ∂φF
θ

sin (θ)

)
eθ ∧ eφ


