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Here is a door ajar through which one may escape a little
way and for a short time out of our little world, from the
noise and chaos of civilization into the silence and harmony

of the cosmos, and for a moment be part of it.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Dissertation befaf3t sich mit der theoretischen, analytischen und nu-
merischen Modellierung von landgestiitzten Eisschilden in drei Dimensionen. Diese
werden als polytherm behandelt, d. h., es wird der Tatsache Rechnung getragen,
daB im Eisschild zum einen Bereiche mit Temperaturen unter dem Druckschmelz-
punkt (“kaltes Eis”), zum anderen Bereiche mit Temperaturen exakt auf dem Druck-
schmelzpunkt (“temperiertes Eis”) vorkommen konnen; in letzteren kann auch Wasser
in geringer Menge vorhanden sein.

Aufbauend auf frithere Ansétze wird eine verbesserte Theorie fiir polytherme Eis-
schilde entwickelt, welche auf den kontinuumsthermodynamischen Bilanzgleichungen
und Sprungbedingungen fiir Masse, Impuls und Energie basiert. Dabei wird das Eis
rheologisch als dichtebestdndiges, nichtlinear viskoses und wéarmeleitendes Fluid ange-
nommen; wegen der Abhéngigkeit der Viskositéit von Temperatur und Wassergehalt
liegt eine thermomechanische Kopplung vor. Nachdem fiir eine einfache Geometrie
(planparallele, geneigte Eisplatte) analytische Losungen konstruiert werden, wird die
Theorie einer Skalierung unterworfen, wobei die Annahmen eines kleinen Aspekt-
verhiltnisses (Verhéltnis von typischer Vertikaldimension und typischer Horizontaldi-
mension) sowie einer kleinen Froude-Zahl zugrundegelegt werden. Dies fithrt zu den
polythermen Flacheisgleichungen, auch als Shallow-Ice-Approximation- (SIA-) Glei-
chungen bezeichnet.

Fiir diese Gleichungen wird anschliefend ein numerisches Losungsverfahren ange-
geben, welches auf dem Verfahren der Finiten Differenzen basiert. In der Vertikalen
wird das Rechengebiet auf das Einheitsintervall abgebildet, was die Implementierung
der Randbedingungen erleichtert. Mit dem hieraus entwickelten Computerprogramm
werden Modelldufe fiir zwei verschiedene Probleme durchgefiihrt. Zuerst wird das
EISMINT-Eisschild behandelt, welches aus einer ebenen quadratischen Platte als Fels-
grund besteht, auf die eine raumlich konstante Schneefallrate niedergeht. Schliellich
werden Simulationen fiir das gronldndische Eisschild besprochen, welche sowohl unter
der Annahme eines stationdren Zustandes als auch fiir zeitabhidngige Klimaszenarien
(Sinus-Variationen, realistische Klimageschichte geméf Eisbohrkern-Rekonstruktion,

Auswirkung eines verstirkten Treibhauseffektes) durchgefithrt werden.






Abstract

This thesis is concerned with the theoretical, analytical and numerical modelling of
grounded ice sheets in three dimensions. These are considered as polythermal, i. e.,
it is accounted for the fact that there may be regions with temperatures below the
pressure melting point (“cold ice”) as well as regions with temperatures exactly on
the pressure melting point (“temperate ice”). In the latter, small quantities of water
may occur in addition.

Based on previous approaches, an improved theory of polythermal ice sheets is de-
veloped, which is founded on continuum-thermodynamic balance relations and jump
conditions for mass, momentum and energy. The rheologic behaviour is hereby as-
sumed to follow an incompressible, nonlinear viscous and heat conducting fluid; be-
cause of the dependence of viscosity on temperature and water content the problem
is thermo-mechanically coupled. After giving analytic solutions for a simple geometry
(parallel-sided ice slab), the theory is subjected to a scaling procedure with the as-
sumptions of a small aspect ratio (ratio between typical vertical dimension and typical
horizontal dimension) and a small Froude number. This leads to the introduction of
the polythermal shallow-ice approximation (SIA) equations.

Subsequently, a numerical solution scheme for these equations is given, making
use of a finite difference approach. In the vertical, the model domain is mapped on-
to the unit interval in order to make the implementation of boundary conditions
easier. Using the computer code developed from this, model runs for two different
problems are carried out. First, the EISMINT ice sheet is dealt with, consisting of a
flat square-shaped bedrock subject to spatially uniform snowfall. Second, simulations
for the Greenland ice sheet are discussed, that were carried out for both steady state
conditions and time-dependent scenarios, namely sinusoidal variations, a realistic cli-
mate history deduced from ice core reconstruction, and increased temperatures due

to intensified greenhouse warming.






Notation

° beliebige Grofle
o Grofle  zum neuen Zeitpunkt eines zeitlichen Iterationsschritts
o provisorischer Wert von e zum neuen Zeitpunkt eines

zeitlichen Iterationsschritts
. Grofie o auf einen Punkt im Staggered Grid interpoliert,

auf dem sie urspriinglich nicht definiert ist

o, Grole o im Kalteisbereich

o, Grofle o in der Lithosphére

o, Grofle e im temperierten Eisbereich

A Eisalter

Aip eisbedeckte Flache

Ay von temperiertem Eis bedeckte Fléiche

A(T") Rate-Faktor fiir kaltes Eis

Ay(w) Rate-Faktor fiir temperiertes Eis

Aw () Rate-Faktor fiir kaltes oder temperiertes Eis

at Volumenflul durch die CTS

oy st Stationirer Anteil von a

at Akkumulations-Ablations-Funktion fiir die Eisoberfliche

a Streckparameter fiir die o-Koordinatentransformation des
Kalteisbereichs

b z-Koordinate der Eisbasis (Lithosphéirenoberseite)

bo stationarer Wert fiir b ohne Eislast

b, z-Koordinate der Lithospharenunterseite

C Gleitfunktion fiir kalte Basis

Cy Gleitfunktion fiir temperierte Basis

Cq Koeffizient im Gleitgesetz vom Weertman-Typ fiir temperierte Basis

c spezifische Warme fiir Eis

Cr spezifische Warme fiir die Lithosphére

D(w) Wasserdrainage-Funktion

Dy numerische Diffusion fiir die Eisalterberechnung

Dy Diffusivitat fiir die Evolution der freien Oberfliche

Dy, Gldttungsparameter fiir die numerische Glattung von H;

Dy Hilfsgrofle fiir die Berechnung der Horizontalgeschwindigkeit

E Enhancement-Faktor im FlieBgesetz

Er Lufttemperatur-Exzef3 iiber dem Schmelzpunkt

f(o), fi(o) Kriechfunktion fiir kaltes bzw. temperiertes Eis
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Ht,max
offset
H;

H, t,smooth
H,

i? ja kc,t,r
imaxa jmax
J

jtot
kc,t,r,max
K

L

M

Schwerebeschleunugung

z-Koordinate der freien Eisoberfliche

maximales h des gesamten Eisschilds

Eisdicke

maximale Eisdicke H

Dicke der kalten Eisschicht

Dicke der temperierten Eisschicht

maximale Dicke H; der temperierten Eisschicht

erstes probeweise angenommenes H; bei neu entstehender
temperierter Schicht

numerisch gegléttetes H; vor der Korrektur zur Volumenerhaltung
Dicke der Lithosphére

Laufindices fiir die diskretisierten -, y- bzw. (. ,-Richtungen
Maximalwerte fiir ¢, j

diffusive Wasserstromdichte

totale Wasserstromdichte

Maximalwerte fiir k.,

Streckfaktor fiir die stereographische Projektion

latente Schmelzwérme fiir Eis

i) Wasserproduktionsrate im temperierten Eis

ii) Ablationsrate (Schmelzrate an der Eisoberfliche)
Bildungsrate fiir Uberlagerungseis

Wasser-Massenstrom in den Boden hinein

Laufindices fiir die feinere bzw. grobere Diskretisierung der Zeit
Maximalwerte fiir n, n

Druck

Sattigungsgrad von Wasser in Schnee

geothermer Warmeflufl

WérmefluB (nur fithlbare Warme)

Wirmeflul (fithlbare und latente Wérme)

horizontaler Massenfluss, bzw. dessen i-Komponente
universelle Gaskonstante

Erdradius

Akkumulationsrate (Schneefallrate)

Zeit

Akkumulations-Zeitpunkt fiir ein Eispartikel

Abbruch-Zeit fiir numerische Simulationen
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tail Periode der Milankovi¢-Zyklen

T Temperatur

Ty druckkorrigierte Schmelztemperatur

Th Schmelztemperatur bei verschwindendem Druck
T’ homologe Temperatur (17" — Tyy)

Th T" in der Saule (2giy, Yaiv)

T} T" in der Saule (par, Ydiv)

Thir Lufttemperatur iiber dem Eis

Tair Amplitude der jahrlichen Variation von Ty,

Tha Jahresmittel der Lufttemperatur T,;,

T Temperatur an der Eisbasis

T; homologe Temperatur an der Eisbasis

Ty div T} in der Saule (Zgiy, Yaiv)

T Eisoberflichentemperatur (10 m-Firntemperatur)
T Spannungstensor

TE Spannungsdeviator (Reibungsspannungen)

v, U; Geschwindigkeit (baryzentrisch), bzw. deren i-Komponente

vy, (vp);  Eisgeschwindigkeit (baryzentrisch) an der Basis, bzw. deren
1-Komponente

vs, (vs);  Eisgeschwindigkeit (baryzentrisch) an der Oberflache, bzw. deren
i-Komponente

vy, (ve); Basale Gleitgeschwindigkeit (Differenz zwischen Eisgeschwindigkeit

und Lithosphéirengeschwindigkeit), bzw. deren i-Komponente

Vj, Vi Geschwindigkeit des Eises in der Mischung Eis plus Wasser,
bzw. deren j-Komponente
Vs Unpj Geschwindigkeit des Wassers in der Mischung Eis plus Wasser,
bzw. deren j-Komponente
Vg half v, in der Séule (Tpar, Yaiv)
Vs div v, in der Saule (Zqiv, Yaiv)
V2 half v, in der Séule (Zyair, Ydiv)
Vies gesamtes Eisvolumen
Viemp Volumen des temperierten Eises
Véﬁ%‘“h Volumen des temperierten Eises nach der numerischen Glattung von H,
w, w; Geschwindigkeit einer singuléren Fléche, bzw. deren i-Komponente
x,y horizontale kartesische Koordinaten

Tgiv, Yaiv  Position (z,y) des Scheitelpunktes

Thalf r-Koordinate auf halbem Weg zwischen Scheitelpunkt und Eisrand
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Ky

Ao

Htwe

Tc,t,r

gc,t,m nc,t,r

xz-Koordinate des vom Scheitelpunkt aus gesehen zweiten Gitterpunktes
mit temperierter Eisschicht langs yq4;y

vertikale kartesische Koordinate (Hohe iiber NN)

z-Koordinate der CTS

Betrag der probeweisen CTS-Verschiebungen bei deren Positionierung
Verhéltnis potentielle Energie zu innere Energie in kaltem Eis
Verhéltnis potentielle Energie zu innere Energie in temperiertem Eis
Clausius-Clapeyron-Gradient

Koeffizienten fiir Schmelz-Parameterisierung

Ortsauflosung fiir die z- und y-Richtung

Ortsauflésung fiir die (.4 ,-Richtung

feinere bzw. grobere zeitliche Auflésung

Abweichung des Jahresmittels der Lufttemperatur iiber dem Eis T},
von den heutigen Werten

Abweichung der Eisoberflichentemperatur T von den heutigen Werten
i) innere Energie

ii) Aspektverhéltnis

Wirmeleitfahigkeit fiir Eis

Wirmeleitfihigkeit fiir die Lithosphere

geographische Lange

Langenkreis, der unter der stereographischen Projektion auf die
y-Achse abgebildet wird

Firnerwérmungs-Koeffizient

Wasser-Diffusivitat im temperierten Eis

wahre Dichte fiir Eis bzw. die Mischung Eis plus Wasser
Partialdichte fiir Eis in der Mischung Eis plus Wasser

Partialdichte fiir Wasser in der Mischung Eis plus Wasser

wahre Dichte der Asthenosphére

wahre Dichte der Lithosphére

effektive Scherspannung

17-Komponente des Spannungstensors

ij-Komponente des Spannungsdeviators

Verzogerungszeit der isostatischen Einstellung der Asthenosphére
Zeit im o-Koordinatensystem fiir kaltes Eis, temperiertes Kis

bzw. die Lithosphére

horizontale Koordinaten des o-Koordinatensystems fiir kaltes Eis,

temperiertes Eis bzw. die Lithosphére
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vertikale Koordinate des o-Koordinatensystems fiir kaltes Eis,
temperiertes Eis bzw. die Lithosphére
geographische Breite

Breitenkreis der Bildebene der stereographischen Projektion
Wassergehalt des temperierten Eises (Massenanteil )
Schwellwert im Wasserdrainage-Gesetz

w in der Saule (x2, Yaiv)

typischer Rate-Faktor

typische spezifische Warme fiir Eis

typische spezifische Warme fiir die Lithosphére
typische Gleitfunktion fiir kalte Basis

typische Gleitfunktion fiir temperierte Basis
typische Kriechfunktion

typische Vertikaldimension

typische Horizontaldimension

typischer geothermer Warmeflufl

typische Vertikalgeschwindigkeit

typische Horizontalgeschwindigkeit

typische Temperaturdifferenz

typische Wéarmeleitfahigkeit fiir Eis

typische Wéarmeleitfahigkeit fiir die Lithosphére
typischer Wassergehalt

Clausius-Clapeyron-Zahl

Wiérmediffusionszahl

Wasserdiffusionszahl

Wiérmediffusionszahl der Lithosphére
Streckfunktion fiir die o-Transformation des Kalteisbereichs
Gleitzahl fiir kalte Basis

Gleitzahl fiir temperierte Basis

Fluiditétszahl

geotherme Wirmezahl in der Lithosphére

basale Schmelzrate

Oberflachenproduktionsrate von Wasser an der CTS
Zeitverzogerungszahl fiir die Asthenosphére
Froude-Zahl
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1 Einleitung

1.1 Klimageschichte der Erde

Seit sich die Erde vor etwa 4.6 Milliarden Jahren aus einem kleinen Teil des kosmi-
schen Urnebels, der unser Sonnensystem geworden ist, gebildet hat, unterlag ihr Klima
einem bestdndigen Wandel. Die ersten hundert Millionen Jahre waren als Folge der
in Warme umgewandelten Gravitationsenergie und der Warmeproduktion radioakti-
ver Isotope der neu entstandenen Erde sehr heifl mit Oberflachentemperaturen iiber
100°C, bis diese Grenze vor ungefahr vier Milliarden Jahren unterschritten wurde. Die
Abkiihlung der Erdoberfliche zog sich anschliefend noch weitere zwei Milliarden Jah-
re hin, bis ca. zwei Milliarden Jahre vor heute ein relatives Gleichgewicht erreicht war;
zu dieser Zeit hatte sich auch bereits eine Stickstoff-Sauerstoff-Atmosphére, dhnlich
der heutigen, gebildet. Blickt man auf dieser Jahrmilliarden umfassenden Zeitskala in
die Zukunft, so wird sich die Erdoberfliche aufgrund der zunehmenden Energiepro-
duktion der Sonne langsam erwidrmen und schliellich in ferner Zukunft wieder den
Glutofen darstellen, der sie in der Friihzeit der Erdgeschichte einmal war.

Dies beschreibt jedoch nur den langfristigen, die gesamte Lebensdauer der Er-
de umfassenden Trend der Klimageschichte. Diesem Trend iiberlagern sich duflerst
vielfédltige Variationen, die sich auf Zeitskalen von 100 Millionen Jahren bis hin zu
Jahrzehnten abspielen. (Natiirlich existieren auch noch kurzfristigere Schwankungen,
diese werden allerdings nicht mehr als Klima, sondern als Wetter bezeichnet.) Bleibt
man zunéchst bei den grofien Zeitskalen von 10-100 Millionen Jahren, so zeigt sich, dafl
es in der Klimageschichte der Erde Wechsel zwischen nicht-eisbildenden Warmklima-
zeitaltern einerseits und Eiszeitaltern andererseits gegeben hat. Warmklimazeitalter
zeichnen sich dadurch aus, daf§ die Erdoberflache vollig eisfrei war, wahrend in Eis-
zeitaltern Eisbedeckungen auftraten. Diese Phasen sind sehr ungleich verteilt; auch
bei Beschrankung auf die letzten 2.3 Milliarden Jahre der irdischen Klimageschichte
seit dem Auftreten des ersten Eiszeitalters (“Archaisches Eiszeitalter”) tiberwiegen
die warmen Phasen die sieben identifizierten Eiszeitalter deutlich an Dauer.

Die hauptséchliche Ursache fiir das Auftreten von Eiszeitaltern ist wahrschein-
lich das Vorhandensein von ausgedehnten Landmassen in polaren Regionen aufgrund
der Kontinentaldrift, denn nur dann ist die Bildung grofler Eismassen aus akkumu-
liertem Schneefall in polaren Regionen iiberhaupt moglich. In diesem Fall tritt eine
starke positive Riickkopplung auf, die iiber die hohe Albedo (Riickstrahlvermogen
des einfallenden Sonnenlichts) der vereisten Flichen zu verringerter Energieaufnahme
der Erdoberfliche und damit zu Abkiihlung fithrt. Sind die polnahen Gebiete dagegen

hauptséchlich von Ozeanen bedeckt, wird eventuell fallender Schnee schnell geschmol-
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zen, so daf keine grofiflichige Vereisung moglich ist. Natiirlich setzt diese Erklarung
voraus, dafl das Klima hinreichend kalt ist, um Schneefall in polaren Regionen zuzu-
lassen; daher gab es in den ersten 2.3 Milliarden Jahren nach Entstehung der Erde

wahrscheinlich keine Eiszeitalter.

Wiéhrend des gesamten Erdmittelalters (Mesozoikum, 225-65 Millionen Jahre vor
heute, bestehend aus Trias, Jura und Kreide), nachdem die Erde bereits sechs identifi-
zierte Eiszeitalter erlebt hatte, herrschte eine Warmklimaphase vor, in der viele nette
kleine Tierchen, genannt Dinosaurier, auf der Erde umherliefen. Nach dem Beginn
des Tertidrs der Erdneuzeit (Neozoikum, seit 65 Millionen Jahren vor heute) setzte
eine stufenweise Abkiihlung ein, einhergehend mit der Bewegung des antarktischen
Kontinents in die siidpolare Region und dessen Vereisung in der zweiten Hélfte des
Tertiérs. Der eigentliche Beginn dieses sich herauskristallisierenden Eiszeitalters wird
jedoch iblicherweise erst auf zwei bis drei Millionen Jahre vor heute, den Ubergang
vom Tertidr zum Quartér, datiert, zusammenfallend mit einer weiteren sprunghaften
Abkiihlung. Dieses bis heute und wahrscheinlich noch viele Millionen Jahre in die
Zukunft (falls nicht durch menschliche Eingriffe verhindert) andauernde Eiszeitalter

wird daher als quartéres Eiszeitalter bezeichnet.

Auf einer Zeitskala von 10-10° Jahren ist das quartiire Eiszeitalter geprigt vom
Wechselspiel von mindestens 20 Kaltzeiten (“Eiszeiten”) und dazwischenliegenden
Warmzeiten. Diese Warmzeiten sind nicht zu verwechseln mit Warmklimazeitaltern;
auch die Warmzeiten eines Eiszeitalters weisen ausgedehnte Eisbedeckungen auf, wie
die heutige, seit etwa 11000 Jahren herrschende Neo-Warmzeit zeigt. Davor lagen die
Wiirm-Kaltzeit (ab ca. 70000 Jahren vor heute), die Eem-Warmzeit (ab ca. 125000
Jahren vor heute), die Rifi-Kaltzeit (ab ca. 200000 Jahren vor heute) usw. Dieses
Wechselspiel geschieht vor dem Hintergrund einer praktisch stationdren Verteilung
der Landmassen und kann daher nicht mehr mit der Kontinentaldrift erkliart werden.
Die primére Ursache liegt statt dessen in periodischen Schwankungen von Parametern
der Umlaufbahn der Erde um die Sonne (Orbitaltheorie; Milankovié [54], Hays, Imbrie
& Shackleton [21], Berger [5]). Hierbei treten drei Perioden auf, ndmlich die Schwan-
kung der Bahnexzentrizitdt mit einem Zyklus von 96000 Jahren, die Schwankung
der Erdachsenneigung relativ zur Bahnebene (40000 Jahre) und die Prézession der
Erdachse zusammen mit der Orientierung der Bahnellipse im Raum (21000 Jahre),
welche die Verteilung der Sonneneinstrahlung auf die Erdoberfliche verdndern und
iiber mannigfache Riickkopplungen positiver und negativer Art diese Klimaverdande-

rungen bewirken.

Auch innerhalb von Kalt- und Warmzeiten existieren markante Klimaschwankun-

gen. Wihrend der letzten (Wiirm-) Kaltzeit traten drei besonders kalte Epochen,
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sogenannte Stadiale, vor ca. 60000, 40000 und 18000 Jahren auf (letztere ist be-
kannt als “Last Glacial Maximum”, oder kurz LGM), unterbrochen von wéirmeren
Interstadialen. Das Ausmaf} von Klimaschwankungen in der Eem-Warmzeit davor ist
aufgrund sich teilweise widersprechender Rekonstruktionen umstritten (Zahn [72]);
die heutige (Neo-) Warmzeit ist gepriagt von einem relativ gleichférmigen Klima mit
Temperaturschwankungen im Bereich von maximal 1°C seit etwa 10000 Jahren, was
eventuell eine groe Ausnahmesituation darstellt (Stauffer [67]), die eine Entwicklung
der menschlichen Kultur (7) erst moglich gemacht hat. Jedoch gab es auch im Rahmen
dieser Schwankungen ausgezeichnete Perioden, wie etwa das mittelalterliche Klima-
optimum von ca. 800-1200 n. Chr., die sich daran anschlieflende “kleine Eiszeit” (ca.
1400-1900 n. Chr., letzter Tiefpunkt um 1850), und schliefllich das heutige, wieder et-
was warmere Klima, welches bis jetzt noch im Rahmen der letzten Jahrtausende liegt,
sehr wahrscheinlich aber durch menschliche Eingriffe in das komplexe Klimasystem

der Erde zumindest mitverursacht wurde und wird.!

1.2 Modellierung von Inlandeisschilden

Die irdische Kryosphére (der vereiste Teil des Klimasystems) setzt sich aus mehreren
Komponenten zusammen. Unter einem Inlandeisschild, auch kurz als Inlandeis oder
als Eisschild bezeichnet, versteht man eine ausgedehnte Eismasse, deren Basis auf
festem Land aufliegt und die sich im Laufe von Jahrtausenden durch akkumulierten
Schneefall gebildet hat. Inlandeisschilde machen bei weitem den gréfiten Anteil des
auf der Erde vorhandenen Eisvolumens aus; mit ihrer theoretischen und numerischen
Modellierung beschéftigt sich die vorliegende Arbeit. Alpine Gletscher entstehen ana-
log, erstrecken sich jedoch nur iiber wesentlich kleinrdumigere Regionen in Gebirgen
und tragen daher lediglich zu einem sehr geringen Teil zur Kryosphére bei. Schelfeise
sind aufschwimmende Eismassen, die vom meerwértigen Massenflufl eines Inlandeises
gespeist werden; sie existieren typischerweise in grofien Buchten eines von Inlandeis
bedeckten Kontinentalschelfs. Bei Meereis handelt es sich um gefrorenes Meerwasser,
und Grundeis bedeutet schliellich gefrorenes Wasser im Boden, wie es in Permafrost-
gebieten auftritt.

In Gletschern und Eisschilden vorkommendes Eis existiert (bei Vernachlissigung
zusatzlicher Beimischungen von Salz und Sediment) in zwei grundsétzlich verschie-
denen Zustdnden. Kaltes Eis ist durch eine Temperatur unterhalb des druckkor-
rigierten Schmelzpunktes gekennzeichnet und kann als dichtebestédndiges, viskoses

und warmeleitendes Ein-Komponenten-Fluid beschrieben werden; es macht in den

'Die Ausfiihrungen dieses Abschnitts folgen, falls nicht anders erwiihnt, Schénwiese [66] und den

dort angegebenen Primérquellen.
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groBen Eisschilden der Erde (Gronland, Antarktis) den weitaus grofiten Anteil aus.
Bei temperiertem Fis dagegen befindet sich die Temperatur exakt auf dem druck-
korrigierten Schmelzpunkt, was dazu fiihrt, dafl dieses zusédtzlich Wasser in geringer
Menge enthalten kann. Demzufolge mufl es im Gegensatz zu kaltem Eis als Zwei-
Komponenten-Fluid aufgefa3t werden. Bereiche aus temperiertem Eis konnen in Eis-
schilden in diinnen, bodennahen Schichten existieren, die das Flieverhalten entschei-
dend verdndern. Gletscher und Eisschilde, die sowohl kalte als auch temperierte Zonen

enthalten, nennt man polytherm.

In der Vergangenheit wurden bereits einige dreidimensionale Modelle zur numeri-
schen Simulation des dynamischen Verhaltens von Inlandeisschilden entwickelt, was
erst durch die hohen Rechenleistungen moderner Computer méglich gemacht wurde.
Das erste Modell stammt von Mahaffy [53] und wurde angewendet auf die Barnes Ice
Cap in der kanadischen Arktis. Es vernachlissigte allerdings die starke Temperatu-
rabhéngigkeit der Eisviskositét; so konnen die Modellgleichungen vertikal integriert
werden, und das numerische Problem reduziert sich auf die zwei horizontalen Dimen-
sionen. Das Modell von Jenssen [43] rechnete bereits mit temperaturabhéngiger Eis-
viskositdt und wurde auf das gronlandische Eisschild angewendet, allerdings mit sehr
geringer raumlicher Auflésung aufgrund der damals noch beschrénkten Rechnerkapa-
zitdten. Es folgten weitere Modelle, die auf unterschiedliche Probleme, wie Gronland,
die Antarktis, Tibet, angewendet wurden (Oerlemans [58, 59], Budd & Smith [11],
Budd, Jenssen & Smith [10], Herterich [23, 24], Kuhle, Herterich & Calov [45], Fastook
& Chapman [16], Huybrechts & Oerlemans [40, 41], Huybrechts [34, 35, 36, 37, 38|,
Huybrechts, Letréguilly & Reeh [39], Letréguilly, Huybrechts & Reeh [47], Letréguilly,
Reeh & Huybrechts [49], Calov [12], Calov & Hutter [13, 14], Fabré, Letréguilly, Ritz &
Mangeney [15]). Herauszuheben sind die Antarktis-Simulationen von P. Huybrechts,
welche ausfiihrlich in [36] beschrieben sind; hierbei handelt es sich um das bis heu-
te fortgeschrittenste Modell, welches das gekoppelte Inlandeis-Schelfeis-Lithosphére-

Problem mit sehr hoher Auflésung rechnet.

All diesen Modellen ist jedoch gemein, daf} sie das mogliche Auftreten von tempe-
rierten Eisbereichen weitgehend vernachléassigen. Modellrechnungen zur Bestimmung
des Geschwindigkeits- und Temperaturfeldes von Eisschilden sowie der Evolution von
Dicke und Ausdehnung bei gegebenem klimatischen Input werden mit den Prozefiglei-
chungen fiir kaltes Eis durchgefiithrt. Erhédlt man hierbei Temperaturen oberhalb des
Schmelzpunktes, so wird fiir die betreffenden numerischen Gitterpunkte die Tempe-
ratur kiinstlich auf diesen herabgesetzt. Diese Vorgehensweise stellt jedoch lediglich
eine sehr grobe Beriicksichtigung der temperierten Bereiche dar, denn es wird nicht

der Tatsache Rechnung getragen, dafl mit den kalten und temperierten Bereichen zwei
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verschiedene Phasen im Eisschild vorhanden sind, die durch eine Phasengrenzfliche
voneinander getrennt sind, an welcher bestimmte Sprungbedingungen fiir die verschie-
denen physikalischen Grofien erfiillt sein miissen (Miiller [56], Hutter [29]). Ferner ist
es nicht moglich, so den die Eisviskositdt mafigeblich mitbestimmenden Wassergehalt

in den temperierten Bereichen zu berechnen.

Die besondere klimatologische Relevanz dieses Problems besteht darin, daf3 auf-
grund der zu erwartenden, durch den verstidrkten Treibhauseffekt hervorgerufenen
Erwédrmung der Erdatmosphére langfristig die grofle Gefahr des verstédrkten Ab-
schmelzens der groflen irdischen Eisschilde besteht, was einen Anstieg des Meeres-
spiegels um bis zu 70 m zur Folge hétte. Fiir diesen Abschmelzprozef sind basale
temperierte Bereiche von vielleicht entscheidender Bedeutung. Wéhrend néamlich kal-
tes Eis die Eigenschaft besitzt, an dem Felsgrund des Eisschildes zu haften, gehorcht
temperiertes Eis dort aufgrund des Wassergehaltes einem viskosen Gleitgesetz; aus
diesem Grunde konnen temperierte Bereiche das AbflieBen der Eismassen (und so-
mit deren Abbau) in die umgebenden Ozeane stark beschleunigen. Aus bisherigen
Modellrechnungen mit Kalteismodellen und aus Radarmessungen 1a8t sich vermuten,
dafl groBe Bereiche der Antarktis basale temperierte Bereiche aufweisen (Huybrechts
[36]); in Gronland existieren solche wahrscheinlich in der Néhe des Eisrandes (Calov
[12]). Diese Betrachtungen zeigen, daf es fiir realistische Simulationen des Verhaltens
grofler Eisschilde sehr wichtig ist, die temperierten Bereiche adaquat und physikalisch

korrekt zu behandeln.

Ein weiterer Aspekt ist die Interpretation von Eisbohrkernen aus Groénland und
der Antarktis. Hierbei geht man davon aus, dafl das untersuchte Eis zu allen Zeiten
kalt war, sich also nie Wasser bilden konnte, das durch das Eis diffundieren und so die
Isotopenkonzentrationen und damit auch die Klimarekonstruktion verfialschen konnte.
Das Wissen um temperierte Bereiche und das Verhalten des Wassers darin konnte also

eine gednderte Interpretation notwendig machen.

Theoretische Beschreibungen zu polythermem Eis wurden bereits formuliert (Fow-
ler & Larson [17], Hutter [27], Hutter [28], Blatter [6], Hutter [31]). Es werden zwei
unterschiedliche Betrachtungsweisen verwendet: Diffusionsmodelle beschreiben tem-
periertes Eis mit zwei Massenbilanzen (eine fiir die Mischung Eis plus Wasser, ei-
ne fiir das Wasser selbst, dessen Anteil als gering angenommen wird), jedoch nur
je einer Impuls- und Energiebilanz fiir die Mischung; der Transport des Wassers in
der Eisumgebung wird dabei mit Hilfe eines Fickschen Diffusionsgesetzes dargestellt.
Zwei-Phasenmodelle hingegen verwenden fiir jede der beiden Komponenten sowohl
eine Massen- als auch eine Impulsbilanz, ergdnzt durch eine Wechselwirkungskraft

zwischen den beiden Komponenten (Darcy-Transport). Ergédnzt werden diese Mo-
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delle durch die hinlénglich bekannten und gut verstandenen Modellgleichungen fiir
kaltes Eis (Hutter [29]) sowie Randbedingungen an der Oberfliche und der Basis und
Ubergangsbedingungen an der internen Phasengrenzfliche; diese kénnen aus einer

allgemeinen Sprungbedingung fiir singulédre Fliachen hergeleitet werden.

Fiir grofle Inlandeisschilde kann davon ausgegangen werden, dafl ein Diffusions-
modell zur adéquaten Beschreibung hinreichend ist, da sich die temperierten Bereiche
auf relativ kleine bodennahe Zonen beschranken und der zu erwartende Wassergehalt
gering ist (Hutter [31]). Temperierte Alpengletscher hingegen, in denen im Sommer
durch oberflichliches Abschmelzen grofie Mengen Wasser in das Eis gelangen, verlan-
gen nach einem Zwei-Phasenmodell, da der Wassertransport dann nicht mehr diffusiv
beschrieben werden kann. Im Rahmen dieser Arbeit, die sich mit grofilen Eisschilden
befafit, wird daher zunéchst ein verbessertes Diffusionsmodell ausfiihrlich hergeleitet.
Das Modell wird zwecks systematischer Vereinfachungen einer Skalierung unterwor-
fen, wobei von der Flacheisannahme (“Shallow ice approximation”, im folgenden als
“SIA” bezeichnet) Gebrauch gemacht wird, d. h., es wird ausgenutzt, dal in Eisschil-
den die typischen Hohen i. a. wesentlich kleiner als die typischen Léngen sind, also

ein kleines Aspektverhéltnis vorliegt.

Dieses Modell wird anschliefend einer numerischen Behandlung zugénglich ge-
macht. Ausgehend von Erfahrungen mit Modellrechnungen fiir kaltes Eis (Herterich
[24], Huybrechts [36], Abe-Ouchi [1], Calov [12]) wird hierfiir ein Finite-Differenzen-
Verfahren unter Verwendung von o-Koordinaten in der Vertikalen (d. h., jede vertikale
Séule der Bereiche kaltes Eis, temperiertes Eis und Lithosphére wird auf ein [0,1]-
Intervall abgebildet) mit sich nach unten hin verdichtenden Gitterpunkten fiir den
Kalteisbereich und Upstream-Diskretisierung in den Advektionstermen verwendet.
Die Besonderheit der polythermen Rechnung besteht jedoch in der numerischen Po-
sitionierung der Phasengrenzfliche zwischen den kalten und temperierten Bereichen,
an welcher Unstetigkeiten des Temperaturgradienten und des Wassergehaltes auftre-
ten konnen und Ubergangsbedingungen erfiillt sein miissen, sowie der Berechnung
des Wassergehaltes in den temperierten Bereichen. Dies wurde in der Vergangenheit
fiir einfache Geometrien (planparallele Eisplatte, zweidimensionaler stationédrer Glet-
scher) durchgefiithrt (Hutter, Blatter & Funk [32], Blatter [6], Blatter & Hutter [8],
Funk, Echelmeyer & Iken [18]) und kommt hier fiir zeitabhéngige Probleme dreidi-
mensionaler Eisschildgeometrien zur Anwendung. Ziel ist dabei im einzelnen die Be-
rechnung des Geschwindigkeits-, Temperatur- und Wassergehaltsfeldes sowie der Eis-
dicke, der Ausdehnung des Eisschildes auf dem zugrundeliegenden Kontinentalschelf
und der Position der internen Phasengrenzfliche zwischen kaltem und temperiertem

Eis (“cold-temperate transition surface”, im folgenden kurz als “CTS” bezeichnet) als
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Funktion der Zeit bei gegebener Oberflaichentemperatur und oberflichlicher Massen-
bilanz (Schneefall, Schmelzen) sowie gegebenem geothermen Wirmeflufl von unten.
Das daraus resultierende Computerprogramm SICOPOLIS (SImulation COde for
POLythermal Ice Sheets) wird auf zwei verschiedene Probleme angewendet. Die er-
ste Anwendung betrifft das akademische EISMINT- (European Ice Sheet Modelling
INiTiative-) Eisschild, welches aus einem ebenen Quadrat als Felsgrund mit rdum-
lich uniformer Schneefallrate besteht; hierfiir werden Steady-State-Simulationen sowie
transiente Simulationen mit sinusférmiger Variation der Lufttemperatur vorgestellt.
Daran anschlieend werden umfangreiche Simulationen fiir das gronlédndische Eis-
schild diskutiert; diese gliedern sich in zwei Teilbereiche. Anhand von Steady-State-
Simulationen werden zun#chst eine Reihe von Parameterstudien durchgefiihrt. Als
Abschlufl der Anwendungen werden dann transiente Simulationen gezeigt, wobei fiir
den Lufttemperatur-Antrieb sinusférmige Milankovié-Zyklen, Eisbohrkern-Mef3daten
des GRIP-Projektes fiir 250000 Jahre Klimageschichte sowie mehrere Szenarien zur
moglichen zukiinftigen Erwdrmung der Erdatmosphére aufgrund eines verstéarkten

Treibhauseffektes zugrundegelegt werden.
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

2.1 Allgemeine Bilanzaussagen

Das Modell, welches im néchsten Kapitel entwickelt werden soll, basiert im wesentli-
chen auf den Bilanzgleichungen fiir Masse, Impuls, Drehimpuls und Energie; ergénzt
durch einige Materialgesetze kann hieraus ein geschlossenes Gleichungssystem erhal-
ten werden. Diese Bilanzgleichungen kénnen als Spezialfélle einer allgemeinen Bilanz-
gleichung aufgefaBt werden, welche in Eulerscher Darstellung die zeitliche Anderung
einer beliebigen physikalischen Groe j(w,t) innerhalb eines materiellen Volumens w
bilanziert mit dem konduktiven Flufl ¢ von j durch den Rand dw sowie der volumen-
méBigen Produktion p (welche fiir ErhaltungsgroBen verschwindet) und Zufuhr z im
materiellen Volumen w (vgl. Miiller [56], Hutter [29]):

i) = g [0
_ —j{qb(az(t),t) .nda+/(p(m(t),t)+z(a;(t),t))du; (2.1)
Ow w

g ist hierbei die Dichte von j, und m bedeutet den &ufleren Normalenvektor des

Volumens w. Mit Hilfe des Reynoldsschen Transporttheorems (Becker & Biirger [4])
d 0
dt!g(m(t), t) dv = w/ a;;] dv +f gv -nda, (2.2)

welches besagt, daf sich die zeitliche Anderung von j in w (linke Seite) zusammensetzt
aus einem lokalen Anteil (erster Term rechts) und dem konvektiven FluB durch den
begrenzenden Rand (zweiter Term rechts, v = @ ist die Partikelgeschwindigkeit), und
des Gaufischen Integralsatzes erhdlt man aus (2.1) durch Lokalisierung die allgemeine

Bilanzgleichung in lokaler Form

0 :

a—? = —div(¢+gv) +p+ 2, (2.3)
wobei stetige Differenzierbarkeit der auftretenden Felder innerhalb des Volumens w
vorausgesetzt ist. Enthélt dieses eine singuldre Fliche o, auf welcher Unstetigkeiten
auftreten konnen, so ist auf dieser (2.3) nicht mehr giiltig; statt dessen kann iiber die
Betrachtung eines Volumenelements um die singulére Flache herum eine allgemeine

Sprungbedingung abgeleitet werden (Miiller [56], Hutter [29]):

[(¢+9(v —w))-n]=P. (2.4)

w bedeutet hierbei die Geschwindigkeit der singuldren Fliache selbst, und P ist ein

Oberflaichenproduktions- bzw. Oberflichenzufuhrterm, welcher in den meisten Féllen

23



verschwindet. Die eckigen Klammern bezeichnen den Sprung des innestehenden Aus-
drucks an der singuliiren Fliche o: [f] := fT — f~; f* ist der Wert von f auf der
positiven bzw. negativen Seite von o, wobei die positive Seite dadurch ausgezeichnet
ist, daf§ der Normalenvektor n in sie hineinzeigt. Die allgemeine Sprungbedingung
besagt somit, dal der Sprung der Normalkomponente des gesamten Flusses (Summe
aus konduktivem Flufl und konvektivem Fluf} relativ zur Bewegung von o) gleich ist
einer Oberflachenproduktion P, welche im allgemeinen verschwindet.

Im folgenden geht es darum, die Gleichungen (2.3) und (2.4) auf die einzelnen
Fille zu spezialisieren. Dies geschieht durch Einsetzen der entsprechenden Werte fiir
g, ¢, p, z und P.

2.2 Massenbilanz

In diesem Fall ist g = p (p: Massendichte), ¢ = 0, p =0, z = 0, P = 0. Dies ergibt
fiir die lokale Massenbilanz?

g‘t’ +div(pw) =0 & p+p(dive) =0 (2:5)

() bedeutet die materielle, der Partikelgeschwindigkeit v folgende Zeitableitung. Ein
wichtiger Spezialfall ist der eines dichtebestindigen Fluides (p = 0):

dive = 0. (2.6)
Die Sprungbedingung an singulédren Fléchen lautet

[p(v —w) -n] =0. (2.7)

2.3 Impulsbilanz

Hier gilt ¢ = pv, ¢ = —T (T': Cauchyscher Spannungstensor), p = 0, z = pf (f:
spezifische Kraft, i. a. gleich der Schwerebeschleunigung g) und P = 0. Hiermit erhilt

man nach einiger Umformung die lokale Impulsbilanz
pv =divT + pf; (2.8)

dies entspricht dem Newtonschen Gesetz “Kraft gleich Masse mal Beschleunigung”.

Die Impulssprungbedingung ergibt sich zu

[Tn] — [pv (v —w)-n] =0. (2.9)

2In Mischungen kann fiir die einzelnen Konstituenten aufgrund von Phaseniibergéingen oder che-

mischen Reaktionen auch p # 0 und P # 0 gelten.
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2.4 Drehimpulsbilanz

Fiir diese ist g = x X pv, ¢ = & x T, p =0, 2z = x X pf und P = 0, d. h.,
die entsprechenden Werte der Impulsbilanz werden mit dem Ortsvektor @ vektoriell
multipliziert. Daher konnte man erwarten, dafl die Drehimpulsbilanz zur Impulsbilanz
aquivalent ist; Aufstellen der allgemeinen Bilanzgleichung (2.3) mit obigen Werten
ergibt jedoch

T=T", (2.10)
also die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors, als unabhéngige Aussage.

Eine unabhéngige Drehimpuls-Sprungbedingung existiert dagegen nicht.

2.5 Energiebilanz

Fiir den Fall der Energiebilanz ist g = pe + pv?/2 (e: spezifische innere Energie),
¢ = ques — TV (g Summe aus fithlbarem und latentem Wéarmeflufl), p = 0, z =
pf - v+ pr (r: spezifische Strahlungsleistung) und P = 0. Somit lautet die lokale

Energiebilanz mit einigen Umformungen
pé = —div gy, + pr + tr (T D); (2.11)
D = symgrad v ist der Verzerrungsgeschwindigkeits-Tensor.

Die zugehorige Sprungbedingung lautet

Hqges ‘n—uv- Tnﬂ + Hp(e +02/2) (v — w) - nﬂ =0. (2.12)

2.6 Entropiebilanz

Dieser Fall 148t sich nur auf einem relativ allgemeinen Niveau ausarbeiten, da die
Entropiegrofien von Problem zu Problem sehr verschieden sein kénnen. Mit g = pn
(n: spezifische Entropie), ¢ = @" (¢": konduktiver Entropieflul), p = pvy (7: spezifi-
sche Entropieproduktion), z = ps (s: spezifische Entropiezufuhr) und P = P" (P":
Entropie-Oberflichenproduktion) ergibt sich fiir die lokale Bilanzgleichung

pn = —dive’ + ps + py (2.13)
und fiir die Sprungbedingung an singuléren Flichen
[¢”7 - n] + [pn (v —w) -n] =P". (2.14)

Es ist anzumerken, daf3 die Entropie im Gegensatz zu den vorher behandelten Gréfien
keine Erhaltungsgrofie darstellt, mithin also die Produktionsterme nicht verschwinden
miissen. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik impliziert jedoch die Einschrén-
kung, daf sie nicht negativ werden kénnen; es mufl also v > 0 und P7 > 0 erfiillt

sein.
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2.7 Materialgesetze fiir viskose Fluide

Das allgemeine Materialgesetz fiir viskose Fluide (“Reiner-Rivlin-Fluide”) verkniipft

den Spannungstensor T' mit dem Verzerrungsgeschwindigkeits-Tensor D und lautet

T=(—p+uvy)l+uvD+uv,D? (2.15)
mit
p = ppT),
Wiz = V0,1,2(P7 T,Ip,IIp, HID), (2'16)

w(D —0) = 0

hierbei ist p der Druck, p die Massendichte, 1" die Temperatur, vy ;2 sind die Visko-
sitatskoeffizienten, und Ip, Ilp, IIIp bedeuten die drei Invarianten des Verzerrungs-
geschwindigkeits-Tensors D (vgl. z. B. Hutter [30]).

Im Falle eines dichtebestindigen Fluids, wovon in der Eisdynamik ausgegangen
wird, gilt geméB (2.6) divo = tr D = 0. Der Spannungstensor T" wird in diesem
Fall aufgespalten in einen isotropen Drucktensor und einen deviatorischen Tensor der

Reibungsspannungen,
T=-pl+T% mit trT% =0, (2.17)

wobei der Druck jetzt ein freies Feld ist, und ein Materialgesetz nur noch fiir T% zu
formulieren ist. Dieses lautet also fiir ein dichtebestédndiges Reiner-Rivlin-Fluid gemé&f
(2.15) zunéchst

T = 1)1 + D + 1, D?. (2.18)
Durch Spurbildung erh&lt man

2
Vg = _§V2[ID; (219)

wobei 2 Il = tr (DQ) verwendet wurde. (2.19) in (2.18) eingesetzt ergibt

2
T =D + v, (D2 -3 ][D1> (2.20)
mit
Vig = VLQ(T, [[D,[IID) (221)

als allgemeines Materialgesetz des dichtebestdndigen Reiner-Rivlin-Fluids.
In der Eisdynamik wird iiblicherweise die Vereinfachung getroffen, dafl der nicht-

lineare Term proportional zu D? entfillt, v, also vernachléssigbar ist. Weiterhin wird
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der verbleibende Rest von (2.20) invertiert dargestellt. Da wegen Gl. (2.20), welche
ja TT mit D verkniipft, die Invarianten von D durch die Invarianten von T ausge-

driickt werden koénnen, folgt

1

D=
l/l(T, ]]D7 ]IID)

T =: 4y (T, e, (IIpr)) TE. (2.22)

Als weitere Vereinfachung wird, wie in (2.22) durch die Klammern bereits angedeutet,
auch die Abhéngigkeit von der dritten Invarianten Ill;r des Reibungsspannungs-
Tensors vernachléssigt. Das verbleibende Materialgesetz ist jedoch im allgemeinen

immer noch nichtlinear.

27



28



3 Das polytherme Eismodell

Ein polythermes Eisschild besteht, wie in §1 bereits beschrieben, aus Bereichen mit
kaltem Eis und Bereichen mit temperiertem Eis; in letzteren ist zusétzlich Wasser ent-
halten. Unter dem Eisschild befindet sich die Lithosphére, welche eine etwa 100 km
dicke Schicht aus festem Gestein darstellt, die auf der viskosen Asthenosphére auf-
schwimmt. Von der Lithosphére werden im Modell allerdings nur die obersten Kilome-
ter beriicksichtigt, da dies fiir den Einflufl der thermischen Tragheit ausreichend ist.
Die typische Geometrie eines polythermen Eisschildes ist in Abbildung 3.1 dargestellt,
in welcher auch ein kartesisches Koordinatensystem (x,y, z) eingefiihrt wird. z und y
spannen hierbei die Horizontalebene auf, z ist die Vertikalkoordinate antiparallel zur

Richtung der Erdbeschleunigung.

AZ

: Coldice -

22222202

M

\ 4

Xy

Abbildung 3.1: Skizze eines polythermen Eisschildes, in der Vertikalen stark iiberhoht dargestellt.
Definition des in der Arbeit verwendeten kartesischen Koordinatensystems: z und y bilden die Ho-

rizontalebene, z weist nach oben.

Im folgenden werden die Feldgleichungen, Randbedingungen und Ubergangsbedin-
gungen fiir dieses Problem in voller Allgemeinheit, d. h., noch ohne Vereinfachungen,

entwickelt.
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3.1 Feldgleichungen
3.1.1 Kalter Bereich

Kaltes Eis bedeutet Eis mit einer Temperatur unterhalb des druckkorrigierten
Schmelzpunktes. Bei Vernachléssigung zusétzlicher Beimischungen von Salz, Staub
und Gerdll kann es als viskoses wérmeleitendes dichtebesténdiges Einkomponenten-

Fluid betrachtet werden. Die Massenbilanz lautet somit
dive = 0. (3.1)

Aufgrund der Annahme der Dichtebesténdigkeit mufl der Spannungstensor 7' in einen

isotropen Drucktensor und einen deviatorischen Reibungsanteil aufgespalten werden,
T =—pl +T% (3.2)

der Druck p ist hierbei eine freie Feldgrofle, wohingegen fiir den Spannungsdevia-
tor T% eine Konstitutivgleichung anzugeben ist. Mit dieser Aufspaltung lautet die
Impulsbilanz

—grad p + divT® + pg = po. (3.3)

Die noch durchzufiihrende Skalierung wird ergeben, dafl der Beschleunigungsterm pv
vernachlassigt werden kann, also rein Stokessches Flielen vorliegt.
Es werden drei Konstitutivgleichungen bendétigt: eine Spannungs-Verzerrungsge-

schwindigkeits-Relation, ein Konstitutivgesetz fiir die innere Energie ¢ und eines fiir

D = EA(T)f(o)T" mit o—;:,/;tr(TR)a (3.4)

e=c(T)T, (3.5)

den Warmeflufl q:

q=—kr(T)gradT, (3.6)

mit im allgemeinen temperaturabhingiger spezifischer Warme ¢ und thermischer
Leittahigkeit x. Die erste Gleichung besagt, dafl die Fluiditét des Eises in eine Funk-
tion A(T") (“Rate-Faktor”) der homologen Temperatur 7" und eine Funktion f(o)
(“Kriechfunktion”) der effektiven Schubspannung o (Wurzel der zweiten Invarianten
des Spannungsdeviators IIyr = tr (T")?) faktorisiert (vgl. (2.22) und Hutter [29]);
die homologe Temperatur ist definiert als 7" = T'— T}, wobei T); die (druckabhéangi-
ge) Schmelztemperatur des Eises bedeutet. Der Rate-Faktor und die Kriechfunkti-
on sollen an dieser Stelle nicht ndher spezifiziert werden; der zusétzliche Faktor E

(“Enhancement-Faktor”) kann auf einen Wert grofier als Eins gesetzt werden, um
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z. B. die leichtere Deformierbarkeit von staubhaltigem Eis gegeniiber normalem Eis
(Paterson [62]) zu beriicksichtigen. Die zweite Gleichung verkniipft Anderungen der
inneren Energie iiber die spezifische Wérme ausschlieflich mit Anderungen der Tem-
peratur, und die letzte Gleichung ist schliefilich das Fouriersche Wirmeleitgesetz.

Bei Vernachldssigung der Strahlungsleistung r lautet die Energiebilanz:
pé = —divq + tr (TR D). (3.7)

Setzt man die obigen drei Konstitutivgleichungen hier ein, so folgt hieraus eine Glei-

chung fiir das Temperaturfeld:
pcT = div (kgrad T) + 2EA(T") f (o). (3.8)

Diese Gleichung bilanziert lokale Temperaturdnderungen mit Advektion (implizit in
der materiellen Zeitableitung enthalten), Warmeleitung und dissipativer Warmepro-
duktion.

3.1.2 Temperierter Bereich

Unter temperiertem Eis versteht man Eis, dessen Temperatur sich exakt auf dem
druckkorrigierten Schmelzpunkt befindet, so dafl dessen Temperatur nicht gesondert

berechnet werden muf, sondern unmittelbar aus dem Druckfeld folgt:
_ _ *, p
T—TM—To—ﬂp—To—ﬁga (3.9)

mit Ty = 0°C sowie der Clausius-Clapeyron-Konstanten 5* (Paterson [62]) bzw. dem
Clausius-Clapeyron-Gradienten [ := pg(*, welcher, wie sich noch zeigen wird, dem
Temperaturgradienten in temperiertem Eis entspricht. Jedoch kann temperiertes Eis
einen bestimmten Anteil an Wasser enthalten; der Wassergehalt (genauer die Wasser-
konzentration w) tibernimmt als thermodynamische Griéfie die Rolle der Temperatur
im kalten Eis. Daher mufl temperiertes Eis im Gegensatz zu kaltem Eis als Mischung
aus zwei verschiedenen Komponenten, ndmlich Eis und Wasser, angesehen werden;
p bedeutet die Dichte dieser Mischung. Es ist somit notwendig, einige Konzepte der
Mischungstheorie (vgl. hierzu Miiller [56]) zur Anwendung zu bringen. Da allgemein
angenommen wird, daf§ der Wassergehalt in temperierten Zonen polythermer Eisschil-
de mit maximal ca. 5% relativ gering ist (Hutter [31]), soll temperiertes Eis durch zwei
Massenbilanzen (eine fiir die Mischung als ganzes, eine fiir Wasser), jedoch nur eine
Impuls- und Energiebilanz fiir die Mischung beschrieben werden. Das Wasser wird
somit als Spurenkomponente behandelt, dessen Bewegung relativ zum Baryzentrum

der Mischung durch Ficksche Diffusion beschrieben wird. Alternative Konzepte, die
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sich besser fiir polytherme Gletscher mit zum Teil sehr hohem Wassergehalt eignen,
wie sie in den Alpen vorkommen, verwenden statt dessen zwei Impulsbilanzen mit ei-
ner Wechselwirkungskraft vom Darcy-Typ, welche Relativbewegungen zwischen den
beiden Konstituenten Eis und Wasser erméglicht (Hutter [31]).

Bevor die Feldgleichungen fiir temperiertes Eis formuliert werden konnen, miissen
einige mischungstheoretische Gréfien eingefiihrt werden. Die baryzentrische Geschwin-

digkeit v ist definiert als
1
vi= ;(mvi + Puu)- (3.10)

Die Indices i bzw. w beziehen sich auf die Komponenten Eis und Wasser, p;/,, bezeich-
net die zugehorige Partialdichte. Der Wassergehalt wird als Massenkonzentration w
eingefiihrt:

Puw
wi= —. 3.11
P (3.11)

Schliefflich wird eine diffusive Wasserstromdichte 3 definiert, welche den Wasserstrom

relativ zur Bewegung des Baryzentrums beschreibt:
J = pu(vy —v) = pw(v, — V). (3.12)

Wie im Falle des kalten Eises soll auch fiir temperiertes Eis Dichtebesténdigkeit, d. h.,
Konstanz von p, angenommen werden. Dies ist insofern problematisch, als sich die
Dichten von Eis und Wasser deutlich unterscheiden (nach Paterson [62] variiert die
Dichte von Gletschereis im Bereich von 830 — 910kg/ m®, demgegeniiber steht der
Wert 1000 kg/m3 fiir Wasser bei Normaldruck); jedoch bewegen sich aufgrund des
als gering angenommenen Wassergehaltes von weniger als 5% die durch Anderungen
des Wassergehaltes der Mischung Eis plus Wasser bedingten relativen Dichteschwan-
kungen im Bereich von maximal 1% und konnen somit vernachldssigt werden. Somit
haben die Massenbilanz der Mischung und die Impulsbilanz der Mischung die gleiche

Form wie fiir kaltes Eis; sie lauten

dive =0, (3.13)
—grad p + divT? + pg = pv, (3.14)
wobei der Spannungstensor T wiederum gem#f T' = —pl + T aufgespalten wurde.

Bei der Formulierung der Massenbilanz fiir den Wassergehalt ist zu bedenken,
daf} die Partialdichte des Wassers p,, nicht konstant ist, sondern vom Wassergehalt
abhéngt, so dafl die Bilanz in der allgemeinen Form (2.5) aufgestellt werden muf. Fer-
ner ist der Wassergehalt aufgrund der Moglichkeit von Schmelz- und Gefrierprozessen

keine Erhaltungsgrofle; es ist daher erforderlich, einen Produktionsterm M zuzulassen:

aapt“’ + div (puvy) = M. (3.15)
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In dquivalenter Form kann dies als
pw=—divy+ M (3.16)

geschrieben werden.
Wie im Falle des kalten Eises werden Konstitutivgleichungenen benétigt (vgl. auch

Hutter [31]):
D = EA/(w)fi(o)TE,

¢ = Li + ¢c(T) Ty,
J = —vgradw,
qg = —r(T) grad T)y,.

Die erste Gleichung, die Spannungs-Verzerrungsgeschwindigkeits-Relation, ist analog
zu (3.4) fiir kaltes Eis, jedoch ist die Temperaturabhéingigkeit des Rate-Faktors durch
eine Abhéngigkeit vom Wassergehalt (Funktion A;(w)) ersetzt. Die zweite Gleichung
besagt, daB Anderungen der inneren Energie ¢ via die latente Wérme L mit Ande-
rungen des Wassergehaltes w und via die spezifische Warme ¢ mit Anderungen der
aktuellen Schmelztemperatur zusammenhéngen (thermodynamisch nur approximativ,
vgl. Svendsen, Greve & Hutter [69]). Die dritte Gleichung ist das bereits erwdhnte
Ficksche Diffusionsgesetz fiir die diffusive Wasserstromdichte 3, wobei v die Diffusi-
vitéit des Wassers im temperierten Eis bedeutet, und die letzte Gleichung ist schliellich
das bereits bei kaltem Eis eingefiihrte Fouriersche Warmeleitgesetz. L und v werden
als konstant angenommen.
Im folgenden soll die Energiebilanz der Mischung formuliert werden. Hierbei ist
zu beriicksichtigen, dafl aufgrund von (3.18) die innere Energie ¢ vom Wassergehalt w
abhéngt, so daf§ ein nichtverschwindender diffusiver Wasserstrom j einen Fluf innerer
Energie (latente Wéarme) nach sich zieht. Somit folgt fiir den gesamten Warmefluf3
Qges (vgl. Gleichung (2.11))
Qges = g + Lj; (3.21)

der Zusatzterm Lj wurde in fritheren Arbeiten (Fowler & Larson [17], Hutter [27],
Hutter [31]) nicht beriicksichtigt. Mit dieser modifizierten Form des Energieflusses
folgt die Energiebilanz der Mischung zu

pé = —div (g + Lj) + tr (TED). (3.22)

Setzt man die Konstitutivgleichungen (3.17) — (3.20) in die Massenbilanz fiir den
Wassergehalt (3.16) und in die Energiebilanz (3.22) ein, so ergibt sich aus ersterer

pir = vVw+ M (3.23)
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und aus letzterer
pL& + peTy = LvViw + div (k grad Thy ) + 2E Ay (W) fi(0) o> (3.24)
Konsistenz dieser beiden Gleichungen liegt vor, wenn fiir die Wasserproduktion

M = i (2BA(w) fi(o)o® + div (r grad Tay) — pcT ) (3.25)

erfiillt ist. Dieses Resultat ist physikalisch sinnvoll, denn es besagt, dafy die Warmedis-
sipation tr (T®D) im wesentlichen zum Schmelzen von Eis zu Wasser aufgebraucht,
also in latente Warme umgesetzt wird; anderes ist aufgrund der (néherungsweise) kon-
stanten Temperatur auch gar nicht moglich. Abweichungen entstehen lediglich durch

die kleinen Temperaturvariationen aufgrund des Clausius-Clapeyron-Gradienten.

3.1.3 Lithosphire

Da das Augenmerk dieser Arbeit auf der Modellierung von Eisschilden liegt, soll fiir
den darunter befindlichen festen Felsgrund (Lithosphére) nur ein ganz einfaches Mo-
dell verwendet werden, welches lediglich die fiir das Eisschild relevanten Vorginge
in der Lithosphéare erfafit. Hierzu wird die Warmeleitung und das Einsinken der Li-
thosphére in die darunter befindliche viskose Asthenosphére aufgrund des isostati-
schen Gleichgewichtes zwischen Eislast und Auftrieb herangezogen.

Die Temperaturgleichung erhilt man ganz analog zum Vorgehen bei kaltem Eis
aus der Energiebilanz; sie lautet (vgl. Gl. (3.8)):

prc,T = Kk, V*T. (3.26)

Der Index (-), bezieht sich jeweils auf die Lithosphére, so daf} p,., ¢, und &, deren Dich-
te, spezifische Warme bzw. Warmeleitfahigkeit bedeuten. Die beiden letzteren werden
im Gegensatz zu den entsprechenden Werten fiir Eis als konstant angenommen. Wei-
terhin ist die Dissipationsleistung aufgrund moglicher Verzerrungen der Lithosphére
vernachlissigt; nur reine Warmeleitungsprozesse sind beriicksichtigt.

Fiir die Einsinktiefe Ab(z,y,t) der Lithosphére in die darunter befindliche Asthe-
nosphére aufgrund der Eislast wird zunéchst eine lokale Kréftebilanz zwischen Auf-
trieb und Eislast fiir eine vertikale Sdule der Querschnittsfliche dA mit zugehoriger
Eishohe H = h — b aufgestellt (aufgrund dieser Vorstellung von in der Vertikalen
gegeneinander frei beweglichen Sdulen habe das lithosphérische Geschwindigkeitsfeld

keine Horizontalkomponenten):
PagAbdA = pgH dA, (3.27)
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pa ist die Dichte der Asthenosphire. Ist z = by(x,y,t) die Gleichgewichtsposition der

Lithosphérenoberseite ohne Eislast, ergibt sich fiir selbige mit Eislast, bagyw

bogw = by — Ab = by — - H. (3.28)

Pa
Aufgrund der Viskositdt der Asthenosphére stellt sich dieses Gleichgewicht nicht in-
stantan, sondern mit einer bestimmten Verzogerungszeit 7, ein. Fiir die zeitliche

Evolution der Lithosphérenoberseite z = b(z, y, t) wird daher

0b 1 1 0
— = ——(b—bgey) = ——b— (b — —H 3.29
5t = (b= bo) = —— b= (b — L 1) (3.29)
angesetzt (Herterich [24]). Bei fester Eishohe H entspricht dies einer exponentiellen
Anndherung von b an den Gleichgewichtszustand.
Unter der zusétzlichen Annahme, daf} jede vertikale Sdule der Lithosphére starr ist
(diese sich aber gegeneinander frei verschieben koénnen) folgt, daf fiir das Geschwin-

digkeitsfeld in der Lithosphére

ob

= a(w, y,t)e, (3.30)

v

(e.: Einheitsvektor in z-Richtung) erfiillt ist.

3.2 Rand- und Ubergangsbedingungen
3.2.1 Randbedingungen an der freien Oberfliche

Wie fiir jede singulédre Fliache 148t sich auch fiir die freie Oberfliche des Eisschildes
(Grenze zwischen Eis und Atmosphére) eine kinematische Randbedingung formulie-
ren. Hierzu sei angenommen, dafl die freie Oberfliche durch die implizite Darstellung
Fy(x,t) = 0 gegeben sei (Abbildung 3.2); die positive Seite soll mit der Atmosphire,
die negative mit dem Eis identifiziert werden, so dafl der Normaleneinheitsvektor
n = grad F;/||grad Fs|| in die Atmosphére hinein zeigt. Somit mufl die der Bewegung

der freien Oberflache folgende zeitliche Ableitung von Fy verschwinden:

dFy  OF,
dat ot
w bedeutet die Geschwindigkeit der freien Oberfliche. Die Gleichung 148t sich mit

dem auBeren Normaleneinheitsvektor m und dem Volumenflufl durch die freie Ober-

+w - grad Fy, = 0, (3.31)

fliiche hindurch a} := (w — v~) - n umschreiben zu

OF,
5 T -grad F, = —||grad Fy|| - ar. (3.32)
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Abbildung 3.2: Geometrie der freien Oberfléiche.

Sei die freie Oberfliche in kartesischen Koordinaten durch z = h(z,y,t) gegeben,
dann gilt Fi(x,t) = z — h(x,y,t), und es folgt

1/2
oh  _Oh  _Oh  _ an\*  [(on\’ N

Der Volumenflul durch die freie Oberfliche ar stellt die Akkumulations-Ablations-
Funktion dar (positiv fiir Akkumulation); sie ist eine klimatische Input-Grofie und
setzt sich zusammen aus dem Schneefall auf das Eisschild minus dem von der Ober-
fliche wegschmelzenden Eis.

Aus der Impulssprungbedingung (2.9) folgt, abgesehen von dem extrem kleinen
konvektiven Impulsflufl durch die freie Oberflache, die Kontinuitdt des Spannungs-
vektors T'n. Bei Vernachléssigung der aus dem atmosphérischen Druck p,¢,, und dem
Windschub 7,4 zusammengesetzten Spannung auf der Luftseite, welche klein gegen-

iiber den im Eis auftretenden Spannungen ist, ergibt sich folglich
T n=T"n=—pumn + Twina ~ 0. (3.34)

Schliefllich wird eine Aussage iiber die thermodynamischen Gréfen an der freien Ober-
fliche benotigt. Fiir eine kalte freie Oberfliche (der Normalfall) bietet es sich an,

hierzu die Oberflichentemperatur vorzuschreiben:
T (x,t) = T(w, ); (3.35)

T, stellt also eine klimatische Input-Gréfle dar. Genau genommen verwendet man
hierfiir die Temperatur in 10 m Tiefe, wo die jahreszeitlichen Temperaturschwan-
kungen, welche auf den fiir die Eisschilddynamik relevanten Zeitskalen bedeutungslos
sind, auf ca. 1% ihres Oberflichenwertes abgeklungen sind. Im Falle einer tempe-

rierten freien Oberfliche, welche eventuell in kleinen Bereichen nahe dem Rand des
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Eisschildes auftreten kann, mufl statt dessen der Wassergehalt w oder alternativ des-

sen Normalableitung vorgeschrieben werden.

3.2.2 Ubergangsbedingungen an der kalten Eisbasis

Aufgrund der unterschiedlichen Eigenschaften von kaltem und temperiertem Eis ist
es fiir die Formulierung der Ubergangsbedingungen zwischen Eisbasis und Felsgrund
(Lithosphére) notwendig, eine Fallunterscheidung zu machen, je nachdem ob an der
Basis die Schmelztemperatur erreicht wird (temperierte Basis) oder nicht (kalte Ba-
sis). Hier wird zunéchst der Fall der kalten Basis betrachtet.

Der Felsgrund des Eisschildes sei als undurchléssige Basis angenommen, d. h., ein
etwaiger Massenaustausch zwischen kaltem Eis und Fels an der Eisbasis wird nicht
in Betracht gezogen. Er befinde sich bei z = b(z,y,t) (Abbildung 3.3); die positive
Seite sei mit der Lithosphére, die negative mit dem Eis identifiziert. Mit Fy(x,t) =
b(x,y,t) — z folgt die implizite Darstellung Fy(x,t) = 0; der Normaleneinheitsvektor
n = grad F,/||grad Fp|| zeigt somit in die Lithosphére hinein, wie es der Wahl von
positiver und negativer Seite entspricht. Diese Festlegungen sollen sowohl fiir eine

kalte als auch fiir eine temperierte Basis gelten.

: Cold or temperate ice (-

Abbildung 3.3: Geometrie der Eisbasis.

Aufgrund der angenommenen Undurchléssigkeit gilt zundchst

+

(v"—w) - n=(v —w) n=0, (3.36)

was die Massensprungbedingung automatisch erfiillt. Die kinematische Bedingung
(vgl. Gleichung (3.32) fiir die freie Oberflache) lautet somit

OF
8—; +v -grad F, =0 (3.37)

bew. ob b ob
E—i—vx%—l—vya—y—vzzo. (3.38)
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Weiterhin wird ein Gleitgesetz formuliert, welches die Gleitgeschwindigkeit vy :=

Cli 'UHL (wobei ’vﬁE = v* — (v* - n)n) des Eises parallel zur Lithosphirenoberfléiche

in Beziehung setzt zur tangentialen basalen Spannung LT
va =—C(7,..)¢, (3.39)

mit t7 =n-T nund ¢ =T n —t n Die Gleitfunktion €' ist eine Funktion der
normalen basalen Spannung ¢7 und eventuell weiterer Variablen wie z. B. [|¢[| oder
T. Haufig wird in Inlandeis- oder Gletschermodellen im Falle der kalten Basis C' = 0,
mit anderen Worten also Haften an der Basis angenommen.
Aus der Impulssprungbedingung (2.9) ergibt sich wegen der Undurchléssigkeit
(3.36)
[Tn] =0, (3.40)

also die Kontinuitédt des Spannungsvektors.

Schlieflich wird die Energiesprungbedingung bendtigt. Aus (2.12) folgt unter Be-
riicksichtigung der Undurchléssigkeit (3.36) und der Spannungsvektor-Kontinuitét
(3.40)

k(gradT™ -m) — k, (grad T -n) =[v] - T ™n=-vy T n. (3.41)

Der Term auf der rechten Seite stellt die basale Reibungswirme dar, welche im Fal-
le einer angenommenen Haftbedingung verschwindet. Die Temperatur selbst soll als

stetig angenommen werden:

[T] = 0. (3.42)

3.2.3 Ubergangsbedingungen an der temperierten Eisbasis

An dieser Stelle wird die temperierte Eisbasis betrachtet, d. h., die Temperatur er-
reicht am Ubergang zwischen Eis und Lithosphére die Schmelztemperatur des Eises.
Das Vorhandensein einer temperierten Basis bedeutet jedoch nicht notwendigerweise,
daB an dieser Stelle auch eine Schicht nichtverschwindender Dicke aus temperiertem
Eis vorhanden ist. Vielmehr besteht die Moglichkeit, dafi das Temperaturgefille in
normaler Richtung in das Eis hinein dazu fithrt, dafl bereits unmittelbar iiber der
Eisbasis kaltes Eis vorhanden ist, auch wenn die Basis selbst temperiert ist. Die in
diesem Abschnitt hergeleiteten Beziechungen gelten sowohl fiir das Auftreten einer
Schicht temperierten Eises iiber der temperierten Basis als auch fiir den Fall einer
temperierten Basis ohne temperierte Eisschicht dariiber.

Wie bereits erwahnt sollen die bei der Geometrie der kalten Eisbasis verwendeten
Bezeichnungen fiir den hier betrachteten Fall der temperierten Basis {ibernommen
werden. Die Annahme der Undurchléssigkeit muf3 jedoch teilweise aufgegeben werden,

da die Moglichkeit besteht, dafl Wasser vom Boden aufgenommen wird.
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Aus der Massensprungbedingung fir die Komponente Wasser folgt
[pw(v —w) - n] =Py, (3.43)

wobei eine Wasser-Oberflachenproduktion P}’ eingefithrt wurde, um das basale
Schmelzen von Eis aufgrund des geothermen Warmeflusses und der Reibungswéarme

durch Gleiten zu erfassen. Dies 148t sich umformen zu
pw” (v, —w) -n=my — P, (3.44)

hier wurde mit m} := p} (v} — w) - n der Wasser-Massenstrom in den Boden hinein
eingefiihrt, welcher im allgemeinen eine vorzugebende Randbedingung darstellt.

Die Massensprungbedingung fiir die Komponente Eis ergibt analog
[pi(vi —w) -n] =—P. (3.45)

Da die Lithosphére fiir Eis nach wie vor undurchléssig sein soll und somit in dieser

kein Eis enthalten ist (p;” = 0), folgt weiter
p(1—w™)(v; —w) -n="P. (3.46)

Aufgrund der Definition der baryzentrischen Geschwindigkeit gilt allgemein v — w =
w(vy — w) + (1 — w)(v; — w); durch skalare Multiplikation mit n erhdlt man unter
Verwendung von (3.44) und (3.46)

(v —w) n=—>. (3.47)

Im Falle einer vernachlissigbaren diffusiven Wasserstromdichte j (mit anderen Wor-
ten v, = v; = v) kann durch Vergleich von (3.46) und (3.47) der Wasser-Massenstrom

my’ berechnet werden,
Py
s w b
my =
b

Sl —w

(3.48)

muf} also im Gegensatz zum allgemeinen Fall nicht mehr vorgegeben werden.
Fiir die kinematische Bedingung ergibt sich unter Beriicksichtigung von (3.47) in
Analogie zur kinematischen Bedingung an der freien Oberfldche (3.32) bzw. (3.33):

Iz P
0(%5 v - grad Fy = ||grad ) - ”;b (3.49)
bzw.
o ob b av\2  fon\2\ " e
vy v — vy = (14— = M .
at—l—vz x—l—vyay v, ( +<8x> +<8y>) p (3.50)
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Fiir die diffusive Wasserstromdichte j erhélt man mit Hilfe von (3.44) und (3.47)

i no= pw (v, —w)-n-—w {plv- —w) n}
= my — P —w my
= (1—w)m¥ — P (3.51)

unter Verwendung des Fickschen Diffusionsgesetzes (3.19) stellt dies eine gemischte
Randbedingung fiir den basalen Wassergehalt dar. Im Fall verschwindender diffusiver
Wasserstromdichte j nimmt diese Gleichung konsistenterweise wegen (3.48) die Form
j -n =0 an.

Wie im Falle der kalten Basis wird ein Gleitgesetz angenommen:
va = —Cy(t],..) ¢, (3.52)

mit vy = v — vﬁ“ und {7 =n-T nund ¢ =T n —t;n wie zuvor. Aufgrund
der Moglichkeit, dafl sich das im temperierten Eis befindliche Wasser als Schmierfilm
zwischen Eis und Fels verhilt, ist zu erwarten, daf§ die Gleitfunktion C; deutlich
groBere Werte als C' (fur kalte Basis) annimmt.

Da der konvektive ImpulsfluB, der aus (3.47) bei realistischen Vorgaben fiir 7’
resultiert, extrem klein ist, ist auch in diesem Fall der Spannungsvektor stetig (Im-
pulssprungbedingung):

[Tn] = 0. (3.53)

Unter Vernachlissigung der kinetischen Energie v?/2 folgt aus der Energiesprungbe-
dingung fir die Mischung (2.12)

[q-n]+ L[5 -n]—[v Tn]+[(p(v—w) n)Lu] =0, (3.54)
was wegen (3.51) vereinfacht werden kann zu
k(gradT™ -m) — k, (grad T" - n) + vy - T n+ [plw(v, —w) -n] =0. (3.55)

Aufgrund obiger Massensprungbedingung fiir den Wassergehalt (3.43) ist die verblei-
bende Sprungklammer gleich LP, so daf folgt:

1
Py = 7 (k, (grad Tt -m) — k (grad T~ - n) —vg - T n). (3.56)

Dieses Ergebnis ist anschaulich klar; es besagt, dal die Wasserproduktion an der tem-
perierten Basis resultiert aus den zustromenden Warmefliissen von der Lithosphére
und vom Eis sowie der durch basales Gleiten produzierten Reibungswérme. Wie bei

der kalten Eisbasis soll die Temperatur selbst als stetig angenommen werden:
[T]=0 = T"=T =Ty. (3.57)
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Dies fiihrt also im Gegensatz zur kalten Eisbasis dazu, dafi die Temperatur (bei als be-
kannt vorausgesetztem Druckfeld) festgelegt ist, so dafl eine thermische Entkopplung
zwischen Eis und Lithosphére stattfindet.

3.2.4 Randbedingungen an der Lithosphirenunterseite

Die Unterseite der modellierten Lithosphire befinde sich in expliziter Darstellung
bei z = b.(z,y,t); implizit kann dies wie zuvor in die Form F,(x,t) := b.(z,y,t) —
z = 0 gebracht werden. Die positive Seite sei die Asthenosphére, die negative die
Lithosphére; der Normaleneinheitsvektor n = grad F,./||grad F,|| zeigt somit in die
Asthenosphiére hinein (vgl. Abbildung 3.4).

Abbildung 3.4: Geometrie der Felsbasis.

Im Rahmen des hier beschriebenen einfachen Lithosphdrenmodells ist es lediglich
vonnoten, an der Unterseite der Lithosphére eine Randbedingung fiir die Temperatur
vorzugeben. Hierzu wird der geotherme Wérmeflul leeoth := —q~ - m als Inputgrofe

herangezogen. Mit Hilfe des Fourierschen Warmeleitgesetzes erhélt man hieraus

Ky (grad T~ -n) = Q% (3.58)

geoth*

Dies stellt eine Neumannsche Bedingung fiir die Temperatur dar.

3.2.5 Ubergangsbedingungen an der CTS

Die CTS (cold-temperate transition surface) stellt die Phasengrenzfliche zwischen
den kalten und temperierten Regionen eines Eisschildes dar und ist somit ebenso
wie die obere und untere Begrenzungsfliche eine singuldre Flédche, an der Spriinge
und Unstetigkeiten auftreten konnen. Ihre Geometrie ist in Abbildung 3.5 darge-
stellt. Sie sei explizit durch z = z,,(z,y,t) und somit implizit durch F,,(x,t) = 0
(F(x,t) == z — zp(x,y,t)) beschrieben; die positive Seite sei der kalte (obere),
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die negative der temperierte (untere) Bereich, so dafl der Normaleneinheitsvektor

n = grad F,,/||grad F},,|| in das kalte Eis hinein zeigt.

Cod ice (+)

= Temperate ice (-)

Abbildung 3.5: Geometrie der CTS.

Zunéchst kann wie zuvor eine kinematische Bedingung formuliert werden. Es ergibt
sich in Analogie zu (3.32) fiir die freie Oberfléche

oF,,
5 + v -grad F,, = —||grad F,,,|| - az, (3.59)
woraus mit obiger Festlegung fiir F;,
1/2
0z 0z 0z Oz \ Oz \
Zem xim Zrme =11 Zem Zem 1 3.60
o +v 8x+vy8y v (+<8x>+<8y>> a, (3.60)

folgt. In dieser Gleichung wurde der Volumenflu§ durch die CTS a;. := (w—v)-n ein-
gefithrt. Diese Vorzeichenwahl bewirkt, dafl ;- fiir Schmelzbedingungen (Strémungs-
richtung vom kalten in den temperierten Bereich) positiv und fiir Gefrierbedingungen
(Stromungsrichtung vom temperierten in den kalten Bereich) negativ gezdhlt wird.

Aufgrund der unten abgeleiteten Kontinuitit von v ist es nicht nétig, zwischen v+

1

und v~ zu unterscheiden. Im Gegensatz zu der Akkumulations-Ablations-Funktion a;

bei der freien Oberfliche ist a; keine Input-Gréle, da sie im Innern des Eisschildes
wirkt. at muf folglich vom Modell berechnet werden.
Generelle Figenschaften von Phasengrenzflichen in der Kontinuumsmechanik (vgl.

Hutter [29]) sind die Kontinuitdt von Temperatur und Tangentialgeschwindigkeit:
[T]=0, [v—(v-n)n]=0. (3.61)

Bei der Herleitung der Massenbilanz fiir temperiertes Eis wurde demonstriert, daf3 sich
die Dichten von kaltem und temperiertem Eis um maximal 1% unterscheiden. Ver-

nachléssigt man diesen geringen Unterschied, so besagt die Massensprungbedingung
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die Kontinuitét auch der Normalgeschwindigkeit an der CTS,
[v-n] =0, (3.62)

so dafl der gesamte Geschwindigkeitsvektor kontinuierlich ist:
[v] = 0. (3.63)

Hieraus und aus der Impulssprungbedingung (2.9) ergibt sich die Kontinuitdt des
Cauchyschen Spannungsvektors:

[Tn] = 0. (3.64)

Nun soll die Massensprungbedingung fiir den Wassergehalt betrachtet werden. Es ist
hierbei zu beriicksichtigen, dafl an der CTS Schmelz- und Gefrierprozesse auftreten
konnen, so dafl ein Oberflichenproduktionsterm P} fiir die Komponente Wasser ein-
gefithrt werden mufl (unten wird gezeigt, dal P2 nur negativ oder Null sein kann,
d. h., nur flichenhaftes Gefrieren, jedoch kein Schmelzen ist physikalisch moglich).

Gl (2.7) erweitert sich somit zu
[pw(Ve — w) - m] =Py (3.65)

oder dquivalent dazu mit der diffusiven Wasserstromdichte j geméafl (3.12) (unter
Berticksichtigung der Tatsache, dafi auf der positiven (kalten) Seite der CTS kein

Wasser vorhanden ist, so daf§ die Gréflen wt und 5 gleich Null sind):
—j n+ pagw” =PL. (3.66)

Dies 148t sich in eine anschaulichere Form bringen, indem statt der diffusiven Was-
serstromdichte j eine totale Wasserstromdichte 7, relativ zur CTS-Bewegung w

definiert wird, j,,; := pw (v, — w); hiermit schreibt sich obige Sprungbedingung als
—Jot -0 =Pr (3.67)

und besagt, dal die Normalkomponente der totalen Wasserstromdichte auf der tem-
perierten Seite relativ zur CTS gleich der Oberflichenproduktion von Wasser ist, was
unmittelbar einleuchtet.

Zur Formulierung der Energiesprungbedingung gemaf (2.12) muf wie fiir die Ablei-
tung von (3.22) von dem erweiterten Energieflufl in der Form (3.21) fiir temperiertes
Eis Gebrauch gemacht werden, so daf im kalten (positiven) Bereich q,., = q und im
temperierten (negativen) Bereich g, = q + Lj angesetzt wird. Unter Beriicksichti-

gung von (3.18), (3.63) und (3.64) erhélt man
gt n—q¢ n—-Lj n=Luplv—w) n=—Lu pa. (3.68)
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bzw. mit dem Fourierschen Warmeleitgesetz und der Definition von 7,
k(grad TH —gradTy;) -m+ Lj. -n=0. (3.69)

Da die homologe Temperatur 7" = T — Ty; auf der kalten Seite in normaler Richtung
von der CTS weg nicht ansteigen kann (sonst miifite die Temperatur die Schmelztem-

peratur iibersteigen), mufl gelten:
gradT" -n < gradTy; - n. (3.70)

Wegen (3.69) ist damit j,, - > 0, so dal in der Tat fiir die Wasser-Oberflachenpro-
duktion P
'P'LU

m

(= —Jwt'm) <0 (3.71)

gilt; sie kann also nicht positiv sein.

Aufgrund dieser Nebenbedingung ist fiir jeden Punkt der CTS zwischen drei Féllen

zu unterscheiden, und zwar je nach dem Vorzeichen der Gréfie (w —v,) - n = a;, —

g -n/(pw):
i) (w—v,) -n >0 (“Schmelzbedingung” ):

Aufgrund obiger Definition von j,. und p, = pw kann (3.71) nur erfiillt sein, wenn
w- =0 (3.72)

gilt; in (3.71) gilt dann das Gleichheitszeichen. Einsetzen in (3.69) zeigt, dafl auch
gradT™ -m =gradTy; - n (3.73)

sein muf}. Dies bedeutet, dafl beim Auftreten von Schmelzbedingungen der Wasserge-
halt und die Normalableitung der Temperatur an der CTS stetig sind (w™ ist sowieso
gleich Null, da auf der Kalteisseite der CTS nach der Definition von kaltem Eis kein

Wasser vorhanden ist).
i) (w—1v,) -n <0 (“Gefrierbedingung”):

In diesem Fall ist (3.71) mit
w™ >0 (3.74)

vereinbar, und somit kann auch (3.70) in seiner allgemeinen Form
gradT™ -n < gradTy; - n (3.75)

gelten. Beim Vorliegen von Gefrierbedingungen kénnen folglich der Wassergehalt und

die Normalableitung der Temperatur an der CTS unstetig sein; die Unstetigkeiten
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dieser beiden Groéfen sind iiber Gl. (3.69) verkniipft.
iii) (w —v,) - n = 0 (Grenzfall):

Auch in diesem Fall ist (3.71) mit
W >0 (3.76)

vertréglich, es gilt jedoch automatisch Gleichheit in (3.71). Dies in (3.69) eingesetzt
ergibt
gradT" - n = grad T}, - n. (3.77)

Der Grenzfall ist also dadurch ausgezeichnet, dafl zwar der Wassergehalt an der CTS
unstetig sein kann wie bei der Gefrierbedingung, die Normalableitung der Temperatur
jedoch stetig ist wie bei der Schmelzbedingung.

Anschaulich kann dieses Verhalten wie folgt verstanden werden: Erreicht ein nicht-
verschwindender totaler Wasserstrom j,., von der temperierten Seite her die CTS (Ge-
frierbedingung), so kann dieser auf der CTS ausgefrieren (negative Oberflichenpro-
duktion von Wasser). Die hierbei freigesetzte latente Warme kann dadurch abgefiihrt
werden, dafl die Normalableitung der Temperatur auf der Kalteisseite negativer als
die auf der temperierten Eisseite der CTS ist. Hiermit einher geht also ein Sprung der
Normalableitung der Temperatur und (weil sich im kalten Eis kein Wasser befindet)
auch des Wassergehaltes.

Die umgekehrte Situation kann jedoch nicht auftreten; es ist unmoglich, dafl kaltes
Eis auf die CTS zu flieBt, zum Teil auf der CTS schmilzt (positive Oberflichenpro-
duktion von Wasser) und so schon direkt an der CTS einen nichtverschwindenden
Wasserstrom in den temperierten Bereich hinein produziert. Der Grund dafiir liegt
darin, daf} die hierzu notwendige Schmelzwérme nicht zur CTS hin transportiert wer-
den kann, denn dazu miifite die Normalableitung der Temperatur auf der Kalteisseite
positiver als die auf der temperierten Eisseite sein, was aber nicht moglich ist, da dann
die Temperatur auf der Kalteisseite den Schmelzpunkt von Eis tibersteigen wiirde. Ein
Eisflu vom kalten in den temperierten Bereich (Schmelzbedingung) ist nur moglich
ohne Oberflichenschmelzen beim Durchgang durch die CTS, so dafl in diesem Fall
w™ = 0und grad T -n = grad Ty; - n gilt; in anderen Worten sind dann Wassergehalt
und Temperaturgradient stetig.

Es sei noch erwiahnt, dafl im Falle eines vernachléssigbaren diffusiven Wasser-
stromes 7 im temperierten Eis, mit anderen Worten also einer sehr kleinen Wasser-
diffusivitat v, die Unterscheidung zwischen Schmelz- und Gefrierbedingungen einfach
anhand des Vorzeichens des Eisstromes durch die CTS hindurch (az,) getroffen werden
kann, da in diesem Fall v = v,, gilt. a;x > 0 (Eisstrom vom kalten in das temperierte

Eis gerichtet) entspricht dann der Schmelzbedingung, a < 0 (Eisstrom vom tempe-
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rierten in das kalte Eis gerichtet) der Gefrierbedingung, und a = 0 dem Grenzfall,
was auch unmittelbar einleuchtet.

Auf eine Uberpriifung des Zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik (Entropie-
Sprungbedingung) sei hier verzichtet. Eine solche Untersuchung findet sich in Svend-
sen, Greve & Hutter [69].
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4 Planparallele, geneigte Eisplatte

4.1 Anwendung des Modells

In diesem Kapitel soll eine erste Anwendung des im vorigen Kapitel vorgestellten po-
lythermen Eismodells gegeben werden. Wir betrachten hierzu eine zweidimensionale,
in z-Richtung unendlich ausgedehnte und geneigte polytherme Eisplatte mit paralle-
len Seiten (“Slab”), deren Eis hangabwiirts fliee, wie in Abbildung 4.1 dargestellt.
Numerische Losungen fiir eine solche Geometrie wurden bereits von Hutter, Blat-
ter & Funk [32] und Blatter [6] konstruiert, jedoch wird hier ein etwas anderer Weg

beschritten, der sogar weitgehend analytische Losungen ermoglicht.

Atmosphere g z=h=H
Z =2y (CTS)

Abbildung 4.1: Planparallele, geneigte, polytherme Eisplatte: Geometrie und Koordinatensystem.
C. I.: kaltes Eis, T. I.: temperiertes Eis.

Folgende Annahmen sollen getroffen werden:

e Konstanter Neigungswinkel v und Uniformitit der Prozesse in xz-Richtung:

(0/9z)(-) = 0.
e Stationaritit der Prozesse: (0/9t)(-) = 0.

e Glensches FlieBgesetz (vgl. Glen [19], Nye [57], Hooke [26], Paterson [62]):
f(o) = fi(o) = o™ ! (mit n = 3).

e Hisfluiditdt unabhéngig von Temperatur und Wassergehalt:
FA(T) = EAj(w) = A=53-10"%s"1Pa™?
(Wert fiir 77 = 0°C und E = 1, siche Paterson [62]).
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p=910kgm™3, k=21 Wm K™ ¢=2009Jkg 'K, L =335kJ kg1,
g=19.81ms™? (vgl. auch §5.5).

Vernachlassigung der Druckabhéngigkeit des Schmelzpunktes von Eis:
Ty = 0°C.

Vernachldssigung der Wasserdiffusion: v =0 = 35 =0.

Vernachldssigung von lithosphérischen Einfliissen: kein Einsinken in die Asthe-

nosphére, keine Berechnung von Temperatur und basaler Schmelzrate.

Mit diesen Annahmen lauten die Modellgleichungen wie folgt:
Massenbilanz, kalter und temperierter Bereich (aus Gln. (3.1), (3.13)):

dv,
dz

—0. (4.1)

Impulsbilanz, kalter und temperierter Bereich (aus Gln. (3.3), (3.14) mit vernachléssig-

ter Beschleunigung):

do

d:"‘ + pgsiny = 0, (4.2)
dp do®
_z z =0. 4.
o + 7. Pgcosy 0 (4.3)
Energiebilanz, kalter Bereich (aus Gl. (3.8)):
ar d°T A
pev: - = Ho +2A0%. (4.4)

Energiebilanz, temperierter Bereich, bzw. Massenbilanz fir den Wassergehalt (aus

Gln. (3.23), (3.24)):
dw A,

— =22 gt
Y dz LU

Spannungs- Verzerrungsgeschwindigkeits- Relation, kalter und temperierter Bereich
(aus Gln. (3.4), (3.17)):

(4.5)

oy =0, (4.6)
ot =0, (4.7
Qe 9y : (4.8)
P 0 Ogz;

hieraus ergibt sich mit der Definition der effektiven Schubspannung o := y/tr (T'%)2/2

diese zu o = 0,,.
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Randbedingungen, kalte freie Oberfliche (aus Gln. (3.33), (3.34), (3.35)):

v, = —ar, (4.9)
o=0, =0, (4.10)
—p+of=—-p=0, (4.11)
T=T, (4.12)

Randbedingungen, temperierte Basis:

Aufgrund der Gleichungen (4.1) und (4.9) ist die Vertikalgeschwindigkeit v, auf der
gesamten Hohe des Slabs gleich der negativen Akkumulations-Ablations-Funktion aZ.
Insbesondere nimmt v, also auch an der Basis diesen Wert an, die kinematische Be-
dingung (3.50) wird folglich gar nicht benétigt. Man konnte aus dieser Gleichung den
Wasser-Massenstrom 77;’ in den Boden hinein berechnen, der erforderlich wire, um
dieses basale v, aufrechtzuerhalten; dies ist jedoch wenig interessant und wird daher
nicht durchgefiihrt.

Randbedingung (3.51), welche die Normalkomponente der diffusiven Wasserstrom-
dichte bestimmt, ist fiir das Slab-Problem auch nicht erforderlich, da die Wasserdif-
fusion sowieso vernachléssigt wird. Somit verbleibt das Gleitgesetz (3.52), um eine
Randbedingung fiir die basale Tangentialgeschwindigkeit v,; zu erhalten. Der Ein-
fachheit halber soll jedoch auf die explizite Angabe eines Gleitgesetzes verzichtet wer-
den; statt dessen wird v, selbst vorgeschrieben. Die einzige Auswirkung des Wertes
von v, , auf die Resultate besteht ohnehin darin, daf sich v, als Funktion der Hohe 2
um eine additive Konstante dndert; das Verhalten der Temperatur und des Wasser-

gehaltes wird nicht beeinflufit.

Ubergangsbedingungen, CTS (aus Gl (3.61), (3.63), (3.64), (3.68), (3.70)):

T =T, (4.13)

v =wy, o =, (4.14)

pr=pT 0l =00, (4.15)
dT+ ar+

e = Lw™ pat  mit o <0. (4.16)

Die Nebenbedingung in letzterer Gleichung bewirkt, dafl zwei verschiedene Fille un-

terschieden werden miissen (vgl. Diskussion in §3.2.5):

e a’ > 0 (“Schmelzbedingung”, EisfluB vom kalten in den temperierten Bereich):
dT*/dz=0,w™ =0.

e a’ < 0 (“Gefrierbedingung”, Eisflul vom temperierten in den kalten Bereich):
Gleichung (4.16) in ihrer nichttrivialen Form, d. h., dT" /dz kann strikt negativ
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und w™ strikt positiv sein; in diesem Fall ist eine zusétzliche Randbedingung

fiir den basalen Wassergehalt erforderlich.

Der Grenzfall a;; = 0 wird nicht betrachtet, da er keinen stationiiren Zustand zulifit.
Wegen (4.21) wére ndmlich v, = 0, somit miiite die linke Seite in (4.5) verschwin-
den, gleichzeitig aber deren rechte Seite wegen (4.19) grofler als Null sein, was einen
Widerspruch darstellt.

4.2 Integration der Slab-Gleichungen

Die oben hergeleiteten Gleichungen, welche aus der Anwendung des polythermen
Eismodells aus Kapitel 3 auf das spezielle Slab-Problem hervorgegangen sind, kénnen
fast vollstindig analytisch integriert werden. Lediglich fiir die Position z = z,, der
CTS verbleibt eine nichtlineare algebraische Gleichung, welche aber leicht mit Hilfe
des Newton-Verfahrens zur Nullstellenbestimmung gelost werden kann. Dies soll im
folgenden durchgefiihrt werden.

Integration von (4.2) und (4.3) ergibt unter Beriicksichtigung von (4.7), (4.10),
(4.11) und (4.15)

p(2) = pgcosy (H — 2), (4.17)
0u:(2) = pgsiny (H — z) (4.18)

und somit
o =0y, =pgsiny (H — z). (4.19)

Der Druck verhélt sich offensichtlich rein hydrostatisch.
Das Geschwindigkeitsfeld ergibt sich mit Hilfe dieses Ergebnisses aus (4.1), (4.8),

(4.9), (4.14) sowie vorgeschriebenem v, zu

A :
ve(2) = 5 (pgsiny)? [H* — (H — 2)*] + vgy, (4.20)
v,(2) = const = —at = —a:. (4.21)

Die horizontale Geschwindigkeit v, steigt monoton von ihrem minimalen Wert v, ;
an der Basis zu einem maximalen Wert an der freien Oberfliche an, wie man es von
einer Scherstromung mit freier Oberfliche erwartet. Die vertikale Geschwindigkeit v,
ist, wie oben bereits bemerkt wurde, iiber die Hohe hinweg konstant. Sie bilanziert
an der freien Oberfliche die Akkumulations-Ablations-Funktion at, und an der CTS
entspricht sie dem (negativen) Volumenflul a durch die CTS hindurch.

Die Losung der Gleichungen (4.4) und (4.5) fiir den Temperatur- und Wasserge-

halt im kalten bzw. temperierten Bereich sowie die damit verbundene Bestimmung
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der CTS-Position erfordert einen ziemlich grofen Rechenaufwand. Zunéchst wird Glei-

chung (4.19) fiir o und (4.21) fiir v, eingesetzt; dies ergibt

d*T L, ar . 4
Krs + pca; pri —2A (pgsiny)*(H — z) (4.22)
und J A
paid—j = _QZ (pgsiny)*(H — 2)*. (4.23)

Zwecks einfacherer Rechnung wird nun die vertikale Koordinate z mit der Transfor-
mation z = H( auf das Intervall [0,1] abgebildet. Man erhélt so

d*T dT
D——+4+M—=-K(1-¢)* 4.24
T M = —K(1=0 (1.2)
und J
w
M— = —K(1-¢)* 4.25
= —K(1-0 (4.25)
mit den Abkiirzungen
D = =&,
pe
M = Hay,
2A
K = ~—H°%pgsiny)",
pc
2A
K, = p—LHG(pgsinfy)4. (4.26)

Zuerst soll die Temperaturgleichung (4.24) betrachtet werden. Zunéchst mufl die ho-
mogene Gleichung gelost werden; mit dem Ansatz T ~ exp(A() ergibt sich

M
DN+ MAX=0 = XMN=0, \= 5 (4.27)

Ein Partikularintegral der inhomogenen Gleichung muf} in der Form
T, = a1¢ 4 a2¢® + asC® + asl* + asC’ (4.28)

existieren; die Koeffizienten a; bis a5 erhéilt man durch Einsetzen hiervon in die Tem-
peraturgleichung (4.24) und nachfolgenden Koeffizientenvergleich der Terme von der

Ordnung [¢°] bis [¢4]. Dies liefert ein lineares Gleichungssystem:

¢v: 2Das + Ma, = —K,
¢t: 6Daz+2May, = 4K,
¢?: 12Day+3Mas = —6K, (4.29)
¢¢: 20Das+ 4May, = 4K,
¢t SMas; = —-K;
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es hat die Losung

B K
as = M
B K DK
“ =yt 2
Y. VLl S S (130)
K DK D?’K D3K
ay, = 2M+6W+12M3 +12M4,
a, = —5—4DK—12D2K—24D3K—24D4K.
M M? M3 M* M5

Mit den obigen Ergebnissen lautet die allgemeine Losung der Temperaturgleichung
(4.24)

T = C1 6_(M/D)C + co + (11C + CLQC2 + CL3C3 + CL4€4 + (I5C5. (431)

Die Konstanten ¢; und ¢y sind noch unbestimmt und miissen mit Hilfe der Rand- und
Ubergangsbedingungen ermittelt werden.
Zuvor soll jedoch die Wassergehaltsgleichung (4.25) betrachtet werden. Sie 148t

sich direkt integrieren:

K,
w = W(l —0)® +cs, (4.32)

mit der ebenfalls zunédchst unbestimmten Integrationskonstante cs.

Der letzte Schritt zur vollstéindigen Losung des Slab-Problems besteht in der Er-
mittlung der Integrationskonstanten c;, ¢, und c3 sowie der noch unbekannten CTS-
Position (,,. Dies muf fiir den Fall einer vorliegenden Schmelzbedingung (a > 0)

bzw. Gefrierbedingung (a < 0) getrennt durchgefiihrt werden.

Slab mit Schmelzbedingung;:

Die Schmelzbedingung liegt vor, wenn a;. > 0 ist; nach (4.21) bedeutet dies eine
negative Vertikalgeschwindigkeit, d. h., das Eis flieit von der freien Oberfliche zur
Basis. In diesem Fall haben wir (siche Gln. (4.12), (4.13) und (4.16) mit nachfolgender

Diskussion)

Q1) = T, (4.33)
T+(<m) = 0, (4.34)
(dT"/dC¢)¢,, = 0, (4.35)
w (Gm) = 0. (4.36)
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Einsetzen der ersten drei dieser Gleichungen in die allgemeine Losung der Tempera-
turgleichung (4.31) ergibt

T, = creMP) 4ot ay+as + as + ag + as, (4.37)

0 = C1 6_(M/D)<m + Co + alcm + (IQC% + (I3C§1 + (I4C31 + (I5C§1, (438)
M

0 = —FHa e~ MIDIen 1 a1 4 a5 + 3asCE + 4asC + asCl: (4.39)

dies sind drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten ¢y, ¢ und (,,. Die Vorgehensweise
ist nun die folgende: Durch Berechnen der Differenz [(4.37) minus (4.38)] wird ¢y
eliminiert. Dann wird (4.39) nach ¢; aufgelost und das Ergebnis in [(4.37) minus
(4.38)] eingesetzt. Man erhilt so eine nichtlineare algebraische Gleichung, die nur
noch die CTS-Position (,, enthalt:

0 = (1= MDD gt 2 + BagCl, + daiCh + Bash) + T,
Far(Gn = 1)+ aa(G = D) as(Gh = 1)+ aa(Gr = 1) + as(G = 1)
= f(Gn)- (4.40)

Trotz ihrer Komplexitit kann diese Gleichung leicht mit dem Newton-Verfahren (¢
als Startwert gegeben, ("D = ¢ — f(¢(M)/f/(¢(M)) gelost werden; man erhélt so
das gesuchte (,,. Wie bereits erwidhnt ist dies der einzige Punkt in der Rechnung,
der numerisch erledigt werden mufl. Mit dem nun bekannten (,, ergibt sich ¢; aus
Gl. (4.39) und anschliefend ¢, aus Gl. (4.37). Die Temperatur im kalten Bereich,

welche sich geméf (4.31) als
T =creMPX 4yt a1¢ 4 aol® + a3 + ay* + asC® (4.41)

darstellt, ist somit vollstdndig bestimmt.
Die noch nicht ausgenutzte vierte Randbedingung (4.36) ergibt durch Einsetzen
in die allgemeine Losung der Wassergehaltsgleichung (4.32) das noch fehlende c3:

£
5M

so dafl fiir den Wassergehalt schliefSlich gilt:

c3 = (1—¢n)?, (4.42)

Ky 5 5
W:m[(l—é) — (1 =G¢n)’l- (4.43)

Slab mit Gefrierbedingung:

In diesem Fall gilt ;> < 0, also liegt nach (4.21) eine positive Vertikalgeschwindigkeit

vor. Die Stromlinien des Eisflusses verlaufen folglich von der Basis weg in Richtung
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auf die freie Oberflache. Es kommen andere Randbedingungen als bei vorliegender
Schmelzbedingung zum Tragen (siehe Gln. (4.12), (4.13) und (4.16) mit nachfolgender

Diskussion):

(1) = T, (4.44)
TH((n) = 0, (4.45)
Kk dT™* _
ﬁTC = Lw pa,,, (4.46)
w(0) = 0. (4.47)

Es ist hier sinnvoll, sich zuerst der Bestimmung von cs zuzuwenden. Einsetzen der

letzten Bedingung in die allgemeine Wassergehaltslosung (4.32) ergibt

Ky
- 4.4
C3 5M7 ( 8)
so daf gilt:
w= E[(1 — () —1]. (4.49)
oM

Fiir die weitere Rechnung wird der Wassergehalt an der CTS benétigt; er kann direkt

aus diesem Ergebnis erhalten werden:

o = w(Gn) = 1[0 = Gl — 1) (4.50)

Cm ist jedoch noch unbestimmt. Hiermit ergibt Gl. (4.46)

T+ H K
= et (1 - ) — 1
LpK
- gﬁt[(1—gm)5—1], weil M = Hat = Hat. (4.51)

Einsetzen der Bedingungen (4.44), (4.45) und (4.51) in die allgemeine Losung der
Temperaturgleichung (4.31) ergibt wie im Fall der Schmelzbedingungen drei Glei-

chungen fiir die unbekannten ¢;, ¢; und (,,:

T, = cie™MP) 4yt a4 as+ as + ay + as, (4.52)

0 = 6_(M/D)<m _|_ Co
a1Com + a2l + azCl + asl, + a5, (4.53)
LpK M
g/i t[(l - Cm)5 - 1] = _561 6_(M/D)Cm

—I—a1 —f- QCLQCm —|— 3&3@?1 —|— 4@4(5:1 + 5a5<’31. (454)

Ganz analog zur Vorgehensweise bei den Schmelzbedingungen wird zuerst durch Be-

rechnung von [(4.52) minus (4.53)] ¢y eliminiert. Dann wird (4.54) nach ¢; aufgeldst
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und das Resultat in [(4.52) minus (4.53)] eingesetzt, was wiederum eine nichtlineare

Gleichung zur Berechnung von (,, ergibt:

D
0 = (1= P (0 4 205G, + 305G, + 4G, + BasC,

LpK,
-G 1) + T,
+a1 (G — 1) +aa(Gr = 1) +az(Gr, — 1) +aa(G, — 1) +as(¢p — 1)

= g(Cn)- (4.55)

Nach dem Losen dieser Gleichung mit dem Newton-Verfahren erhélt man ¢, aus (4.54)
und anschlieBend ¢ aus (4.52). Hiermit ist dann die Temperatur nach Gleichung (4.31)

vollstéandig bestimmt:

T =C 6_(M/D)< + (&) —|— a1C + CLQCQ —|— (13C3 —|— Q4C4 —|— CL5€5. (456)

4.3 FErgebnisse

Nachdem im letzten Abschnitt die weitgehend analytische Losung des Slab-Problems
sowohl fiir Schmelzbedingungen als auch fiir Gefrierbedingungen demonstriert wur-
de, sollen an dieser Stelle zwei solche Losungen, eine mit Schmelzbedingung und eine
mit Gefrierbedingung, explizit prasentiert werden. Die Rechnung mit Schmelzbedin-
gung wurde durchgefithrt mit einer Hohe H = 200 m, einem Neigungswinkel v = 4°,
einer Oberflichentemperatur 7, = —3°C, einer Akkumulations-Ablations-Funktion
ar =02ma! (d. h, et =02ma! und v, = —0.2ma"!) und einer basalen Ho-
rizontalgeschwindigkeit v,, = 5ma~" (sieche Abbildung 4.2), und in der Rechnung
mit Gefrierbedingung wurde H = 200m, v = 4°, T, = —10°C, af = —02ma™!

(d. h,, @}, = —02ma™! und v, = 0.2ma™') und v, = S5ma™’

verwendet (siehe
Abbildung 4.3). In den zugehorigen Bildern ist jeweils in Plot (a) die horizontale
Geschwindigkeit v, als Funktion der Hohe z und in Plot (b) die Temperatur 7" im
kalten Bereich sowie der Wassergehalt w im temperierten Bereich als Funktion der
Hohe z aufgetragen. Das Verhalten der Horizontalgeschwindigkeit ist in beiden Féllen
identisch; diese steigt von ihrem minimalen Wert am Boden ausgehend monoton mit
wachsender Hohe an, wie es typisch fiir eine solche Scherstrémung ist. Dahingegen ist
das Verhalten der Temperatur und des Wassergehaltes grundverschieden: Im Falle der
Schmelzbedingung (Abbildung 4.2) sieht man, dafl der Temperaturgradient d7't/dz
auf der kalten Seite der CTS und der Wassergehalt w™ auf der temperierten Seite der
CTS verschwinden, wie es bereits in der Diskussion zu Gl. (4.16) dargelegt wurde. Da
diese beiden Gréflen auf der jeweils anderen Seite der CTS (d. h., dT~/dz bzw. w™)

sowieso gleich Null sind, bedeutet das, daf§ sie dort stetig sind, mithin also keinen
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Sprung erfahren. Andererseits siecht man im Falle der Gefrierbedingung (Abbildung
4.3), daB ein echt negativer Temperaturgradient d7't/dz auf der kalten Seite sowie
ein echt positiver Wassergehalt w™ auf der temperierten Seite der CTS auftreten; es
liegt hier in der Tat ein nichtverschwindender Sprung des Temperaturgradienten und
damit einhergehend auch des Wassergehaltes vor.

Abschlieflend sei einem etwaigen Einwand, dafl diese Losung keinem realistischen
Fliezustand in einem Eisschild oder Gletscher entspreche und daher irrelevant sei,
von rein mathematischen Uberlegungen aus widersprochen: Die Losung folgt aus ei-
nem gutgestellten mathematischen Randwertproblem und ist bis auf die Bestimmung
der CTS-Position rein analytisch und daher exakt. Sie kann somit zur Uberpriifung
von numerischen Rechnungen verwendet werden und ist schon aus diesem Grunde

niitzlich.
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Abbildung 4.2: Horizontalgeschwindigkeit v, (Plot a) und Temperatur 7' bzw. Wassergehalt w
(Plot b) fiir den Slab mit Schmelzbedingung an der CTS. H = 200m, v = 4°, T, = —3°C, ar =

0.2ma !, Vg b = 5ma~l.
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Abbildung 4.3: Horizontalgeschwindigkeit v, (Plot a) und Temperatur 7' bzw. Wassergehalt w
(Plot b) fiir den Slab mit Gefrierbedingung an der CTS. H = 200m, v = 4°, T, = —10°C, ar =

—0.2ma?, Upp =Oma .
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5 Skalierung und Flacheisannahme

Das in Kapitel 3 vorgestellte polytherme Eismodell ist fiir einen numerischen oder
gar analytischen Zugang im allgemeinen noch zu kompliziert. Lediglich sehr einfa-
che Probleme mit hochgradiger Symmetrie (z. B. geneigte planparallele Eisplatte,
siehe voriges Kapitel) konnen damit behandelt werden. Es ist also notwendig, die
Gleichungen weiter zu vereinfachen. Hierzu werden sie zunéchst einer Skalierung un-
terworfen, wobei die physikalischen Grélen durch Wahl von zugehorigen typischen
Werten entdimensioniert werden; dies erméglicht in einem weiteren Schritt systema-
tische Vernachléssigungen von Termen aufgrund der Gréflenordnung der entstehenden
dimensionslosen Produkte. In unserem konkreten Fall beruhen die Vernachléssigun-
gen im wesentlichen auf der Annahme, dafl die im Eisschild auftretenden typischen
Hohen wesentlich kleiner als die typischen Léngendimensionen sind, in anderen Wor-
ten auf der Annahme eines hinreichend flachen Eisschildes (“Flacheisannahme” bzw.
“Shallow-ice-approximation”, im folgenden als “SIA” bezeichnet; vgl. Hutter [29],
Morland [55], Blatter [6]).

5.1 Einfithrung der Skalierung

Die verschiedenen physikalischen Grofien sollen wie folgt skaliert werden:

(z,y) = [L](z,9),
z = [H]Z
(Vz,vy) = [VL] (Tr, Ty), ] Vol
H Vi
v, = [Vg]0, mit 5:ﬁzm,
¢ - g
Vel 7
(T, 7" = [AT](0,6") (T,T"in °C),
w = W,
p = pylH]p,
(0uzs 0y, 0) = €pglH] (642,52, 0),
(07,0, 08, 00) = pglH)(5),6,, 5%, 5u),
(B, 2, b,b,) = [H] (R, 2, b, b,),
(ay am) = [Val @y, a,),
(A(T"), Aw)) = [A](A(0), A(@)),
(f(0), filo)) = [f1(f(5), £i(5)),



1 1 AL
Qgeoth] geoth»

geoth — [
K(T) = [KR(D),
Ke = [Kp] R,
o(T) = [da®),
& = le]é,
Clty,...) = [C]C(ty,...),
Cite,...) = [C]Ci(ty,...),
Py = plwl[Val Py,
my = plwl[Va] i ,
P = plw][Va] P (5-1)

Groflen in eckigen Klammern bedeuten typische Werte fiir die jeweiligen Variablen,
und mit einer Tilde versehene Variablen sind dimensionslos. Wenn nicht ausdriicklich
anders erwahnt, werden im folgenden nur noch dimensionslose Groflen verwendet;

daher werden die Tilden der Einfachheit halber wieder weggelassen.

Die Skalierung soll so gewéhlt sein, dafl die dimensionslosen Gréfien allesamt von
der Ordnung O(1) sind. Dies erscheint bei der zunéchst etwas fragwiirdigen Skalie-
rung der verschiedenen Spannungen zweifelhaft, jedoch wird sich weiter unten zei-
gen, dafl (ausgehend von der sicherlich verniinftigen Skalierung des Druckes p mit
dem Uberlagerungsdruck pg[H] und der Annahme, dafl von den sechs deviatorischen
Spannungen die Schubspannungen o,, und o, die dominierenden sind) genau die-
se Skalierung die richtige ist, d. h., Konsistenz in den Ordnungen von linken und
rechten Seiten der Terme der skalierten Impulsbilanzen und der skalierten Spannungs-
Verzerrungsgeschwindigkeits-Relationen herstellt. Diese Spezifizierung ist addquat fiir
die hier behandelten Eisschilde, welche auf festem Grund aufliegen, so dafl die Schub-
spannungen o,., 0,, am Boden {ibertragen werden koénnen. Bei Schelfeisen, d. h.,
aufschwimmenden Eismassen, sind dagegen gerade diese Schubspannungen nicht re-
levant, da Wasser als ndherungsweise ideales Fluid keine Schubspannungen aufrecht
erhalten kann. Somit ist dies der Punkt in der Herleitung des Modells, welcher die

Aufspaltung zwischen Eisschilden und Schelfeisen darstellt.

Die oben eingefiihrten 13 typischen Groflen [L], [H], [VL], [AT], [w], [A][f] (tritt
nur als Produkt auf), [Quoml, ], [5:], [c], [er], [C], [C4] ([Va] ist nicht unabhéngig
und wird daher nicht aufgefiihrt) bilden zusammen mit den acht physikalischen Kon-
stanten p, g, L, B, v, p;, pa, Tv €inen Satz von 21 Groflen, deren Dimensionen aus den

vier Grundeinheiten Meter, Kilogramm, Sekunde und Kelvin bestehen. Die zugehérige
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Dimensionsmatrix hat offensichtlich den Rang vier:

(L]  p [VI] [AT]
m 1 -3 1 0
ke| 0 1 0 0
s 0 0 -1 0
K| 0 0 0 1

Nach den Regeln der Dimensionsanalyse (Hutter [30]) existieren also 21 — 4 = 17

unabhéngige dimensionslose Produkte. Ein vollstandiger Satz solcher Produkte ist

[H][Qgeotn]

[k [AT]
[w] 5] pr pa,
[kl e

(5.2)

¢ ist das Aspektverhéltnis, F die Froude-Zahl, D die Warmediffusionszahlzahl, o das

Verhéltnis potentielle Energie zu innere Energie in kaltem Eis, I die Fluiditédtszahl,
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ay das Verhéltnis potentielle Energie zu innere Energie in temperiertem Eis, D, die
Wasserdiffusionszahl, F bzw. F; die Gleitzahl fiir kalte bzw. temperierte Basis, B
die Clausius-Clapeyron-Zahl, D, die Warmediffusionszahl der Lithosphére, 7, die
Zeitverzogerungszahl fiir das Einsinken der Lithosphére in die Asthenosphére, und
schlieBllich N, die geotherme Wirmezahl in der Lithosphire. Die vier letzten Kombi-

nationen erhalten keine speziellen Bezeichnungen.

5.2 Skalierung und SIA fiir die Modellgleichungen

Im folgenden geht es darum, alle Feldgleichungen, Randbedingungen und Ubergangs-
bedingungen des Kapitels 3 obiger Skalierung zu unterziehen und sie anschlieffend mit
der SIA (Flacheisannahme) zu vereinfachen. Wie bereits erwihnt besteht diese SIA in
der Annahme eines hinreichend flachen Eisschildes, dessen typische Léngenabmessun-
gen wesentlich grofler als dessen typische Hohenabmessungen sind, was in der Natur
meist gut erfiillt ist (typische Werte liegen im Bereich von ¢ = 1073). Formelhaft
ausgedriickt bedeutet dies, dafl der Limes

e—0 (5.3)

betrachtet wird, also alle Terme, die von der Ordnung O(e?) mit p > 1 sind, in den
Gleichungen zu vernachléssigen sind. Weiterhin 148t sich leicht abschétzen, dafl die
Froude-Zahl F bei realen Eisschilden in der GréSenordnung F = 107! und weniger

liegt, es also sinnvoll ist, gleichzeitig den Limes

F
. (5.4)

zu betrachten.

5.2.1 Kalter Bereich

Die skalierte Massenbilanz ergibt sich durch Einsetzen der Skalierung in die urspriing-
liche Massenbilanz (3.1) zu
ov,  Ov, Ov,

5zt oy T o =0 (5.5)

(wie bereits erwéhnt werden die Tilden, welche in Abschnitt 5.1 dimensionslose Gro-
Ben anzeigen, im folgenden weggelassen, da nur noch mit solchen gerechnet wird),
und kann durch die SIA nicht weiter vereinfacht werden.

Aus der Impulsbilanz (3.3) folgt

Fdv,  9p L00F 00, 080,
e dt %4_8 Ox T oy * 0z’ (56)
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F dv, 2 Doy Op 008 oy,

v B _@+6T;+W’ (5.7)
FedCZ: = ¢ agf + &? a;;’z — gi + &2 6;5 (5.8)
Anwendung der STA ergibt weiter
Yy (5.9)
_g?; n 8(;’;/2 _ 0 (5.10)
—gi = 1 (5.11)

dies gibt uns ein erstes, sehr eindrucksvolles Beispiel, wie sehr das Modell des Kapitels
3 durch die STA vereinfacht wird. Das Ergebnis zeigt ferner, daf die Skalierung der
Schubspannungen ., und o,, mit epg[H| (vgl. Abschnitt 5.1) richtig war, denn ohne
das zusétzliche € im Vergleich zur Druckskalierung wéren die Gleichungen (5.9) und
(5.10) nicht konsistent in den Ordnungen der Summanden, sondern ein Term der
Ordnung O(e) und ein Term der Ordnung O(1) miiiten sich zu Null aufsummieren,
was nicht moglich ist.

Die Energiebilanz (3.8) ergibt mit ausgeschriebenem Advektionsterm

90 09 99 09 D{28<89>

a%—vz%—l—vyafy—l—w%— 681: /‘iax

+e aay (HSZ) + aaz ( §Z>} +2— ICEA(G)f( o (5.12)

mit der STA wird hieraus

00 00 00 0 DI ( 00

-7 il s Z7 2
5 ”’”ax +vyay —i—vzaz 5, 8,2) +2— ICEA(Q)f( Jo©. (5.13)

Die horizontale Warmeleitung kann also im Rahmen des SIA-Limes vernachléssigt
werden, jedoch mufl sowohl die horizontale als auch die vertikale Advektion beriick-
sichtigt werden.

Von den Materialgesetzen (3.4) — (3.6), die bereits in die Energiebilanz eingear-
beitet sind, wird im folgenden nur noch die Spannungs-Verzerrungsgeschwindigkeits-
Relation (3.4) bendtigt:

%1;% = KEA®)f(o)o", (5.14)
ov, ,
T KEA(®)f(o)oy, (5.15)
ov, ,
5. = KEA@)f(o)ok, (5.16)
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vz | Ovy

= 2KEA(O 1
oy | on KEA) f(0)osy, (5.17)
ov, 2O0v, ,
En +e€ o 2KEA0) f(0)og., (5.18)
dv, — ,0v, ,
Mit der SIA vereinfacht sich dies zu
%7;” = KEA@®)f(c)o", (5.20)
v ,
aTj = KEA(®)f(o)o), (5.21)
v, , R
5, KEA)f(o)o, (5.22)
ov,  Ovy, ,
0v, ,
%“y — 2KEA(0)f(0)0,.. (5.25)
z
Hieraus wird ersichtlich, dafl auch die Skalierung der normalen Reibungsspannun-

R

it 05 und ol sowie der Schubspannung o, gemif Abschnitt 5.1 mit e?pg[H|

gen o
verniinftig war, also ordnungskonsistente Terme ergibt. Diese Spannungen sind folg-
lich fiir flache Eisschilde sehr klein, was auch intuitiv unmittelbar einleuchtet. Da im
folgenden nur die letzten beiden dieser sechs Gleichungen benétigt werden (ndmlich
zur Berechnung der Horizontalgeschwindigkeiten), brauchen sie nicht weiter betrach-
tet zu werden.

Schlieflich erhélt man fiir die in der Energiebilanz und im Materialgesetz benotigte

effektive Schubspannung

o R)2 oR)2 gR)2
U:$J§Z+U§Z+€2<( 3) +( ;) +( ;) +a§y>; (5.26)

im STA-Limes ergibt dies

o =,/0% +ol. (5.27)

5.2.2 Temperierter Bereich

Wie bereits festgestellt, haben die Massenbilanz der Mischung Eis plus Wasser und
die Impulsbilanz der Mischung die gleiche Form wie die entsprechenden Bilanzen fiir
kaltes Eis (vgl. (3.1), (3.3), (3.13), (3.14)); daher iibertragen sich auch die skalierten
und die SIA-Versionen hiervon aus dem vorigen Abschnitt (Gln. (5.5) — (5.11)). Sie

werden hier nicht noch einmal explizit aufgefiihrt.
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Fiir die Temperatur gilt gemaf (3.9)
6 =0y = —Bp. (5.28)

Aus der Energiebilanz der Mischung (3.24) bzw. der Massenbilanz fiir den Wasserge-
halt (3.23) (diese beiden Gleichungen sind identisch) erhdlt man

Ow Ow Ow Ow COlt 80]\/[ 86’M GGM 891\/[
o ar Ty +”za T <6t+%8x+ gy TV Zaz>

, 0w 0w
:Dt (5 W_l_ 74‘@
Do [, 0 (00, 20 ( 00u) 0 ( 00y
+0¢{€ax</€8x>+€8yﬁ6y +8z/€82
+20€t’CEAt<W)ft<O')O'2, (529)

was sich durch die SIA vereinfacht zu

Ow Ow ow Ow | coy (80M 00y 00 GQM)

E—FUQ;% g—i‘ o +UZ

gy T ot " or Ty T
82(JJ DOét 0 69]\/[ 2
=Pzt o s ( GE > Rk EALII o) 30

Wie bei der Energiebilanz fiir kaltes Eis féllt die horizontale Diffusion durch die STA
heraus.

Die Spannungs-Verzerrungsgeschwindigkeits-Relation (3.17) hat im wesentlichen
die gleiche Form wie diejenige fiir kaltes Eis (3.4). Daher gelten die Gleichungen
(5.14) — (5.25) auch fir temperiertes Eis; es ist lediglich A(#') durch A;(w) und f(o)
durch f;(0) zu ersetzen. Ebenso bleibt das Ergebnis fiir die effektive Schubspannung

unverandert.

5.2.3 Lithosphire

Die Skalierung der Energiebilanz (3.26) ergibt

@+v@+v%+v@—prm 820+52829+@ (5.31)
o “oxr Yoy 0z o Ox? oy2  02%2) '
bzw. im SIA-Limes
00 00 00 90 Dk, 00
i i = —. .32
8t+vzﬁx+ 8y+ “0z ¢ 022 (5:32)
Die zeitliche Evolution der Lithosphdrenoberseite folgt aus (3.29) zu
0b 1
[ Y A .
ot 7; [ ( 0 Da )] (5 33)
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dies kann nicht weiter vereinfacht werden. Entsprechend gilt fiir die Geschwindigkeit
der Lithosphére gemaf (3.30)

v, = 0, (5.34)
v, = 0, (5.35)
ob

mit 0b/0t aus obiger Gleichung.

5.2.4 Randbedingungen an der freien Oberfliche

Zuniichst soll die kinematische Bedingung (3.33) skaliert werden. Dies ergibt?

1/2
oh oh oh on\” o\’
oo o 2 (9 2 [(9R L. '
ot " " ox ”yay v ( © <8x> © (8@/)) a5 (5:37)

mit der SIA verbleibt
oh oh oh

a + Ua:% + Uyaiy -
Fiir das weitere Vorgehen werden die Terme grad Fy und ||grad Fs|| benétigt. Man
erhdlt hierfiir

v, = ar. (5.38)

. (5.39)

ox’ "y

lgrad Fy| = [ 1+ &2 Oh 2+52 Oh 2 1/2' (5.40)
8 e Ox dy ’ '

im STA-Limes ergibt dies

h o\
grad Fy = (—sa 8—, 1)

und

grad Fy, = (0,0,1)", ||grad F,| = 1. (5.41)

Mit dem &ufleren Normalenvektor n = grad F/||grad F}|| folgt aus der Impulssprung-
bedingung (3.34)

oh Oh
—(—p‘*—g?Ui{)% —EQny@+UxZ = 0, (542)
oh Oh
—52%;/% —(-p+ 5205)@ +oy. = 0, (5.43)
Ooh oh
_520-:&2% — 620yz87y —p+ 520'5 = 0. (544)

3Die hochgestellten Minuszeichen (-)~ zur Kennzeichnung der Eis-Seite bei den Randbedingungen
an der freien Oberfliche sowie den Ubergangsbedingungen an der Eisbasis (vgl. Kap. 3) werden im

folgenden weggelassen. Nicht gekennzeichnete Gréfien beziehen sich daher stets auf die Eis-Seite.
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Anwendung der STA vereinfacht zunédchst die letzte dieser Gleichungen zu
p=0, (5.45)
und hiermit ergeben die beiden ersten Gleichungen
0. =0, o0, =0. (5.46)

Es verbleibt im Falle einer kalten freien Oberfliche die Randbedingung fiir die Ober-

flichentemperatur (3.35), welche skaliert einfach
0(z,y,t) =0z, y,1) (5.47)

ergibt; dies kann offensichtlich nicht weiter vereinfacht werden. Im Falle einer tem-
perierten freien Oberfliche ist in analoger Weise der Wassergehalt w oder dessen

Normalableitung vorzuschreiben.

5.2.5 Ubergangsbedingungen an der kalten Eisbasis

Die kinematische Bedingung (3.38) wird durch die Skalierung und SIA nicht veréndert,

sie lautet

@—I-v @+v @—
ot " ox Yoy

Analog zur freien Oberfléche seien nun die Terme grad F, und ||grad F}|| berechnet:

v, = 0. (5.48)

t
grad Iy, = (532, agz, —1) (5.49)

o\ an\?\ "
— 2 2 .
lgrad Fy|| = (1+e (m) +e <8y>) , (5.50)

im STA-Limes erhalt man hieraus

und

grad Fy, = (0,0, —1)", ||grad Fy|| = 1. (5.51)

Der &ufilere Normalenvektor folgt wie zuvor zu n = grad Fy/||grad F||. Mit

ob ob

Oay + 530$y—ay — €04,
pglH] 5 Ob ob
= — x - z . 2
Tarad B3] 0y +€ay8y oy, (5.52)
e?o o + e20 % _ o
Tz Oz yz ay z
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und

py[H]
|grad Fy ||

3 @ 3_|_ 3 % @ 2_|_ @
© %\ Or © o dy 7 B

(n-Tn)n

o o 2@4— 35, (90 3—1— o
“\ox ) Oy =% Jy w'zay

b (9b\> b Ab b\ 5:33)
+2<€50$y8—x <8y> — 2830m8—xa— — 2%, <3y>
on (&) on(2)
—2¢ta,, gb gb + 252%22[) + 252%232

(zur Vereinfachung der Terme wurden in den obigen Gleichungen die totalen Nor-
malspannungen anstelle des Druckes und der Reibungsspannungen verwendet; es ist

Oujy)z = —D+ eQUf/y/Z) erhalt man aus dem Gleitgesetz (3.39)

(Usl)x Oxz

_Fe [ L o
lgrad Fy|| | *0x Y oy

L (g (Y, b (Yo
||lgrad F3||? <%\ or <o Jy e

ab\> b ab\> ab Ob
4 ob\ 06 9 oby o 0bOD
+2e% 04y (89&) o 260, <8x) 2e0y, pe 8y)] . (b.54)
ey, = FC [y O o
YT lgrad Fy| T 9r T Moy

S o @ 2@4—520 @ 3—1—0@
||lgrad Fy||? “\ox) oy Y\ oy “oy

2 2
+254U$y(§2 (22) — 25203532:22 — 2520-yz (gg) ):| , (5.55)

__FC | o o o
lgrad B[] | 0z

S S (R A R £°) N
|lgrad Fyl|? “\ oz Y\ 9y g2

b 0b 0b ob )]

Oyz

(Usl)z

+ 2045~ + 20y,

J— 2 [
26”04y o1 0 5 (5.56)
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Unter Beriicksichtigung von 1/||grad Fy||*> = 1 — £2(9b/0z)? — £2(9b/0y)? + O(e*) (in
der letzten Gleichung sind die beiden Terme der Ordnung O(e?) wichtig) vereinfacht

sich dies im SIA-Limes zu

(vs1)e = FCo0gu, (5.57)

(va)y = FCoys, (5.58)
b b

(Usl>z = FC (Maxz_’_%o-yz)- (559)

Fiir die Gleitgeschwindigkeit vg selbst gilt geméfl ihrer Definition (im Anschlufi an
Gl. (3.38))

2

(vg)e = Ve — v — HgmiinW X
(=g 4 =D~ D) L (500
2
(va)y = vy—uf — HgnsfinlP x
(=g + =G~ D) 2 o
1
(vg). = v, —vf + Terad B2 X
<<U.r - v:)gz + (v, — v;)gz — (v, — vj)) , (5.62)
was sich durch Anwendung der SIA vereinfacht zu
(vs))e = 0o — vy, 5.63)
(va)y = vy —vy, (5.64)
(va). = (vp— U:)SZ + (v, — v;)gz (5.65)

Im Rahmen des hier verwendeten Lithosphdrenmodells verschwinden vy und v;;
vgl. Gl (5.34), (5.35).

Die Impulssprungbedingung (3.40) wird nicht weiter benotigt, da in der Lithosphére
keine Spannungen berechnet werden. Sie wird somit nicht der Skalierung unterworfen.

Die Energiesprungbedingung (3.41) lautet skaliert

(20000 L0800 08\ (k] (L0670b 007 3b oo
Ox 0z Jydy 0z k] Or Ox oy dy 0z

__° o, 2 R 2 o

- D {(Usl):p 8x( p +e O, ) + € (Usl)x ayaxy (Usl)zo-xz
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0b ob

+52(Usl)y%‘7ry + (va1) (=p+ 5205) — (Va1)y0yz

y(?iy
ob ob
+52(Usl)z£0mz =+ 52<Usl)Z@0yz — (va1)z(—p + 5205)} . (5.66)

Der Term —(a/D){...} verschwindet, falls Haften an der kalten Basis angenommen
wird. Im Rahmen der SIA ergibt sich
a0 k] 007  «a

m& i I{TE = —5[(v51)xam + (va1)y0y2]; (5.67)

die den Druck p enthaltenden Terme in (5.66) verschwinden aufgrund von (5.63) —
(5.65).
Schliefllich hat man die Kontinuitidt der Temperatur (Gl. (3.42)):

0=0". (5.68)

5.2.6 Ubergangsbedingungen an der temperierten Eisbasis

Die im vorigen Abschnitt abgeleiteten Beziehungen (5.49) — (5.51) fiir grad Fy, und
|lgrad Fp|| gelten unveréndert. Die kinematische Bedingung (3.50) lautet somit

1/2
ob ob ob ob\> ob\>
& + Ux(?ix + Uy87y — U, = (1 + &2 <ax> + &2 <ay> ) [w]mZ”; (5.69>

mit der SIA verbleibt

0b ob 0b

o + Vo + vya—y — v, = [w]my. (5.70)

Die Randbedingung fiir den Wassergehalt (3.51) ergibt

D, ( 20wdb 0w Ob  Ow

Terad o \ ™ @z 0z dydy 82) = (1 = [wlw)my’ — Py, (5.71)

was sich im SIA-Limes zu

Dt& = (1 — [w]w)my — P (5.72)

vereinfacht.
Die Skalierung des Gleitgesetzes (3.52) geschieht in analoger Weise zum Vorge-
hen bei kalter Eisbasis und ergibt ein identisches Ergebnis; es ist lediglich in den

Gleichungen FC' durch die entsprechenden Werte F;C} zu ersetzen.
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Die Energiesprungbedingung (3.56) ergibt skaliert

. Do K {Qaeab , 00 9b ae}
Pb - - e

"o Jead B\ " ozor " ogoy  o-
_ Doy [Kr] o {_ , 007 b , 00T 0b 89+}

o [ leadB | ° oz oz © oy oy o
- b b
_HgTthbH {(Usl)xax(_p + 5205) + 52(%1):}:@‘7% — (Usl)xo-xz
ob 0b db
+€2(U51)y%0m/ + (Usl)yaiy(_p + 5205) o (Usl)yayz + 52(Usl)z%01z
0b
+€2(Usl>z@ayz - (Usl)z<_p + €20'§)} . (573)

Anwendung der STA ergibt hieraus

_ %m@ _ Doy [/{,,]F6 00"
a0z a [k "0z

P;U + at((vsl)xga:z + (Usl)yo-yz); (574>

die Druckterme in (5.73) heben sich aufgrund von (5.63) — (5.65) weg.
Es verbleibt noch die Kontinuitiat der Temperatur (3.57):

0 =0" =0, (5.75)

5.2.7 Randbedingungen an der Lithosphirenunterseite

Die Ausdriicke fiir grad F, und ||grad F|| haben die gleiche Form wie fiir die kal-
te Eisbasis (vgl. (5.49) — (5.51)); es ist lediglich iiberall b durch b, und F, durch
F,. zu ersetzen. Den Normaleneinheitsvektor erhélt man dann wie iiblich als n =
grad F,./||grad F}||. Hiermit erhdlt man aus (3.58)

0b, 00~ ob, 00— 00~
2 e T ) = NQE 5.76
for (E or Ox te dy Oy 8z) NQgGOth’ ( )
was im SIA-Limes 90~
Fv’r@ = _MQ;oth (5.77)

ergibt.

5.2.8 Ubergangsbedingungen an der CTS

Wie im Falle der freien Oberflache erhilt man aus der kinematischen Bedingung (3.60)

1/2
0z 0z 0z 92\ > 92\
m m mo = 1 2 [ Yem 2 [ Yom 4. 578
T +vxax+vyay v (+€<8w>+6<0y>) U (5.78)
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mit der STA vereinfacht sich das zu

0z, 0z, 0z,
;t + v, ;x + vy azy — v, =al. (5.79)
Fiir grad F,,, und ||grad F},|| ergibt sich
Oz Oz .\
gradFm = <_€azx7 —85;y7 ]_> (580)

und

lorad Fyf| = [14e2 (Zm 2+52 Ozn )’ " (5.81)
g sl — 8:(: ay ) .

im STA-Limes folgt hieraus
grad F,,, = (0,0,1)", | grad F,,|| = 1. (5.82)

Fiir den Normaleneinheitsvektor gilt wie zuvor n = grad F,,,/||grad F,,,||.
Aus der Kontinuitit von Temperatur und Geschwindigkeit (Gln. (3.61) — (3.63))
ergibt sich
0" =0 =0y (5.83)
und

T=v, vi=v,, vi=v]. (5.84)

Die Impulssprungbedingung (3.64) stellt sich in skalierter Form als

H—(—p + 8205)85; — sQJwaaZn + am: = 0, (5.85)
H—&zaw% —(—p+ 5205)(‘9;; + ayz: = 0, (5.86)
H 5207528;;1 5203,20;; + (—p+ 8205‘): = 0, (5.87)
dar, was sich mit der STA zu
pr=p, 0L=0. 0.=0, (5.88)

vereinfacht.
SchlieBlich ist noch die Energiesprungbedingung (3.69) mit den daraus abgeleiteten
Bezichungen (3.72) — (3.77) zu betrachten:

i) —(w, — vw@)aang — (wy — vmy)a;; + (w, — vy,,) > 0 (Schmelzbedingung):

w =0, (5.89)



L0070z 007 0z, 00T 2003 02 5005, 02 00y

_ _ _ _ 5.90
v or g oy T or “owror Soy oy to. O
letzteres ergibt in der STA
o0t 96y,
== (5.91)

0z 0z
i) —(wy = Vua) 5 — (Wy = Vuy) 2 + (W = vy,.) < 0 (Gefrierbedi :
i) —(w, — v ’)6x (Wy — Vuy) ay + (W, — Vi 2) (Gefrierbedingung)

Hier bendtigt man (3.69) in seiner vollen Form. Mit dem Diffusionsgesetz (3.19) folgt

Dk 200" 0z 5,007 Oz, N 00"
|lgrad £, ]| ©or or °© dy Oy 0z
Dk (_ 000y 02y 5004, 0z, N 89&)

" |lgrad . or dr = dy Oy 0z
@ D, 2 0w~ 0z 2 Ow™ 0z, n Ow™
oy ||grad F,|| Jr Ox dy Oy 0z
o 1
= — 5.92
atw a,,. ( )
und weiter mit der SIA
00+ 0y, o 0w«
D ~ DM - —D = —w ay, :
o2 9z o ' 0z oztw Gm (5.93)
iii) —(w, — Uw,z)a;; — (wy — vw,y)% + (w, — vy.) = 0 (Grenzfall):
w™ >0 (unbestimmt), (5.94)

Stetigkeit des Temperaturgradienten analog zu Schmelzbedingungen (Gleichungen
(5.90) bzw. (5.91)).

5.3 Teilintegration der polythermen SIA-Gleichungen

Die oben hergeleiteten, der Flacheisannahme (SIA) unterworfenen Modellgleichungen
konnen zum Teil analytisch integriert werden. Im folgenden wird gezeigt, daf3 die re-
levanten Spannungen p, o, und oy, sogar voll analytisch erhalten werden konnen;
das Problem der Berechnung der drei Komponenten v,, v, und v, des Geschwindig-
keitsvektors kann auf einfache numerische Quadraturen zuriickgefiihrt werden und
bereitet daher auch keine numerischen Probleme. Die eigentliche “harte” Numerik
beschrankt sich somit auf die Berechnung des Temperatur- bzw. Wassergehaltsfeldes
und der Evolution der freien Oberfliche und der CTS des polythermen Eisschildes.
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5.3.1 Berechnung der Spannungen

Aus Gleichung (5.11) zusammen mit der Randbedingung (5.45) und der Ubergangs-
bedingung (5.88) erhélt man fiir den Druck

p(ajayazat) = h(%,y,t) -z (595>

er unterliegt also einer rein hydrostatischen Verteilung. Unter Verwendung dieses
Ergebnisses folgt aus (5.9), (5.10), (5.46) und (5.88)

oh
Ops = —%(h —2z), (5.96)
Oy = —gZ(h —2). (5.97)

Diese Schubspannungen ergeben sich also als Produkt aus Oberflachenneigung und

Uberlagerungsdruck. Fiir die effektive Schubspannung ergibt sich hiermit geméf

(5.27)
o= () (2 599

Man merke sich, daf die obigen Ergebnisse gleichermafien im kalten und temperierten

Bereich des Eisschildes gelten.

B gk ol und 02y kOnnen nicht

Die verbleibenden, sehr kleinen Spannungen o,’, 0,’, o,

direkt berechnet werden, sie werden jedoch auch im weiteren nicht benotigt. Man
kann sie im Anschlu an die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes aus den ersten
vier Gleichungen (5.20) — (5.23) der Spannungs-Verzerrungsgeschwindigkeits-Relation

ermitteln.

5.3.2 Berechnung der Geschwindigkeit

Die Horizontalgeschwindigkeiten v, und v, lassen sich durch Einsetzen der obigen
Ergebnisse fiir 0,, und 0, in die beiden letzten Gleichungen (5.24), (5.25) der Span-

nungs- Verzerrungsgeschwindigkeits-Relation und anschlieSende Integration erhalten:
oh [z ~ o
v = v —2K5 /b EAw () fo (o) (h — 2')dz, (5.99)
oh [#
v o= - 2Ky /b EAw () fo(o)(h—2)dz. (5.100)

Hierbei ist

Aw() =

{ A(Ql) fir z > 2z, (kalter Bereich), (5‘101)

Ay(w)  fiir 2 < 2, (temperierter Bereich)
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und

For(o) = { f(o) fir z > z,, (kalter Bereich), (5.102)

fi(o)  fur z < z, (temperierter Bereich).

Die Integrationskonstanten v, ; und v, ;, welche die entsprechenden basalen Geschwin-
digkeiten darstellen, folgen aus dem Gleitgesetz (5.57), (5.58) unter Verwendung der

Ergebnisse fiir 0,, und o0,, zu

oh

Vep = (V1) = —F C(t)a (h —b), (5.103)
oh

vy = (Va1)y = —Fp C(t)a (h = D). (5.104)

Hierbei wurde ausgenutzt, dafl die Lithosphérengeschwindigkeit keine z- und y-Kom-
ponenten hat (vgl. (5.34), (5.35)), so daB8 gemé&B (5.63), (5.64) die entsprechenden
Gleitgeschwindigkeitskomponenten mit den Eisgeschwindigkeitskomponenten iden-

tisch sind. Weiterhin wurde

FC fiir kalte Basis,
FuyCu) = ) . . (5.105)
F.Cy fiir temperierte Basis
gesetzt.
Mit den obigen Ergebnissen fiir die Horizontalgeschwindigkeiten kann man aus

der Massenbilanz (5.5) auch die Vertikalgeschwindigkeit berechnen:

_ / <‘9”‘” a”y> dz + v, (5.106)

Die basale Vertikalgeschwindigkeit v,;, kann geméfl der kinematischen Bedingung
(5.48) bzw. (5.70) durch v,; und vy, ausgedriickt werden.

Zusammenfassend gilt also fiir die Geschwindigkeiten:

oh oh [* / /

v, = —f(o(](t)%(h—b)—?’c*/ EAw () fw(o)(h—2)de,  (5.107)
oh

v = ~Fulg (h-b) —2zc / EAw () f(0)(h — ) d2,  (5.108)
v, 8vy 8b ob 0b Cw

v, = —/ ( )d —i—a +Umba +Uy,b87y_[w]mb' (5.109)

Bei bekanntem Temperatur- und Wassergehaltsfeld konnen alle Integrale leicht nu-
merisch berechnet werden. Nimmt man die Eisfluiditdt als temperatur- bzw. was-
sergehaltsunabhéngig an (A« = const), so treten Abhéngigkeiten von Temperatur
und Wassergehalt gar nicht mehr auf, und die Integrationen kénnen sogar analytisch

durchgefiihrt werden.

5



AbschlieBend sei noch bemerkt, daf8 offensichtlich (v,, v,) o< —(9h/dz, Oh/0y) =
—grad, . h gilt, d. h., der Vektor der Horizontalgeschwindigkeit zeigt in jedem Punkt
des Eisschildes in Richtung des stérksten Oberflachengefilles, insbesondere also ent-
lang eines Vertikalprofils immer in die gleiche Richtung (vgl. Hutter [29]). Dieses
iiberraschende Ergebnis ermoglicht es, durch Bestimmung der Richtung der Eisfluf3-
geschwindigkeit in Eisbohrkernen die Giiltigkeit der SIA in einem gegebenen realen

Eisschild zu iiberpriifen.

5.3.3 Evolution der freien Oberfliche

Eine Gleichung, die die zeitliche Evolution der freien Oberfliche, mit anderen Worten
also die Dickendnderung des Eisschildes mit der Zeit beschreibt, kann aus der Mas-
senbilanz (5.5) in Kombination mit den kinematischen Bedingungen (5.38), (5.48)
und (5.70) fiir die freie Oberfliche bzw. die Basis erhalten werden. Integration der
Massenbilanz (5.5) von der Basis bis zur freien Oberfliache liefert unter Verwendung

der Leibniz-Regel

Vog— Uy = —a/hv dz' +v %—v o
2,8 z,b — O , T T, o x,bam
a [h oh 0b

_ay/b Uy dZ/ + ,Uy’saiy — Uy’b%' (5110)

Unter Verwendung der kinematischen Bedingungen (5.38) fiir die freie Oberfliche und
(5.48) bzw. (5.70) fiir die Basis ergibt dies

at:(at)__ax/b vy d _ay/b v, d2 + at — [l (5.111)

Diese Gleichung bilanziert die zeitliche Anderung der Eisdicke mit der horizontalen
Divergenz der vertikalintegrierten Horizontalgeschwindigkeit und der Akkumulations-

Ablations-Funktion; letztere stellt eine klimatische Input-Groéfie dar.

5.3.4 Evolution der CTS

In dhnlicher Weise wie fiir die freie Oberfliche kann eine Evolutionsgleichung fiir die
CTS hergeleitet werden. Hierzu wird die Massenbilanz (5.5) von der Basis bis zur
CTS integriert, dies ergibt

B
Vzm Vzp = o b Uy Q2 Vem o Ua:,bax
a [ 0Zm ob

_&UA Uy dzl + Uy’mTy - ’Uy7baiy, (5112)
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wobei wiederum die Leibniz-Regel verwendet wurde. Mit den kinematischen Bedin-
gungen (5.70) fiir die Basis und (5.79) fiir die CTS erhélt man

d(zm — b) a [#m g [ w
T:_%/b vl,dz'—ay/b vy d? + az — [wlmy. (5.113)
Die Interpretation dieses Ergebnisses ist dieselbe wie im Falle der freien Oberfléche,
jedoch ist der Volumenflul durch die CTS a; als innere Variable keine Inputgréfie, so
daBl diese Gleichung zur Bestimmung der Evolution der CTS-Position zunéchst nicht

geeignet ist.

5.3.5 Evolution der Eisbasis bzw. Lithosphirenoberseite

Hierfiir ist keine weitere Rechnung vonnéten, sondern (5.33) kann direkt iibernommen
werden: b |
p
—=—=b—(bp — —H)|. 5.114
5 = b= (b~ 2H) (5114)

5.3.6 Temperatur und Wassergehalt

Wie bereits erwdhnt miissen die in Abschnitt 5.2 vorgestellten Gleichungen zur Be-
rechnung des Temperatur- und Wassergehaltsfeldes numerisch gelost werden. Der
Vollstéandigkeit halber seien sie an dieser Stelle mit ihren zugehorigen Rand- und
Ubergangsbedingungen noch einmal aufgefithrt, wobei die Wassergehaltsgleichung
und die CTS-Ubergangsbedingung mit Hilfe des hydrostatischen Druckfeldes noch
etwas vereinfacht werden konnen. Die Temperaturgleichung fiir den kalten Bereich
(5.13) lautet

00 00 00 aepa(ae

hd “v v o _= ov a / 2
5 +vrax +vyay —i—vzaz 5 ﬁ(“)z) QCICEA(Q)f(U)J . (5.115)

Im temperierten Bereich ist die Temperatur durch den Druck eindeutig bestimmt;
mit (5.28) und (5.95) erhélt man

0 =0y =—B(h(z,y,t) — 2). (5.116)
Somit gilt
00y 00 00 My oh oh oh
T + v, e + v, o + v, 5 = B(@t Vo +Uy8 vz> (5.117)
und
o [ 00y Ok a0k
az< - ) =B =B (5.118)



es ergibt sich fiir die Wassergehaltsgleichung im temperierten Bereich (5.30)

Ow Ow Ow Ow Pw Doy 52 Ok

b H_p L
ot TV ar Ty T, TPt T o F
coy , [ Oh oh oh 9
Cup (o, o, o 20 CEA 1
B <8t Vo + vy oy vz> + 2, KEA (W) fi(0)o”, (5.119)

wobei fiir die effektive Schubspannung o geméf (5.98)

o= () (%) 120

gilt. Die Temperaturgleichung fiir die Lithosphére (5.32) lautet mit (5.34) — (5.36)

9 b0 _ Dy 00
ot otdz ¢ 022

(5.121)

An der kalten freien Oberfléche ist die Temperatur vorgeschrieben (Gl. (5.47), Rand-
bedingung vom Dirichlet-Typ):

im unwahrscheinlichen Fall einer temperierten freien Oberfliche wird statt dessen der
Wassergehalt w oder dessen Normalableitung als Randbedingung verwendet. Fiir eine
kalte Eisbasis gelten (5.67) und (5.68):

a0 k] 007  «

H@ [K,] KIT@ = —5[(1}51);50'332 + (Usl)ya'yz], (5123)
0=0r, (5.124)
und beim Vorliegen einer temperierten Basis kommen (5.72), (5.74), (5.75) zur An-
wendung:
8("} s w w
Dy— = (1 — [w]w)riy — Py, (5.125)
0z
0=0" =0y, (5.126)
Doy 00  Day k] 00"
w _ Doy 00 , 12
Pb o KlaZ o [/ﬂ?] K az + Oét((USI)IJfEZ + (Usl)y0y2> (5 7)

Gleichung (5.125) wird allerdings nur bendétigt, wenn der temperierten Basis eine
temperierte Eisschicht nichtverschwindender Dicke iiberlagert ist. In diesem Fall kann
(5.127) noch vereinfacht werden, da dann wegen (5.116) 06/0z = B gilt. Fiir den Fall
einer temperierten Basis, die von kaltem Eis iiberlagert ist, ist dies natiirlich nicht
moglich.

78



An der Lithosphérenunterseite gilt (5.77):

00~
fir = = ~N:Qpeotn- (5.128)

Es verbleiben noch die Ubergangsbedingungen an der CTS (5.83), (5.89), (5.91) und
(5.93):

0t =0~ = 0. (5.129)

i) —(w, — vw,z)aaz;n — (wy — vw,y)a;; + (w, — vy) > 0 (Schmelzbedingung):
W™ =0, (5.130)
889; =B. (5.131)

i) —(w, — vax)%zxm — (wy, — vw7y)(§; + (w, — Vy») < 0 (Gefrierbedingung):
D (%9: - B) - Zpt 85’2_ - z‘tw—a;. (5.132)

Hierfiir wurde 06,,/0z = B verwendet.

0z, 0z,
iii) —(w, — ijx)é — (wy, — Uw’y)ﬁzy + (w, — vy ) = 0 (Grenzfall):

w” >0 (unbestimmt), (5.133)
90"
— =DB. 134
5 B (5.134)

Abschlieflend sei auf einige Beschrankungen der STA-Naherung hingewiesen. Zunéchst
schliefit diese Skalierung geschlossene CTS-Linien aus, da sie nur flache CTS-Linien
erlaubt. Einschliisse von temperiertem Eis in einer Umgebung von kaltem Eis sind al-
so nicht erfafit, sondern nur solche temperierten Bereiche, die bis zur Eisbasis reichen.
Das ist aber der weitaus wichtigste Fall. Weiterhin ergibt die STA Singularitdten an
Eisréndern und an Eisdomen (Maxima der Eishohe iiber Normal Null). Hutter [31]
weist darauf hin, daff unter der Voraussetzung einer beschrinkten basalen Gleitfunk-
tion C(4) die Eishohe an seitlichen Begrenzungen in Form einer Wurzelfunktion gegen
Null strebt und somit am Rand eine vertikale Tangente aufweist, was im Wider-
spruch zur Flachheitsannahme steht. Fiir Eisdome erhélt man bei Verwendung einer
pseudoplastischen Kriechfunktion fi;(0) = o™ ! mit n > 1, wie sie iiblicherweise

angesetzt wird (vgl. §5.5), eine unendliche Kriimmung der Eisoberfliche, was mit
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der gegen unendlich strebenden Viskositét einer solchen Kriechfunktion bei kleinen
Spannungen bzw. Verzerrungsgeschwindigkeiten zusammenhéngt (Hutter, Yakowitz
& Szidarovszky [33]). Diese Ergebnisse sind fiir den Fall eines reinen Kalteismodells
hergeleitet, jedoch auf die STA fiir polytherme Eisschilde iibertraghar. Weiterhin ist
bei Eisdomen die STA-Annahme, daf§ die auftretenden Vertikalgeschwindigkeiten von
der Ordnung Aspektverhéltnis x Horizontalgeschwindigkeit sind, nicht mehr reali-
stisch, da dort die SIA-Approximation ein rein vertikales Geschwindigkeitsfeld ergibt;
vgl. Gleichungen (5.107), (5.108) und (5.109). Eine strenge Behandlung miifite daher
in der Nédhe von Eisdomen und seitlichen Rédndern die SIA aufgeben. Es kann jedoch
davon ausgegangen werden, dafl eine numerische Losung des Modells mit diskreten
Gitterpunkten diese lokalen Singularitdten ausreichend verschmiert, so daf sich der

verbleibende Fehler in vertretbaren Grenzen hilt.

5.4 Zusammenstellung in dimensionsbehafteter Form

Der Ubersichtlichkeit und besseren Anschaulichkeit halber sollen an dieser Stelle die
in Abschnitt 5.3 hergeleiteten teilintegrierten polythermen STA-Gleichungen in di-
mensionsbehafteter Form aufgefithrt werden. Diese lassen sich leicht aus den dimen-

sionslosen Gleichungen gewinnen, indem alle typischen Werte [-] auf 1 gesetzt werden

(vgl. Abschnitt 5.1).

Spannungen:
p = pglh—=2), (5.135)
= —pg(h— )@ (5.136)
Ozz — Py Z oz’ .
oh
= —pglh—2)4 1
Tyz pg(h — z) 9y’ (5.137)
or\*  [(on\’
= pgh—2)\( 5] + (5 ) - 1
o = bl w(ax) +(5) (5.139)
Geschwindigkeit:
vy = —pg(h —b)Cy ——nga /EA (o)(h—2")dz', (5.139)
oh oh o
vy = —pg(h—b)%)afy—?ﬂgafy : CEAw()fwlo)(h—2)d2,  (5.140)
B : (v,  Ov,\ ,, Ob b b
N A <3x ay> A=+ gy T Uy Tlwg, — e (5:141)

80



Entwicklung der freien Oberflache:

oH O(h—b)  0q, Oq, | 1y

e A A R e 5.142
ot ot or oy T, (5.142)
mit dem neu eingefithrten Massenflufl q, definiert als
h
(¢us qy) ::/b (Vs vy) d2. (5.143)
Entwicklung der CTS:
O(zm — b) 0 /Zm a [ my’
A LT A Id’——/ dz +at — —2. 5.144
ot ozl aybvyz—l—am ) ( )

Entwicklung der Eisbasis bzw. Lithosphérenoberseite:

o 1

p
e O ) (5.145)

Temperatur und Wassergehalt:

Temperaturgleichung, kalter Bereich:

or 9T  oT 9T 190 (;gz) +,)2(;EA(T/>f<")"2' (5.146)

ot or ey T 0: T peos
Temperatur, temperierter Bereich:
T=Ty=T,— B(h—=2). (5.147)

Wassergehaltsgleichung, temperierter Bereich:

0o Ow | e Bu_vBuw o
ot Toxr Yoy "0z p0z2  pLOT
+CL5 (‘;ﬁ + vxgz 4 vygz _ uz> + IOQLEAt(w)ft(a)JQ _ ;D(w). (5.148)
Hier wurde ein zusétzlicher Term —D(w)/p eingefiihrt; D(w) ist die Wasserdrainage-
Funktion, die einer negativen volumenmaéfiigen Wasserproduktion entspricht und einen
einfachen ad-hoc-Ansatz der Beschreibung der Wasserdrainage aus den temperier-
ten Eisbereichen in den Boden hinein darstellt. Dies ist notwendig, da, wie sich bei
vorldufigen numerischen Rechnungen ohne Drainage gezeigt hat, ansonsten unrea-
listische und sogar unphysikalische (w > 100%) Werte fiir den Wassergehalt resul-
tieren konnen. Es wird in Kauf genommen, dafl dieses “Wegbeamen” von Wasser
aus dem Eisinnern eine Verletzung der lokalen Massenbilanz darstellt. Realistischere
Drainage-Mechanismen, die auf dem Zusammenspiel von Schwerkraft und Wechsel-

wirkungskréaften zwischen Wasser und Eis beruhen, wiirden ein noch komplizierteres
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Modell mit zwei getrennten Impulsbilanzen fiir Wasser und Eis erforderlich machen,
was hier nicht verfolgt werden soll (vgl. Bauer [3], Wu [70, 71]).

Temperaturgleichung, Lithosphdre:
or obodT  k, 0*T

—t —— = —_— 5.149
ot + ot 0z  prc, 022 ( )
Kalte freie Oberfliche:
T =Tz, y,t). (5.150)
Kalte Fisbasis:
aoT or+
Ko, ~hrg— = —(Ve1) 2022 — (Vs1)y Oy, (5.151)
T = T (5.152)
Temperierte Fisbasis (keine temperierte Schicht dariber):
T = TV =Ty, (5.153)
w 1 [ or or+
Pb = Z {:‘iaz — R 9z + ((USI)IUCEZ + (Usl)yay—z)} : (5'154>
Temperierte Fisbasis (von temperierter Schicht tiberlagert):
0
ya—‘z = (1-w)ym?—Pp, (5.155)
T = TV =Ty, (5.156)
1 oT+
P;;U = Z {KB — KTW + ((Uﬂ)maxz + (Usl)yayz)} . (5157)

Es sei an dieser Stelle noch einmal bemerkt, daf§ im Falle vernachléssigbarer Wasser-
diffusivitdt v der im allgemeinen vorzugebende Wasser-Massenstrom in den Boden
my’ via (3.48) durch die basale Schmelzrate Py ausgedriickt werden kann. Da der
Wassergehalt im temperierten Eis als klein angenommen wird (vgl. auch (5.173)), gilt
folglich my’ ~ Py°.

Lithosphdrenunterseite:

oT~
i = ~Q oot (5.158)
Ubergangsbedingungen, CTS:
T =T =Ty. (5.159)
0z 0zZm

i) —(w, — UW”)E — (wy — Uw’y>87y + (w, — vy) > 0 (Schmelzbedingung):

w- =0, (5.160)



or+

=0 (5.161)
i) —(w, — vw,x)%zxm — (wy — vmy)%z?;n + (w, — vy,.) < 0 (Gefrierbedingung):
K (8;: — 5) — Luaawz = Lpw™a:. (5.162)
iii) —(w, — vw,x)%z” — (w, — vw,y)%’zn + (W, — Vy,.) = 0 (Grenzfall):
w” >0 (unbestimmt), (5.163)
aaT; _ 8. (5.164)

Es sei daran erinnert (vgl. §3.2.5), dafl die im allgemeinen Fall aufwendige Unterschei-
dung nach Schmelz- bzw. Gefrierbedingungen im Falle vernachléssigbarer Wasserdif-

fusion einfach nach dem Vorzeichen des Volumenflusses durch die CTS, a-, erfolgt.

5.5 Spezifizierung physikalischer Groéfien

Die im vorigen Abschnitt zusammengestellten Gleichungen des polythermen STA-
Eismodells enthalten eine Reihe von noch unbestimmten physikalischen Gréfien. Diese
sollen hier spezifiziert werden. Im Rahmen dieser Arbeit werden im einzelnen verwen-
det:

Kriechfunktion fir kaltes und temperiertes Eis:
Glen’sches FlieBgesetz (vgl. Glen [19], Nye [57], Hooke [26], Paterson [62])

flo) = fi(o)=0""" mit n=3. (5.165)
Rate-Faktor fiir kaltes Fis: Arrhenius-Gesetz (genaue Form nach Paterson [62])
A(T') = Ag e~ @/RIHT), (5.166)
mit der Aktivierungsenergie ()

Q = 60kJmol ™! (T" < —10°C),

5.167
Q=139kJmol™" (T > —10°C), ( )

der universellen Gaskonstanten R, und als verbindendem Wert fiir die beiden Tem-
peraturbereiche
A(T' = —10°C) = 5.2- 10 F s 'Pa™?. (5.168)
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Rate-Faktor fiir temperiertes Eis: Hierfiir kann nach Lliboutry & Duval [50]
Aj(w) =A(T' =0°C) (1 + 184 w) (5.169)

angesetzt werden.

Gleitgesetz fiir kalte Basis: Haftbedingung
Vgl = Uy = 0; (5170)

Gleitgesetz fiir temperierte Basis: Gleitgesetz vom Weertman-Typ

Cy ltllP ¢
vslzvb:_;ﬂ¢ mit p=3, ¢=2, (5.171)
pg (pgH) It

WOraus
vy = v, = —Cy H ||grad h||*grad h (5.172)

gemif Calov [12] folgt; in dieser Arbeit wird fiir den Gleitkoeffizienten Cy = 6-10%a™!

angegeben.

Wasserdrainage- Funktion:

Dies ist sehr problematisch, da dariiber keine Messungen vorhanden sind. Es ist zu
erwarten, dafl das temperierte Eis eine bestimmte Menge an Wasser aufnehmen kann,
wéhrend iiberschiissiges Wasser nach unten ablauft. Dies wird dadurch modelliert, dafl
bis zu einem Schwellwert wy,.x keine Drainage stattfindet, wohingegen dariiberhinaus

vorhandenes Wasser instantan verschwindet:

00 W > Wmax

D(w) = { 0 W= Wi } (it Wy = 1%). (5.173)

Diese sehr einfache Parameterisierung hat hinsichtlich des spérlichen Datenmaterials
iiber den Wassergehalt in temperiertem Gletschereis den Vorteil, dafl nur ein Para-
meter vorhanden ist. Die Wahl dieses Parameters wy,. entspricht dem experimentell
validierten Giiltigkeitsbereich des Rate-Faktors fiir temperiertes Eis (5.169), vgl. Lli-
boutry & Duval [50].

Sonstige Groflen sind in Tabelle 5.1 zusammengestellt.
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Grofle Wert

Dichte von Eis p 910 kgm™3

Wiirmeleitfihigkeit von Eis x 9.828 ¢ 00057 TIK] W i —1K 1
Spezifische Wirme von Eis ¢ (2127.5 + 7.253 T[°C]) J kg 'K™*
Latente Warme von Eis L 335 kJ kg™!
Clausius-Clapeyron-Gradient /3 87-10*Km™!
Wasser-Diffusivitat v 0

Dichte x spez. Wérme der g
. ) 2000kJ m 3Kt
Lithosphére p,.c,

Wiirmeleitfiahigkeit der Lithosphére x, 3Wm1K™!

Dicke der Lithosphére H, 5km
Verzogerungszeit der Lithosphére 1y 3000 a

Dichte der Asthenosphire p, 3300 kgm™—3
Schwerebeschleuniging g 9.81ms2
Universelle Gaskonstante R 8.314 Jmol 'Kt

Tabelle 5.1: Zusammenstellung der im Modell verwendeten physikalischen GroBen. Referenzen: p,
B: Calov [12], Tv, pa: Abe-Ouchi [1], &, ¢, prcy, kr: Ritz [65], L: Blatter [6].
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6 Numerische Lésung der polythermen
SIA-Gleichungen

6.1 o-Transformation und Transformationsregeln

Um zu gewéhrleisten, dafi die freie Oberfliche, die CTS (sofern vorhanden), die
Lithosphérenoberseite sowie deren Unterseite stets mit Gitterpunkten des numeri-
schen Gitters zusammenfallen, werden die Gleichungen von §5.4 zunéchst der o-
Transformation unterworfen. Hierbei werden die drei Bereiche kaltes Eis, temperier-
tes Eis und Lithosphére jeder fiir sich in vertikaler Richtung auf das Einheitsintervall
[0,1] abgebildet. Fiir den Kalteisbereich wird eine zusétzliche exponentielle Streckung
durchgefiihrt, die bewirkt, dafl ein dquidistantes Gitter im Raum der o-Koordinaten
sich nach unten verdichtende Gitterpunkte im physikalischen Raum nach sich zieht
(Abbildung 6.1). Dies ist notwendig, um den Temperaturgradienten an der Unterseite
des Kalteisbereiches sehr genau bestimmen zu kénnen, was fiir die Bestimmung der
Position einer eventuell auftretenden CTS essentiell ist.

Die o-Transformation mit exponentieller Streckung fiir den Kalteisbereich lautet

2=z, €% —1

Tr = gcy Y = e, H = o _ 1 = g(CC)> t =1, (61)

wobei a den Streckparameter darstellt (in den Simulationen dieser Arbeit wird stets
a = 5 verwendet), und die Indices “c” Variablen fiir den Bereich kalten Eises mar-
kieren. Fiir den Bereich temperierten Eises und die Lithosphére wird eine lineare

o-Transformation durchgefiihrt:

z—0b
=&, Y=, Tt:@, L=, (6.2)

und ;
Z;]rr =C(, t=T1 (6.3)

die Indices “t” bzw. “r” beziehen sich auf das temperierte Eis bzw. die Lithosphére.

r=%&, Y=,

Zur Formulierung der Modellgleichungen in diesen Koordinaten benétigt man die
Transformationsregeln von Ableitungen und vertikalen Integralen. Diese konnen aus
der Kettenregel der Differentiation und der Substitutionsregel der Integration gewon-

nen werden. Mit der abkiirzenden Schreibweise

<m7 ch,t,r) S {(ZL‘, gc,t,r)7 (Z% nc,t,r)7 (t, Tc,tﬂ‘)}

folgt fiir den Bereich kalten Eises

9 0 +8C08
om  Ou. O0m,
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z = h(x,y,t T G =1
P (x,y.t)

+ o - Transformation i
~ 7= Zm (X, 1,0

- Cc=0

Abbildung 6.1: Wirkung der o-Transformation fiir den Kalteisbereich (mit exponentieller

Streckung) auf eine vertikale Sdule des Rechengebietes.

0 1 0z OH.\ 0
— - a zeom ae i
e Hoae's <<e Dom T =1 am> o (04
0 . 0 e —1 9
9z 029¢  Hae® d(,’ (09
;o Hccte‘1<é ,
Joa = [Oo g, (6.6)
fiir den Bereich temperierten Eises
0 _ 0 000 0 1 (0 0H\J
om ~ Om  omoG O <am G am> ¢’ (6.7)
o  9Go 1 9
@ - 82’ 6(}5 - Ht 8@5’ (68>
Joa = [Omag, (6.9)
und schlieBlich fiir die Lithosphére
0 o a9 9 1 (b _0H)\ 3
9 _ -7 = 1
om O omac,  om  H, (am o am> o (610
o 90 19
9z 020 H, 0’ (611)
Joa = [oHdc. (6.12)

6.2 Transformierte Modellgleichungen

Mit Hilfe der oben formulierten Transformationsregeln kénnen nun die in §5.4 zusam-
mengestellten polythermen SIA-Gleichungen auf o-Koordinaten transformiert wer-

den. Hierfiir ist zu beachten, dal Vektoren und Tensoren wie v und T bei der
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Transformation des Modells nicht in den Einheitsvektoren des krummlinigen, nicht-
orthogonalen o-Koordinatensystems dargestellt werden; statt dessen werden die karte-
sischen Komponenten der Vektoren und Tensoren bei der Transformation wie skalare
GroBen betrachtet. Weiterhin werden die Abhéngigkeiten der Warmeleitfahigkeit von
Eis k und der spezifischen Wérme von Eis ¢ von der Temperatur 7' (vgl. Tabelle 5.1)
explizit aufgefiihrt. Bei nicht von z abhéngigen Gréfien wie etwa h, b ergibt die Trans-
formation von Ableitungen geméfl dem letzten Abschnitt keine Zusatzterme (z. B. gilt
(Oh/0x) = (Oh/OE.)); solche Terme werden der Einfachheit halber weiterhin mit kar-

tesischen Koordinaten geschrieben.

Spannungen, kalter Bereich:

Pe = ngc(l - g((c))v (613)
Oh

Oxze — _ngC(l - g(CC))%? (6'14>
Oh

Oyze — _ngc(l - g(gc))@a (615>

o = pgﬂcu—acc))J (gh)+(g’;) (6.16)

Spannungen, temperierter Bereich:

pe = pg(He+ Hi(1—G)), (6.17)
oh
Opzt = _PQ(HC+H1:(1—Q))%7 (6.18)
oh
Oyzp = —pg(Hc+Ht(1—Q))8fy, (6.19)
on\* (on\?
— pg(H.+ Hy(1 — ar . 2
o = pglH.+ H g))J(%) +(5) (6.20)
Geschwindigkeit, temperierter Bereich:
oh
Vet = _ngCtgi
x
3 Qah ¢ INEIYY
~2(pg)*lerad P52 H, [ BA(w)(He+ Hi(1 = ) dc, (621)
oh
Uyt = _ngCt@

oh Gt / /
~2(pg)llsrad b He [ BA ) (He+ H1= Q)G (6:22)
o Gt aUth 8vy7t
e, {Ht<ast ! ant>
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ab C 0Ht 87)337,5 _ 817 C 8Ht a’Uth d(,
or  tox ) a¢ oy toy ) o !
ob ob ob  m¥
+at+vxba + Uy b7 -, <6'23>

dy p
Geschwindigkeit, kalter Bereich:

e = alem) = 20pg) a2 20

[ BAm)O - et g, (6.24)
te = tylen) = 2Apo)lamad S

/0 BA(T)(1 — £(C)))*e dc., (6.25)

H.ae®e (Ov,. Ov,.
Vze = UZ(ZTTL) _A { 1 (afe + anc>
0z, , 0H., 8’09670 - 0z, / OH, a’Uy,c /

Entwicklung der freien Oberflache:

OH o(h—b)  0qy 0q, 10

— =—— - == - — 6.27
ot ot ox Oy Ty p’ (6:27)
mit
! / HCa’ ! ac! /
(qxa Qy) = Ht/o (U:c,ty vy,t) dCt + et — 1 A (U;L’,w Uy,c) ee dCc (628>
Entwicklung der CTS:
0H 0 1 0 1 my’
oo = (e [ Q) = (B [ vdG) v =T (620)

Entwicklung der Eisbasis bzw. Lithosphérenoberseite:

0b 1 p
i —;[b — (bo — EH)] (6.30)

Temperatur und Wassergehalt:

Temperaturgleichung, kalter Bereich:

oT. n oT., n oT.
VUgeq Vy,ena —
0T, O, Y ome.

oT. v 1 0z 0H,
z,C . - a 7771 acc o c
+5’C {Hae‘“fc( Y H_ ae ((e Y ot e D ot )
0z OH,
o , a m aCe C
H_.ae%e <(€ 1 ox + (e 1 ox >
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_ Uy, a _ % ale _ aH
Hoae <(e 1) dy + (e 1) By

B e’ —1 i (T) e —1 01T,
~ pe(T,)Heaes OC, e H_.ae*e 9(,

425 (0 AT HL(L = £(6)) lgrad b

Schmelztemperatur, kalter Bereich:

TM,c = TO - 5HC(1 - 5(60))
Temperatur, temperierter Bereich:
Ty =Ty = To — B(He + Hi(1 — ).

Wassergehaltsgleichung, temperierter Bereich:

L
or - "tog " om,

(6.31)

(6.32)

(6.33)

oG | H, H, “ot ) H, “or ) H, Yoy

0?
= =+ 2g (p9)* EAWw) (He + Hi(1 ~ ) |arad b
pHZ O
62 8/1 (TM,t)B 8h ah 3h D(wt)
Foror )T g T gy Ty ) T,

Temperaturgleichung, Lithosphdre:

8T7+8Tr 100 1 abr+c% K 0T,
or. 0¢ |H.0t H,\ ot "ot e H2 02

Kalte freie Oberfliche:

T. = Ty(z,y,t).
Kalte Eisbasis:
Tc - Tra
e —10T, kK, 0T, Oh Oh
Tc - T = sl)x Hci s Hci-
’%( ) Hca ac—c Hr agp (U l) Pg ax + (U l)ypg ay

Temperierte Eisbasis (keine temperierte Schicht dariber):

Tc = Tr:TM,ca
1 @ — 10T, Ky T,
{K(Tc)e 0 Ky O

Peo= 7 Ha 0, H, 9

oh oh
—(vsl)ngHc% — (vsl)yngcay} :
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Temperierte Eisbasis (von temperierter Schicht iberlagert):

Ty = T =Tuy, (6.41)
v Ow, :
——— = (1 =wymy — P, 6.42
Ht ac—t ( t) b b ( )
w 1 Ky OT) oh Oh
Py = i {Ii(ﬂ)ﬁ A T (vsl)xpgf-l% — (Usl)yngay} . (6.43)
Lithosphdrenunterseite:
Ky OT,
T seoth- (6.44)
Ubergangsbedingungen, CTS:
T. =T, =Ty, (6.45)
i) —(w, — vw@)a;;n — (wy — vay)a;; + (w, — vy,2) > 0 (Schmelzbedingung):
e* — 10T,
= 6. 6.47
Ha O B (6.47)
i) —(w, — vax)%zxm — (wy, — va)%?’ + (w, — vy.) < 0 (Gefrierbedingung):
e* — 10T, Lv Ow; 1
T. — ————=1L . A4
o) (G G~ 6) - O = L (6.49
iii) —(w, — Uw,z)a;; — (wy — vw,y)% + (w, — vy.) = 0 (Grenzfall):
wy > 0 (unbestimmt), (6.49)
e* — 1071,
= 8. 6.50
H.a 0C. P (6.50)

Dieser Fall ist bei numerischen Berechnungen nicht von Bedeutung, da exakte Gleich-
heit beim Rechnen mit Gleitkommazahlen nicht auftritt. Er wird daher im folgenden
nicht mehr betrachtet.

6.3 Das numerische Gitter

Zur numerischen Losung der auf o-Koordinaten transformierten Modellgleichungen
des vorigen Abschnitts mit einem Finite-Differenzen-Verfahren wird zunéchst ein nu-

merisches Gitter eingefiithrt. Dieses wird im Raum der o-Koordinaten &quidistant
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gewihlt; die Diskretisierung des Raumes und der Zeit ist daher

2(i) =&(1) = &) = &) = zo+ildz (i=0.. imax),
y(i) =ne(i) =mG) =) = vo+idy (G =0..jmax),
Celke) = kefkemax (ke =0.. . kemax),
Gki) = ki/kimax (ke =0.. Kimax), (6.51)
G(ky) = kif/krmax (ke =0... krmax),
t(n) =71.(n) =7(n) =7.(n) = to+ nANt (n=0...Nmax),
t(n)=71(n)=nn)=7{0) = to+nAt (=0... M)

Hierbei bedeuten Ax und Ay die Auflésungen in der Horizontalen; die Vertikalauf-
losungen fiir die drei Bereiche kaltes Eis, temperiertes Eis und Lithosphére sind
Aletr = 1/kctrmax. Zwei verschiedene Zeitschrittweiten, ndmlich At und ANt, tre-
ten auf, wobei At ein ganzzahliges Vielfaches von At ist. Diese unterschiedlichen
Zeitschrittweiten werden verwendet, weil die Berechnung der Temperatur, des Was-
sergehaltes, des Eisalters und die Positionierung der CTS mit dem gréferen At durch-
gefithrt werden, alle iibrigen Berechnungen jedoch mit dem kleineren At. Dies dient
dazu, Rechenzeit bei den Simulationen einzusparen, welche bei 3-d-Stromungsproble-
men stets ein kritischer Punkt ist.

(i, j, ke+1)
®

Ve(i, j, ke +0.5)

(i-1, j, ke) (i, j, ke) (i+1, J, ke)
® X ¢ 0 ®

Vx(i—0.5, j, ke) vx(i +0.5, j, kc)

Ve(i, j, ke—0.5)

@
(i, j, ke—1)

Abbildung 6.2: Vertikalschnitt durch den Kalteisbereich des Rechengebietes. Die Geschwindigkei-
ten sind zwischen den Gitterpunkten definiert (Staggered Grid).
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Zwecks besserer numerischer Stabilitdt und Uniformitédt in der Approximation
wird ein Staggered Grid (gestaffeltes Gitter) verwendet, wobei die drei Komponenten
der Geschwindigkeit v im kalten bzw. temperierten Eisbereich, die zwei Komponenten
des Massenflusses g sowie die jeweils zwei Komponenten der Gradienten von h, z,,,
b, b., H., H; und H, nicht auf, sondern zwischen benachbarten Gitterpunkten der
betreffenden Richtung berechnet werden (vgl. auch Abbildung 6.2):

vz o(1 £ %,j, ke,n), vyo(i, j = %, keyn), vy0(3, J, ke £ %, n),

Um,t(i j: %uja kt» ) Uy,t(iaj j: %7 kt;”)? Uz,t(iaj7 kt j: %7”)7

n)
@ (i £ 35,75.n), ¢,(i,5 £ 5. n),
8h7 Zmaba braHmHt;Hr . . 6h> vaba bchaHtaHr
(i £3,5,mn)
1 5 n
ax 27]7 ) ay

(i,5 £ 5.n).

Alle iibrigen Groflen sind auf den Gitterpunkten selbst definiert, z. B. die Tempe-
ratur im kalten Eis T.(i, j, k., 1), oder der Wassergehalt im temperierten Bereich
w(i, J, ke, ). Zuweilen werden jedoch bei der numerischen Losung GroBen an Stellen
benotigt, wo sie eigentlich nicht definiert sind; in diesem Fall wird lineare Interpolati-
on angewendet, um sie dorthin zu transportieren. Dies wird im folgenden durch einen

Querstrich iiber der betreffenden Grofle kenntlich gemacht. Beispielsweise ist

1

@x,c(imjv kw”) = §<U$,C(i - %7j7 kw”’) + va),c(i + %mj) kcu n))7
oh, 1(oh, oh,. | .
%(%]7”) = 2(&7{:(2_;’]’”)+&U(2+;"7’n)>’
_ 1
ﬂ@g&+§@::§QW@mﬁﬂﬁm%m+LM) (6.52)

Die Notwendigkeit solcher Interpolationen, welche zunéchst sehr umsténdlich anmu-
ten, ist gerade der grofle Vorteil des Staggered Grid, denn durch diese Mittelungen

werden sich entwickelnde numerische Instabilitdten recht wirkungsvoll geddmpft.

6.4 Diskretisierung der Modellgleichungen

Im folgenden wird das den numerischen Berechnungen dieser Arbeit zugrundeliegen-
de Diskretisierungsschema fiir die Modellgleichungen angegeben. Die Reihenfolge ist
dabei identisch mit der im Computerprogramm tatsédchlich verwendeten Abarbei-
tungsfolge im Rahmen einer zeitlichen Iteration. Das Problem der Bestimmung der
CTS-Position wird zunéchst noch ausgeklammert; dies wird im folgenden Abschnitt
ausfiihrlich besprochen.

Im allgemeinen mufl zwischen drei verschiedenen Féllen unterschieden werden,

nédmlich einer kalten Eisbasis, einer temperierten Eisbasis ohne iiberlagerte tempe-
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rierte Eisschicht, und einer temperierten Eisbasis mit iiberlagerter temperierter Eis-
schicht. Hat die Eissaule iiber dem horizontalen Gitterpunkt (7, j) eine kalte Basis,
soll dies als Fall CB bezeichnet werden, bei einer temperierten Basis ohne iiberlagerte
temperierte Schicht als Fall TB, und bei einer temperierten Basis mit temperierter
Schicht als Fall TL.

Zur Vereinfachung der Notation werden die Zeitindices n bzw. 1 nicht mehr explizit
aufgefiithrt. Statt dessen werden Groflen, die bei einem zeitlichen Iterationsschritt
von z. B. ng nach ng 4+ 1 fiir den neuen Zeitpunkt ng + 1 gelten sollen, mit einem
hochgestellten Stern gekennzeichnet. h(i, j) ist in diesem Fall also gleichbedeutend
mit h(i, 7,ng), h*(i,j) mit h(i, j,ng + 1); entsprechendes gilt fiir alle iibrigen Grofien.

Temperatur und Wassergehalt

Die Gleichungen (6.31), (6.34) und (6.35) enthalten jeweils die zeitliche Ableitung
der Temperatur bzw. des Wassergehaltes, sind also prognostischer Natur. Wie bereits
weiter oben erwéhnt, wird das Problem der Bestimmung der CTS-Position hier noch
nicht besprochen. Die Diskretisierungen werden daher unter der Annahme angegeben,
daB bereits bekannt sei, ob Fall CB, Fall TB oder Fall TL vorliegt, und dafl bei
letzterem die CTS-Position bestimmt sei.

Die Diskretisierung wird derart durchgefiihrt, dal Ableitungen in vertikaler Rich-
tung implizit gemacht werden, also zum jeweils neuen Zeitpunkt genommen wer-
den; andere Ableitungen werden dagegen explizit diskretisiert. Dies ermoglicht bereits
deutlich groflere Zeitschrittweiten verglichen mit einem voll expliziten Verfahren, da
bei tatsdchlichen Simulationen in vertikaler Richtung wesentlich kleinere Gitterwei-
ten auftreten als in horizontaler Richtung. Andererseits sind durch die Beschrankung
auf implizite Vertikalableitungen lediglich lineare Gleichungssysteme mit tridiagona-
ler Matrix (fiir jede Vertikalsidule des Rechengebietes getrennt) zu losen, was schnell
und unproblematisch durchgefiihrt werden kann.

Fiir die horizontalen Advektionsterme in (6.31), (6.34) wird zur numerischen Sta-
bilisierung ein Upstream- (auch: Upwind-) Diskretisierungsschema verwendet, wobei
Horizontalgeschwindigkeiten und horizontale Temperatur- bzw. Wassergehaltsablei-
tungen um einen halben Gitterpunkt in z- bzw. y-Richtung versetzt genommen wer-
den. Diese Verschiebung erfolgt stets stromaufwérts, also entgegen der Richtung von

vy bzw. v,; sie kann auch als numerische Diffusion ausgedriickt werden.
Fall CB:

Lithosphdrenunterseite:

ke Tr(i,5,1) —TF(i,5,0) |

H, AC’I‘ — 7 Wgeoth" (65?))
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Temperaturgleichung, Lithosphdre:

T:(Zu% kr) - Tr(ivja kr)
At
Ky T:(i,j, k, + 1) — 2T:(i,j, kT) + T:(i,j, k, — 1)
prey HY AG?
(B = 1. Fypmae — 1) (6.54)
Kalte Fisbasis:
T (i, 5,0) = T7 (i, J, ki max) (6.55)
I{<TC(Z7]’ 0)) (ea — 1) . Tc*(la‘% ]-) B Tc*(luja O)
aH.(i,7) A,
_ﬁ T:(Zu?a kr,max) - T:(Z,], knmax - 1)
H, Ag,
. Oh
= P9 Uae(i,3,0) Heli, 7) 50, )
h
oh (6.56)

00Tyl ,0) HLli ) 00, 5).

Temperaturgleichung, kalter Bereich:

TC*<Z7J7 kC) B Tc(i>j> kc)
At

1 Tc(i + 17j7 kC) — T0<i7j7 kc)
+ §<U“(2+2’J’ ¢) = [e(i + 3,4, ke D Ax

1 . 1 Tc(i,j, kc) _ Tc(Z — 17j7 kC)
+ §<Ux,c(z_§7ja )+|Uocc 27]7 |) Az

1 .. Tc(zaj + 17 kc) - Tc(iaja kC)
+ 5 (veli g+ 3 k) - wwzy+yk|) Ay

1 .o Tc(i7j7 kc) - TC(ZLJ B 17 kC)
+ i(vy,c(%] )+ ‘Uyc { .7 |) Ay
+ TC*<Z7J7 kc + 1) — Tc*(iajakc - 1) %

2A¢,
. c(1, J, ke)
“—1
{aH Q. j)eau 5=
82 o0H
- 1 m . aCc(kc) _ 1 c/. .
A eacc o (e (i,5) + (e ) 5 (6:7)
Uz ety 7, k 8zm , u 0H, ,.
- 2 )+ e 1) G )

aH.(i,7) e“Cc(kc

aH,(i,j) eadelke)
e —1
apc(Te.(i, j, ke)) He(i, j) eocelke

dy

IAG "
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(T, g, ke +5)) (e = 1) T7(, g, ke +1) = T7(3, 5, ke)

3 = I

afl (i, j. ke + 3) €72 A¢

AT, ke = 5)) (e = 1) T2, ko) = T2 (i g ke = 1)
i -l

ch(iujJ kC - %) eacc(kcii) ACC

g 3 r(: - YR 4

2——————(pg)* EA(T.(i, j, k) H 1— &(C(k

c(Tc(i’j’ kc)) (pg) ( c(Z7]7 C)) c(lvj) ( g(Cc( c))) X

((22)2 (¢,5) + (%)2 (z’,j)) 2 (ke =1.. keynax — 1). (6.57)

Kalte freie Oberfliche:
Tr(iy 7, kemax) = Ts(x(4),y(j), t7). (6.58)

Lithospharentemperatur und Kalteistemperatur stellen ein gekoppeltes Problem dar
und miissen simultan berechnet werden. Durch Sortieren der Terme nach den Un-
bekannten T (4, j, k) und T*(i, j, k.) erhélt man tridiagonale Gleichungssysteme des
Ranges k; max + ke max + 2, die unabhéngig voneinander fiir alle Saulen (4, j) mit kalter
Basis zu 16sen sind.

Gleichung (6.54) enthélt, verglichen mit der urspriinglichen Gleichung (6.35), keine
erste Ableitung der Temperatur nach ¢, mehr. Dies kommt daher, daf} fiir die in dieser
Arbeit durchgefiithrten Simulationen stets mit konstanter Lithosphérendicke H, (vgl.
§5.5) gerechnet wird, so daf} die eingeklammerte Differenz in (6.35) verschwindet. Der

allgemeine Fall ist jedoch problemlos zu implementieren.
Fall TB:
Dies entspricht weitgehend dem Fall CB; lediglich (6.55), (6.56) sind zu ersetzen durch

das Pendant fiir die temperierte Eisbasis:

T7(i,73,0) = Tare(i, 5,0), (6.59)
T:(Za ja kr,max) = TM,c(ia j: 0) (66())
Als Folge hiervon entkoppeln die Berechnungen von Lithosphérentemperatur und

Kalteistemperatur; man erhélt getrennte tridiagonale Gleichungssysteme fiir 7% (3, j, k)
(vom Rang k, max + 1) und 77(4, j, k.) (vom Rang ke max + 1).

Fall TL:

Auch hier sind Lithosphére und Eisbereich entkoppelt. Die Berechnung der Litho-
sphirentemperatur erfolgt analog zum Fall TB nach (6.53), (6.54) und (6.60) und

ergibt wiederum tridiagonale Gleichungssysteme fiir 7;(4, j, k) vom Rang k. max + 1.
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Fiir die Berechnung des Wassergehaltes im temperierten Bereich wird zunéchst
ausgenutzt, dafl keine physikalische Wasserdiffusion beriicksichtigt werden soll (§5.5,
Tabelle 5.1). Daher verschwindet (6.42) identisch, der basale Wassergehalt ist also
keiner Randbedingung mehr unterworfen. Weiterhin kann an der CTS die Unter-
scheidung nach Schmelz- bzw. Gefrierbedingungen einfach nach dem Vorzeichen des
Volumenstromes durch die CTS a;, vorgenommen werden, und der Diffusionsterm in
(6.48) verschwindet ebenfalls.

Zwecks numerischer Stabilitéit wird jedoch der vertikale Diffusionsterm in der Was-
sergehaltsgleichung (6.34) beibehalten und als numerische Diffusion interpretiert, wo-
bei die kleine Diffusivitit v = 107® kg m~1's™! verwendet wird. Dies fiihrt aber wegen
der parabolischen Natur von Diffusionsgleichungen dazu, daf§ fiir den basalen Was-
sergehalt eine Randbedingung notig ist, welche die Physik nicht zur Verfiigung stellt.
Um das Ergebnis moglichst wenig zu verfialschen, wird eine Neumannsche Bedingung
angenommen, namlich das Verschwinden der Vertikalableitung des Wassergehaltes an
der Basis. Ein dhnliches Problem tritt an der CTS als Obergrenze des temperier-
ten Eisbereiches auf. Im Falle von Schmelzbedingungen gilt die Dirichlet-Bedingung
(6.46); fiir Gefrierbedingungen ist jedoch keine Randbedingung vorhanden (Gleichung
(6.48) wird zur Berechnung des Temperaturfeldes im Kalteisbereich verwendet, sie-
he weiter unten, und kann daher nicht auch fiir die Berechnung des Wassergehaltes
ausgenutzt werden), so dafl wiederum das Verschwinden der Vertikalableitung des

Wassergehaltes als numerische Randbedingung angesetzt wird?.
Temperierte Fisbasis: numerische Randbedingung

W:(iaja 1) B UJ:(Z,],O)

e — 0. (6.61)

Wassergehaltsgleichung, temperierter Bereich:

wy (1, 4, ke) — we(i, j, kr)
At

1 . . . . wt<i+17j7kt) _wt@ajakt)
+ §(Ux,t(z+%7]7kt)_ |Ux,t('l+%,j,k’t>|> ' Ax

1 . ) ) . we(i, 7, k) —wi(i — 1,7, ky)
+ 5(%,1:(1 - %,], ki) + |vaa (i — %Jy k?t)|> ’ Az

1 o . wi(i, j+ 1, k) — we(i, 7, ke)
g (00alin g + 50K = oyalis g + 3, ) Ay

4Natiirlich birgt die Einfiihrung von solchen kiinstlichen Randbedingungen eine gewisse Proble-
matik, da sie die Resultate beeinflussen, auch wenn die Verfalschung durch eine hinreichend kleine
Diffusivitdt und Wahl einer Neumannschen statt Dirichletschen Bedingung begrenzt werden kann.
Leider besteht bei numerischen Simulationen héiufig die Notwendigkeit, derartige Kompromisse ein-

zugehen, um iiberhaupt stabile Modelldufe zu erméglichen.
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1 . . wi(i, J, ki) —wi(i,5 — 1, k)
g (el = 3k foyaling = 5, k) - SRR :
wy (i, j, ke + 1) — wi (i, 5, ke — 1)
" 248G, :
43, 4, k) 1 (ab . oH,™
S~ o | 5 6 0) + Gk) —— (4,7)
{ HP(,5)  HP(i,j) \ot ot
_771’,t(7:7j7 kt) @ .o % ..
Ht(*)(Z,]) (ax(l7]> +Ct<kt) ox (Zvj)
Ty (3, 5, k) (ab, , OH, .. )}
————— | —(7,7) + Ce(kt) = (1,
Ht(*)(i,j) 8y( J) + Ce(ke) By (2, 7)
_ v w;<l7.]7kt+1)_QW:(Zajvkt)—f_w;(%]akt_1)
- o2 2
p (H™) (i 4) AG
. . * . . * . . 4
+ 2(pg) BAw(ivj k) (HO () + B (0,5) (1= Glk)) x
an\’ FANERY
672% BC(TM,t(iajvkt>) @ .. _ .. @ .
‘l’ pL6T+ L X at(lmj)—'_vx,t(zaj?kt) 827(@,])
.\ Oh,
+Uy,t(Z7]7 kt) @(L]) - Uz,t(zvj7 kt)) (kt =1... kt,max - 1) (662>

CTS, (a#b)(*) (7,7) > 0: physikalische Randbedingung

Wi, ) = 0. (6.63)

)

CTS, (ai) (7,7) < 0: numerische Randbedingung

w:(% j? kt,max) - w:(ia j7 kt,max - 1)
AG

—0. (6.64)

In dieser Formulierung ist die Berechnung des Wassergehaltes im temperierten Eisbe-
reich entkoppelt von Temperaturberechnungen in der Lithosphére bzw. im Kalteisbe-
reich; das Problem besteht aus tridiagonalen Gleichungssystemen fiir wy (4, 7, k) vom
Rang ki max+1. In der diskretisierten Wassergehaltsgleichung (6.62) treten Terme auf,
die einen hochgestellten, eingeklammerten Stern tragen (z. B. Ht(*)). Hierbei handelt es
sich um provisorische Werte fiir den neuen Zeitpunkt des zeitlichen Iterationsschritts,
die im Rahmen der probeweisen CTS-Verschiebungen zur Bestimmung von deren
Position (siehe néchster Abschnitt) berechnet werden; die endgiiltigen neuen Werte
werden erst bei der Topographie-Berechnung bestimmt. Der Wasserdrainage-Funktion

D(w) ist in (6.62) noch nicht Rechnung getragen. Sie wird geméfl ihrer Darstellung
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(siche §5.5) durch nachtrégliches Zuriicksetzen von Werten wj (i, 7, k) > wmax auf
wyr (4, j, ki) = wmax eingebracht; der dabei auftretende Massenverlust wird zur basalen
Schmelzrate P (i, j) addiert und so in der globalen Massenbilanz (Topographiebe-
rechnung) beriicksichtigt.

Da die Berechnung der Temperatur im Kalteisbereich bei Gefrierbedingungen an
der CTS iiber (6.48) an das Wassergehaltsproblem im temperierten Bereich gekoppelt

ist, wird sie zuletzt abgearbeitet.
CTS, (arin)(*) (i,5) > O:

e —1  Txi,j,1) —T*(i,3,0)

aH.(i, ) AL, = . (6.65)
crs, (at)™ (i,5) < o
et —1 1265 1) —T265.0) 5
aH.(i, j) AC,
- mw (2, J, Kt max) (a;)(*) (i, 7). (6.66)

Weiterhin gilt an der CTS die Dirichlet-Bedingung 77 (4, j,0) = Ta.(,7,0); diese
wird jedoch fiir die eigentliche Rechnung nicht verwendet und dient statt dessen zur
Positionierung der CTS (siehe néchster Abschnitt).

Temperaturgleichung, kalter Bereich; kalte freie Oberfliche:

Analog zu (6.57) und (6.58). In der Temperaturgleichung (6.57) sind allerdings die
zum alten Zeitpunkt genommenen H,, (0z,/0t), (0H./0t) durch die provisorischen
Werte zum neuen Zeitpunkt H™*, (9z,,/0t)*), (0H,/0t)™*) (siehe oben) zu ersetzen.
Wiederum ergeben sich tridiagonale lineare Gleichungssysteme fiir die gesuchten neu-

en Temperaturen 77 (1, j, kc).

Eisalter

Fiir das Eisalter A, also den Zeitabstand zwischen aktueller Zeit und dem Zeitpunkt,
an dem sich ein bestimmtes Eispartikel als Schnee auf der Eisoberfliche niederge-

schlagen hat, gilt die Advektionsgleichung

dA 9*A
"o <+DA822> , (6.67)

durch den eingeklammerten numerischen Diffusionsterm mit der kleinen Diffusivitit

Dy = 5-10%m2%s7! erginzt. Die zugehorige physikalische Randbedingung besagt
A = 0 in den Akkumulationsgebieten (af > 0) an der freien Oberfliche; fiir die

s
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Ablationsgebiete der freien Oberfliche und die gesamte Eisbasis wird als numerische
Randbedingung wiederum die Neumannsche Bedingung 0A/0z = 0 verwendet. An
einer eventuell vorhandenen CTS gilt ferner Stetigkeit des Eisalters. Im Kalteisbereich
ergibt (6.67) eine Gleichung analog zur Temperaturgleichung (6.31), im temperierten
Eisbereich eine Gleichung analog zur Wassergehaltsgleichung (6.34), jedoch jeweils
ohne Produktionsterme. Daher entsprechen die diskretisierten Versionen weitgehend
(6.57) und (6.62); sie werden hier nicht explizit aufgefiihrt.

Horizontalgeschwindigkeit

Im Gegensatz zu Temperatur, Wassergehalt und Eisalter berechnet sich das gesamte
Geschwindigkeitsfeld rein diagnostisch aus Topographie, Temperatur und Wasserge-
halt zu einem gegebenen Zeitpunkt, d. h., es stellt sich quasistatisch auf diese Vorga-
ben ein. Aus den Gleichungen fiir die Horizontalgeschwindigkeit (6.21), (6.22), (6.24)
und (6.25) kann der Gradient der freien Oberfliche abgespalten werden; sie lassen

sich schreiben als

oh 6h>7 (6.65)

(Umavy> =—Dy <8:1:’ @

wobei die Form von Dy durch Vergleich mit den urspriinglichen Gleichungen folgt.
Der Vorteil dieser Darstellung ist, dafl nur die skalare Hilfsgrofie Dy berechnet werden
muf; das Horizontalgeschwindigkeitsfeld ergibt sich daraus durch einfache Multipli-
kation mit den Komponenten des Oberflichengradienten. Im Gegensatz zu den Ge-
schwindigkeitskomponenten selbst sei Dy auf den Gitterpunkten des Staggered Grid
definiert; die numerische Quadratur zur Berechnung wird mit Hilfe der Trapezregel
durchgefiihrt.

Fall TL:

Dy (i g, ke +1) = Dy, (i, 4, ki) + (pg)* Hy(i, §) AG %

(<§Z>2 (i, ) + ((2};)2 (i,j)) .
{EA@i k) (HeG. )+ G ) (= Gl))’

3
FEA] G b+ 1) (HG5) + Hulisd) (U= Gk + 1))

(kt - 0 e kt,max - 1)7 (67
D?/,c(iaja O) = D;/,t(ihj? kt,max); (67

. . aHZ(i, j
DV,c(Z’]ka + 1) = DV,c(Za]a kC) + (pg)g(l) Al X

et —
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(e @)
{EACT) 0.3.0) (1= E(Glhe) e

+EA((T)* (i, 4, ke + 1)) (1 — E(C(ke + 1)))3eaCc(kc+1)}
(k‘c =0... k:gmax — 1). (6.72)

Fall TB:
Analog Fall TL, jedoch anstelle von (6.69), (6.70)

Dé/’,t(iaja kt) = ng(ZaJ) Ct<l7]) (kt = O---kt,max)- (67?))

Fall CB:
Analog Fall TB, jedoch anstelle von (6.73)

D;,t(ivjv kt) =0 (kt =0... kt,max)- (674)

Das Horizontalgeschwindigkeitsfeld selbst ergibt sich hieraus fiir alle drei Fille geméaf3

. ‘ — . , oh . ,
Ux,t(z+%7j’kjt) = _DV,t(Z_‘_%?jakt)%(z_‘_%a])?
* . . % . . 8h . .
vy,t<27j + %7 kt) = _DV,t(Zaj + %a kt) @(Zaj + %)7
* . 1 . k _ D* . 1 . k/‘ ah . 1 .
Ua:,c<l+§’j’ C) - V,C(Z+§7ja c)%(z_f'iy]))
o . oh . .
Uy elisd + 5.ke) = =Dy (i,) + 5. ke) gy (I 3). (6.75)

Vertikalgeschwindigkeit

Mit Hilfe des soeben berechneten Horizontalgeschwindigkeitsfeldes ist es nun moglich,
auch die neuen Vertikalgeschwindigkeiten zu berechnen. Dazu werden zuerst die in
(6.23) und (6.26) auftretenden raumlichen Ableitungen der Horizontalgeschwindigkei-
ten diskretisiert:

avx,c,t*(i ] k ) . U;,c,t (l + %7 j? kC,t) - U;,c,t(i - %7 ja kc,t)
agqt s Jy fvegt - AZE )
avy,C,t*(i j k ) _ U;,C,t(i7j + %7 kC,t) - U;,C,t(i7j - %7 kc7t) (6 76)
8770,15 s Jy fveyt - Ay ) .
avw,c,t (2 j O) @;,c,t (27 Js 1) B 1_};70,1? (Z7 Js O)
aCc,f T ACc,t ’
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5%

aUx,c,t (2 ik ) . @;,c,t (iv Js kC,t + 1) - ﬂg,c,t(i’ Js kat - 1)
aCc,t e B 2ACc,t
(kc,t =1... kc,t,max - 1)7
axc ) @;c 2.7 '7kc max _6;0 i’ -7]{0 max_l
Bt hpgnen) = ot et ~ Oy Reomex 2 1) g 7
a<C,t ACQt
8{;}27c,t (’L, j, 0) _ 6;70715 (27 ja 1>AE @;70,15 (Za ja O) :
c,t c,t
- ., L. i .o
c%yyat (Z ] L ) o ijc’t(l, I kc,t + 1) - vy,c,t(za Js kC,t - 1)
aCc,t et B QACc,t
(kc,t =1... kc,t,max - 1)7
a /U*c i, '7 kc max,) ~ /U*c ia -7 kc max 1
Ut (i ) = et Retme) = Ua Bemax = 1) - 7g)
aC-C,t ACc,t

Damit konnen die Quadraturen in (6.23), (6.26) ausgefiihrt werden, wobei sich wegen
des Staggered Grid hier die GauB-Quadratur (Tangentenregel) anbietet, welche von

gleicher Fehlerordnung wie die Trapezregel ist.

Fall TL:
) = Wi ) 04063, o)
0,4, 0)22(@', i) — 735”;”) (6.79)
Vi d) = wtylig) - St

{Ht(z',ﬁ (agg;*m, 0+ 52 0))

- (R + o0 60) G2 0

(S + a0 .5) P, b s

0 (i g k) = 05 (60 ke — ) — AG x

Hi(i.j) (?gj*@‘,j, ) + 2. m)

S G RR D LT KNS

(P + o B0 S )
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A

V(i) = 05 g e — 3) = =5 X

{30 (32 + 552 1 )|
(3206 + 6 ) 5651 ) G2 i
(D001 ) .00 ) B ()} (652

Vi3 8) = (i)~
(A2 (G wa0+ o)
-(Zzaa+econBEen) 5 .o
_ (35;@ )+ s<<c<o>>8;j<z',j>> ?(u 0)} . (6:83)

U;c(iuj? kc—i_%) = U;,e(iJjJ kC ) - ACC X

_1
2
ch(inj) eaCc(kc) avxc* F— 8Uyc* -
: kc 7 9 7kC
{ er — 1 o, (I ket oy, (1

- (G e GEn) G k)
- (GG n) G k|
(ke=1.. kemax —1);  (6.84)

v, und v, ,, bedeuten den Wert von v, an der Eisbasis bzw. an der CTS.

Fall CB, TB:

Analog Fall TL, jedoch kénnen wegen des Nichtvorhandenseins einer temperierten
Schicht die Schritte (6.80) bis (6.82) entfallen und statt dessen direkt v7,, (i, j) gleich
v} (i, J) gesetzt werden.

Topographie: Lithosphirenoberseite und freie Oberfliache

Dies sind neben der Berechnung von Temperatur, Wassergehalt, CTS-Position und

Eisalter die zentralen prognostischen Berechnungen des Inlandeismodells. Fiir die zeit-

liche Evolution der Position b der Lithosphéarenoberseite wird eine implizite Diskreti-

sierung gewahlt,

At TV

b*(i,j) — b(i,j) 1 <b*(i,j) _ (bo(i,j) _ p[—[(@)j))) ) (6.85)

a
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Diese Gleichung kann direkt nach b*(7,j) aufgelost werden. Weiterhin wird die im

folgenden ebenfalls benotigte Zeitableitung von b berechnet:

(6.86)

Zur Diskretisierung der Evolutionsgleichung fiir die freie Oberfliche wird zunéchst
ausgenutzt, dafl der Massenfluf q (vertikalintegrierte Horizontalgeschwindigkeit) mit

Hilfe von (6.68) ausgedriickt werden kann als

oh oh oh Oh
(¢ ) /Dvdz (a ay> ‘_DH<ax’ay>’ (6.87)

die Diffusivitdt Dy sei dabei ebenso wie Dy auf den Gitterpunkten definiert. Mit
Hilfe von (6.87) kann (6.27) als Diffusionsgleichung geschrieben werden,

oh o (. on\ 0 (. on o Py
o _ 9 (p, ") ¢ P p, 2 pat 4 2T |
at 8x< H8x>+£w< H8y>+a5+8t P (6.88)

wegen der vernachléssigten Wasserdiffusion v wurde ferner my’ durch Py ersetzt (vgl.
Bemerkung im Anschlufl an Gleichung (5.157)). Die Berechnung von Dy erfolgt durch

numerische Quadratur von Dy mit der Trapezregel:

N AN foamt .
DH(Z7J) = Ht(z .]) 2 {DVt(Z ]7 + Z 2DV,t(17]akt)+DV,t(Z7]7kt,max)}

k=1
aH.(i,7) AC . ke max—1
+€a<_i7) 2C {D*v,c(%% O ST 2Dy (i, k) k)

ke=1
+D5, (i, J, kemax) e“@(’““‘“‘”‘)} ; (6.89)
als Nebenprodukt hiervon kann der nicht weiter benotigte Massenflul berechnet wer-
den:
Gi+33) = ~Dyli+3) o+ 43,
Ga+Y = D+ G i+ b (6.90)

Fiir die Diskretisierung von (6.88) wird ein modifiziertes ADI-Schema (“Alternating
Direction Implicit”) verwendet, d. h., bei einer Iteration wird die Ableitung nach
x implizit und die Ableitung nach y explizit gemacht, bei der néichsten Iteration
umgekehrt usw. Dies bewirkt einerseits eine verbesserte Stabilitdt im Vergleich zu

einem rein expliziten Verfahren, andererseits treten wiederum nur tridiagonale lineare
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Gleichungssysteme bei der Losung auf. Mit impliziten z-Ableitungen erhélt man

h*(’l,j) — h(l7j)

At
R N T BN (Ot O )l C2 ) B Ny el O ) e Ol (R 1))
= Ar (DH(Z+ 5:J) N — Dy (i —35,7) A
1 DL 1 h(Z7]+1)_h(Z7]) mx (0 1 h(Z,j)-h(Z,]—l)
v (Dt + ML) Diting - =0
. 0bt o PR, )
Ly* e v \Y 91
Hag) (@6 7) + 5, (1,9) PR (6.91)

was fiir jedes 7 = 1... jmax — 1 getrennt ein tridiagonales Gleichungssystem in den Un-
bekannten h*(7, ), (i = 0...in.x) darstellt (analog fiir implizite y-Ableitungen, wird
nicht extra gezeigt). An den Berandungen i = 0, iyay bzw. j = 0, jmax des Rechenge-
bietes wird bei der Losung h*(7,j) = b*(i,j) vorausgesetzt, d. h., das Rechengebiet
muf} das simulierte Eisschild ganz umfassen.

Mit den gewonnenen b*(i, j) und h*(4, j) und ggfs. den aus der Positionierungsrou-
tine fiir die CTS (néchster Abschnitt) erhaltenen provisorischen HY (7, 7) konnen nun
die neuen Dicken H*(7,j), H(i,j) und H;(i,j) sowie die neue CTS-Position z%,(i, j)
berechnet werden:

Fall CB, TB:
H*(Zvj>:HZ(Zvj> - h*(Z7j)—b*(Z,j),
Hi(i,j) = 0,
i) = Vi) (6.92)
Fall TL:
H*(Zaj) = h*(’i,j)—b*(i,j),
. o, A H* (0, 5)
H; - H :
t(zaj) t (7'7.]> H(%j)’
zm(i,7) = b°(i,j) + H{ (4, ]),

Hierbei wird die provisorische Dicke der temperierten Bereiche Ht(*) (i, 7), welche noch
unter dem Einflufl der alten Topographie bestimmt wurde, im Verhéltnis der neuen
zur alten Gesamtdicke gestreckt.

Nachdem nun die gesamte neue Topographie bekannt ist, konnen die noch fehlen-
den Zeitableitungen von h, z,,, H und H, (fiir die Zeitableitungen von b und H; siehe
(6.86) bzw. (6.107)) sowie alle rdumlichen Ableitungen von h, z,,, b, H, H. und H,

106



berechnet werden:

G gy = WD)

gy = W62y,

Tnlig) = O+ o ),

agc*(z.’j) _ gftl*(i’j)_aggn*(i,j)’ (6.94)
sowie

Mty = MIFLI =G

R (6.95)

(entsprechend fiir die rdumlichen Ableitungen von z,,, b, H, H., H;).
SchlieBlich wird fiir den Fall TL der Volumenflu durch die CTS a;, bestimmt.
Aufgrund der Vorgehensweise bei der CTS-Positionierung wird dessen stationérer

oL
Anteil a;;,

(ohne Einflufl der CTS-Eigenbewegung) gesondert berechnet,

(@) (0:5) = 03.0(6,5,0) 5= (i.])
+ 0 (0, 5,002 (i) — 0% (i, 4,0), (6.96)

das vollsténdige a- folgt hiermit gemiB
(@) (05 5) = (@) 5) + =5 (0, )- (6.97)

Schmelztemperatur

Diagnostische Berechnung aus der soeben bestimmten Topographie:

Kalter Eisbereich:

Ty oi g, ke) = To — BH} (i, ) (1= E(Ce(ke))). (6.98)

Temperierter Eisbereich:

Tio(i 5, ke) = To — B (H (i, ) + Hi (i,5) (1 = (k). (6.99)

107



Basale Schmelzrate

Diagnostische Berechnung mit Hilfe der neuen Werte fiir Temperatur, Geschwindig-

keit und Topographie:

Fall CB:
(Py)*(i,7) = 0. (6.100)
Fall TB:
(PUY (i f) = K(T7(i,5,0)) (e* = 1) Tr(i,j,1) — T¥(4, 4,0)
vo LaH (i, j) AL,
- Ry T:(’L,j, kr,max) - T:(Z7,]7 kr,max - 1)
LH, AG
Y o @ o
7 vy (4,7,0) HX(i, j) o (4,7)
09 o .. . L Oh"
M H - . 101
7 vy (i,7,0) HX(i, j) ay (i,7) (6.101)
Fall TL:
WK [ . 5K(T&,t(i7j7 0)) Ky T:(Z,.], k'r,max) —T:(l,j, kr,max - 1)
(Pb) (ZMY) - L - LHT : ACT

P9 o OB
L Ux,t(lvjvo)H (Zvj) aw (Zvj)

A7 x

PI s oy e oy P
_fvy,t(zvjvo)]—[ (27.7)

ay (,7); (6.102)

hierzu wird die Gesamtmenge des aus der temperierten Schicht der Eisséule (i, 7)

drainierten Wassers (parameterisiert durch die Drainagefunktion D(w)) addiert.

6.5 Positionierung der CTS

Bei der Berechnung von Temperatur und ggfs. Wassergehalt fiir eine bestimmte
Eisséule (i, 7) tritt das Problem auf zu bestimmen, ob zum neuen Zeitpunkt des Itera-
tionsschritts Fall CB (kalte Eisbasis), Fall TB (temperierte Eisbasis ohne tiberlagerte
temperierte Schicht) oder Fall TL (temperierte Eisbasis mit iiberlagerter temperierter
Schicht) vorliegt, und wo sich im letzteren Fall die CTS befindet. Dies wird mit einem
Try-and-Error-Verfahren durchgefiihrt, wobei die Vorgehensweise unterschiedlich ist,
je nachdem von welchem der drei Falle zum alten Zeitpunkt der Iteration ausgegangen

wird.
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Ausgangspunkt Fall CB fiir Siule (2,7)

Schritt 1: Testrechnung unter der Annahme des Falles CB zum neuen Zeitpunkt,
d. h., Losung von (6.53) — (6.58). Weiter mit Schritt 2.

Schritt 2: Abfrage, ob die erhaltene Eisbasistemperatur den Druckschmelzpunkt un-
terschreitet,
T:(5,3,0) < Ty — GH(, )
Falls ja, Verfahren beendet.
Falls nein, weiter mit Schritt 3.

Schritt 3: Testrechnung unter der Annahme des Falles TB zum neuen Zeitpunkt,
d. h., Losung von (6.53), (6.54), (6.57) — (6.60). Weiter mit Schritt 4.

Schritt 4: Abfrage, ob die erhaltene vertikale Temperaturableitung an der Eisbasis

kleiner ist als der Clausius-Clapeyron-Gradient,

@1 T i 1) — T .
et —1 TG4 1) —Ti(5,0) Za
aH.(i,7) AC,

Falls ja, Verfahren beendet.

Falls nein, weiter mit Schritt 5.

Schritt 5: Testrechnung unter der Annahme des Falles TL zum neuen Zeitpunkt,
wobei die CTS um HP®et := 1 mm iiber die Eisbasis gelegt wird. Es werden also

die provisorischen Topographiegréfien zu

Ht(*) <Z7 ]) — Htoﬁset’
A000,5) = bli,j) + H™,
H(*)(i,j) _ H(Z,j) . H;)ffset

C

>*

gesetzt und das Problem (6.53), (6.54), (6.57), (6.58), (6.60) — (6.66) gelost.
Weiter mit Schritt 6.

Schritt 6: Abfrage, ob die erhaltene Temperatur an der Unterseite des Kalteisbe-

reichs den Druckschmelzpunkt unterschreitet,
?
T:(i,5,0) < Ty — BH (i, j).

Falls ja, Verfahren beendet.

Falls nein, weiter mit Schritt 7.
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Schritt 7: Iterative Verschiebung der CTS um jeweils 25 := 1 m nach oben gemif

H05) = HOG5) + =i,
2$00,5) = 290, 5) + Zn
HPG,j) = HP(,j) — ="
OH®  y _ HUg) — Hiliig)
8t ) & b
9z, ® ob . OH,%
875 (Za]) = a(za])—FTtt (%])7
OH,® oh, . O™ .
at (Z?.]) = at(%])_ﬁ <Z7j)a
. o Oz
(aan)(*)(Z?-” = a#m,st(%]) + W (Z?j)a

hiermit Losung
des Fall-TL-Problems (6.53), (6.54), (6.57), (6.58), (6.60) — (6.66);

diese Verschiebungs-Prozedur wird gestoppt, wenn entweder die CTS um weni-

ger als 21 von der Eisoberfliche entfernt ist,

? .
2809, §) > h(i, j) — 20,

m

oder die erhaltene Temperatur an der Unterseite des Kalteisbereichs den Druck-

schmelzpunkt unterschreitet,
?
T:(i,3,0) < To — BHY (i, 7).

Bei Erfiillung des ersten Kriteriums wird das Verfahren beendet, bei Erfiillung
des zweiten weiter mit Schritt 8.

Schritt 8: Interpolation der endgiiltigen CTS-Position aus der letzten (z, := 2% (4, 7))
und vorletzten (z, := 2%)(i,5) — zMf) provisorischen CTS-Position der Ver-
schiebe-Prozedur, gewichtet mit den zugehorigen Differenzen der errechneten

Temperaturen an der Unterseite des Kalteisbereichs vom Druckschmelzpunkt,
diffa, diffb := T; (i, j) — (To — BH (i, 5)

(fiir die CTS-Positionen z, bzw. z;,). Hierbei gilt diffa < 0 und diffb > 0; die
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Interpolationsvorschrift lautet

. diffa .

t l = . shift 0
nierpo i —daiga 5O
HY(i,j) = H(i,j)+ interpol,
200,7) = 2P, 7) + interpol,
HP (G, 5) = HP(,j) — interpol,
oMY H(i, j) — Hyi, j)
ot At ’
Oz ™ b, . OH®
ot (i,7) = a(%])*‘ﬁ (4, 7),
): A oh . . 0z
ot (2’]) - 5(27])_W (Z,j),

o o Oz ™
(aan)(*)(Z?]) = aan,st(Zaj) + W (27])7

hiermit Losung
des Fall-TL-Problems (6.53), (6.54), (6.57), (6.58), (6.60) — (6.66).

Beendigung des Verfahrens.

Ausgangspunkt Fall TB fiir Siule (4,5)

Schritt 1: Testrechnung unter der Annahme des Falles TB zum neuen Zeitpunkt,
d. h., Losung von (6.53), (6.54), (6.57) — (6.60). Weiter mit Schritt 2.

Schritt 2: Abfrage, ob die erhaltene vertikale Temperaturableitung an der Eisbasis
kleiner ist als der Clausius-Clapeyron-Gradient,
@*—1 Tr,5,1)=Tr(i,j ?
1 T26.5,1) = T6,5,0) 2
aH.(i, j) A

Falls ja, weiter mit Schritt 3a.

Falls nein, weiter mit Schritt 3b.

Schritt 3a: Testrechnung unter der Annahme des Falles CB zum neuen Zeitpunkt,
d. h., Losung von (6.53) — (6.58). Weiter mit Schritt 4a.

Schritt 4a: Abfrage, ob die erhaltene Basistemperatur den Druckschmelzpunkt un-
terschreitet,
T:(i,5,0) < Ty — BH(i, )
Falls ja, Verfahren beendet.

Falls nein, weiter mit Schritt 5a.
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Schritt 5a: Rechnung unter der Annahme des Falles TB zum neuen Zeitpunkt, d. h.,
Losung von (6.53), (6.54), (6.57) — (6.60); Beendigung des Verfahrens.

Schritt 3b: Annahme des Falles TL zum neuen Zeitpunkt, Durchfithrung der Schrit-
te 5-8 von “Ausgangspunkt Fall CB fiir Séule (7, j)” zur Positionierung der CTS,
Beendigung des Verfahrens.

Ausgangspunkt Fall TL fiir Saule (4,7)

Schritt 1: Testrechnung unter der Annahme des Falles TL zum neuen Zeitpunkt mit
der alten CTS-Position, d. h., Losung von (6.53), (6.54), (6.57), (6.58), (6.60) —
(6.66). Weiter mit Schritt 2.

Schritt 2: Abfrage, ob die erhaltene Temperatur an der Unterseite des Kalteisbe-
reichs den Druckschmelzpunkt iiberschreitet,

? ..
Tx(i,7,0) > Ty — BH.(7,7).
Falls ja, weiter mit Schritt 3a.
Falls nein, weiter mit Schritt 3b.

Schritt 3a: Durchfiithrung der Schritte 5-8 von “Ausgangspunkt Fall CB fiir Saule
(7,7)” zur Positionierung der CTS (Verschiebung nach oben), Beendigung des

Verfahrens.
Schritt 3b: Iterative Verschiebung der CTS um jeweils 25M" := 1m nach unten
geméaf
Ht(*)(zaj) = Ht(*)(27]> _ Z’iglift7
289(4, j) = 20(i,j) — 2ohift,
H(g*)(zaj) = Hc(*)(l’]) + Zilift’
o Al :
6zm(*) L. ob . aHt(*) -
ot (1,7) = E(Z,j)—kﬁ (i,7),
OH,™ N

ot (ZJJ) - E(ij>_ﬁ (%])7
. S 02,
(aiﬁ)(*)(l,j) = a'rJ;L,st<Z’]) + W (Z’])a

hiermit Lésung
des Fall-TL-Problems (6.53), (6.54), (6.57), (6.58), (6.60) — (6.66);
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diese Verschiebungs-Prozedur wird gestoppt, wenn entweder die CTS um weni-

shift

» von der Eisbasis entfernt ist,

ger als z

? .
200(6,5) < b(i, j) + 25,

oder die erhaltene Temperatur an der Unterseite des Kalteisbereichs den Druck-

schmelzpunkt tiberschreitet,
?
(i, §,0) > Ty — BH (i, j)-

Bei Erfiillung des ersten Kriteriums weiter mit Schritt 4ba, bei Erfiilllung des

zweiten weiter mit Schritt 4bg.

Schritt 4ba: Positionierung der CTS um HP™ := 1 mm iiber der Eisbasis,

Ht(*) (’L, ]) _ I{;)ﬂfset7

2$9(i, 5) = b(i, ) + Hp™et,

HY(i,j) = H(i,j)— H™",

ot ’ At ’

0z . ob, . . O0HY

o (4,7) = E(Z,J)WLW (4,7),

OH.™ oh . 0zp™

ot (Zuj) = E(ZJ)_W (Z7]>7
. 0z,

(a#z)(*)&?]) = aTJ;L,St(ZL]) + W (%])7

Losung des Fall-TL-Problems (6.53), (6.54), (6.57), (6.58), (6.60) — (6.66). Wei-
ter mit Schritt SHba.

Schritt 5ba: Abfrage, ob die erhaltene Temperatur an der Unterseite des Kalteis-

bereichs den Druckschmelzpunkt unterschreitet,
?
T2(i,§,0) < Ty — BH (i, ).

Falls ja, weiter mit Schritt 6ba.1.

Falls nein, weiter mit Schritt 6ba.2.

Schritt 6ba.1: Rechnung unter der Annahme des Falles TB zum neuen Zeitpunkt,

d. h., Losung von (6.53), (6.54), (6.57) — (6.60). Beendigung des Verfahrens.
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Schritt 6ba.2: Interpolation der endgiiltigen CTS-Position aus der letzten (z, :=
2993, 5) = b(i, 7) + H™) und vorletzten (z,) provisorischen CTS-Position der
Verschiebe-Prozedur, gewichtet mit den zugehorigen Differenzen der errechneten

Temperaturen an der Unterseite des Kalteisbereichs vom Druckschmelzpunkt,
diffa. diff := T:(i.j) — (To — BHL (i, 7))

(fiir die CTS-Positionen z, bzw. z;,). Hierbei gilt diffa > 0 und diffb < 0; die

Interpolationsvorschrift lautet

. diffa
interpol = diﬁaj—ﬁcdiﬁfb'(%_za) (> 0),
HP(,5) = H(,j)+ interpol,
200,5) = 23(i, ) + interpol,
HP,j) = HY(i,j) — interpol,
om o HO(D) — Hifi,))
ot ’ At ’
EN ob, . . OH,®
at (Za]) - a(lvj)+ﬁ (Zaj)a
OH,™ oh,. . 0z,
825 (Za]) - E(Za])_ﬁ (Zvj)a
. 0z
(@)D00) = ahalid) + o (0.d),

hiermit Losung
des Fall-TL-Problems (6.53), (6.54), (6.57), (6.58), (6.60) — (6.66).

Beendigung des Verfahrens.

Schritt 4b3: Interpolation der endgiiltigen CTS-Position aus der letzten (z, :=
2%(3, 7)) und vorletzten (2, := 20 (i, )+ 25f) provisorischen CTS-Position der
Verschiebe-Prozedur, gewichtet mit den zugehorigen Differenzen der errechneten

Temperaturen an der Unterseite des Kalteisbereichs vom Druckschmelzpunkt,
diffa, diffo == T;(i, j) — (To — BHS (i, j))

(fiir die CTS-Positionen z, bzw. z;,). Hierbei gilt diffa > 0 und diffb < 0; die
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Interpolationsvorschrift lautet

di )

interpol = dz’ﬁaz%b . Z;ﬁnft (> 0),
HM( 7) = H(*)(i J) + interpol,
20(i, 7) = 204, 5) + interpol,
H(, ) = HX(i,j) — interpol,
Oy~ HDS) — Hii)
015 ’ Kt )
Oz ob. . OH®
o W) = G+ 5s (60),
OH." oh, . 0z,
ot (Z ]) = E(%])_ﬁ (Z,j),

- o 0z
(@)D 4) = agali ) + =5 (i),

hiermit Losung
des Fall-TL-Problems (6.53), (6.54), (6.57), (6.58), (6.60) — (6.66).

Beendigung des Verfahrens.

Glattung der CTS

Die Durchfiihrung des oben beschriebenen Verfahrens zur Unterscheidung zwischen
Fall CB, Fall TB und Fall TL sowie bei letzterem zur Positionierung der CTS fiir alle
Eisséulen (7, j) des Rechengebietes tendiert dazu, rdumliche Oszillationen des CTS-
Verlaufes von Gitterpunkt zu Gitterpunkt zu produzieren. Daher wird nach Abarbei-
tung aller Eissdulen eine numerische Glattung der erhaltenen Dicken der temperierten
Bereiche Ht(*)(i, j) vorgenommen, wobei auf die vier nichsten Nachbarn zugegriffen
wird. Im ersten Schritt wird hierzu das Volumen temperierten Eises Viemp, vor der
Glattung berechnet,

imax—1 Jmax—

Viemp = Z Z Ht (1,7) AzAy. (6.103)

Der zweite Schritt besteht in der eigentlichen Glattung, welche jedoch nur unter der

Voraussetzung einer temperierten Basis zum neuen Zeitpunkt ausgefiithrt wird,

HY oo(i,§) = (1—4Dy,) HM (i, )
+DmHP (i +1,5) + Dy HP (i — 1, §)
+DH (6,5 + 1) + Dy HP (i, j — 1) (Fall TB, TL),
H(*)

tsmooth( 7.]) =0 (FaH CB) (6104)
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Fiir den Glattungsparameter Dy, hat sich der Wert Dy, = 0.15 gut bewéhrt. Im

dritten Schritt wird das Volumen temperierten Eises VMoot nach der Glittung be-

temp
rechnet,
imax_ljmax_l
Vamooth — N7 3 H Do i) AzAy, (6.105)
i=1 =1

und im letzten Schritt werden die erhaltenen Hf;l)mooth(i, j) so korrigiert, da das

urspriingliche Volumen Vien, wiederhergestellt wird,

* . . ‘/;',em * . .
Ht( ) (Z7 j) = Vsmoort);h . Ht(,SL’IOOth (27 j) : (6 106)
temp

Schliefflich wird mit diesen Werten die Zeitableitung von H; berechnet:

OH ;o _ H{"(i, §) — Hy(i, )
ot At

. (6.107)

6.6 Das Programmpaket SICOPOLIS

Die Implementierung des in den Abschnitten §6.3 - §6.5 beschriebenen numerischen
Losungsverfahrens des polythermen Eismodells auf dem Rechner erfolgte mit der Pro-
grammiersprache FORTRAN 77. Hieraus ist das Programmpaket SICOPOLIS (SI-
mulation COde for POLythermal Ice Sheets) entstanden, dessen Aufbau schematisch
in Abbildung 6.3 gezeigt ist.

SICOPOLIS bietet verschiedene Optionen fiir die Wahl des Anfangszustandes.
Zum einen ist es moglich, hierfiir Standardkonfigurationen zu verwenden (z. B. Eisfrei-
heit, heutige Topographie bei isothermer Temperaturverteilung), zum anderen kann
auch der Endzustand einer fritheren Simulation als Anfangszustand eingelesen wer-
den, wodurch verschiedene Szenarien aneinandergehéngt werden kénnen.

Bei der eigentlichen Iteration besteht die Moglichkeit, den polythermen Mode
optional abzuschalten und den gesamten Eisbereich mit der Temperaturgleichung
(6.57) fiir kaltes Eis zu rechnen, wobei eventuell erhaltene Temperaturen tiber dem
Druckschmelzpunkt T3, nach der Berechnung auf diesen zuriickgesetzt werden. Dies
ermoglicht einen direkten Vergleich zwischen polythermer Simulation und Kalteis-
Simulation mit einem ansonsten identischen Programm. Weiterhin kann die Berech-
nung der lithosphérischen Temperatur nach (6.54) unterdriickt werden; statt dessen
bei kalter Eisbasis der geotherme Wérmefluf Q. direkt an dieser statt an der Li-
thosphérenbasis vorgegeben werden. Das ist hilfreich fiir Steady-State-Simulationen,
bei denen man sich nur fiir den resultierenden Gleichgewichtszustand interessiert, wel-
cher ohne den Einflufl der thermischen Trégheit der Lithosphére wesentlich schneller
erreicht wird. Auflerdem enthélt SICOPOLIS eine Subroutine, die den Enhancement-

Faktor E im FlieSgesetz als Funktion des Ortes im Eisschild berechnet, wodurch dieser
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Initialisierungen, Definition des Anfangszustandes
v

Berechnung von invarianten, haufig auftretenden Termen
v

Datenausgabe

Update der Randbedingung;n: Oberflachentemperatur,
Akkumulations-Ablations-Funktion
Berechnung von Temperatu:, Wassergenhalt,
CTS-Position, Eisalter (nicht in jeder Iteration)
Berechnung des Enhancem;nt-FaktorS (dito)
Berechnung des Geschwind*igkeitsfeldes
Berechnung der Topographi; (Eisbasis, Eisoberflache)
Berechnung der Schmelzter;peratur
Berechnung der basalen Sc;melzrate

v

Datenausgabe

v
t=1t+ At t>t end? ja nein
v

Programmende

Abbildung 6.3: Ablaufschema des Programms SICOPOLIS zur numerischen Simulation des

dynamisch-thermodynamischen Verhaltens polythermer Eisschilde.
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z. B. an das Eisalter gekoppelt werden kann, um die unterschiedliche Fluiditat von
warmzeitlichem und eiszeitlichem Eis zu berticksichtigen (Paterson [63]).

Zwei verschiedene Ausgabedateien werden von SICOPOLIS produziert. In kur-
zen Zeitabstinden (z. B. alle 100 Modelljahre) wird eine Minimalinformation tiber
das aktuelle Eisschild, bestehend aus einfachen Parametern wie Maximalhdéhe und
-dicke, Volumina des gesamten FKisschilds und des temperierten Kises, eisbedeckte
Fléche, von temperiertem Eis bedeckte Flache, herausgeschrieben. Ergénzend werden
in wesentlich grofieren Zeitschritten (> 10000 Modelljahre) die gesamten berechneten
Felder abgespeichert, was jedoch immens viel Plattenplatz benotigt und daher aus
naheliegenden Griinden nicht zu oft geschehen kann.

Die zeitliche Iteration, welche die Hauptschleife von SICOPOLIS bildet, wird so-
lange abgearbeitet, bis die Modellzeit einen vorgegebenen Endwert ¢.,q iiberschreitet.
Anschlielend werden die Hauptschleife beendet, alle angelegten Dateien geschlossen
und eine Meldung iiber die reguldre Beendigung des Programmlaufs ausgegeben. Die

graphische Darstellung der Ergebnisse wird schliefSlich von einem separaten Programm
SICOGRAPH vorgenommen, wobei das Graphikpaket DISSPLA zugrundegelegt ist.
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7 Simulationen fiir das EISMINT-Eisschild

EISMINT (European Ice Sheet Modelling INiTiative) ist ein von der European Science
Foundation (ESF) gefordertes Programm, in dessen Rahmen verschiedene existieren-
de 2-d- und 3-d-Eisschildmodelle auf ein standardisiertes Problem angewendet wer-
den, um die Ergebnisse miteinander vergleichen zu koénnen. Dieser Modellvergleich
geschieht auf zwei Ebenen: In Level 1 wird die gesamte Physik vorgeschrieben, hier
geht es um Vergleiche der verwendeten numerischen Schemata. Level 2 definiert dage-
gen nur die klimatischen Randbedingungen; den Modellierern ist freigestellt, welche
physikalischen Effekte (z.B. temperaturabhéngige thermische Parameter, basales Glei-
ten, polythermes Eis) beriicksichtigt werden sollen. Es ist geplant, die Ergebnisse im
Rahmen einer Publikation aller an dem Projekt beteiligten Modellierern zu veroffent-

lichen. In diesem Kapitel werden als erste Anwendung von SICOPOLIS Simulationen
fiir das EISMINT-Eisschild beschrieben.

7.1 Das EISMINT-Eisschild

Das Problem, welches von den Teilnehmern an der oben beschriebenen Modellver-
gleichsinitiative behandelt wird, wurde von Huybrechts & Payne [42] formuliert. Die
Eisbasis besteht aus einem ebenen Quadrat der Seitenldnge 1500 km, das sowohl fiir
Level 1 als auch fiir Level 2 starr auf Meereshohe verbleiben soll, d.h., es wird keine
zeitliche Evolution der Position der Eisbasis (bzw. Lithosphérenoberseite) berticksich-
tigt. An den Réndern dieses Bereiches wird die Eisdicke zu Null gesetzt; der Massen-
fluB durch den Rand wird als Kalbungsrate interpretiert. Die horizontale Gitterweite
ist zu 50 km vorgegeben, so dal das numerische Gitter aus 31 x 31 Gitterpunkten
besteht.

Fiir die Level 1-Simulationen sind die physikalischen Grofien vorgegeben. Folgende
Unterschiede zu dem in §5.5 festgelegten Satz bzw. dem in §6 beschriebenen numeri-

schen Modell ergeben sich:

e Konstanter Rate-Faktor im Flielgesetz:
FA(T") = EAy(w) = Ajevenn = 3.169 - 1072 s71Pa™3;
dies bewirkt eine Entkopplung von Dynamik und Thermodynamik.

e Temperaturunabhéngige thermische Parameter:
k=21Wm K™ ¢=2009Jkg 1K'

e Haftbedingung sowohl fiir kalte als auch fiir temperierte Eisbasis, somit kein

basales Gleiten.
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e Keine Berechnung der Lithosphérentemperatur (thermische Triagheit der Li-

thosphére wird nicht beriicksichtigt).

e Keine Beriicksichtigung der basalen Schmelzrate P;” bei der Berechnung von v,
und h.

Bei Level 2 wird hingegen das Modell wie in §6 beschrieben (abgesehen von der starren
Lithosphére; b(z,y,t) = 0) mit den in §5.5 definierten Standardwerten verwendet.
Zwei verschiedene Sitze von stationdren Randbedingungen fiir die Oberflichen-
temperatur T, die Akkumulations-Ablations-Funktion e und den geothermen Wiir-
meflu Q.. sind definiert: ein Satz ohne Ablation, bei dem sich das Eisschild
tatséchlich bis zum Rand ausdehnt und der gesamte Massenverlust durch Kalbung
vonstatten geht, und ein Satz mit Ablation, bei dem das Eisschild den Rand nicht er-
reicht. In dieser Arbeit sollen nur die Simulationen zum ablationslosen Fall vorgestellt

werden; hierfiir ist

T, = —34.15°C+8-107*°Ckm ™ x (dist)®,
ar = 03ma !,
Qpeotn = 42mWm ™2, (7.1)

wobei dist das Maximum der beiden Abstdnde des betrachteten Punktes von den
beiden Mittellinien des Quadrates bedeutet: dist = max (|2 — zqiv|; |y — Yaiv|), mit
(Zaiv, Yaiv) := (750 km, 750 km). Weiterhin sind Randbedingungen fiir transiente (zeit-
abhéngige) Simulationen mit Sinusantrieb definiert. Die Abweichungen von den obigen

stationaren Werten sind fiir den Fall ohne Ablation

AT, = 10°C x sin(27t/tym),
Aaf = 0.2ma™! x sin(27t/tyy), (7.2)

S

1

aeoth Dleibt konstant. Fiir die Perioden des Sinusantriebs

der geotherme Warmeflufl @
werden die Werte ty; = 20 ka, 40 ka gewéhlt, was ndherungsweise Milankovi¢-Zyklen
entspricht (Schonwiese [66]).

Der Enhancement-Faktor F im Flielgesetz soll fiir Level 2 rdumlich und zeit-
lich uniform so gewahlt werden, dafl im stationédren Zustand eine maximale Eisdicke
von etwa 3500 m resultiert. Diese Vorgabe dient dazu, eine bessere Vergleichbarkeit
zwischen den verschiedenen Modellen mit unterschiedlicher Physik und Numerik zu
erreichen. Daher sind alle hier vorgestellten Level 2-Simulationen mit £ = 2.8 durch-

gefiithrt worden.
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7.2 Diskussion der Simulationen

Sechs verschiedene Modelldufe zum EISMINT-Eisschild sollen im folgenden bespro-

chen werden. Im einzelnen sind dies:
Lauf ssfmll: Level 1, Steady-State-Lauf, eisfreier Anfangszustand, ¢ = 0. .. 200 ka.

Lauf ssfml2: Level 2, Steady-State-Lauf (daher trotz Level 2 keine Berechnung der
Lithosphérentemperatur), eisfreier Anfangszustand, ¢t = 0. .. 200 ka.

Lauf t2fmll: Level 1, transienter Lauf mit Sinusantrieb (ty; = 20ka), Anfangszu-

stand: stationdrer Endzustand von ssfmll, ¢ = 0...200 ka.
Lauf t4fmll: Wie t2fmll, jedoch ¢\ = 40 ka.

Lauf t2fml2: Level 2, transienter Lauf mit Sinusantrieb (ty; = 20ka), Anfangszu-

stand: stationédrer Endzustand von ssfml2, ¢ = 0...200 ka.
Lauf t4fml2: Wie t2fml2, jedoch ¢\ = 40 ka.

Alle Léaufe wurden mit einer Vertikalauflosung von 51 Gitterpunkten im Kalteisbe-
reich, 11 Gitterpunkten im temperierten Eisbereich und 11 Gitterpunkten in der Li-
thosphére durchgefiihrt; die verwendeten Zeitschrittweiten betragen At = 10a und
At = 100 a.

Die Ergebnisse dieser Simulationen sind in den Abbildungen 7.1 — 7.24 dargestellt.
Folgende Groflen werden gezeigt:

e Topographie der Eisoberflache h, Oberflichengeschwindigkeit vy, basale homo-
loge Temperatur 7}, jeweils als Isolinienplots tiber x und y (nur fiir die beiden
Steady-State-Laufe).

e Geschwindigkeit v, homologe Temperatur 7", Dicke der temperierten Eisschicht
H, fiir den Querschnitt y = yq;, durch den Scheitelpunkt des Eisschildes.

e Oberflichengeschwindigkeit v, s, basale homologe Temperatur 7;, Massenfluf3

¢, iber x im Querschnitt y = yqiy-

e Geschwindigkeit v, par in der Sdule (Thar, yaiv), Wassergehalt wy in der Saule
(2, Yaiv) (wobei xo den vom Scheitelpunkt aus gesehen zweiten Gitterpunkt
mit temperierter Eisschicht lings yq;, bezeichnet), Geschwindigkeiten v, 45, und
Uy patt 10 den Séulen (Zaiv, Yaiv) bz2wW. (Thait, Yaiv), homologe Temperaturen T7;,

und 7}, analog, jeweils als Funktion von z.
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e Oberflichentemperatur-Antrieb AT, basale homologe Temperatur T} 4, bei
(Zdiv, Yaiv), gesamtes Eisvolumen Ve, maximale Eishohe hp,y, temperiertes Eis-
volumen Viemp, maximale Dicke der temperierten Eisschicht Hy .y, eisbedeckte
Bodenfléche A, ;, von temperiertem Eis bedeckte Bodenfliche A;;, Massenfluf}

Qunatt Del (Tharf, Yaiv), jeweils als Funktion der Zeit t.

Hierbei bedeuten xg;, := 750 km und yg;, := 750 km die Position des Scheitelpunktes
des Eisschildes (Mittelpunkt des Quadrates) sowie xp, := 1150 km eine Position auf
halbem Weg von z4;, bis zum rechten Eisrand. Abgesehen von den Zeitentwicklungs-
Plots beziehen sich alle Groflen auf den erreichten Endzustand der betreffenden Si-
mulation.

Im Vergleich der beiden Steady-State-Laufe ssfmll und ssfml2 zeigen sich eini-
ge charakteristische Unterschiede. So erkennt man beim Vergleich der resultierenden
Topographien (Abb. 7.1, 7.4, 7.7, 7.10), daB8 zwar beide Léufe ein kappenformiges
Eisschild produzieren, die Eiskappe des Level 2-Laufes jedoch wesentlich spitzer er-
scheint. Das liegt daran, dafl bei Level 2 basales Gleiten auf temperierter Eisbasis
beriicksichtigt ist, wodurch das randnahe Eis schneller zu den Seiten hin abfliefit als
bei Level 1 und die Randbereiche somit diinner werden. Damit einher gehen auch die
bei ssfml2 groferen Oberflichengeschwindigkeiten (Abb. 7.2, 7.5, 7.8, 7.11).

Eine zusétzliche Konsequenz des basalen Gleitens bei Level 2 ist die durch die
generell grofferen Geschwindigkeiten im Eis verstéirkte Advektion von kaltem Ober-
flacheneis nach unten, wodurch ssfml2 ein kélteres Eisschild als ssfmll hervorbringt
(Abb. 7.3, 7.4, 7.5, 7.6, 7.9, 7.10, 7.11, 7.12). Sehr kra$ tritt dieser Unterschied bei
der Ausdehnung der temperierten Bereiche zutage. Zwar unterscheiden sich die Bo-
denflichen mit temperierter Eisbasis A;;, mehr in der Geometrie als in der GroSe
(Abb. 7.3, 7.9), die temperierten Eisvolumina sind jedoch etwa um den Faktor 20
verschieden (Abb. 7.4, 7.6, 7.10, 7.12). Dies zeigt, dafl eine gute Kenntnis der physi-
kalischen Vorgénge an der Eisbasis sehr wichtig fiir die Vorhersage der Ausdehnung
einer temperierten Eisschicht ist.

Ein weiterer bemerkenswerter Unterschied zwischen ssfmll und ssfml2 besteht im
Verlauf des Geschwindigkeitsprofils v, pae (Abb. 7.5, 7.11). Hier ist der Grenzschicht-
charakter des bodennahen, groflen Scherkréften unterliegenden Eises fiir den Level 2-
Lauf wesentlich stéarker ausgepréigt als beim Level 1-Lauf, bei dem der Anstieg der
Geschwindigkeit mit der Hohe deutlich gleichméfiger verlduft. Das hat seine Ursache
darin, daf bei Level 2 der starke Anstieg der Eisfluiditdt mit der Temperatur bertick-
sichtigt ist, wodurch die Scherung des relativ warmen, bodennahen Eises gegeniiber
dem kélteren Eis weiter oben begiinstigt wird.

Der Verlauf des Wassergehaltes wy scheint bei ssfmll (Abb. 7.5) eine Inkonsi-
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stenz aufzuweisen. Obwohl bei der zugehorigen Position (2, yaiy) Schmelzbedingun-
gen an der CTS herrschen (Abb. 7.4), geht der Wassergehalt an der CTS nicht auf
Null zuriick. Die Ursache fiir dieses Verhalten liegt in der Glattungsprozedur fiir die
CTS-Position (§6.5) zusammen mit den bei Level 1 auftretenden sehr grofien Dicken
der temperierten Eisschicht aufgrund des unberiicksichtigten basalen Gleitens (sie-
he oben). Die Glattung nach erfolgter CTS-Positionierung bewirkt, dafl bei (x2, yqiv)
die relativ kleine Dicke H; der temperierten Eisschicht durch gréfiere Dicken in der
Nachbarschaft vergréflert wird. In der darauffolgenden Iteration hat die CTS daher
die Tendenz, wieder nach unten zu wandern, wodurch bei der Berechnung des Was-
sergehaltes Gefrierbedingungen diagnostiziert werden. Dieses Phéanomen tritt jedoch
bei der physikalisch realistischeren Level 2-Simulation nicht auf, weil dort wegen der
wesentlich geringeren Dicken der temperierten Eisschicht der absolute Einflufl der
CTS-Glattung auf H; kleiner ist. In Abb. 7.11 erkennt man daher auch einen an
der CTS auf Null zuriickgehenden Wassergehalt wy, wie es den dort vorherrschenden
Schmelzbedingungen entspricht.

Bei den vier transienten Laufen t2fmll, t4fmll, t2fml2, t4fml2 erkennt man zu-
néchst, dal in der zeitlichen Entwicklung mit Ausnahme der sowieso konstanten Verei-
sungsfliche A;; alle gezeigten Grofien der antreibenden Milankovié-Periode ¢y = 20
bzw. 40 ka folgen (Abb. 7.15, 7.18, 7.21, 7.24). Das antreibende Sinussignal erscheint
zwar bei einigen Groflen verzerrt, was auf Oberschwingungen hindeutet, jedoch tre-
ten keine Effekte wie Periodenverdopplungen oder gar chaotisches Verhalten auf, wie
dies von Abe-Ouchi [1] bei der Modellierung der EGIG-Traverse Gronlands gefunden
wurde®. Es fillt auf, dafl sowohl fiir Level 1 als auch fiir Level 2 die Schwingungsam-
plituden der rein dynamischen Groflen Vies, fmax und gz nair im Vergleich der beiden
verschiedenen Anregungsperioden fast gleich sind, wihrend die Amplituden der direkt
mit dem Temperaturfeld zusammenhéngenden Grofien Tlf’div, Viemps Himax und Aygp
bei 40 ka-Anregung deutlich groBer sind als bei 20 ka-Anregung. Das liegt daran, dafl
sich die Eistopographie wesentlich schneller auf gednderte Randbedingungen einstellt
als das Temperaturfeld (vgl. auch die Zeitentwicklung bei den Steady-State-Laufen;
Abb. 7.6, 7.12), wodurch das Temperaturfeld der kleineren Periode deutlich schlechter
folgen kann als der grofleren.

Es mag erstaunen, dafl in allen vier Féllen das Eisvolumen Vg und die Maxi-
malhohe h,. in Phase statt in Gegenphase mit der antreibenden Temperatur AT
sind, wiirde man doch bei warmeren Lufttemperaturen ein diinneres Eisschild er-

warten. Der Grund dafiir ist in der speziellen Vorgabe der Randbedingungen zu su-

5Das bedeutet jedoch nicht, daf8 die einfache Geometrie des EISMINT-Eisschildes prinzipiell kein
irreguléires Verhalten zuldfit. Es besagt lediglich, dafi dies im Rahmen der hier gewdhlten transienten

klimatischen Randbedingungen nicht auftritt.
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chen, denn erstens ist kein Oberflachenschmelzen vorgegeben, welches bei wérme-
ren Temperaturen verstiarkt Eis abbauen wiirde, und zweitens nimmt geméf (7.2)
die Akkumulationsrate mit steigender Oberflichentemperatur stark zu. Diese Zunah-
me iiberkompensiert offenbar die leichtere Eisdeformierbarkeit aufgrund der hoheren

Temperaturen und des gréfleren temperierten Eisvolumens.

Vergleicht man die Endzustédnde der transienten Laufe mit denen der Steady-
State-Léufe, so zeigt sich, daf bei den transienten Laufen ausgeprégte oberflichennahe
Temperaturinversionen (d. h., die Temperatur nimmt mit steigender Tiefe ab statt
zu) sowohl im Randbereich als auch in der Mitte des Eisschildes auftreten (Abb. 7.13,
7.16, 7.19, 7.22), wihrend dies bei den Steady-State-Laufen nur fiir den Randbereich
gilt (Abb. 7.4, 7.10). Besonders augenfillig wird das durch die geschlossenen —35°C-
Isolinien der homologen Temperatur. Diese Erscheinung liegt darin begriindet, daf die
letzte Viertelphase der Anregung vor dem Ende des jeweiligen Laufes nach t = 200 ka
in allen Féllen einen Temperaturanstieg von ATy = —10°C auf AT, = 0°C beinhaltet
(welcher im iibrigen den Ubergang von der letzten (Wiirm-) Kaltzeit zur heutigen
(Neo-) Warmzeit ziemlich realistisch wiedergibt). Das Eis in einiger Tiefe hat diese
niedrigen Temperaturen noch gespeichert, woraus die beobachtete Inversion resultiert.
Bei den Steady-State-Laufen 148t sich die nahe dem Eisrand ebenfalls vorhandene
Temperaturinversion natiirlich nicht so erkléren; hier liegt die Ursache in der Form
der Eisbewegung selbst, welche kaltes Oberflacheneis aus den randferneren Gebieten
advektiv unter das wiarmere Oberfléicheneis in Randnéhe befordert (selbstverstandlich
tritt dieser Effekt auch bei den transienten Laufen auf und tragt dort ebenfalls zur

Temperaturinversion in Randnéhe bei).

Die bereits oben bei der Besprechung der Steady-State-Léaufe erwédhnte Erschei-
nung, dafl der Wassergehalt wo bei ssfmll trotz Schmelzbedingungen an der CTS
nicht verschwindet, tritt auch bei t2fmll und t4fmll auf (Abb. 7.14, 7.17) und hat
die gleiche Ursache. Bei den realistischeren Level 2-Léufen t2fml2 und t4fml2 (Abb.
7.20, 7.23) geht hingegen wy an der CTS auf Null zuriick; t4fml2 ergibt zudem als
einziger der sechs betrachteten Liufe ein Wassergehaltsprofil ws, welches auf einigen

Gitterpunkten auch Werte zwischen Null und wpax = 1% annimmt.

Abschlieflend sei auf eine deutlich sichtbare Auswirkung der bei den transienten
Level 2-Laufen beriicksichtigten thermischen Trégheit der Lithosphére hingewiesen.
Betrachtet man die Zeitentwicklung der homologen Basaltemperatur unter dem Schei-
telpunkt des Eisschildes Ty 4, so sieht man, dafl diese bei den beiden Level 1-Laufen
(Abb. 7.15, 7.18) bereits nach ca. 75 ka gut eingeschwungen ist, wiahrend fiir die Le-
vel 2-Léufe (Abb. 7.21, 7.24) selbst am Ende der jeweiligen Simulation nach 200 ka

noch eine Drift zu grofleren Werten hin festzustellen ist. Solche extrem grofien Zeit-
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konstanten bei der Einstellung der Temperatur auf gedinderte Randbedingungen sind
typisch fiir die Auswirkung der Lithosphére und zeigen auf, dafi diese fiir realisti-
sche Simulationen transienter Temperaturentwicklungen in Eisschilden (und damit

einhergehend auch temperierter Eisbereiche) unbedingt beriicksichtigt werden mu$.
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7.3 Abbildungen zu den Simulationen fiir das EISMINT-
Eisschild
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Abbildung 7.1: Endzustand von Lauf ssfmll: Topographie der Eisoberfliche (in km iiber Mee-
reshohe). Die Hohendifferenz zwischen den Isolinien betridgt 200 m.
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Abbildung 7.2: Endzustand von Lauf ssfmll: Eisoberfliichengeschwindigkeit (in km/a). Die Ge-

schwindigkeiten zu aufeinanderfolgenden Isolinien unterscheiden sich jeweils um den Faktor zwei.
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Abbildung 7.3: Endzustand von Lauf ssfmll: Homologe Temperatur an der Eisbasis (in °C). Die
Temperaturdifferenz zwischen den Isolinien betrégt 3°C. Bei den mit Symbolen markierten Punkten
befindet sich die Eisbasis auf dem Druckschmelzpunkt, wobei leere Diamantsymbole eine temperierte
Eisbasis ohne iiberlagerte temperierte Schicht, ausgefiillte Diamantsymbole eine temperierte Schicht
mit Schmelzbedingungen an der CTS, ausgefiillte Kreise eine temperierte Schicht mit Gefrierbedin-

gungen an der CTS bedeuten.
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Abbildung 7.4: Endzustand von Lauf ssfmll: Querschnitt bei y = 750km. Oben: Eisgeschwin-
digkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen temperierten Eisschicht

(leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperier-

te Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS;

ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)
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Abbildung 7.5: Endzustand von Lauf ssfmll: Querschnitt bei y = 750 km. v, s, T}, ¢, als Funktion
VOL T} Uy half, w2 (mit Angabe der zugehorigen Position 3), v, div, Uz half (gestrichelt), T, T als
Funktion von z (fiir we auf Hy, fiir die anderen Plots auf H normiert). Die Bedeutung der einzelnen

Groflen ist im Haupttext erkliirt.
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Abbildung 7.6: Lauf ssfmll: Zeitliche Entwicklung von AT, Té,div, Vaes, Pmax; Viemp, Ht.maxs Aips
Ay (gestrichelt), g, hair. Die Bedeutung der einzelnen Groflen ist im Haupttext erklért.

134



1800

1500
T

1200
T

900
I

y/km

600
T

300
T

0
T

-300

-300 0 300 600 900 1200 1500 1800
x/km

Abbildung 7.7: Endzustand von Lauf ssfml2: Topographie der Eisoberfliche (in km iiber Mee-

reshohe). Die Hohendifferenz zwischen den Isolinien betridgt 200 m.
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Abbildung 7.8: Endzustand von Lauf ssfml2: Eisoberfliichengeschwindigkeit (in km/a). Die Ge-
schwindigkeiten zu aufeinanderfolgenden Isolinien unterscheiden sich jeweils um den Faktor zwei.
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Abbildung 7.9: Endzustand von Lauf ssfml2: Homologe Temperatur an der Eisbasis (in °C). Die
Temperaturdifferenz zwischen den Isolinien betrégt 3°C. Bei den mit Symbolen markierten Punkten
befindet sich die Eisbasis auf dem Druckschmelzpunkt, wobei leere Diamantsymbole eine temperierte
Eisbasis ohne iiberlagerte temperierte Schicht, ausgefiillte Diamantsymbole eine temperierte Schicht
mit Schmelzbedingungen an der CTS, ausgefiillte Kreise eine temperierte Schicht mit Gefrierbedin-

gungen an der CTS bedeuten.

137



z/km

z/km

Abbildung 7.10: Endzustand von Lauf ssfml2: Querschnitt bei y = 750km. Oben: Eisgeschwin-
digkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen temperierten Eisschicht
(leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperier-

te Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS;
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ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)
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Abbildung 7.11: Endzustand von Lauf ssfml2: Querschnitt bei y = 750 km. v, 5, T}, ¢ als Funktion

VOL T} Uy half, w2 (mit Angabe der zugehorigen Position 3), v, div, Uz haif (gestrichelt), T, T als

Funktion von z (fiir we auf Hy, fiir die anderen Plots auf H normiert). Die Bedeutung der einzelnen

Groflen ist im Haupttext erkliirt.

139



= o
(%) &
&-l o
" © 28
A )
R g
- o
-l— N | T " 1
0 100 200 0 100 200
o
2 g
= d’
e
. s
H <
4]
o
>
o I 1 o 5 1
0 100 200 0 100 200
5 2
e
| =] o
N E
2+t x0 |
= 5
s | L
>
(=] 1 1 o L 1
0 100 200 0 100 200
U :‘l o 5
€
X E i
[{a]
o *
o £ -
o T T iehs SRsaw e e e e e R e e L_‘_C_l ~
< | 5 |
- r £
a 1 C;"
o {
< o : L o " L
0 100 200 0 100 200
t [kq] t [ka]

Abbildung 7.12: Lauf ssfml2: Zeitliche Entwicklung von AT, Té)div, Veess Pmaxs Viemp, Ht,max,
A p, Arp (gestrichelt), g, nai. Die Bedeutung der einzelnen Groflen ist im Haupttext erklért.
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Abbildung 7.13: Endzustand von Lauf t2fmll: Querschnitt bei y = 750km. Oben: Eisgeschwin-
digkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen temperierten Eisschicht

(leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperier-

te Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS;

ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)
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Abbildung 7.14: Endzustand von Lauf t2fmll: Querschnitt bei y = 750 km. v, s, T}, g, als Funk-

tion von x; vy haif, w2 (mit Angabe der zugehérigen Position x2), v, div, Uz haif (gestrichelt), T]

iv?

T}, als Funktion von z (fiir wy auf Hy, fiir die anderen Plots auf H normiert). Die Bedeutung der

einzelnen Groflen ist im Haupttext erkliirt.
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Abbildung 7.15: Lauf t2fmll: Zeitliche Entwicklung von AT, Téydiv, Vaess Pmaxs Viemp, Ht max,
A p, Arp (gestrichelt), gy nai. Die Bedeutung der einzelnen Groflen ist im Haupttext erklért.
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Abbildung 7.16: Endzustand von Lauf t4fmll: Querschnitt bei y = 750km. Oben: Eisgeschwin-

digkeit. Mitte:

homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen temperierten Eisschicht

(leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperier-

te Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS;

ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)

144



200

Vs [m/o]
100

750 1000 1250 1500

200

ax [km=m/0]
100
1

o . 1 L 1 L
750 1000 1250 1500
x [km]
™
® o
(3] or
3
xz = 1300.0 km
o " 1 "
0 0.5 1
o
5y
e .o
= Al
‘_'D
’- b
o
T " 1 1
0 0.5 1

z (normiert)

™ [°C]

Vy,hoit [M/a]

Vz.dive Vz,half [m/o]
-0.6

Tlhoif [oc]

=12

50

25

0.0

-0.3

-20 0

-40

1 2 1 1
750 1000 1250 1500
x [km]
1
0 0.5 1

o

0.5 1
z (hormiert)

Abbildung 7.17: Endzustand von Lauf t4fmll: Querschnitt bei y = 750 km. v, s, T}, g, als Funk-

tion von x; vy haif, w2 (mit Angabe der zugehérigen Position x2), v, div, Uz haif (gestrichelt), T]

iv?

T}, als Funktion von z (fiir wy auf Hy, fiir die anderen Plots auf H normiert). Die Bedeutung der

einzelnen Groflen ist im Haupttext erkliirt.
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Abbildung 7.18: Lauf t4fmll: Zeitliche Entwicklung von AT, Téydiv, Vaess Pmaxs Viemp, Ht max,
A p, Arp (gestrichelt), gy nai. Die Bedeutung der einzelnen Groflen ist im Haupttext erklért.
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Abbildung 7.19: Endzustand von Lauf t2fml2: Querschnitt bei y = 750km. Oben: Eisgeschwin-
digkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen temperierten Eisschicht

(leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperier-

te Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS;

ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)
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Abbildung 7.20: Endzustand von Lauf t2fml2: Querschnitt bei y = 750 km. v, s, T}, g, als Funk-

tion von x; vy haif, w2 (mit Angabe der zugehérigen Position x2), v, div, Uz haif (gestrichelt), T]

iv?

T}, als Funktion von z (fiir wy auf Hy, fiir die anderen Plots auf H normiert). Die Bedeutung der

einzelnen Groflen ist im Haupttext erkliirt.
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Abbildung 7.21: Lauf t2fml2: Zeitliche Entwicklung von AT, Téydiv, Vaess Pmaxs Viemp, Ht max,
A p, Arp (gestrichelt), gy nai. Die Bedeutung der einzelnen Groflen ist im Haupttext erklért.
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Abbildung 7.22: Endzustand von Lauf t4fml2: Querschnitt bei y = 750km. Oben: Eisgeschwin-
digkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen temperierten Eisschicht
(leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperier-
te Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS;
ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)
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Abbildung 7.23: Endzustand von Lauf t4fml2: Querschnitt bei y = 750 km. v, s, T}, g, als Funk-

tion von x; vy haif, w2 (mit Angabe der zugehérigen Position x2), v, div, Uz haif (gestrichelt), T]

iv?

T}, als Funktion von z (fiir wy auf Hy, fiir die anderen Plots auf H normiert). Die Bedeutung der

einzelnen Groflen ist im Haupttext erkliirt.
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Abbildung 7.24: Lauf t4fml2: Zeitliche Entwicklung von AT, Téydiv, Vaess Pmaxs Viemp, Ht max,
A p, Arp (gestrichelt), gy nai. Die Bedeutung der einzelnen Groflen ist im Haupttext erklért.
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8 Simulationen fiir das gronlindische Eisschild

Nachdem SICOPOLIS in §7 auf ein einfaches, akademisches Problem angewendet
wurde, soll hier die Anwendung auf ein wirkliches Problem erfolgen. Dazu wird das
gronlandische Eisschild ausgewéhlt, weil es sowohl heute noch existiert als auch im
Gegensatz zur Antarktis (dem zweiten grofien, heutigen Eisschild) keine nennenswer-
ten Schelfeise beinhaltet, welche von SICOPOLIS in der gegenwértigen Version nicht

erfafit werden konnen.

8.1 Stereographische Projektion

Wenn man einigen der moderneren Theorien iiber das Leben, das Universum und
den ganzen Rest Glauben schenken darf (und das wird in dieser Arbeit getan), hat
die Erde im wesentlichen Kugelgestalt®. Da das hier entwickelte Eisschildmodell je-
doch ebene Koordinaten verwendet, mufl der Bereich Gronlands zuerst auf eine Ebene
abgebildet werden. Hierzu wird die stereographische Projektion verwendet. Die Bil-
debene (my-Ebene) sei die Ebene, die durch den Breitenkreis ¢pg = 71°N gebildet wird;
die Urbildpunkte (¢, A) auf der Erdoberfléiche werden mit dem Siidpol durch Geraden
verbunden, deren Schnitte mit der Bildebene die jeweiligen Bildpunkte (z,y) ergeben
(Abb. 8.1). Die Orientierung der z- und y-Koordinatenachsen in der Bildebene wird

durch den Parameter \q festgelegt. Dies ergibt die Transformationsvorschrift

™

r = 2R.Ktan (4 — 2) sin(A — Ag),

y = —2R.Ktan (Z — ?) cos(A — Ao), (8.1)

mit

R. = 6371.225km (Erdradius),
coSs Qg

K = ~ 0.9728 (Streckfaktor),
2tan (% — %) ( )

gbo — 710,

Ao = —44°.

Die inverse Darstellung wird ebenfalls benotigt:

¢ - g - Qarctan (W

6Eine weiterfithrende, von pandimensionalen hyperintelligenten Lebewesen einer fremden Welt
aufgestellte Theorie behauptet ferner, die Antwort auf all diese Dinge sei 42 (Adams [2]). Dies fiihrt
uns hier allerdings nicht weiter und wird somit nicht eingehender verfolgt.
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A = )\ — arctan :; (8.2)

Diese Transformation ist fiir polnahe Regionen gut geeignet, da die auftretenden

Verzerrungen relativ gering sind.

Abbildung 8.1: Stereographische Projektion: Der Urbildpunkt P auf der Erdoberfliche wird auf
den Bildpunkt st(P) in der Bildebene (B. E.), welche vom 71. Breitenkreis (¢9 = 71°N) aufgespannt
wird, abgebildet.

8.2 Die heutige Topographie Gronlands

Alle hier durchgefiihrten Simulationen erfordern die Kenntnis der stationdren Position
der Lithosphérenoberseite ohne Eislast by; zum Teil wird auch deren heutige Position
bheute sowie die der Eisoberfliche AU als Anfangsbedingung benétigt. Fiir "' und
hheute werden die Daten von Letréguilly, Reeh & Huybrechts [48] zugrunde gelegt, die
aus flugzeuggestiitzten Radarmessungen gewonnen wurden und in einer Auflésung von

bhevte wird unveriindert iibernommen, A" durch einen

20 km zur Verfiigung stehen.
Modellauf iiber 100 a (mit heutigen Klimabedingungen) leicht geglittet, da sonst
ein rdumlich oszillierendes Geschwindigkeitsfeld resultieren wiirde (Calov [12]). Die
tatsichliche, ungeglittete Oberflichentopographie A" ist in Abb. 8.3 dargestellt.
by kann natiirlich nicht direkt gemessen werden, 148t sich jedoch unter der Annahme,
dafB sich bP*™*¢ niherungsweise im Gleichgewicht mit der heutigen Eislast H"eute =
pheute _ pheute hefindet, abschitzen,

bO — bheute+ I;OHheute. (83)
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Der durch die Gleichgewichtsannahme gemachte Fehler ist gering, da sich die Eis-
dicken Gronlands seit dem LGM (Last Glacial Maximum) in der Wiirm-Kaltzeit vor
18 ka wahrscheinlich um nicht mehr als 200 m veréndert haben (vgl. die im folgenden
besprochenen Simulationen). Selbst unter der extremen Annahme, daf} sich 6"¢"* noch
im Gleichgewicht mit dem LGM-Zustand befindet, ergibt sich mit (8.3) ein maximaler
Fehler von ca. 60 m in by, was im Rahmen der Unsicherheit der MeBwerte fiir bPeute

selbst liegt. Die so berechnete Felsgrund-Topographie by ist in Abb. 8.4 dargestellt.

8.3 Standard-Randbedingungen fiir heutiges Klima

In diesem Abschnitt wird ein Satz von Randbedingungen definiert, der das heutige,
interglaziale Klima iiber dem gronldndischen Eisschild (sowie den geothermen Wérme-
fluff als untere Randbedingung) beschreibt. Andere Klimabedingungen kénnen davon
ausgehend durch Modifikationen der Oberflichentemperatur und des Schneefalls mo-
delliert werden.

Fiir das Jahresmittel der Lufttemperatur iiber dem Eis T},, wird eine von Reeh
[64] angegebene Parameterisierung verwendet, die sich auf Mefiwerte von Ohmura
[60] stiitzt, und Ty, als Funktion der geographischen Breite ¢ und Hohe z iiber dem
Meeresspiegel angibt:

Tma(qzs; Z) - ema + /Yma(qba Z) (Z - h()) + Cmaqba (84)

wobei der vertikale atmosphérische Temperaturgradient v, gegeben ist durch

0 falls ¢ > 75°N und z < hy,
Yma =4 Yoma X en=?  falls 70°N < ¢ < 75°N und z < hy, (8.5)
7Y0,ma sonst.

Die Parameter haben die Werte 0,,,, = 46.00°C, hg = 300 m, g ma = —0.007924°C m~!
und ¢, = —0.7512°C x (°N)~L. Obige Darstellung von vy, beschreibt eine beobach-
tete Temperaturinversion in hohen Breiten fiir die unteren 300 m Meereshohe, anson-
sten ist der vertikale atmosphérische Temperaturgradient konstant. Die resultierende
Temperaturverteilung ist in Abb. 8.5 dargestellt.

Die Akkumulations-Ablations-Funktion al besteht aus zwei Teilen, ndmlich der
Schneefallrate S und der Schmelzrate M, aus welchen sie sich gemi alf = S — M
errechnet. Fiir den Schneefall S existieren Mewerte von Ohmura & Reeh [61], die
von Calov [12] auf ein 40 km-Gitter interpoliert wurden. Diese Interpolation wird hier
verwendet, sie ist in Abb. 8.6 gezeigt.

Die Ablationsrate M (oberflachliches Schmelzen) wird mit Hilfe eines Degree-
Day-Modells (Braithwaite & Olesen [9], Reeh [64]) parameterisiert. Hierbei wird die

155



Lufttemperatur dargestellt als Uberlagerung ihres jahrlichen Mittels Tp, und eines

sinusférmigen Jahresganges (t, = 1a) mit der Amplitude T,

. ot
T = Too + Ty sin : : (8.6)

a

wobei T, linear zwischen 10°C in Siidgronland (bei ¢ = 60°N) und 21°C in Nord-
gronland (bei ¢ = 80°N) variiert (Calov [12]).
Geméaf dem Degree-Day-Modell wird die Schmelzrate M vom jéahrlich gemittelten

Temperaturexze3 Er, definiert als
1 (t+ta
Er = t—/ max(Ty; 0) dt’, (8.7)
a Jt

bestimmt. Mit obiger Darstellung fiir 7};, rechnet man (Calov [12])

Tma Tma Z Tair )

ET = 0 Tma S _Taira (88)
}r{Tma arccos (%) + T3, — Téa} sonst.

air

Im ersten Schritt wird der vorhandene Temperaturexzef3 dazu verwendet, Schnee iiber
die Zwischenstufe Wasser zu Uberlagerungseis (d.h., Eis iiber Firn) zu transformie-
ren. Dies geschieht mit der Rate M*, trégt aber nicht zur Akkumulations-Ablations-
Funktion al bei, und ist begrenzt durch den Sittigungsgrad von Wasser in Schnee
Prax mit dem Wert P, .. = 0.6. Falls der Temperaturexzef3 grofler ist als hierzu er-
forderlich, wird im zweiten Schritt Eis (zuerst das gebildete Uberlagerungseis, dann
das echte Gletschereis) mit der Schmelzrate M (die eigentliche Ablation) zu Wasser
geschmolzen, von welchem angenommen wird, dafl es dem System instantan entzogen

wird:

BIET S PmaXS:
M* = BBy, M =0, (8.9)

ﬁlET > PmaXSZ

b1
Die Schmelzkoeffizienten ;5 haben die Werte 8, = 1.2041m (a°C)™ und By =
2.8096 m (a°C) .

Die Eisoberflachentemperatur T (10 m-Firn-Temperatur, verwendet als eigent-

M* == PmaxS; M == /82 (ET - M ) . (810)

liche Randbedingung fiir das Eisschildmodell) wird als gleich dem Jahresmittel der
Lufttemperatur T, angenommen, es sei denn die Bildungsrate fiir Uberlagerungseis
M* iibersteigt die Schmelzrate von Eis M (mit anderen Worten bedeutet das, dafi nach

dem Ende einer sommerlichen Schmelzsaison noch Uberlagerungseis vorhanden ist).
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In diesem Fall wird eine empirische Firnerwarmungskorrektur verwendet (Reeh [64]),
die dem Freisetzen von latenter Wirme durch das ausgefrierende Uberlagerungseis

Rechnung trigt:
Ts = Tna + max { g (M* — M); 0}, (8.11)

mit figye = 24.206°Cm~!a. Des weiteren darf 7, natiirlich nicht den Schmelzpunkt
von Eis {ibersteigen; in diesem Fall wird T auf den leicht negativen Wert —0.001°C
gesetzt. Dies geschieht, um das Auftreten einer temperierten freien Oberfliche zu
vermeiden, denn fiir eine solche wiirde man eine obere Randbedingung fiir den Was-
sergehalt brauchen, was sehr problematisch wire.

Die verbleibende Randbedingung betrifft die untere Grenze des Modellbereiches,
die Basis der Lithosphére. Hier mufl der geotherme Warmefluf3 QgLeoth vorgegeben

werden; es sei der Standardwert Qg = 42mWm™? (Lee [46]) verwendet.

8.4 Standard-Randbedingungen fiir andere Klimaszenarien

Um das gronldndische Eisschild auch unter anderen als den heutigen Klimabedin-
gungen modellieren zu kénnen, miissen hierfiir ebenfalls Vorgaben getroffen werden.
Fiir das Jahresmittel der Lufttemperatur iiber dem FEis T},,, sei angenommen, dafl die
heutige rdumliche Verteilung geméB (8.4) erhalten bleibe und nur durch einen rein

zeitabhéangigen Term verdndert werde,
Tna(0, 2, t) = To" (¢, 2) + ATa(2). (8.12)

Um auch eine Darstellung des Schneefalls S zu erhalten, wird von der allgemein ak-
zeptierten Feststellung ausgegangen, dafl dieser unter eiszeitlichen Klimabedingungen
deutlich geringer ist als unter warmzeitlichen, wobei das genaue Ausmaf dieses Un-
terschiedes allerdings nicht bekannt ist. Es wird daher fiir die hier durchgefiihrten
Simulationen postuliert, dafl sich bei AT, = —10°C der Schneefall auf die Hélfte der
heutigen Werte reduziert hat und weiterhin ein linearer Zusammenhang zwischen S
und ATy, existiert, was die Beziehung

S((,b, )\7t) — Sheute(¢7 )\) <1 I AT‘ma(ﬂ)

Site (8.13)

ergibt. Alles weitere wird unveréndert aus §8.3 iibernommen und sei daher nicht noch
einmal aufgefiihrt. Mit diesen Vorgaben ist ein beliebiges Klimaszenario vollstandig
durch die Angabe von ATy,,(t) definiert.
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8.5 Diskussion der Simulationen

Die Gronland-Simulationen dieser Arbeit, welche nun diskutiert werden sollen, wur-
den mit einer Horizontalauflosung von Ax = Ay = 40 km ausgefiihrt. Die geographi-
sche Lage Gronlands ergibt mit der stereographischen Projektion (8.1) das Rechenge-
biet x € [—=720km, 920 km], y € [-3400 km, —600 km], woraus 42x 71 Gitterpunkte in
der Horizontalebene resultieren. Die Vertikalauflosung betrégt wie bei den EISMINT-
Simulationen standardméflig 51 Gitterpunkte im Kalteisbereich, 11 Gitterpunkte im
temperierten Eisbereich und 11 Gitterpunkte in der Lithosphére. Die verwendeten
Zeitschrittweiten betragen bei den Steady-State-Léaufen At = 10a, At = 100a, bei
den transienten Léufen mit Milankovié-Sinus- und GRIP-Daten-Antrieb (siehe §8.5.2,
§8.5.3) At = ba, At = 100 a, und bei den transienten L&ufen zur Auswirkung eines
anthropogen verstiarkten Treibhauseffektes At = 5 a, At = 50 a. Weiterhin wird bei al-
len Steady-State-Léufen die Temperaturberechnung in der Lithosphére abgeschaltet,

um ein schnelleres Erreichen des stationdren Zustandes zu erreichen.

8.5.1 Steady-State-Simulationen
Der Standard-Steady-State-Lauf

Als erste Anwendung von SICOPOLIS auf das gronldndische Eisschild wird Lauf
gss01 vorgestellt. Hierbei handelt es sich um einen Steady-State-Lauf unter heutigen
Klimabedingungen; die Modellzeit umfafit t = 0...100ka, was fiir das Erreichen des
Gleichgewichtszustandes ausreichend ist. Als Anfangsbedingungen fiir die Topogra-
phie werden die heutigen Werte "' und hP"*® verwendet, die initiale Temperatur
des Eises wird uniform auf —10°C gesetzt, und fiir das initiale Eisalter wird der Wert
15 ka verwendet.

Bei der Wahl des Enhancement-Faktors F im FlieSgesetz wird beriicksichtigt, dafl
eiszeitliches Eis weniger viskos ist als warmzeitliches, wobei die genaue Ursache die-
ses Unterschiedes nicht gekldrt ist (womdglich spielen Unterschiede im Staubgehalt
und/oder induzierte Anisotropien eine Rolle; vgl. Paterson [62], Paterson [63], Svend-
sen & Hutter [68a, 68b]). Daher wird der Enhancement-Faktor an das Eisalter A
gekoppelt; der Ubergang zwischen Wiirm-Kaltzeit und Neo-Warmzeit wird auf 11 ka
vor heute gesetzt:

E=1 falls A < 11Kka,

(8.14)
E=3 falls A > 11ka.

Mogliche Einfliisse von Eis aus der Eem-Warmzeit oder gar der davor liegenden Rif3-
Kaltzeit bleiben unberiicksichtigt, da solches Eis nur in sehr diinnen Schichten nahe

der Eisbasis existieren kann, wo eine zuverléssige Berechnung des Eisalters wegen der
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an der Eisbasis notwendigen kiinstlichen Randbedingung 0A/dz = 0 nicht moglich

ist.

Die Ergebnisse der Simulation gss01 sind in den Abb. 8.7 — 8.13 dargestellt. Zu-
nichst zeigt sich beim Vergleich der gemessenen heutigen Eisoberfliche (Abb. 8.3)
mit dem Resultat von gss01 (Abb. 8.7) eine generell gute Ubereinstimmung sowohl
bei der Oberflachentopographie selbst als auch bei der Vereisungsgrenze; die wesent-
lichen Merkmale werden von der Simulation reproduziert. Der noérdliche Scheitel-
punkt (“Nord-Dom”) liegt um 124 m zu hoch (3371 m statt 3247 m), der siidliche
(“Stid-Dom”) um 51 m zu hoch (2960 m statt 2909 m), und die Positionen dieser
beiden Dome sind im Vergleich zur Realitéit leicht verschoben. Weiterhin ist die Ver-
eisungsgrenze tendenziell etwas zu weit vorgeriickt; insbesondere nahe der Nord- und
Ostkiiste produziert gssO1 einige Eiseinbriiche in tatséchlich eisfreies Vorland. Daher
ist die simulierte vereiste Fliiche A;; mit 1.725-10° km? auch ein wenig gréfer als der
wahre Wert 1.682 - 10% km?.

Die Abb. 8.8 und 8.9 stellen den Massenflul g bzw. die Oberflachengeschwindig-
keit v, dar. Man erkennt, daB der Eisflul in Ubereinstimmung mit der Theorie der
Richtung des steilsten Gefilles folgt. Des weiteren zeigt sich, dafl der Flufl vom Nord-
Dom weg in ausgeprigten Drainage-Gebieten erfolgt, die durch Gebiete wesentlich
geringeren Flusses voneinander abgegrenzt sind. Der Siid-Dom wird im Gegensatz
dazu gleichméBiger drainiert. Der Grund hierfiir liegt in der Verteilung der basalen
temperierten Bereiche (Abb. 8.10), auf welchen das Eis gleiten kann. Diese umge-
ben den Siid-Dom als fast geschlossenes Band, wihrend nordlich des Polarkreises
im wesentlichen vier voneinander abgegrenzte temperierte Flecken existieren, die den
Drainage-Gebieten entsprechen. Dieses Verhalten zeigt eindrucksvoll die grofle Bedeu-

tung des temperierten Eises fiir die Dynamik eines Eisschildes.

Eine Auffalligkeit ist ferner, daf§ von allen Gitterpunkten mit temperierter Eis-
schicht nur ein einziger eine CTS mit Gefrierbedingungen hat (Abb. 8.10). Das héngt
damit zusammen, daf3 die Dicke der temperierten Schicht vom Innern des Eisschildes
aus gesehen stromabwiérts (zum Eisrand hin) typischerweise allméhlich zunimmt, um
erst in unmittelbarer Randnéhe steil abzufallen. Dieses Verhalten ist gut fiir West-
gronland in den Abb. 8.11, 8.12 zu erkennen, welche West-Ost-Querschnitte durch das
Eisschild bei y = —2280km bzw. y = —1840 km zeigen. Durch diesen steilen Abfall
kénnen die nahe des Eisrandes zu erwartenden Gefrierbedingungen im allgemeinen
nicht mehr aufgelost werden. Die Diagnostizierung einer relativ dicken temperier-
ten Eisschicht und sehr grofler Eisgeschwindigkeiten in Westgrénland im Querschnitt
y = —2280km (Abb. 8.11) koinzidiert im iibrigen mit dem Vorhandensein eines sehr

schnellen Eisstroms in diesem Gebiet (“Jacobshavns Isbrae”), fiir welchen Funk, Echel-
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meyer & Iken [18] mit Hilfe eines polythermen 2-d-Stromlinienmodells ebenfalls das
Vorhandensein temperierten Eises erhalten.

Abb. 8.13 zeigt schliefflich den zeitlichen Verlauf des Temperaturantriebs AT,,,,
der maximalen Eishohe iiber Meeresniveau Ay (diese wird am Nord-Dom angenom-
men), des gesamten Eisvolumens Vi, der maximalen Eisdicke Hyax, des temperierten
Eisvolumens Viemp, der maximalen Dicke der temperierten Eisschicht Hy pax, der eisbe-
deckten Fliache A;; sowie der von temperiertem Eis bedeckten Fléche A, ;. Hier fallen
besonders die starken Peaks bei den mit dem temperierten Eis zusammenhéngenden
GroBen Viemp, Himax, Arp in den ersten 10000 Modelljahren auf, zusammenfallend
mit negativen Peaks der Topographiegrofien hmax, Vees, Hmax. Dieses Zeitverhalten
ist offenbar eine Folge der willkiirlich gewéhlten Anfangsbedingungen (heutige Topo-
graphie, isothermes Temperaturfeld), es hat daher kein Pendant in der tatséchlichen

Geschichte des gronldndischen Eisschildes.

Kalteis-Simulation

Um festzustellen, inwiefern die polytherme Rechnung einen Einflul auf das simulierte
Eisschild hat, wurde in Lauf gss02 der polytherme Mode im Programm SICOPOLIS
abgeschaltet und die Simulation als reine Kalteis-Rechnung durchgefiihrt. Ansonsten
entspricht gss02 dem soeben besprochenen Standard-Steady-State-Lauf gssO1.

gss02  gssO1

Pmax [km] 3.357  3.371
Vs [10km®]  3.067  3.091
Hypax [kim] 3.299  3.329
Viemp [10°km®]  37.814  2.513
H} max [m] 217.86  55.740

Aqp [10° km?] 1.728 1.725
Ay [105km?]  0.634  0.650

Tabelle 8.1: Resultat der Kalteis-Simulation gss02 im Vergleich zum Standard-Lauf gss01.

Abb. 8.14 zeigt fiir gss02 die zeitliche Entwicklung von AT,, Amaxs Vess Hmaxs
Viemps Himax, Aip und A, im Vergleich zu gss01, Tabelle 8.1 die entsprechenden Wer-
te fiir den resultierenden Endzustand. Man erkennt, dafl das temperierte Eisvolumen
Viemp und die Maximaldicke der temperierten Schicht H; yax bei der Kalteisrechnung
viel grofler ausfallen als bei der polythermen Rechnung, die von temperiertem Eis
bedeckte Fliche A;; dagegen fast unbeeinflufit bleibt. Der Grund fiir dieses Verhal-
ten liegt darin, dafl bei der Kalteis-Rechnung durch die implizite Temperaturberech-

nung in den Eissdulen eventuell aufkommende, den Druckschmelzpunkt tibersteigende
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Temperaturen in Bodennédhe das Temperaturprofil der ganzen Eissédule zu zu grofien
Werten hin verschieben. Da das Zuriicksetzen von positiven homologen Temperatu-
ren auf Null erst nach dem Losen des Gleichungssystems fiir die betreffende Saule
moglich ist, konnen diese zu groffen Werte nicht mehr korrigiert werden. Dieser Effekt
spielt sich jedoch nur in Vertikalrichtung ab und hat somit keine direkte Auswirkung
auf die GroBe von A, ;. Weiterhin stellt man fest, dafl der Verlauf von H; jax unstetig
erscheint, was daher kommt, dafl bei der Kalteis-Simulation die CTS auf die diskreten
Gitterpunkte des numerischen Kalteisbereichs gelegt wird; eine separate Abbildung
des temperierten Eisbereichs auf ein eigenes Rechengebiet findet im Gegensatz zur

polythermen Rechnung nicht statt.

Trotz dieser krassen Unterschiede ist der Einflufl auf das Eisschild als ganzes klein,
weil der absolute Anteil temperierten Eises im Eisschild in beiden Féllen gering ist.
Dennoch ist ein Trend festzustellen: hyax, Vies Und Hpyayx sind bei gss02 etwa 1%
kleiner als bei gss01, A; ist etwa 0.2% grofler. Offenbar verhélt sich das Eisschild in
gss02 etwas weniger viskos als in gss01, was aus den héheren Temperaturen im Eis
resultiert, welche den bei gssO1 beriicksichtigten Einflul des Wassergehaltes auf die

Viskositét im temperierten Eis iiberkompensieren.

Variation der initialen Topographie

In Lauf gss03 wurde eine andere Anfangstopographie als in gssO1 gewéhlt. Anstatt
mit der heutigen Topographie und einem isothermen Temperaturfeld wurde gss03
unter der Annahme eines eisfreien Anfangszustandes mit entspannter Lithosphére
(b = by) ausgefiihrt. Die zeitliche Entwicklung des Eisschildes fiir diese Simulation ist
in Abb. 8.15, der resultierende Endzustand in Tabelle 8.2 dargestellt, wiederum im
Vergleich mit Simulation gssO1. Man erkennt, dafl sich die beiden Endzusténde nach
100 ka in allen gezeigten Groflen nur sehr gering voneinander unterscheiden. Dieses Er-
gebnis ist auch insofern interessant, als es zeigt, dafl das gronldndische Eisschild nicht
nur ein Relikt aus der letzten Kaltzeit ist, sondern sich auch unter heutigen Klimabe-
dingungen (zumindest in Form der hier verwendeten Parameterisierung) vollstandig

aufbauen wiirde.

Eine Auffilligkeit sind die anféanglichen Oszillationen der Maximalhhe der tempe-
rierten Eisschicht Hypmax. Das temperierte Eisvolumen Viemp, ist zu dieser Zeit jedoch
noch annéhernd gleich Null; es handelt sich nur um eine isolierte Eissdule, in welcher
sich diese Oszillationen abspielen. Zeitgleich mit dem Aufkommen eines nennenswer-

ten temperierten Eisvolumens verschwinden diese Oszillationen fast vollsténdig.
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gss03  gssO1

Pmax [km] 3.373  3.371
Ves [10km®]  3.104  3.091
H iy [km] 3.330  3.329
Viemp [10°km®]  2.556  2.513
Hi max [m] 55.857 55.740

A;p [10% km?] 1.722  1.725
Aip[105km?]  0.630  0.650

Tabelle 8.2: Resultat der Simulation gss03 mit eisfreiem Anfangszustand im Vergleich zum
Standard-Lauf gss01.

Simulation mit konstantem Enhancement-Faktor

Bei Lauf gss04 wurde die Enhancement-Faktor-Eisalter-Kopplung gem#f (8.14)
durch den rdumlich und zeitlich konstanten Enhancement-Faktor £ = 3 ersetzt,
welcher eiszeitlichem, leichter deformierbarem Eis entspricht. Tabelle 8.3 zeigt das

Ergebnis im Vergleich zum Standard-Lauf gssO1.

gss04  gssO1

Pmax [km] 3.366  3.371
Vies [10km®]  3.059  3.091
H pax [km] 3.314  3.329
Viemp [10°km®]  2.762  2.513
H; mmax [m] 57.799 55.740

Aqp [10° km?] 1.726  1.725
Ay [105km?]  0.643  0.650

Tabelle 8.3: Resultat der Simulation gss04 mit konstantem Enhancement-Faktor E im Vergleich
zum Standard-Lauf gss01.

Die Unterschiede zwischen gss04 und gss01 sind sehr gering, obwohl bei gss01 dem
groBeren Teil des Eisvolumens der warmzeitliche Wert E' = 1 zugewiesen wird. Jedoch
wird das Flieverhalten im wesentlichen vom bodennahen Eis bestimmt, weil dieses
den groflen Scherkréften unterliegt, was sich durch die Nichtlinearitdt des Flieige-
setzes iiberproportional auf die Scherraten auswirkt. Da dieses bodennahe Eis eis-
zeitliches Eis ist, unterliegt es auch bei gssOl dem eiszeitlichen Wert £ = 3, was
die groBe Ahnlichkeit der Resultate der beiden Simulationen erklirt. Bemerkenswerte
Unterschiede in der Groflenordnung einiger Prozent erkennt man lediglich beim tem-

perierten Eisvolumen Viey, und der Maximaldicke der temperierten Schicht Hj yax,

162



wo die Werte fiir gssO04 hoher liegen. Der Grund dafiir liegt darin, dafl bei gss04
aufgrund des dreimal gréferen Enhancement-Faktors im oberen, warmzeitlichen Eis
und der daraus resultierenden groBeren Dissipationsleistung (Wérmeproduktion) das
Eisschild als Ganzes etwas wérmer ist, worauf die absolut sehr diinne temperierte
Eisschicht am sensitivsten reagiert. Dies korreliert auch mit dem um ca. 1% kleineren

gesamten Eisvolumen Ve bei gss04.

Variation des Schwellwertes fiir den Wassergehalt

Fiir die Laufe gss05 und gss06 wurde der Schwellwert wy,., im Wasserdrainage-
Gesetz (5.173) variiert; gss05: wmax = 0.5%, gss06: wmax = 2%. Tabelle 8.4 zeigt das
Ergebnis zusammen mit dem des Standardlaufs gss01 (wpax = 1%).

gss05  gss01  gss06

Pmax [km] 3.374  3.371  3.371
Vies [10%km®]  3.095  3.091  3.087
H o [kkm] 3.328  3.329  3.326
Viemp [10°km®]  3.145 2,513 1.840
H pnax [m] 67.054 55.740 42.741

Ay [10°km?]  1.726  1.725  1.720
A;p[10°km®)  0.652  0.650  0.642

Tabelle 8.4: Variation des Schwellwertes fiir den Wassergehalt wyy,ay: Resultate fiir die Simulationen
gss05, gss01 (Standard-Lauf) und gss06. wyax nimmt in dieser Reihenfolge zu.

Auch hier bleibt das Eisschild als ganzes praktisch unbeeinflu3t, wobei ein gerin-
ger Trend zu einem kleiner werdenden FEisschild mit steigendem wy,a, zu verzeichnen
ist; die Unterschiede liegen im Promille-Bereich. Der Einflul auf die temperierte Eis-
schicht (Viemp, Himax) ist jedoch ausgepréagt: je grofer wiax, desto weniger temperier-
tes Eis ist vorhanden. Die Ursache liegt wahrscheinlich darin, daf§ wegen der starken
Zunahme des Rate-Faktors A;(w) mit dem Wassergehalt (Gl. (5.169)) bei grofierem
Wmax groflere Eisgeschwindigkeiten in und in der Umgebung temperierter Eisbereiche
auftreten, was zu verstiarkter Advektion von kaltem Eis nach unten fiihrt; dadurch
wird die temperierte Eisschicht zuriickgedrangt. Diese grofleren Eisgeschwindigkeiten
erkldren auch den Trend zur Eisvolumenverringerung, wobei allerdings die Abnahme

des temperierten Eisvolumens gegenléufig wirkt.

163



Variation des Enhancement-Faktors fiir eiszeitliches Eis

Die Laufe gss07 und gss08 wurden mit variiertem Enhancement-Faktor E fiir eis-
zeitliches Eis (Eisalter A > 11ka, Gl. (8.14)) ausgefiihrt; gss07: £ = 2, gss08: E = 4.
Der Wert £ = 1 fiir warmzeitliches Eis mit A < 11ka wurde hingegen beibehalten.
In Tabelle 8.5 ist das Ergebnis zusammen mit gss0l (E = 3 fiir eiszeitliches Eis)
dargestellt.

gss07  gssO01  gss08

Pmax [km] 3.487  3.371  3.293
Vees [106km®] 3219 3.091  3.001
H pax [km] 3.48 3.329 3.219
Viemp [10°km®]  1.662  2.513  3.046
H; max [m] 46.621 55.740 59.713

Aip[109km?) 1725  1.725  1.723
A;p[10°km®)  0.662  0.650  0.642

Tabelle 8.5: Variation des Enhancement-Faktors E fiir eiszeitliches Eis: Resultate fiir die Simula-
tionen gss07, gss01 (Standard-Lauf) und gss08. F nimmt in dieser Reihenfolge zu.

Man erkennt erstmals bei den bisher besprochenen Simulationen eine deutliche
Auswirkung auf das gesamte Eisschild. Da mit steigendem E das Eis immer leichter
deformierbar wird, nehmen Vs, fmax und Hyax ab, wobei die Anderung des Eisvo-
lumens Vs eine Spanne von 7% des Wertes des Standardlaufes umfait. Gleichzeitig
nimmt die temperierte Eisschicht an Méchtigkeit zu, was dhnlich wie bei Lauf gss04
an der groBeren Dissipationsleistung bei groflerem Enhancement-Faktor liegt. Interes-
sant ist in diesem Zusammenhang, daf} gleichzeitig die von temperiertem Eis bedeckte
Fliache A;p leicht abnimmt; womdglich spielt hier der gegenléufige Effekt verstérkter
Advektion von kaltem Eis in die Tiefe durch die grofieren Eisgeschwindigkeiten eine
Rolle.

Variation des Gleitkoeflizienten

In den Laufen gss09 und gss10 wurde eine Variation des Gleitkoeffizienten Cy
im Gleitgesetz (5.172) vorgenommen; gss09: Cy = 5 - 10*a™!, gss10: Cq = 7-10%a™!,
Standardwert von gss01: Cy = 6-10%* a1, In Tabelle 8.6 sind die Resultate angegeben.

Wie bei der Variation des Enhancement-Faktors (gss07, gss08) zeigt sich mit wach-
sendem Gleitkoeffizienten eine Abnahme des Eisvolumens, wobei die Spannweite mit
ca. 1% des Standardwertes jedoch erstaunlich gering ist. Offenbar wird der volumen-

verringernde Einflufl verstiarkten basalen Gleitens durch die aus der zunehmenden
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gss09  gssO1  gss10

Pmax [km] 3.370  3.371  3.369
Vees [10km®] 3111 3.091  3.075
H pax [k 3.329  3.329  3.322
Viemp [10°km®] 3219 2,513 1.911
H; pnax [m] 61.521 55.740 49.172

A;ip[10°km?] 1728  1.725  1.722
A;p[10°km®)  0.670  0.650  0.640

Tabelle 8.6: Variation des Gleitkoeffizienten Cg: Resultate fiir die Simulationen gss09, gss01
(Standard-Lauf) und gss10. Cg nimmt in dieser Reihenfolge zu.

Advektion von kaltem Eis nach unten resultierenden niedrigeren Eistemperaturen
praktisch kompensiert. Hierbei spielt mit Sicherheit auch der deutliche Riickgang der
von temperiertem Eis bedeckten Fliache A;; eine Rolle, denn basales Gleiten ist an
das Vorhandensein einer temperierten Eisbasis gekoppelt. Der Einflul der verstérk-
ten Advektion ist ferner fiir den Riickgang der temperierten Schicht (Viemp, Himax)

verantwortlich.

Variation des geothermen Wirmeflusses

Bei den Liaufen gss11l und gss12 wurde der geotherme Warmeflufl um +30% des

Standardwertes Qg,, = 42mWm™? variiert; gssll: Qg = 29.4mWm 2, gss12:
geoth = 54.6 mWm 2. Dies entspricht ungefiihr der Unsicherheit in der experimentel-

len Bestimmung dieser Grofle. Tabelle 8.7 zeigt die Ergebnisse der Simulationen.

gssll  gssO01  gssl2

Pmax [km] 3.476  3.371  3.269
Vees [10%km®] 3201 3.091  3.001
H o [km] 3.482  3.329  3.191
Viemp [10°km®]  2.252 2,513 2.590
H; max [m] 54.294 55.740 56.321

A;ip[10°km?) 1728  1.725  1.730
A;p[10°km®)  0.552  0.650  0.827

Tabelle 8.7: Variation des geothermen Wirmeflusses Q;-eoth: Resultate fiir die Simulationen gss11,

gss01 (Standard-Lauf) und gss12. Qg_eoth nimmt in dieser Reihenfolge zu.

Man erkennt als augenfilligste und unmittelbar einleuchtende Auswirkung eines

1

geoth) eine starke Zunah-

steigenden Wirmeeintrags in das Eis von unten (grofieres @
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me der von temperiertem Eis bedeckten Fliche A;,; die Spannweite betrédgt iiber
40% des Wertes von gssO1. Im Zusammenhang damit nimmt auch die Méchtigkeit
der temperierten Eisschicht zu. Als Folge hauptséchlich des Ansteigens von A;; und
damit verbunden der Zunahme von Bereichen mit basalem Gleiten ist auch das Eis-
schild als ganzes betroffen; ein groflerer geothermer Warmeflu§ bedingt ein deutli-
ches Zuriickgehen des Eisvolumens, wobei die Auswirkung etwa der der Variation des

Enhancement-Faktors in den Laufen gssO7 und gssO8 entspricht.

Simulation mit verdoppelter Vertikalauflosung

Fiir Lauf gss13 wurde die Vertikalauflosung des numerischen Gitters verdoppelt; es
wurden also 101 Gitterpunkte im Kalteisbereich, 21 Gitterpunkte im temperierten
Eisbereich und 21 Gitterpunkte in der Lithosphére verwendet. Tabelle 8.8 stellt das
Ergebnis dem des Standardlaufes gss01 gegeniiber.

gssl3d  gssO1

Pmax [km] 3.362  3.371
Ve [10km®]  3.078  3.091
H pax [km)] 3.314  3.329
Viemp [10°km®]  2.570  2.513
Hi pax [m] 55.890 55.740

Aip[10°km?] 1725  1.725
Ay [105km?]  0.666  0.650

Tabelle 8.8: Resultat der Simulation gss13 mit verdoppelter Vertikalauflssung im Vergleich zum
Standard-Lauf gss01.

Es zeigt sich, dafl die verdoppelte Vertikalauflosung nur eine minimale Auswirkung
auf das Ergebnis hat. Die grofiten Abweichungen treten bei A, und Vienp mit ca. 2%
auf, alle tibrigen Diskrepanzen betragen weniger als 0.5%. Somit ist die standardméafig

verwendete Vertikalauflosung ausreichend fiir zuverléssige Resultate.

Simulation mit eiszeitlichen Klimabedingungen

Abschlielend zu den Steady-State-Simulationen sei Lauf gss14 préisentiert, welcher
mit eiszeitlichen Klimabedingungen durchgefiihrt wurde. Diese werden parameteri-
siert durch ATy, = —10°C und somit gemif Beziehung (8.13) S = Sheute /2. Der
Enhancement-Faktor ist rdumlich und zeitlich uniform auf den eiszeitlichen Wert
E = 3 gesetzt. Die Ergebnisse dieser Simulation sind in den Abb. 8.16 — 8.22 dar-
gestellt, Tabelle 8.9 zeigt den Endzustand im Vergleich mit der Standard-Simulation
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gss01 unter heutigen Klimabedingungen.

gssld  gssO1

Pmax [km] 3.359  3.371
Ve [10km®]  3.446  3.091
Hpax [km] 3.332  3.329
Viemp [10°km®]  0.476  2.513
Hi max [m] 32.890 55.740

Aip[10°km?]  2.078  1.725
Ay [10°km?] 0334 0.650

Tabelle 8.9: Resultat der Simulation gss14 mit eiszeitlichen Klimabedingungen im Vergleich zum
Standard-Lauf gss01.

Beim Vergleich der Abb. 8.16, 8.20 und 8.21 mit den entsprechenden Abb. 8.7, 8.11
und 8.12 des Standardlaufes zeigt sich, dal die Oberflichentopographie im Eisschild-
innern im wesentlichen unveréndert ist, wie auch die dhnlichen Werte fiir A, und
Hyax (Abb. 8.22) Tabelle 8.9) beweisen. Der Grund hierfiir liegt in den gegenldufigen
Effekten von niedrigeren Temperaturen und kleinerer Schneefallrate beim eiszeitlichen
Eisschild, welche sich offenbar weitgehend autheben. Jedoch bewirken die niedrigeren
Oberflichentemperaturen, dafl oberflichliches Schmelzen beim eiszeitlichen Eisschild
kaum eine Rolle spielt, wodurch es sich im Gegensatz zum heutigen Eisschild von
gss01 iiberall bis zur Kiistenlinie ausdehnt.

Der mit den niedrigeren Temperaturen verbundene Riickgang der temperierten
Bereiche (Abb. 8.19, 8.20, 8.21) hat zur Folge, daBl bei gss14 generell niedrigere Eisge-
schwindigkeiten auftreten als bei gss01. Die Lokalisierung der Hauptdrainagegebiete
hat sich zwar nicht veréndert (Abb. 8.17), jedoch sind die auftretenden Massenfliisse
und Oberflichengeschwindigkeiten (Abb. 8.18) deutlich kleiner, was sich, wie oben
bereits festgestellt, in der Auswirkung auf die resultierende Oberflichentopographie
mit der Folge des um die Hélfte reduzierten Schneefalls kompensiert.

Es ist auffillig, dafl Lauf gss14 der einzige aller betrachteten Steady-State-Simu-
lationen ist, bei dem eine nennenswerte Verdanderung der eisbedeckten Fléche A, im
Vergleich zum Standardlauf gss01 eingetreten ist. Offenbar ist fiir die Position der
Vereisungsgrenze hauptséichlich die Vorgabe der Akkumulations-Ablations-Funktion
at entscheidend, denn diese wurde ausschlieSlich bei gss14 variiert. Dieses Verhalten
ist auch einleuchtend, denn die Entscheidung, ob ein bestimmter Landpunkt vereist
oder nicht, hingt zunédchst nur von der Bilanz aus Schneefall und Schmelzen ab; Ef-
fekte der Eisdynamik spielen erst eine Rolle, nachdem das Eis eine gewisse Dicke

erreicht hat, da bei geringer Dicke wegen des nichtlinearen Fliefigesetzes kaum Eis-
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flieBen auftritt. Das ercffnet die Moglichkeit, im Zuge einer inversen Modellierung,
weitgehend unabhéngig von ungenau bekannten Parametern wie z. B. dem geother-
men WirmefluB Q,..,, dem Enhancement-Faktor E oder dem Gleitkoeffizienten Cy,
Riickschliisse von geologisch rekonstruierten Vereisungsgrenzen der Vergangenheit auf

zugehorige paldoklimatische Schneefall-Schmelz-Bilanzen zu gewinnen.

8.5.2 Transiente Simulationen mit Milankovié-Sinus-Antrieb

Die Laufe gtr01, gtr02 und gtr03 wurden mit einem jeweils sinusférmigen Ver-
lauf der Lufttemperatur ATp,(t), oszillierend zwischen dem warmzeitlichen Wert
AT, = 0°C und dem eiszeitlichen Wert AT}, = —10°C, angetrieben. Die Perioden
tyi entsprechen hierbei den Werten 20 ka (gtr01), 40 ka (gtr02) bzw. 100 ka (gtr03),
dies sind (néherungsweise) die drei Milankovié-Zyklen (Schonwiese [66]). Formelmafig
ergibt das den Antrieb

ATya(t) =5°C x (cos (27Tt> - 1) : (8.15)

tail
Fiir den Enhancement-Faktor wird der konstante, eiszeitliche Wert £ = 3 verwendet,
da es bei der akademischen Klimavorgabe (8.15) wenig sinnvoll erscheint, eine rea-
listische Enhancement-Faktor-Eisalter-Kopplung einzufiihren. Als Anfangsbedingung
wird der von Lauf gss04 ermittelte stationdre Zustand fiir £ = 3 verwendet. Die
Iterationen decken die Modellzeit ¢ = 0...200ka ab, so dafl mindestens zwei volle
Perioden simuliert werden.

Die zeitliche Entwicklung der simulierten Eisschilde ist fiir gtrO1 in Abb. 8.23, fiir
gtr02 in Abb. 8.24 und fiir gtr03 in Abb. 8.25 gezeigt. Wie bereits bei den entspre-
chenden Simulationen fiir das EISMINT-Eisschild findet sich die jeweilige Anregungs-
periode in allen gezeigten Grofien wieder, jedoch treten speziell bei Vies, Viemp und
H; max ausgeprégte Oberschwingungen auf. Im Fall des Laufes gtr01 dominiert bei der
Zeitentwicklung von Hy .y die erste Oberschwingung (mit halber Anregungsperiode)
sogar iiber die Grundschwingung.

Das Zeitsignal fiir das gesamte Eisvolumen Ve, zeigt fiir alle drei Modelldufe einen
charakteristischen sattelformigen Verlauf: ausgehend von einem Maximum der Anre-
gungstemperatur AT}, nimmt Ve mit fallendem AT, zunéchst zu, erreicht jedoch
bald ein Zwischenmaximum, fillt dann leicht ab, und beginnt erst etwa zeitgleich
mit dem Erreichen des AT},,-Minimums wieder anzusteigen. Das Hauptmaximum ei-
nes Zyklus wird ungefdhr in der Mitte der ansteigenden AT},,-Flanke erreicht; daran
schlieft sich ein schneller Abfall bis zum Erreichen des nidchsten Maximums von AT},
an. Dieses Verhalten hidngt zusammen mit demjenigen der Vereisungsfliche A, ;: die

Eisvolumenzunahme bei einsetzender Abnahme von AT,,, resultiert nicht aus einem
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dicker werdenden Eisschild (H,.x nimmt in dieser Phase sogar ab), sondern aus ei-
ner Vergroflerung der Vereisungsfliche. Das setzt sich so lange fort, bis diese nicht
mehr weiter wachsen kann, weil die gesamte zur Verfiigung stehende Landflache ver-
eist ist, was sich in den betreffenden A;,-Plots durch das Erreichen der abgeschnitten
wirkenden Maxima &duflert. Dieser Zeitpunkt fallt mit dem Zwischenmaximum von
Vees zusammen; danach kann sich das Eisschild nicht weiter ausdehnen, und Vs geht
leicht zuriick. Erst nach Durchlaufen des AT},,-Minimums nimmt Ve bei immer noch
vollstandig vereister Festlandsfliche wegen der gleichzeitig ansteigenden Schneefall-
rate wieder zu. Das Eisvolumen-Hauptmaximum eines Zyklus wird durchschritten,
wenn aufgrund der ebenfalls zunehmenden Schmelzrate die Vereisungsfliche wieder
zuriickgeht; daran schliefit sich ein schneller Eisvolumen-Abfall an, der etwa zeitgleich
mit dem AT ,-Maximum im Vge-Hauptminimum eines Zyklus miindet.

Weiterhin féllt auf, daf§ die Signale bei den das temperierte Eis beschreibenden
GroBen Viemp, Himax und A;p in allen drei Simulationen leicht verrauscht erschei-
nen, wobei die Rausch-Amplitude mit steigender Anregungsperiode (von gtrOl zu
gtr03) grofer wird. Um diese Erscheinung ndher zu untersuchen, wird in Abb. 8.26
fiir gtr03 ein 4 ka-Zeitfenster um das Lufttemperatur-Minimum bei ¢ = 150 ka herum
betrachtet, wo das Rauschen am stérksten ausgepréigt ist. Offenbar handelt es sich
um eine Uberlagerung von leichtem numerischen Rauschen von Zeitschritt zu Zeit-
schritt (ANt = 100a) mit einer realen Eigenschwingung des Systems, deren Periode
bei etwas mehr als 1 ka liegt. Diese Periodizitéit zeigt sich ebenfalls im Verhalten von
Vees und A; , und beeinflufft somit auch das globale Verhalten des Eisschildes in gerin-
gem Mafle. Im Vergleich dazu tritt bei Betrachtung eines 4 ka-Zeitfensters am Ende
des Standard-Steady-State-Laufes gssO1 (nicht explizit abgebildet) nur das irregulére

numerische Rauschen auf, eine iiberlagerte Periodizitét ist dort nicht sichtbar.

8.5.3 Transiente Simulationen mit GRIP-Daten-Antrieb

In diesem Abschnitt werden mit den Laufen gtr04 und gtr05 zwei paldoklimatische
Simulationen vorgestellt, welche iiber einen Zeitraum von 250000 Jahren vor heute
(t = —250 ka) bis heute (t = 0) reichen und somit die zwei letzten Warmzeit-Kaltzeit-
Zyklen (in chronologischer Reihenfolge Holstein-Warmzeit, Ri-Kaltzeit, Eem-Warm-
zeit, Wiirm-Kaltzeit, Neo-Warmzeit) abdecken. Der Lufttemperatur-Antrieb fiir die-
se Simulationen wurde aus den §'¥*O-Mefidaten des GRIP-Eisbohrkerns bei Summit,
dem Nord-Dom Gronlands, gewonnen, welcher die am weitesten in die Vergangen-
heit reichenden Klimainformationen fiir Gronland enthélt (Johnsen [pers. Komm.],
Johnsen et. al. [44]). Aus Griinden der numerischen Stabilitdt wurden die urspriing-

lichen Daten einer 2 ka-Mittelung unterworfen, da ansonsten an abrupten positiven
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Peaks des Temperaturantriebs “Modellabstiirze” auftreten. Dieses Problem scheint
von der polythermen Rechnung herzuriihren; bei abgeschaltetem polythermen Mo-
dus wurden diese Instabilititen nicht beobachtet. Die Filterung sollte das Ergebnis
jedoch nur minimal beeinflussen, da hochfrequente Temperaturschwankungen an der
Eisoberfliche eine geringe Eindringtiefe besitzen. Abb. 8.2 zeigt den urspriinglichen
und den gefilterten Lufttemperatur-Verlauf aus den GRIP-Daten, zusammen mit den
angenommenen zeitlichen Begrenzungen der Kalt- und Warmzeiten (siehe unten).
Die Laufe gtr04 und gtr05 unterscheiden sich in der Wahl des Enhancement-
Faktors. Bei gtr04 wurde der konstante eiszeitliche Wert FF = 3 zugrundegelegt, in
gtr05 ist eine Enhancement-Faktor-Eisalter-Kopplung beriicksichtigt. Die Entschei-
dung, ob ein bestimmtes Eispartikel eiszeitliches oder warmzeitliches Eis darstellt,
héngt dabei von dessen Akkumulations-Zeitpunkt ¢,.., d. h., dem Zeitpunkt, an dem
sich das Partikel auf der Eisoberfliche niedergeschlagen hat, ab. Dieser Akkumula-
tions-Zeitpunkt berechnet sich aus dem Eisalter A und der aktuellen Zeit ¢ geméf
A =t —t,ee. Alteres Eis als dasjenige aus der Eem-Warmzeit wird als eiszeitlich ange-
nommen; die Eem-Warmzeit selbst wird auf —132ka < ¢t < —114.5ka datiert, wobei
Durchgiange der GRIP-Temperaturkurve durch AT}, = 0°C zugrundegelegt wurden
(Abb. 8.2). Der Ubergang zwischen Wiirm-Kaltzeit und Neo-Warmzeit wird wie bei
den Steady-State-Laufen auf 11 ka vor heute, also ¢ = —11ka gesetzt. Das ergibt

folgende Zuordnung fiir die Enhancement-Faktoren:

E=3 falls t... < —132Kka,

E=1 falls — 132ka < t,.. < —114.5ka,
E=3 falls — 114.5ka < t,.. < —11Kka,
E=1 falls t,.. > —11Kka.

(8.16)

Zur Gewinnung eines geeigneten Anfangszustandes wurde in beiden Féllen ein
100 ka-Steady-State-Lauf vorgeschaltet. Dieser verwendet den festen Enhancement-
Faktor ' = 3; die zeitlich konstante Lufttemperatur wurde auf den Startwert der
GRIP-Daten AT},.(—250ka) gesetzt, um einen moglichst glatten Ubergang in das
transiente Szenario zu gewéhrleisten.

Abb. 8.27 zeigt die zeitliche Entwicklung des jeweiligen simulierten Eisschilds fiir
die Léufe gtr04 und gtr05. Zunéchst erkennt man, dafl wihrend der Wiirm-Kaltzeit
deutliche Unterschiede vorhanden sind; Lauf gtr05 produziert in diesem Zeitraum
ein wesentlich dickeres und volumenreicheres Eisschild. Der Grund dafiir liegt darin,
daBl dem wéhrend der Eem-Warmzeit abgelagerten Eis bei gtr05 der kleine Wert
E = 1 zugewiesen wird. Solange sich dieses schwerer deformierbare Eis nahe der
Oberfliache befindet, hat es keinen grofien Einflufy auf das FlieBverhalten des gesamten

Eisschildes; im Laufe der Zeit wird es jedoch advektiv nach unten transportiert, wo es
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Abbildung 8.2: Aus den GRIP-Daten ermitteltes Lufttemperatur-Szenario fiir die letzten 250 ka.
Oben: ungefilterte Daten. Unten: gefilterte Daten (2 ka-Mittelwerte). Die angenommenen zeitlichen
Grenzen fiir die Eem-Warmzeit (—132ka... —114.5ka) und die Neo-Warmzeit (—11ka...0ka) sind
in beiden Plots markiert.
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durch seine Zéhigkeit den Eisflul behindert. Dann ist auch der Massenverlust durch
Kalbung kleiner als bei gtr04, wodurch sich das gréflere Eisvolumen wihrend der
Wiirm-Kaltzeit erklart. Weiterhin erkennt man in dieser Zeit Unterschiede im Verlauf
von Viemp Und Hj max. So sind im Zeitraum von ca. —115 ka bis —92 ka beide Werte bei
gtr04 wesentlich grofler als bei gtr05; daran anschliefend zeigt sich von etwa —92ka
bis —80ka bei gtr05 ein ausgepragter Peak in H yax, der sich jedoch praktisch nicht

in Viemp wiederspiegelt und daher nur ein lokales Phénomen darstellt.

Gegen Ende der Wiirm-Kaltzeit wird das bodennahe Eem-Eis aus dem Eisschild
groflenteils verdrangt und durch Wiirm-Eis ersetzt, was sich darin duflert, daf§ die
Ergebnisse der beiden Simulationen wieder zusammenlaufen. Fiir den Zeitraum vom
Last Glacial Maximum (LGM, t = —18ka) bis heute ist praktisch kein Unterschied
mehr vorhanden; insbesondere ist es fiir den simulierten heutigen Zustand des Eis-

schildes unerheblich, welches Szenario zugrundegelegt wird.

Die Entwicklung der Vereisungsfliche A, verlauft fir beide Simulationen iden-
tisch. Dieses Verhalten untermauert die bei der Besprechung von Lauf gssl4 auf-
gestellte Behauptung, dafl die Vereisungsfliche hauptséchlich von der Vorgabe der
Akkumulations-Ablations-Funktion a} bestimmt wird, und der internen Dynamik

fiir das Verhalten von A, , nur eine untergeordnete Bedeutung zukommt.

Die auffélligste Erscheinung in Abb. 8.27 ist der bei beiden Simulationen gleicher-
mafen vorhandene starke Riickgang des Eisvolumens wihrend der Eem-Warmzeit bei
t = —127ka auf Vyes = 2.681 - 105 km?® bzw. 82.9% des simulierten heutigen Wertes.
Dieser starke negative Peak ist begleitet von ebensolchen Peaks bei Viemp, Himax,
Aip und Ay, findet sich jedoch nicht in den Signalen von Ay, und Hp,x wieder.
Beide Werte sind zum Zeitpunkt dieses Eem-Eisvolumen-Minimums sogar grofler als
beim LGM, welches sich durch ein lokales Maximum der Vereisungsfliche und ein
grofles Eisvolumen auszeichnet. Offenbar reagiert das Eisinnere nahe dem Scheitel-
punkt primér auf Anderungen der Schneefallrate, was dazu fithrt, dal hohere Luft-
temperaturen iiber gréffere Schneefallraten groflere Werte fiir hya und H,. bedingen
(wohingegen das Eisvolumen einen gegenldufigen Trend aufweist). Das wird auch in
der Ahnlichkeit der Form der Zeitsignale dieser beiden GréfSen mit dem antreibenden
AT, ,-Signal evident.

Die Abb. 8.28 — 8.39 zeigen fiir gtr05 die Eisoberflichentopographie, Eisbasistem-
peratur mit temperierten Bereichen und zwei West-Ost-Querschnitte durch das Eis-
schild als Zeitschnitte fiir das simulierte Eem-Eisvolumen-Minimum (¢ = —127ka),
das simulierte und auch geologisch verifizierte LGM (¢t = —18ka) und den heuti-
gen Zustand (¢ = 0ka). Weiterhin stellt Tabelle 8.10 den heutigen Zustand von gtr05
demjenigen des Standard-Steady-State-Laufes gss01 und, sofern vorhanden, den Mef-
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gtr05  gssO01  Daten

Pmax [km] 3.477  3.371  3.247
Vees [10km®]  3.235  3.091  2.827
H pax [km] 3.482  3.329  3.200
Viemp [10°km®]  2.089  2.513 -
Hi o [M] 55.032 55.740 -

A;p [10% km?] 1.754  1.725 1.682
Ay [10°km?]  0.549  0.650 -

Tabelle 8.10: Resultat der Simulation gtr05 (GRIP-Daten-Antrieb) fiir den heutigen Zustand im
Vergleich zum Standard-Steady-State-Lauf gssO01 und den Mefidaten.

daten gegeniiber.

Fiir das Eem-Eisvolumen-Minimum erkennt man (Abb. 8.28), daf8 das Eisschild im
Stidwesten eine starke Einschniirung aufweist, aber auch im Nordosten weit hinter der
heutigen Vereisungsgrenze zuriickbleibt. Bei Betrachtung der temperierten Bereiche
(Abb. 8.29) fillt auf, daB relativ viele Gitterpunkte eine CTS mit Gefrierbedingungen
haben, im Gegensatz zu den beiden anderen Zeitpunkten (Abb. 8.33, 8.37), wo aus-
schliellich Schmelzbedingungen gefunden werden. Weiterhin liegen eine Reihe dieser
Gitterpunkte mit Gefrierbedingungen nicht nahe der Vereisungsgrenze, wo Gefrier-
bedingungen durch die Stromungsgeometrie hauptsichlich zu erwarten sind, sondern
weiter landeinwérts. Das liegt daran, dafl das temperierte Eisvolumen in der Zeit un-
mittelbar vor dem Eem-Eisvolumen-Minimum sehr stark zuriickgegangen ist (Abb.
8.27), die CTS sich also nach unten bewegt hat, was das Auftreten von Gefrierbedin-
gungen begiinstigt. Die beiden Querschnittsplots (Abb. 8.30, 8.31) zeigen deutliche
Temperaturinversionen in der oberen Hélfte des Eisschildes als Folge der im Eisin-
nern gespeicherten Temperaturinformation aus der Rif}-Kaltzeit; in den allerobersten
Eisschichten erscheinen die Temperatur-Isolinien jedoch aufgebogen (besonders gut in
Abb. 8.31 zu erkennen), da die Lufttemperatur sich wihrend einiger Jahrtausende un-
mittelbar vor Erreichen des Eem-FEisvolumen-Minimums um mehrere Grad verringert
hat.

Das LGM ist durch ein Eisschild gekennzeichnet, welches in der Simulation die ge-
samte zur Verfiigung stehende Festlandsfliche Gronlands bedeckt (Abb. 8.32). Hierbei
ist jedoch nicht beriicksichtigt, dal zu dieser Zeit der Meeresspiegel um etwa 135 m
niedriger lag als heute, wodurch sich eine Verbindung zwischen dem nordwestlichen
gronlédndischen Eisschild und dem benachbarten laurentischen (nordamerikanischen)
Eisschild entwickeln konnte (Schonwiese [66]). Aufgrund der zu diesem Zeitpunkt be-

reits sehr lange andauernden Kaltzeit ist die Temperaturinformation bis zur Eisbasis
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durchgedrungen, was sich in den niedrigsten Basistemperaturen der drei betrachte-
ten Zeitschnitte auBert (Abb. 8.33); weiterhin ist die Ausdehnung der temperierten
Bereiche relativ gering. Die in den Querschnitten (Abb. 8.34, 8.35) sichtbare Tempe-
raturinversion beruht hauptséchlich auf dem stets wirksamen advektiven Transport
von kaltem Oberflacheneis aus Zentralgronland nach unten und auflen; einen Beitrag
leistet jedoch auch der bereits einsetzende Lufttemperaturanstieg, was sehr gut an-
hand der geschlossenen —40°C-Isolinie unmittelbar unterhalb des Scheitelpunktes in
Abb. 8.35 deutlich wird.

Bei Betrachtung des simulierten heutigen Zustandes zeigt sich, dafl sich das Eis
seit dem LGM teilweise wieder von der Kiiste zuriickgezogen hat (Abb. 8.36). Wei-
terhin ist die Eisbasistemperatur generell gestiegen, und damit einhergehend auch die
Ausdehnung der temperierten Bereiche (Abb. 8.37). Temperaturinversionen in den
Querschnitten (Abb. 8.38, 8.39) sind nur schwach ausgepréigt und beschrinken sich
auf die randnahen Regionen, wo sie von dem oben beschriebenen Advektionseffekt
hervorgerufen werden; die eiszeitliche Klimainformation ist nur noch in grofler Tie-
fe zu finden, da bereits etwa 10000 Jahre relativ konstanten warmzeitlichen Klimas

vergangen sind.

Tabelle 8.10 zeigt, dafl Simulation gtr05 im Vergleich zum Standard-Steady-State-
Lauf gss01 ein volumenreicheres, ausgedehnteres und kélteres Eisschild hervorbringt
(letzteres auBert sich in der kleineren Ausdehnung der temperierten Bereiche). Das
ist eine unmittelbare Folge des Einflusses der Wiirm-Eiszeit auf den heutigen Zu-
stand, was zeigt, dafl Steady-State-Rechnungen fiir die realistische Simulation heuti-
ger groBer Eisschilde (Gronland, Antarktis) unzuldnglich sind. Des weiteren féllt auf,
daB, scheinbar im Gegensatz zu dieser Behauptung, die Ubereinstimmung zwischen
gtr05 und den MeBdaten schlechter ist als zwischen gssO1 und den Mefdaten. Der
Grund dafiir liegt insbesondere in der Unsicherheit bei der hier verwendeten Para-
meterisierung der oberflichlichen Schmelzrate M. Diese wurde von Calov [12] an ein
moglichst gutes Ergebnis fiir Steady-State-Simulationen angepafit, so dafl die schlech-

tere Ubereinstimmung bei der transienten Simulation gtr05 verstiandlich wird.

Abschlielend sei zu den GRIP-Daten-Simulationen angemerkt, dafl eine dhnliche
Rechnung mit einem Kalteis-Modell von Fabré, Letréguilly, Ritz & Mangeney [15]
beschrieben wird. Die gezeigten Resultate stimmen qualitativ mit den hier erhaltenen
iiberein, jedoch ist der Eisvolumenriickgang in der Eem-Warmzeit in dieser Arbeit
deutlich geringer. Die Haupt-Ursache hierfiir liegt in der abweichenden Kopplung von
Lufttemperatur und Schneefallrate, welche bei den genannten Autoren eine grofiere
Schneefallrate in der Eem-Warmzeit zur Folge hat, welche dem Eisabbau stéirker als

bei der hier verwendeten linearen Kopplung (8.13) entgegenwirkt.
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8.5.4 Transiente Simulationen zur Auswirkung eines anthropogen ver-
starkten Treibhauseffektes

Durch die vom Menschen verursachte Anreicherung verschiedener Spurengase in der
Atmosphire (Wasserdampf, Kohlendioxid, Methan, FCKW) wird sich wahrscheinlich,
bedingt durch den damit verbundenen verstiarkten Treibhauseffekt, die Temperatur
der Erdatmosphére in néherer Zukunft im Gradbereich erhohen. Dies birgt die Ge-
fahr des teilweisen Abschmelzens der heutigen grofien Eisschilde auf Zeitskalen von
102-10* Jahren, einhergehend mit einem Anstieg des Meeresspiegels, zu dem bei volli-
gem Abschmelzen die Antarktis mit ca. 65 m und Gronland mit ca. 7 m beitragen
wiirden (Schonwiese [66]). Um diese Problematik zu erhellen, werden abschliefend
die Laufe gtr12, gtr13 und gtrl4 besprochen, welche einen sprunghaften Anstieg
der Lufttemperatur um AT, = 2°C (gtrl2), 4°C (gtrl3) bzw. 6°C (gtrl4) annehmen
und die resultierende Dynamik des gronlidndischen Eisschildes von heute (t = 0) bis
5000 Jahre in die Zukunft (¢ = 5ka) simulieren.

Als Anfangsbedingung wird der stationéire Zustand des Standard-Laufes gssO1
zugrundegelegt. Die Enhancement-Faktor-Eisalter-Kopplung entspricht (8.16), wobei
jedoch kein alteres Eis als dasjenige aus der Wiirm-Kaltzeit auftritt, so daf lediglich
der Ubergang zwischen Wiirm-Eis und neo-warmzeitlichem Eis bei t,.. = —11 ka rele-
vant ist. Insbesondere besagt (8.16), dafl dem wahrend der Modellzeit akkumulierten
Eis E = 1 zugewiesen wird.

Abb. 8.40 zeigt die zeitliche Entwicklung des Eisschildes fiir die drei verschie-
denen Szenarien. Es zeigt sich, dafl bei gtr12 die Auswirkung der Lufttemperatur-
Erh6hung innerhalb der Modellzeit vergleichsweise gering ist; insbesondere geht das
Eisvolumen Ve nur um 4.9% zuriick, was einem Meeresspiegelanstieg von 34 cm
entspricht. Bei gtrl3 und gtrl4 ist dagegen ein starker Riickgang zu verzeichnen:
das nach 5 ka abgeschmolzene Eisvolumen betrigt fiir gtrl3 37.6%, fiir gtrl4 sogar
87.2% der urspriinglich vorhandenen Menge; dies entspricht einem Meeresspiegelan-
stieg von 2.6 m bzw. 6.1 m. Man erkennt ferner, daf§ sich der Abbau des Eisvo-
lumens innerhalb des ersten Jahrtausends in allen drei Féllen in guter Naherung
linear vollzieht; die zugehorigen Meeresspiegeldnderungen betragen in diesem Zeit-
raum im Mittel 1.47 cm/Jahrhundert (gtrl2), 6.44 cm/Jahrhundert (gtrl3) bzw.
15.7 em/Jahrhundert (gtr14). Diese Angaben basieren auf den oben erwéhnten 7 m
Meeresspiegeldquivalent fiir das gesamte Eisvolumen und der Annahme eines linearen
Zusammenhangs zwischen Eisvolumenabbau und Meeresspiegelerhchung.

Das tendenzielle Verhalten des temperierten Eisvolumens Vienyp ist in allen drei
Féllen gleich. Es steigt stets zunéchst an, um schliefllich unter den urspriinglichen

Wert abzufallen. Die Ursache fiir den anfinglichen Anstieg ist die erhohte Ober-
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flachentemperatur, welche das Eisschild als ganzes etwas warmer macht, wodurch
sich die CTS nach oben bewegt. Daf3 sich dieser Trend nicht fortsetzt, liegt daran,
daB mit abnehmendem Eisvolumen zum einen die interne Wéarmeproduktion durch
Dissipationsleistung reduziert wird und zum anderen die Eisbasis durch die Entla-
stung aufsteigt, was beides zuriickgehende Temperaturen von bodennahem Eis nach
sich zieht. In diesem Zusammenhang erkennt man ferner einen etwas rauhen Verlauf
der fiir das temperierte Eis relevanten Groflen Viemp, Himax und A;p. Das erklért sich
dadurch, daf sich hier grofle Veréinderungen in relativ kurzer Zeit abspielen, was fiir
das sehr sensibel reagierende temperierte Eis numerisch problematisch ist.

Die Abb. 8.41 und 8.42 zeigen fiir Lauf gtr14 die Topographie bzw. Eisbasistem-
peratur fiir den am Ende der Simulation verbleibenden Rest des Eisschildes. Man
erkennt, daf} sich die Hauptmasse in einem Streifen zwischen 72° und 76° nordlicher
Breite befindet; der Scheitelpunkt ist auf die Ostkiiste zu gewandert. Es ist auffallig,
dafl in der Nachbarschaft des neuen Scheitelpunktes die Hohe der Eisoberflache kaum
abgenommen hat. Dies kommt daher, daf§ dort die Eisbasis sehr hoch gelegen ist (vgl.
Abb. 8.4), was zu den in Abb. 8.42 evidenten niedrigen Eisbasis-Temperaturen fiihrt,
welche sich wegen dem damit verbundenen Haften des Eises stabilisierend auswirken.

Ein grofler Unsicherheitsfaktor bei diesen Prognosen ist die zukiinftige Entwick-
lung der Schneefallrate, welche hier via Gl. (8.13) linear an die Lufttemperatur ge-
koppelt wurde. In der Literatur (Huybrechts, Letréguilly & Reeh [39], Letréguilly,
Huybrechts & Reeh [47], Fabré, Letréguilly, Ritz & Mangeney [15]) finden sich bei
dghnlichen Rechnungen mit Kalteis-Modellen zwei abweichende Ansétze, ndmlich zum
einen eine konstante, zum anderen eine exponentiell mit AT,,, ansteigende Schnee-
fallrate; (8.13) liegt zwischen diesen beiden Extremen. In der letztgenannten Arbeit
wird aufgezeigt, dafl eine Steady-State-Rechnung fiir AT, = 5°C mit konstanter
(heutiger) Schneefallrate ein fast verschwundenes Eisschild ergibt, wihrend dieselbe
Rechnung bei exponentiell erhohter Schneefallrate eine nur geringfiigige Veranderung
gegeniiber dem heutigen Steady-State produziert. Dies zeigt, daf verléflliche Progno-
sen mit einfachen Parameterisierungen der Schneefallrate letztlich nicht moglich sind.
Abhilfe kann nur aus dem Bereich der detaillierten Modellierung der Schneefallrate
im Rahmen von GCM- (General Circulation Model-) Simulationen kommen, welche
die Schneefallrate prinzipiell aus der Dynamik von Atmosphére und Ozean ableiten

konnen.
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8.6 Abbildungen zu den Simulationen fiir das gronlédndische
Eisschild
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Abbildung 8.3: Gemessene Topographie h der heutigen gronlindischen Eisoberfliche nach Le-
tréguilly, Reeh & Huybrechts [48] (in km iiber Meereshohe). Die Hohendifferenz zwischen den Isoli-
nien betrigt 200 m. Die gestrichelte Linie zeigt die Vereisungsgrenze.
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Abbildung 8.4: Felsgrund-Topographie by Grénlands im isostatischen Gleichgewicht ohne Eislast
(nach (8.3), in km iiber Meereshshe). Die Hohendifferenz zwischen den Isolinien betrigt 200 m.
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Abbildung 8.5: Jahresmittel der heutigen Lufttemperatur T}, iiber dem gronlindischen Eisschild

nach der Parameterisierung von Reeh [64] (in °C).
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Abbildung 8.6: Heutige Schneefallrate S im Rechengebiet fiir das grénlindische Eisschild nach
der Parameterisierung von Calov [12] (in cm/a Eiséquivalent).
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Abbildung 8.7: Endzustand von Lauf gss01: Topographie der Eisoberfliche (in km iiber Mee-
reshohe). Die Hohendifferenz zwischen den Isolinien betrigt 200 m. Die gestrichelte Linie zeigt die

Vereisungsgrenze.
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Abbildung 8.8: Endzustand von Lauf gss01: Horizontaler MassenfluB. Doppelte Pfeillinge ent-
spricht zehnfachem Massenflu8. Die gestrichelte Linie zeigt die Vereisungsgrenze, die Isolinien die
Oberflichentopographie in 500 m-Intervallen.
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Abbildung 8.9: Endzustand von Lauf gss01: Eisoberflichengeschwindigkeit (in km/a). Die Isolinien
entsprechen den Werten 1, 3, 10, 30 ... km/a. Die gestrichelte Linie zeigt die Vereisungsgrenze.
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Abbildung 8.10: Endzustand von Lauf gss01: Homologe Temperatur an der Eisbasis (in °C). Die
Temperaturdifferenz zwischen den Isolinien betrigt 3°C. Bei den mit Symbolen markierten Punkten
befindet sich die Eisbasis auf dem Druckschmelzpunkt, wobei leere Diamantsymbole eine temperierte
Eisbasis ohne iiberlagerte temperierte Schicht, ausgefiillte Diamantsymbole eine temperierte Schicht
mit Schmelzbedingungen an der CTS, ausgefiillte Kreise eine temperierte Schicht mit Gefrierbedin-

gungen an der CTS bedeuten. Die gestrichelte Linie zeigt die Vereisungsgrenze.
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Abbildung 8.11: Endzustand von Lauf gss01: Querschnitt bei y = —2280km. Oben: Eisgeschwin-
digkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen temperierten Eisschicht
(leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperier-
te Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS;
ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)
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Abbildung 8.12: Endzustand von Lauf gss01: Querschnitt bei y = —1840km. Oben: Eisgeschwin-
digkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen temperierten Eisschicht
(leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperier-
te Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS;
ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)
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Abbildung 8.13: Lauf gss01: Zeitliche Entwicklung von AT., Pmaxs Vaess Hmax, Viemps Hi max,
A;ip und A p. Die Bedeutung der einzelnen Gréfen ist im Haupttext erklért.
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Abbildung 8.14: Lauf gss02 (zum Vergleich Lauf gss01, gestrichelt): Zeitliche Entwicklung von
ATna, Pmaxs Vees, Hmax, Viemps Ht max, Aip und Ag . Die Bedeutung der einzelnen Gréfien ist im

Haupttext erklért.
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Abbildung 8.15: Lauf gss03 (zum Vergleich Lauf gss01, gestrichelt): Zeitliche Entwicklung von
ATna, Pmaxs Vees, Hmax, Viemps Ht max, Aip und Ag . Die Bedeutung der einzelnen Gréfien ist im
Haupttext erklért.
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Abbildung 8.16: Endzustand von Lauf gss14: Topographie der Eisoberfliche (in km iiber Mee-
reshohe). Die Hohendifferenz zwischen den Isolinien betrigt 200 m. Die gestrichelte Linie zeigt die

Vereisungsgrenze.
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Abbildung 8.17: Endzustand von Lauf gss14: Horizontaler Massenflul. Doppelte Pfeillinge ent-
spricht zehnfachem Massenflu8. Die gestrichelte Linie zeigt die Vereisungsgrenze, die Isolinien die

Oberflichentopographie in 500 m-Intervallen.
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Abbildung 8.18: Endzustand von Lauf gss14: Eisoberflichengeschwindigkeit (in km/a). Die Isoli-
nien entsprechen den Werten 1, 3, 10, 30 ... km/a. Die gestrichelte Linie zeigt die Vereisungsgrenze.
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Abbildung 8.19: Endzustand von Lauf gss14: Homologe Temperatur an der Eisbasis (in °C). Die
Temperaturdifferenz zwischen den Isolinien betrigt 3°C. Bei den mit Symbolen markierten Punkten
befindet sich die Eisbasis auf dem Druckschmelzpunkt, wobei leere Diamantsymbole eine temperierte
Eisbasis ohne iiberlagerte temperierte Schicht, ausgefiillte Diamantsymbole eine temperierte Schicht
mit Schmelzbedingungen an der CTS, ausgefiillte Kreise eine temperierte Schicht mit Gefrierbedin-

gungen an der CTS bedeuten. Die gestrichelte Linie zeigt die Vereisungsgrenze.
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Abbildung 8.20: Endzustand von Lauf gss14: Querschnitt bei y = —2280km. Oben: Eisgeschwin-
digkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen temperierten Eisschicht
(leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperier-
te Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS;
ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)
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Abbildung 8.21: Endzustand von Lauf gss14: Querschnitt bei y = —1840 km. Oben: Eisgeschwin-
digkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen temperierten Eisschicht
(leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperier-
te Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS;
ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)
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Abbildung 8.22: Lauf gss14 (zum Vergleich Lauf gss01, gestrichelt): Zeitliche Entwicklung von
ATna, Pmaxs Vees, Hmax, Viemps Ht max, Aip und Ag . Die Bedeutung der einzelnen Gréfien ist im

Haupttext erklért.
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Abbildung 8.23: Lauf gtr01: Zeitliche Entwicklung von AT., Pmaxs Vaess Hmax, Viemps Ht,max,
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A;ip und A p. Die Bedeutung der einzelnen Gréfen ist im Haupttext erklért.
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Abbildung 8.24: Lauf gtr02: Zeitliche Entwicklung von AT ., Pmaxs Vaess Hmax, Viemps Ht,max,
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A;ip und A p. Die Bedeutung der einzelnen Gréfen ist im Haupttext erklért.
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Abbildung 8.25: Lauf gtr03: Zeitliche Entwicklung von AT., Pmaxs Vaess Hmax, Viemps Ht,max,
A;ip und A p. Die Bedeutung der einzelnen Gréfen ist im Haupttext erklért.
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Abbildung 8.26: Lauf gtr03: Zeitliche Entwicklung von AT a, Amax, Viess Hmax, Viemps Htmax,
Aip und Ay, fiir ein 4 ka-Zeitfenster bei ¢ = 150ka. Die Bedeutung der einzelnen Gréflen ist im
Haupttext erklért.
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Abbildung 8.27: Liufe gtr04 (gestrichelt), gtr05 (durchgezogen): Zeitliche Entwicklung von AT},
Rmasx, Vaes; Hmax, Viemp, Ht max; 4ip und A . Die Bedeutung der einzelnen Gréfien ist im Haupttext
erklért.
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Abbildung 8.28: Lauf gtr05, + = —127ka (Eem-Eisvolumen-Minimum): Topographie der Eis-
oberfldche (in km iiber Meereshshe). Die Hohendifferenz zwischen den Isolinien betridgt 200 m. Die

gestrichelte Linie zeigt die Vereisungsgrenze.
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Abbildung 8.29: Lauf gtr05, t = —127ka (Eem-Eisvolumen-Minimum): Homologe Temperatur
an der Eisbasis (in °C). Die Temperaturdifferenz zwischen den Isolinien betrigt 3°C. Bei den mit
Symbolen markierten Punkten befindet sich die Eisbasis auf dem Druckschmelzpunkt, wobei leere
Diamantsymbole eine temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperierte Schicht, ausgefiillte Dia-
mantsymbole eine temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS, ausgefiillte Kreise eine
temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS bedeuten. Die gestrichelte Linie zeigt die

Vereisungsgrenze.
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Abbildung 8.30: Lauf gtr05, t = —127ka (Eem-Eisvolumen-Minimum): Querschnitt bei y =
—2280km. Oben: Eisgeschwindigkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der
basalen temperierten Eisschicht (leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte
Eisbasis ohne iiberlagerte temperierte Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit
Schmelzbedingungen an der CTS; ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen
an der CTS.)

206



3.5

25 3
T
I

2
T

1.5

z/km
L B R

0.5
T

f N % ot oo oen T ot s A A e W W W

900

1.5

z/km

0.5

Ht/m
3
T

-700 -300 100 500 900
x/km

Abbildung 8.31: Lauf gtr05, t = —127ka (Eem-Eisvolumen-Minimum): Querschnitt bei y =
—1840km. Oben: Eisgeschwindigkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der
basalen temperierten Eisschicht (leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte
Eisbasis ohne iiberlagerte temperierte Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit

Schmelzbedingungen an der CTS; ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen
an der CTS.)
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Abbildung 8.32: Lauf gtr05, t = —18ka (Last Glacial Maximum): Topographie der Eisoberfléiche
(in km iiber Meereshohe). Die Hohendifferenz zwischen den Isolinien betrdgt 200 m. Die gestrichelte

Linie zeigt die Vereisungsgrenze.
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Abbildung 8.33: Lauf gtr05, t = —18ka (Last Glacial Maximum): Homologe Temperatur an der
Eisbasis (in °C). Die Temperaturdifferenz zwischen den Isolinien betrégt 3°C. Bei den mit Symbolen
markierten Punkten befindet sich die Eisbasis auf dem Druckschmelzpunkt, wobei leere Diamant-
symbole eine temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperierte Schicht, ausgefiillte Diamantsymbole
eine temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS, ausgefiillte Kreise eine temperierte
Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS bedeuten. Die gestrichelte Linie zeigt die Vereisungs-
grenze.
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Abbildung 8.34: Lauf gtr05, t = —18 ka (Last Glacial Maximum): Querschnitt bei y = —2280 km.
Oben: Eisgeschwindigkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen tem-
perierten Eisschicht (leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne
iiberlagerte temperierte Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbe-

dingungen an der CTS; ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)

210



3.5

[y =-1840.0 km

25 3
it
vl
da
[eX e
33
oo

1 @ PP o=

z/km

LI A I A e
NN PP e

Nt e h Sh S S e G S Sm e e
RN R OR e eEmeEmemeom o owm owm o o owm

B L T I T T e i S,
A % mmmmee et omoem oe ow

2

15

z/km

0.5

-050

-700 -300 100 500 900

Ht/m
1
T

-700 -300 100 500 900

Abbildung 8.35: Lauf gtr05, t = —18 ka (Last Glacial Maximum): Querschnitt bei y = —1840 km.
Oben: Eisgeschwindigkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen tem-
perierten Eisschicht (leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne
iiberlagerte temperierte Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbe-
dingungen an der CTS; ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)
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Abbildung 8.36: Lauf gtr05, t = Oka (heute): Topographie der Eisoberfliche (in km iiber Mee-
reshohe). Die Hohendifferenz zwischen den Isolinien betrigt 200 m. Die gestrichelte Linie zeigt die

Vereisungsgrenze.
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Abbildung 8.37: Lauf gtr05, t = Oka (heute): Homologe Temperatur an der Eisbasis (in °C). Die
Temperaturdifferenz zwischen den Isolinien betrigt 3°C. Bei den mit Symbolen markierten Punkten
befindet sich die Eisbasis auf dem Druckschmelzpunkt, wobei leere Diamantsymbole eine temperierte
Eisbasis ohne iiberlagerte temperierte Schicht, ausgefiillte Diamantsymbole eine temperierte Schicht
mit Schmelzbedingungen an der CTS, ausgefiillte Kreise eine temperierte Schicht mit Gefrierbedin-

gungen an der CTS bedeuten. Die gestrichelte Linie zeigt die Vereisungsgrenze.
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Abbildung 8.38: Lauf gtr05, ¢t = Oka (heute): Querschnitt bei y = —2280km. Oben: Eisgeschwin-
digkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen temperierten Eisschicht
(leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperier-
te Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS;
ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)
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Abbildung 8.39: Lauf gtr05, ¢t = Oka (heute): Querschnitt bei y = —1840 km. Oben: Eisgeschwin-
digkeit. Mitte: homologe Eistemperatur (in °C). Unten: Dicke der basalen temperierten Eisschicht
(leere Kreise: kalte Eisbasis; leere Diamantsymbole: temperierte Eisbasis ohne iiberlagerte temperier-
te Schicht; ausgefiillte Diamantsymbole: temperierte Schicht mit Schmelzbedingungen an der CTS;
ausgefiillte Kreise: temperierte Schicht mit Gefrierbedingungen an der CTS.)
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Abbildung 8.40: Liufe gtr12 (gepunktet), gtr13 (gestrichelt), gtr14 (durchgezogen): Zeitliche Ent-
wicklung von AT, Amax, Vaes; Hmaxs Viemp, Ht max, Aip und A;p. Die Bedeutung der einzelnen
Groflen ist im Haupttext erkléirt.
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Abbildung 8.41: Lauf gtrl4, ¢t = 5ka: Topographie der Eisoberfliiche (in km iiber Meereshéhe).
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grenze.
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Abbildung 8.42: Lauf gtr14, t = 5 ka: Homologe Temperatur an der Eisbasis (in °C). Die Tempera-
turdifferenz zwischen den Isolinien betrigt 3°C. Bei den mit Symbolen markierten Punkten befindet
sich die Eisbasis auf dem Druckschmelzpunkt, wobei leere Diamantsymbole eine temperierte Eisba-
sis ohne iiberlagerte temperierte Schicht, ausgefiillte Diamantsymbole eine temperierte Schicht mit
Schmelzbedingungen an der CTS, ausgefiillte Kreise eine temperierte Schicht mit Gefrierbedingun-

gen an der CTS bedeuten. Die gestrichelte Linie zeigt die Vereisungsgrenze.
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9 Ausblick

Im letzten Kapitel wurde die erfolgreiche Anwendung des im Rahmen dieser Disserta-
tion entstandenen Programms SICOPOLIS zur Simulation der Dynamik polythermer
Eisschilde auf das gronlédndische Eisschild dokumentiert. Es bietet sich unmittelbar
die Anwendung auch auf andere, gegenwértige oder vergangene Eisschilde an. Daher
befafit sich die laufende Dissertation von Hansen [20] am Institut fiir Mechanik der
TH Darmstadt mit der Simulation des antarktischen Eisschildes unter Verwendung
von SICOPOLIS. Jedoch spielen bei der Antarktis die Schelfeise eine nicht zu ver-
nachlassigende Rolle in der Gesamt-Dynamik des Eises, so daf§ die Ankopplung eines
Schelfeismodells erforderlich wird.

Den hier durchgefiihrten Simulationen liegen die der Flacheisannahme (SIA) un-
terworfenen Modellgleichungen zugrunde. Diese sollten fiir den grofiten Teil eines
Eisschildes ausreichend sein, ihre Verwendbarkeit ist jedoch bei Eis-Domen und Ver-
eisungsgrenzen problematisch. Blatter [7] stellt Testrechnungen vor, bei denen der
R _R

R .
o,', 05', Tyy beriick-

Einfluf} der in der SIA vernachléssigten Reibungsspannungen o,’, 7,7,

sichtigt ist, und konstatiert deutliche Unterschiede im Vergleich zu reinen SIA-Rech-
nungen. Es erscheint daher lohnend, bei der Modellierung iiber die SIA hinauszuge-
hen, entweder durch direkte Losung des vollen Stokes-Problems oder durch iterative
Verbesserung der zunéchst unter Annahme der SIA erhaltenen Resultate.

Bei der theoretischen Formulierung des temperierten Eises, und der darauf aufbau-
enden Analytik und Numerik, wird in dieser Arbeit ein Diffusionsmodell zugrundege-
legt, das die Mischung Eis plus Wasser mit nur einer Impulsbilanz fiir die Mischung
beschreibt; die relative Bewegung des Wassers im Eis wird durch ein Diffusionsge-
setz beriicksichtigt. Dieser Ansatz hat den Nachteil, dafl so die schwerkraftbedingte
Wasserdrainage nach unten nicht modelliert werden kann, so daf diese durch die ad
hoc angesetzte Wasserdrainagefunktion D(w) (vgl. (5.148)) eingefiihrt werden mufite.
Eine Verbesserung dieser Vorgehensweise kann darin bestehen, dal im Rahmen eines
vollen Zweiphasen-Modells separate Impulsbilanzen fiir Eis und Wasser aufgestellt
werden; die Relativbewegung ist dann realistischer durch ein Konstitutivgesetz fiir
die Wechselwirkungskraft zwischen den beiden Komponenten (z. B. verallgemeiner-
tes Darcy-Gesetz) beschreibbar. Die zur Zeit laufende Arbeit von Bauer [3] beschéftigt
sich mit dieser Problematik, ist jedoch noch im Stadium der theoretischen Modell-
bildung. Aufgrund der groflen Komplexitét eines solchen Modells sind numerische
Simulationen realistischer Probleme auf dieser Ebene der theoretischen Fundierung
noch nicht moglich.

Dem basalen Gleiten des Eises wird hier durch Verwendung eines konventionellen

Gleitgesetzes vom Weertman-Typ (5.171) Rechnung getragen. Dabei bleibt die Rolle
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einer eventuell auftretenden, leicht deformierbaren Schicht aus Eis und Sediment zwi-
schen reinem Eis und Lithosphére unberiicksichtigt, wie sie z. B. bei der Auswertung
des GRIP-Bohrkerns in Zentralgrénland gefunden wurde. Eine solche Schicht muf3
zumindest durch ein Zweiphasen-Modell (Eis und Sediment), eventuell sogar durch
ein Dreiphasen-Modell (Eis, Wasser und Sediment) modelliert werden; der Aufwand
ist dhnlich dem der Formulierung temperierten Eises durch ein Zweiphasen-Modell,
wie oben angedeutet. Am Institut fiir Mechanik der TH Darmstadt sind hiermit die
Arbeiten von Bauer [3] und Wu [70] befaf}t.

Das in dieser Arbeit verwendete Glensche Flieigesetz (5.165) zusammen mit den
Rate-Faktoren (5.166) und (5.169) beschreibt Eis als ein viskoses Fluid, d. h., es wird
insbesondere makroskopisch isotropes Verhalten angenommen. Das setzt voraus, dafl
die das Eis aufbauenden hexagonalen Kristallite, welche per se anisotrop sind, in
ihrer Ausrichtung statistisch uniform verteilt sind, also keine Vorzugsrichtung vor-
liegt. Jedoch hat die mikroskopische Untersuchung von aus Bohrkernen gewonnenen
Eis-Diinnschnitten ergeben, dafl die isotrope Verteilung nur in oberflichennahem Eis
stets gegeben ist; mit zunehmender Tiefe konnen sich verschiedene Verteilungsmuster
der Kristall-Symmetrieachsen herausbilden (Lliboutry & Duval [50]). Die einfachste
vorkommende Anisotropie besteht darin, dal sich die Gleitebenen in Richtung der
vorherrschenden Schubspannung orientieren, was gréflere Scherungsraten nach sich
zieht; hierfiir wurde ein geometrisches Modell von Svendsen & Hutter [68a, 68b] um-
rissen. Wahrscheinlich beinhalten die Vorgénge bei der Ausbildung solchen Anisotro-
pien jedoch aufler rein geometrischen Effekten auch Umbkristallisierungen zwischen
den verschiedenen Kristalliten. Die realistische Einbindung solcher Phdnomene in ein
Eisschildmodell stellt die vielleicht grofite absehbare Herausforderung innerhalb des

Bemiihens um die Simulation eisschilddynamischer Prozesse dar.
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