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Zusammenfassung in Stichworten

Bisher geleistete Arbeiten:

e Erarbeitung, Verbesserung und Ausformulierung der theoretischen Grundlagen.

e Analytische Losungen fiir ein einfaches Problem (planparallele, geneigte Eis-
platte).

e Erstellung eines Programmpakets zur 2-d-Simulation von Eisschild-Querschnit-

ten.

e Hiermit Modellrechnungen fiir ein Ost-West-Profil des gronldndischen Inlandei-
ses (das sogenannte EGIG-Profil).

Zukiinftige Arbeiten:

e Implementierung einer realistischeren Wasserdrainage fiir das temperierte Eis.

e Genauere numerische Bestimmung der Phasengrenzfliiche zwischen kaltem und

temperiertem Eis.

e Erstellung eines Programmpakets fiir voll dreidimensionale Simulationen von
Eisschilden.

e Anwendung auf Gronland und/oder Antarktis, Modellaufe fiir verschiedene Kli-

maszenarien (Abschmelzen durch verstirkten Treibhauseffekt?)
e Vergleich der Ergebnisse mit denen von anderen Eisschildmodellen.

e Eventuell im Rahmen eines Forschungsaufenthaltes in den USA Versuch der Si-
mulation der sogenannten Heinrich Events des eiszeitlichen nordamerikanischen

Eisschildes (siehe hierzu beigefiigten Antrag auf eine Sonderbeihilfe).



Sonstige Aktivitidten

e Teilnahme am “First EISMINT Workshop on Model Intercomparison” vom
16.6.-18.6.1993 in Briissel, Vortrag “Preliminary polythermal ice sheet calcu-

lations”.

e Teilnahme am DFG-Kolloquium “Glaziologie im siid- und nordpolaren Raum”
vom 18.10.-20.10.1993 in Bremerhaven, Vortrag “Modellierung polythermer Eis-
schilde”.

e Vortrag “Modellierung polythermer Eisschilde — Theorie, Numerik, Ergebnisse”
im Kolloquium des Instituts fiir angewandte Mathematik der Uni Bonn am
16.11.1993.

e Teilnahme am “Forth Workshop on Mass Balance of the Greenland Ice Sheet
and Related Topics” vom 22.11.-24.11.1993 in Amsterdam, Vortrag “EGIG line

simulations with a 2-d polythermal ice sheet model”.

e Teilnahme am “EISMINT-Workshop on Mechanical Properties of Polar Ice and
Ice Sheet Modelling” vom 5.1.-7.1.1994 in Aussois (Frankreich).

e Verfassen des Papers “Classical mixture model for polythermal ice” zusammen
mit Prof. Kolumban Hutter und Dr. Bob Svendsen.
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1 Einleitung

In der Natur vorkommendes Eis in Gletschern und Eisschilden existiert (bei Vernach-
lassigung zusétzlicher Beimischungen von Salz und Sediment) in zwei grundsitzlich
verschiedenen Zustanden. Kaltes Eis ist durch eine Temperatur unterhalb dem druck-
korrigierten Schmelzpunkt gekennzeichnet und kann als inkompressibles, viskoses und
warmeleitendes Ein-Komponenten-Fluid beschrieben werden; es macht in den grofen
Eisschilden der Erde (Gronland, Antarktis) den weitaus gréBten Anteil aus. Bei tem-
periertem Eis dagegen befindet sich die Temperatur exakt auf dem druckkorrigierten
Schmelzpunkt, was dazu fiihrt, daff dieses zusétzlich Wasser in geringer Menge ent-
halten kann. Demzufolge muf} es im Gegensatz zu kaltem Eis als Zwei-Komponenten-
Fluid aufgefaBt werden. Bereiche aus temperiertem Eis kénnen in Eisschilden in
diinnen, bodennahen Schichten existieren, die das Fliefiverhalten entscheidend verin-
dern. Gletscher und Eisschilde, die sowohl kalte als auch temperierte Zonen enthalten,
nennt man polytherm. Die typische Geometrie eines polythermen Eisschildes ist in
Abbildung 1.1 dargestellt.
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Abb. 1.1: Skizze eines polythermen Eisschildes.

Bisherige grofiskalige Inlandeismodelle vernachlissigen das Auftreten von tempe-
riertem Eis weitgehend. Modellrechnungen zur Bestimmung des Geschwindigkeits-
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und Temperaturfeldes von Eisschilden sowie der Evolution von Dicke und Ausdeh-
nung bei gegebenem klimatischen Input werden mit den ProzeBigleichungen fiir kaltes
Eis durchgefiihrt (Herterich [9], Huybrechts [17], Abe-Ouchi [1], Calov [5]). Erhalt
man hierbei Temperaturen oberhalb dem Schmelzpunkt, so wird fiir die betreffenden
numerischen Gitterpunkte die Temperatur kiinstlich auf diesen herabgesetzt. Diese
Vorgehensweise stellt jedoch lediglich eine sehr grobe Beriicksichtigung der tempe-
rierten Bereiche dar, denn es wird nicht der Tatsache Rechnung getragen, da mit
den kalten und temperierten Bereichen zwei verschiedene Phasen im Eisschild vor-
handen sind, die durch eine Phasengrenzfliche voneinander getrennt sind, an welcher
bestimmte Sprungbedingungen fiir die verschiedenen physikalischen Groflen erfiillt
sein miissen (Miiller [21], Hutter [13]). Ferner ist es nicht moglich, so den die Eisvis-
kositat maBgeblich mitbestimmenden Wassergehalt in den temperierten Bereichen zu
berechnen.

Die besondere klimatologische Relevanz dieses Problems besteht darin, daB auf-
grund der zu erwartenden, durch den verstarkten Treibhauseffekt hervorgerufenen Er-
warmung der Erdatmosphére langfristig die groBe Gefahr des verstarkten Abschmel-
zens der groflen irdischen Eisschilde besteht, was einen Anstieg des Meeresspiegels
um bis zu 70 m zur Folge hitte. Fiir diesen AbschmelzprozeB sind basale tempe-
rierte Bereiche von vielleicht entscheidender Bedeutung. Wéahrend nadmlich kaltes
Eis die Eigenschaft besitzt, an dem Felsgrund des Eisschildes zu haften, gehorcht
temperiertes Eis dort aufgrund des Wassergehaltes einem viskosen Gleitgesetz; aus
diesem Grunde konnen temperierte Bereiche das Abflielen der Eismassen (und so-
mit deren Abbau) in die umgebenden Ozeane stark beschleunigen. Aus bisherigen
Modellrechnungen mit Kalteismodellen und aus Radarmessungen 148t sich vermuten,
daB grofle Bereiche der Antarktis basale temperierte Bereiche aufweisen (Huybrechts
[17]); in Gronland existieren solche wahrscheinlich in der Nihe des Eisrandes (Calov
[5]). Diese Betrachtungen zeigen, daf§ es fiir realistische Simulationen des Verhaltens
groBer Eisschilde sehr wichtig ist, die temperierten Bereiche addquat und physikalisch
korrekt zu behandeln.

Ein weiterer Aspekt ist die Interpretation von Eisbohrkernen aus Gronland und
der Antarktis. Hierbei geht man davon aus, dal das untersuchte Eis zu allen Zeiten
kalt war, sich also nie Wasser bilden konnte, das durch das Eis diffundieren und
so die Isotopenkonzentrationen und damit auch die Klimarekonstruktion verfilschen
konnte. Das Wissen um temperierte Bereiche und das Verhalten des Wassers darin
kénnte also eine gednderte Interpretation notwendig machen.

Theoretische Beschreibungen zu polythermem Eis wurden bereits formuliert (Fow-
ler & Larson [7], Hutter [11], Hutter [12], Blatter [3], Hutter [15]). Es werden zwei
unterschiedliche Betrachtungsweisen verwendet: Diffusionsmodelle beschreiben tem-
periertes Eis mit zwei Massenbilanzen (eine fiir die Mischung Eis plus Wasser, ei-
ne fiir das Wasser selbst, dessen Anteil als gering angenommen wird), jedoch nur
je einer Impuls- und Energiebilanz fir die Mischung; der Transport des Wassers in



der Eisumgebung wird dabei mit Hilfe eines Fickschen Diffusionsgesetzes dargestellt.
Zwei-Phasenmodelle hingegen verwenden fiir jede der beiden Komponenten sowohl
eine Massen- als auch eine Impulsbilanz, ergdnzt durch eine Wechselwirkungskraft
zwischen den beiden Komponenten (Darcy-Transport). Ergianzt werden diese Mo-
delle durch die hinldnglich bekannten und gut verstandenen Modellgleichungen fiir
kaltes Eis (Hutter [13]) sowie Randbedingungen an der Oberfliche und der Basis un-
d [”Jbergangsbedingungen an der internen Phasengrenzfliche; diese konnen aus einer
allgemeinen Sprungbedingung fiir singulare Flichen hergeleitet werden.

Fiir grofle Inlandeisschilde kann davon ausgegangen werden, da ein Diffusions-
modell zur addquaten Beschreibung hinreichend ist, da sich die temperierten Bereiche
auf relativ kleine bodennahe Zonen beschranken und der zu erwartende Wassergehalt
gering ist (Hutter [15]). Temperierte Alpengletscher hingegen, in denen im Sommer
durch oberflachliches Abschmelzen grofie Mengen Wasser in das Eis gelangen, verlan-
gen nach einem Zwei-Phasenmodell, da der Wassertransport dann nicht mehr diffusiv
beschrieben werden kann. Im Rahmen dieser Arbeit, die sich mit grofilen Eisschilden
befafit, wird daher zunéchst ein verbessertes Diffusionsmodell ausfiihrlich hergeleitet.
Das Modell wird zwecks systematischer Vereinfachungen einer Skalierung unterwor-
fen, wobei von der Flacheisannahme (“Shallow ice approximation”, im folgenden als
“SIA” bezeichnet) Gebrauch gemacht wird, d. h., es wird ausgenutzt, daf§ in typischen
Eisschilden die typischen Hohen wesentlich kleiner als die typischen Lingen sind, also
ein kleines Aspektverhéltnis vorliegt.

Dieses Modell wird anschlieflend einer numerischen Behandlung zugénglich ge-
macht. Ausgehend von Erfahrungen mit Modellrechnungen fiir kaltes Eis (Herterich
[9], Huybrechts [17], Abe-Ouchi [1], Calov [5]) wird hierfiir ein Finite-Differenzen-
Verfahren unter Verwendung von o-Koordinaten in der Vertikalen (d. h., jede vertikale
Séule des Rechengebietes wird auf ein [0,1]-Intervall abgebildet) mit sich verdichten-
den Gitterpunkten in Bodenndhe und Upstream-Diskretisierung in den advektierten
Termen verwendet. Die Besonderheit der polythermen Rechnung besteht jedoch in
der numerischen Positionierung der Phasengrenzfliche zwischen den kalten und tem-
perierten Bereichen, an welcher Unstetigkeiten des Temperaturgradienten und des
Wassergehaltes auftreten konnen und Ubergangsbedingungen erfiillt sein miissen, so-
wie der Berechnung des Wassergehaltes in den temperierten Bereichen. Dies wurde
in der Vergangenheit fiir einfache Geometrien (planparallele Eisplatte, zweidimensio-
naler stationarer Gletscher) durchgefiihrt (Hutter, Blatter & Funk [16], Blatter [3],
Blatter & Hutter [4], Funk, Echelmeyer & Iken [8]) und soll hier fiir zeitabhingige
Probleme zwei- und dreidimensionaler Eisschildgeometrien zur Anwendung kommen.
Ziel ist hierbei im einzelnen die Berechnung des Geschwindigkeits-, Temperatur- und
Wassergehaltsfeldes sowie der Eisdicke, der Ausdehnung des Eisschildes auf dem zu-
grundeliegenden Kontinentalschelf und der Position der internen Phasengrenzfliche
zwischen kaltem und temperiertem Eis (“cold-temperate transition surface”, im fol-
genden kurz als “CTS” bezeichnet) als Funktion der Zeit bei gegebener Oberflichen-



temperatur und oberflichlicher Massenbilanz (Schneefall, Schmelzen) sowie gegebe-
nem geothermen Warmeflu8 von unten.

Fiir den vereinfachten Fall einer zweidimensionalen Eisschildgeometrie, dem soge-
nannten EGIG-Profil des gronlandischen Eisschildes, werden drei Modelldufe vorge-
stellt und diskutiert. Ein Lauf simuliert das Gleichgewicht des EGIG-Profils unter
heutigen Klimabedingungen, ein weiterer selbiges unter eiszeitlichen Klimabedingun-
gen; der dritte Lauf besteht schliefilich in einer transienten (zeitabhingigen) Simula-
tion {iber zwei idealisierte Eiszeit-/Warmzeit-Zyklen hinweg, was eine grobe Appro-
ximation der Klimageschichte der letzten 200000 Jahre darstellt.



2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

2.1 Allgemeine Bilanzaussagen

Das Modell, welches im nachsten Kapitel entwickelt werden soll, basiert im wesentli-
chen auf den Bilanzgleichungen fiir Masse, Impuls, Drehimpuls und Energie; ergénzt
durch einige Materialgesetze kann hieraus ein geschlossenes Gleichungssystem erhal-
ten werden. Diese Bilanzgleichungen konnen als Spezialfille einer allgemeinen Bilanz-
gleichung aufgefaBt werden, welche in Eulerscher Darstellung die zeitliche Anderung
einer beliebigen physikalischen Grofle j(w,t) innerhalb eines materiellen Volumens w
bilanziert mit dem konduktiven FluBl ¢ von j durch den Rand dw sowie der volumen-
méBigen Produktion p' und Zufuhr z im materiellen Volumen w (vgl. Miiller [21],
Hutter [13]):

@0 = g fee0.00

= — f(e(t),t) nda+ [((2(t),t) + 2((t), ) dv;  (21)
ow w

g ist hierbei die Dichte von 7, und n bedeutet den duBleren Normalenvektor des
Volumens w. Mit Hilfe des Reynoldsschen Transporttheorems (Becker & Biirger [2])

d 0
a/g(w(t),t)dv = /a—idv—i-}{gv -nda, (2.2)
w w ow

welches besagt, daB sich die zeitliche Anderung von j in w (linke Seite) zusammensetzt
aus einem lokalen Anteil (erster Term rechts) und dem konvektiven FluB durch den
begrenzenden Rand (zweiter Term rechts, v = & ist die Partikelgeschwindigkeit), und
des GauBschen Integralsatzes erhilt man aus (2.1) durch Lokalisierung die allgemeine
Bilanzgleichung in lokaler Form

% =—div(¢+gv)+p+ 2z, (2.3)
wobei stetige Differenzierbarkeit der auftretenden Felder innerhalb des Volumens w
vorausgesetzt ist. Enthélt dieses eine singuldre Fliche o, auf welcher Unstetigkeiten
auftreten konnen, so ist auf dieser (2.3) nicht mehr giiltig; statt dessen kann {iber die
Betrachtung eines Volumenelements um die singuldre Flache herum eine allgemeine
Sprungbedingung abgeleitet werden (Miiller [21], Hutter [13]):

[(¢+9(v—w)) -n]="P. (2.4)

IFiir ErhaltungsgroBen verschwindet die Produktion p.
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w bedeutet hierbei die Geschwindigkeit der singularen Fliche selbst, und P ist ein
Oberflichenproduktions- bzw. Oberflichenzufuhrterm, welcher in den meisten Fallen
verschwindet. Die eckigen Klammern bezeichnen den Sprung des innestehenden Aus-
drucks an der singuldren Fliche o: [f] := f* — f~; f* ist der Wert von f auf der
positiven bzw. negativen Seite von o, wobei die positive Seite dadurch ausgezeichnet
ist, dal der Normalenvektor m in sie hineinzeigt. Die allgemeine Sprungbedingung
besagt somit, daB der Sprung der Normalkomponente des gesamten Flusses (Summe
aus konduktivem Flufl und konvektivem Flu8 relativ zur Bewegung von o) gleich ist
einer Oberflichenproduktion P, welche im allgemeinen verschwindet.

Im folgenden geht es darum, die Gleichungen (2.3) und (2.4) auf die einzelnen
Fille zu spezialisieren. Dies geschieht durch Einsetzen der entsprechenden Werte fiir

g, ¢, p, z und P.

2.2 Massenbilanz

In diesem Fall ist ¢ = p (p: Massendichte), ¢ = 0, p =0, z = 0, P = 0%. Dies ergibt
fiir die lokale Massenbilanz

% +div(pv) =0 & p+p(dive) =0; (2.5)

() bedeutet die materielle, der Partikelgeschwindigkeit v folgende Zeitableitung. Ein
wichtiger Spezialfall ist der eines dichtebestindigen Fluides (p = 0):

dive =0. (2.6)
Die Sprungbedingung an singuliren Flachen lautet

[p(v —w) -n] =0. (2.7)

2.3 Impulsbilanz

Hier gilt ¢ = pv, ¢ = —T (T: Cauchyscher Spannungstensor), p = 0, z = pf (f:
spezifische Kraft, i. allg. gleich der Schwerebeschleunugung g) und P = 0. Hiermit
erhilt man nach einiger Umformung die lokale Impulsbilanz

pv =divT + pf; (2.8)

dies entspricht dem Newtonschen Gesetz “Kraft gleich Masse mal Beschleunigung”.
Die Impulssprungbedingung ergibt sich zu

[Tn] — [pv (v —w) -n] = 0. (2.9)

2In Mischungen kann fiir die einzelnen Konstituenten aufgrund von Phaseniibergéngen oder che-
mischen Reaktionen auch p # 0 und P # 0 gelten.
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2.4 Drehimpulsbilanz

Auf diese soll hier nicht naher eingegangen werden; es sei lediglich gesagt, daf die
lokale Drehimpulsbilanz die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors nach sich
zieht:

T=T". (2.10)

Fiir eine eingehendere Betrachtung siehe Becker & Biirger [2].

2.5 Energiebilanz

Fir den Fall der Energiebilanz ist g = pe + pv?/2 (e spezifische innere Energie),
® = Qges — TV (qges: Summe aus fithlbarem und latentem WarmefluB), p = 0, z =
pf - v+ pr (r: spezifische Strahlungsleistung) und P = 0. Somit lautet die lokale
Energiebilanz mit einigen Umformungen

pé = —div ., + pr + tr (T - D); (2.11)

D = symgrad v ist der Verzerrungsgeschwindigkeits-Tensor.
Die zugehorige Sprungbedingung lautet

[[qges ‘n—v -Tn” + [[p(e +v%/2) (v —w) - nH =1, (2.12)

2.6 Entropiebilanz

Dieser Fall 1aBt sich nur auf einem relativ allgemeinen Niveau ausarbeiten, da die
EntropiegroBen von Problem zu Problem sehr verschieden sein kénnen. Mit g =
pn (n: spezifische Entropie), ¢ = ¢” (¢": konduktiver Entropieflu), p = pvy (y:
spezifische Entropieproduktion), z = ps (s: spezifische Entropiezufuhr) und P = P”
(P": Entropie-Oberflichenproduktion) ergibt sich fiir die lokale Bilanzgleichung

pn = —div ¢” + ps + py (2.13)
und fiir die Sprungbedingung an singuldren Fliachen
[¢" - n] + [pn (v — w) - n] =P". (2.14)

Es ist anzumerken, daf die Entropie im Gegensatz zu den vorher behandelten Grofien
keine ErhaltungsgroBe darstellt, mithin also die Produktionsterme nicht verschwinden
miissen. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik impliziert jedoch die Einschran-
kung, dafl sie nicht negativ werden konnen; es mufl also v > 0 und P7 > 0 erfillt
sein.



2.7 Materialgesetze fiir viskose Fluide

Das allgemeine Materialgesetz fiir viskose Fluide (“Reiner-Rivlin-Fluide”) verkniipft
den Spannungstensor T mit dem Verzerrungsgeschwindigkeits-Tensor D und lautet

T =(—p+w)l+wnD+v,D? (2.15)
mit
p = p(p,T),
N = %%, T, Ip, llp, Ip), (2.16)

(D —0) = 0

hierbei ist p der Druck, p die Massendichte, T' die Temperatur, die v; sind Viskosi-
tatskoeffizienten, und Ip, IIp, Illp bedeuten die drei Invarianten des Verzerrungsge-
schwindigkeits-Tensors D (vgl. z. B. Hutter [14]).

Im Falle eines dichtebestindigen Fluids, wovon in der Eisdynamik ausgegangen
wird, gilt gemaf (2.6) divv = tr D = 0. Der Spannungstensor T' wird in diesem
Fall aufgespalten in einen isotropen Drucktensor und einen deviatorischen Tensor der
Reibungsspannungen,

T=-pl+T? mit trTR =0, (2.17)

wobei der Druck jetzt ein freies Feld ist, und ein Materialgesetz nur noch fiir T"
zu formulieren ist. Dieses lautet also fiir ein dichtebestindiges Reiner-Rivlin-Fluid
gemaB (2.15) zunachst

TR = V()]. + 1/1D + 1/2D2. (218)
Durch Spurbildung erhélt man
2
Vg = —§V2]ID, (219)

wobei 2 IIp = tr (D2) verwendet wurde. (2.19) in (2.18) eingesetzt ergibt

TR =D + v, (D2 - §11D1) (2.20)
mit
No = 1/1,2(T, IID, IIID) (221)

als allgemeines Materialgesetz des dichtebestdndigen Reiner-Rivlin-Fluids.
In der Eisdynamik wird iiblicherweise die Vereinfachung getroffen, da der nichtli-
neare Term proportional zu D? entfillt, v, also vernachlassigbar ist. Weiterhin wird
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der verbleibende Rest von (2.20) invertiert dargestellt. Da wegen GI. (2.20), wel-
che ja T mit D verkniipft, die Invarianten von D durch die Invarianten von T
ausgedriickt werden konnen, folgt

1

D = TR = 4 (T, II 11 TR 999
Vl(Ta [ID,]IID) ’ul( ’ TR’( TR)) ( )

Als weitere Vereinfachung wird, wie in (2.22) durch die Klammern bereits angedeutet,
auch die Abhangigkeit von der dritten Invarianten IIl;r des Reibungsspannungs-
Tensors vernachldssigt. Das verbleibende Materialgesetz ist jedoch im allgemeinen
immer noch nichtlinear.
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3 Das polytherme Eismodell

3.1 Feldgleichungen
3.1.1 Kalter Bereich

Kaltes Eis bedeutet Eis mit einer Temperatur unterhalb dem druckkorrigierten
Schmelzpunkt. Bei Vernachlassigung zusétzlicher Beimischungen von Salz, Staub und
Geroll kann es als viskoses warmeleitendes dichtebestandiges Einkomponenten-Fluid
betrachtet werden. Die Massenbilanz lautet somit

dive = 0. (3.1)

Aufgrund der Annahme der Dichtebestindigkeit mufl der Spannungstensor T in einen
isotropen Drucktensor und einen deviatorischen Reibungsanteil aufgespalten werden,

T = —pl + T, (3.2)

der Druck p ist hierbei eine freie Feldgrofile, wohingegen fiir den Spannungsdevia-
tor T® eine Konstitutivgleichung anzugeben ist. Mit dieser Aufspaltung lautet die

Impulsbilanz
— gradp + divT® + pg = pov. (3.3)
Die noch durchzufiihrende Skalierung wird ergeben, dafl der Beschleunigungsterm pwv
vernachléssigt werden kann, also rein Stokessches Flieen vorliegt.
Es werden drei Konstitutivgleichungen benétigt: eine Spannungs- Verzerrungsge-
schwindigkeits-Relation, ein Konstitutivgesetz fiir die innere Energie € und eines fiir
den WarmefluB q:

D = EA(T"f(o)T® mit o:= %tr (TH)?, (3.4)
é=c(T)T, (3.5)
q=—k(T)gradT, (3.6)

mit im allgemeinen temperaturabhéngiger spezifischer Warme ¢ und thermischer Leit-
fahigkeit k. Die erste Gleichung besagt, da§ die Fluiditat des Eises in eine Funkti-
on A(T") (“Rate-Faktor”) der homologen Temperatur 7" und eine Funktion f(o)
(“Kriechfunktion”) der effektiven Schubspannung o (Wurzel der zweiten Invarianten
des Spannungsdeviators Iz = 1tr (T")?) faktorisiert (vgl. (2.22) und Hutter [13));
die homologe Temperatur ist definiert als 7" = T — Ty, wobei Ty die (druckabhin-
gige) Schmelztemperatur des Eises bedeutet. Der Rate-Faktor und die Kriechfunk-
tion sollen an dieser Stelle nicht naher spezifiziert werden; der zusitzliche Faktor E

(“Enhancement-Faktor”) kann auf einen Wert grofler als Eins gesetzt werden, um
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z. B. die leichtere Deformierbarkeit von staubhaltigem Eis gegeniiber normalem Eis

(Paterson [25]) zu beriicksichtigen. Die zweite Gleichung verkniipft Anderungen der

inneren Energie iiber die spezifische Warme ausschlieBlich mit Anderungen der Tem-

peratur, und die letzte Gleichung ist schliefllich das Fouriersche Warmeleitgesetz.
Bei Vernachlassigung der Strahlungsleistung r lautet die Energiebilanz:

pé = —divg + tr (T - D). (3.7)

Setzt man die obigen drei Konstitutivgleichungen hier ein, so folgt hieraus eine Glei-
chung fiir das Temperaturfeld:

pel = div (kgrad T) + 2EA(T") f (o). (3.8)

Diese Gleichung bilanziert lokale Temperaturdnderungen mit Advektion (implizit in
der materiellen Zeitableitung enthalten), Warmeleitung und dissipativer Warmepro-
duktion.

3.1.2 Temperierter Bereich

Unter temperiertem Eis versteht man Eis, dessen Temperatur sich exakt auf dem
druckkorrigierten Schmelzpunkt befindet, so dal dessen Temperatur nicht gesondert
berechnet werden muf}, sondern unmittelbar aus dem Druckfeld folgt:

T=Ty=To—fp=To- Bpﬂg, (3.9)

mit 7o = 0°C sowie der Clausius-Clapeyron-Konstanten §* (Paterson [25]) bzw. dem
Clausius-Clapeyron-Gradienten § := pgf*, welcher, wie sich noch zeigen wird, dem
Temperaturgradienten in temperiertem Eis entspricht. Jedoch kann temperiertes Eis
einen bestimmten Anteil an flissigem Wasser enthalten; der Wassergehalt (genauer die
Wasserkonzentration w) tibernimmt als thermodynamische Gréle die Rolle der Tem-
peratur im kalten Eis. Daher mufl temperiertes Eis im Gegensatz zu kaltem Eis als
Mischung aus zwei verschiedenen Komponenten, namlich Eis und Wasser, angesehen
werden. Es ist somit notwendig, einige Konzepte der Mischungstheorie (vgl. hierzu
Miiller [21]) zur Anwendung zu bringen. Da allgemein angenommen wird, daff der
Wassergehalt in temperierten Zonen polythermer Eisschilde mit maximal ca. 5% rela-
tiv gering ist (Hutter [15]), soll temperiertes Eis durch zwei Massenbilanzen (eine fiir
die Mischung als ganzes, eine fiir Wasser), jedoch nur eine Impuls- und Energiebilanz
fir die Mischung beschrieben werden. Das Wasser wird somit als Spurenkomponente
behandelt, dessen Bewegung relativ zum Baryzentrum der Mischung durch Ficksche
Diffusion beschrieben wird. Alternative Konzepte, die sich besser fiir polytherme
Gletscher mit zum Teil sehr hohem Wassergehalt eignen, wie sie in den Alpen vor-
kommen, verwenden statt dessen zwei Impulsbilanzen mit einer Wechselwirkungskraft
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vom Darcy-Typ, welche Relativbewegungen zwischen den beiden Konstituenten Eis
und Wasser erméglicht (Fowler [6], Hutter [15], Morland [20]).

Bevor die Feldgleichungen fiir temperiertes Eis formuliert werden kénnen, miis-
sen einige mischungstheoretische Groen eingefithrt werden. Die baryzentrische Ge-
schwindigkeit v ist definiert als

1
o= ;(p,-v,- + PuVy). (3.10)

Die Indices ¢ bzw. w beziehen sich auf die Komponenten Eis und Wasser, p;/,, bezeich-
net die zugehorige Partialdichte. Der Wassergehalt wird als Massenkonzentration w
eingefiihrt:
w=22, (3.11)
p
SchlieBlich wird eine diffusive Wasserstromdichte 3 definiert, welche den Wasserstrom
relativ zur Bewegung des Baryzentrums beschreibt:

J = pu(vy — v) = pw(v, — v). (3.12)

Wie im Falle des kalten Eises soll auch fiir temperiertes Eis Dichtebestdandigkeit, d. h.,
Konstanz der Mischungsdichte p, angenommen werden. Dies ist insofern problema-
tisch, als sich die Dichten von Eis und Wasser deutlich unterscheiden (nach Paterson
[25] variiert die Dichte von Gletschereis im Bereich von 830 — 910kg/m®, demge-
geniiber steht der Wert 1000 kg/m® fiir Wasser bei Normaldruck); jedoch bewegen
sich aufgrund des als gering angenommenen Wassergehaltes von weniger als 5% die
durch Anderungen des Wassergehaltes der Mischung Eis plus Wasser bedingten rela-
tiven Dichteschwankungen im Bereich von maximal 1% und koénnen somit vernach-
lassigt werden. Somit haben die Massenbilanz der Mischung und die Impulsbilanz der
Mischung die gleiche Form wie fiir kaltes Eis; sie lauten

divw = 0, (3.13)
—gradp + divTE + pg = pv, (3.14)
wobei der Spannungstensor T wiederum gemiB T' = —p1 + T® aufgespalten wurde.

Bei der Formulierung der Massenbilanz fir den Wassergehalt ist zu bedenken,
dafl die Partialdichte des Wassers p,, nicht konstant ist, sondern vom Wassergehalt
abhingt, so daB die Bilanz in der allgemeinen Form (2.5) aufgestellt werden mu8.
Ferner ist der Wassergehalt aufgrund der Moglichkeit von Schmelz- und Gefrierpro-
zessen keine Erhaltungsgrofle; es ist daher erforderlich, einen Produktionsterm M
zuzulassen:

%u +div (puvs) = M. (3.15)

14



In dquivalenter Form kann dies als
pw=—divy + M (3.16)

geschrieben werden.
Wie im Falle des kalten Eises werden Konstitutivgleichungenen benétigt (vgl. auch
Hutter [15]):

D = EA(w)f.(o)TE, (3.17)
¢ = Lo+ c(T) T, (3.18)
J = —vgradw, (3.19)

g = —&(T) grad Ti. (3.20)

Die erste Gleichung, die Spannungs- Verzerrungsgeschwindigkeits-Relation, ist analog
zu (3.4) fiir kaltes Eis, jedoch ist die Temperaturabhéingigkeit des Rate-Faktors durch
eine Abhéngigkeit vom Wassergehalt (Funktion A;(w)) ersetzt. Die zweite Gleichung
besagt, daB Anderungen der inneren Energie ¢ via die latente Wirme L mit An-
derungen des Wassergehaltes w und via die spezifische Warme ¢ mit Anderungen
der aktuellen Schmelztemperatur zusammenhingen (thermodynamisch nur approxi-
mativ, vgl. Svendsen, Greve & Hutter [27]). Die dritte Gleichung ist das bereits
erwihnte Ficksche Diffusionsgesetz fiir die diffusive Wasserstromdichte j, wobei v die
Diffusivitdt des Wassers im temperierten Eis bedeutet, und die letzte Gleichung ist
schlieBlich das bereits bei kaltem Eis eingefiihrte Fouriersche Warmeleitgesetz. L und
v werden als konstant angenommen.
Im folgenden soll die Energiebilanz der Mischung formuliert werden. Hierbei ist
zu beriicksichtigen, daB aufgrund von (3.18) die innere Energie ¢ vom Wassergehalt w
abhédngt, so daB ein nichtverschwindender diffusiver Wasserstrom j einen Flu8 innerer
Energie (latente Warme) nach sich zieht. Somit folgt fiir den gesamten Warmeflufl Qes
(vgl. Gleichung (2.11)):
Qees =9+ LJ. (3.21)

Mit dieser modifizierten Form des Energieflusses folgt die Energiebilanz der Mischung
zu

pé = —div (g + Lj) + tr (T® - D). (3.22)

Setzt man die Konstitutivgleichungen (3.17) - (3.20) in die Massenbilanz fiir den
Wassergehalt (3.16) und in die Energiebilanz (3.22) ein, so ergibt sich aus ersterer

pw =vViw+ M (3.23)
und aus letzterer

pLi> + pcThy = LvV2w + div ( grad Tyy) + 2EAy(w) fi(o)o>. (3.24)
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Konsistenz dieser beiden Gleichungen liegt vor, wenn fiir die Wasserproduktion

1 .
M = ; (tr (TR - D) + div (x grad Tns) — pcTnr )
1

= = (QEAt(w)ft(a)a2 + div (k grad Tar) — chM) (3.25)
erfiillt ist. Dieses Resultat ist physikalisch sinnvoll, denn es besagt, dafl die Warmedis-
sipation tr (T'® - D) im wesentlichen zum Schmelzen von Eis zu Wasser aufgebraucht,
also in latente Warme umgesetzt wird; anderes ist aufgrund der (ndherungsweise) kon-
stanten Temperatur auch gar nicht moglich. Abweichungen entstehen lediglich durch
die kleinen Temperaturvariationen aufgrund des Clausius-Clapeyron-Gradienten. In
friiheren Arbeiten, die den latenten Energieflufl (3.21) nicht in Betracht zogen (Fow-
ler & Larson [7], Hutter [11]), muBte eine solche Gleichung als Konstitutivgesetz
postuliert werden, und die Energiebilanz wurde ignoriert. Hutter [15] formuliert die
Energiebilanz ohne (3.21) und zeigt, daf8 sie nur mit dem Modell konsistent ist, wenn
q und j vernachlassigt werden. Mit dem erweiterten Energieflul (3.21) werden diese

Schwierigkeiten aufgelost.

3.1.3 Lithosphire

Da das Augenmerk dieser Arbeit auf der Modellierung von Eisschilden liegt, soll fiir
den darunter befindlichen festen Felsgrund (Lithosphare) nur ein ganz einfaches Mo-
dell verwendet werden, welches lediglich die fiir das Eisschild relevanten Vorgange
in der Lithosphare erfafit. Hierzu wird die Warmeleitung und das Einsinken der
Lithosphére in die darunter befindliche viskose Asthenosphare aufgrund des isostati-
schen Gleichgewichtes zwischen Eislast und Auftrieb herangezogen.

Die Temperaturgleichung erhalt man ganz analog zum Vorgehen bei kaltem Eis
aus der Energiebilanz; sie lautet (vgl. Gl (3.8)):

p,ch =k, V2T. (3.26)

Der Index (-), bezieht sich jeweils auf den Felsgrund, so da8 p,, ¢, und &, dessen
Dichte, spezifische Warme bzw. Warmeleitfahigkeit bedeuten. Die beiden letzteren
werden im Gegensatz zu den entsprechenden Werten fiir Eis als konstant angenom-
men. Weiterhin ist die Dissipationsleistung aufgrund moglicher Verzerrungen der
Lithosphére vernachlassigt; nur reine Warmeleitungsprozesse sind beriicksichtigt.

Fir die Einsinktiefe Ab(z,y,t) der Lithosphare in die darunter befindliche Asthe-
nosphare aufgrund der Eislast wird zunachst eine lokale Kraftebilanz zwischen Auf-
trieb und Eislast fiir eine vertikale Saule der Querschnittsfliche dA mit zugehoriger
Eishéhe H = h — b aufgestellt (aufgrund dieser Vorstellung von in der Vertikalen
gegeneinander frei beweglichen Saulen habe das lithosphérische Geschwindigkeitsfeld
keine Horizontalkomponenten):

PagAbdA = pgH dA, (3.27)
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pa 1st die Dichte der Asthenosphére. Ist z = by(z,y,t) die Gleichgewichtsposition der
Felsgrund-Oberseite ohne Eislast, ergibt sich fiir selbige mit Eislast, bggy

bagw = bo — Ab= by — L H. (3.28)
Pa

Aufgrund der Viskositat der Asthenosphare stellt sich dieses Gleichgewicht nicht in-
stantan, sondern mit einer bestimmten Verzdgerungszeit 7y ein. Fiir die zeitliche
Evolution der Felsgrund-Oberseite z = b(z,y,t) wird daher

0b 1 1 p

D e L (b—baey) = ——[b—(by— L H 29

ot TV( Gg ) TV[ ( 0 . )] (3 )
angesetzt (Herterich [9]). Bei fester Eishohe H entspricht dies einer exponentiellen
Annéaherung von b an den Gleichgewichtszustand.

Unter der zusatzlichen Annahme, da8 jede vertikale Siule der Lithosphire starr ist
(diese sich aber gegeneinander frei verschieben kénnen) folgt, da$ fiir das Geschwin-
digkeitsfeld in der Lithosphire

0b

= a(x,y,t) €; (3.30)

(e.: Einheitsvektor in z-Richtung) erfiillt ist.

3.2 Rand- und ﬂbergangsbedingungen
3.2.1 Randbedingungen an der freien Oberfliche

Wie fiir jede singuldre Flache 1aBt sich auch fiir die freie Oberfliche des Eisschildes
(Grenze zwischen Eis und Atmosphire) eine kinematische Randbedingung formulieren.
Hierzu sei angenommen, daB die freie Oberfliche durch die implizite Darstellung
Fi(z,t) = 0 gegeben sei (Abbildung 3.1); die positive Seite soll mit der Atmosphire,
die negative mit dem Eis identifiziert werden, so da der Normaleneinheitsvektor
n = grad F}/||grad F|| in die Atmosphére hinein zeigt. Somit muf} die der Bewegung
der freien Oberfliche folgende zeitliche Ableitung von F, verschwinden:

dF;  OF;

dt Ot
w bedeutet die Geschwindigkeit der freien Oberfliche. Die Gleichung 148t sich mit
dem &ufleren Normaleneinheitsvektor n und dem VolumenfluB durch die freie Ober-
flache hindurch a} := (w — v~) - n umschreiben zu

+w-grad F, =0, (3.31)

86123 + v~ - grad F, = —||grad F}| - a. (3.32)
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Atmosphire (+)

z = h(x,y,t)
Eis (-)

Abb. 3.1: Geometrie der freien Oberfliche.

Sei die freie Oberfliche in kartesischen Koordinaten durch z = h(z,y,t) gegeben, so
ist Fy(x,t) = z — h(z,y,t), und es folgt

/2
oh  _Oh ok on\?  (om\*\"" |
Eﬂza—xﬂya—y—vz =(1+(a—$) +(8_y)) ay. (3.33)

Der VolumenfluB durch die freie Oberfliche a} stellt die Akkumulations-Ablations-
Funktion dar (positiv fiir Akkumulation); sie ist eine klimatische Input-Gréfe und
setzt sich zusammen aus dem Schneefall auf das Eisschild minus dem von der Ober-
flache wegschmelzenden Eis.

Aus der Impulssprungbedingung (2.9) folgt, abgesehen von dem extrem kleinen
konvektiven Impulsflul durch die freie Oberfliche, die Kontinuitidt des Spannungs-
vektors Tn. Bei Vernachlissigung der aus dem atmosphérischen Druck p,, und
dem Windschub 6y;,q zusammengesetzten Spannung auf der Luftseite, welche klein
gegeniiber den im Eis auftretenden Spannungen ist, ergibt sich folglich

T n=T'n=—pumn + Owina ~ 0. (3.34)

SchlieBlich wird eine Aussage tiber die thermodynamischen Gréfen an der freien Ober-
fliche benétigt. Fiir eine kalte freie Oberfliche (der Normalfall), bietet es sich an,
hierzu die Oberflichentemperatur vorzuschreiben:

T (z,t) = Ts(x,t); (3.35)

T, stellt also eine klimatische Input-Gréfle dar. Genau genommen verwendet man
hierfiir die Temperatur in 10 m Tiefe, wo die jahreszeitlichen Temperaturschwankun-
gen, welche auf den fiir die Eisschilddynamik relevanten Zeitskalen irrelevant sind,
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abgeklungen sind. Im Falle einer temperierten freien Oberfliche, welche eventuell in
kleinen Bereichen nahe dem Rand des Eisschildes auftreten kann, mufl statt dessen
der Wassergehalt w oder alternativ dessen Normalableitung vorgeschrieben werden.

3.2.2 ["Jbergangsbedingungen an der kalten Eisbasis

Aufgrund der unterschiedlichen Eigenschaften von kaltem und temperiertem Eis ist
es fiir die Formulierung der Ubergangsbedingungen zwischen Eisbasis und Felsgrund
(Lithosphire) notwendig, eine Fallunterscheidung zu machen, je nachdem ob an der
Basis Schmelztemperatur erreicht wird (temperierte Basis) oder nicht (kalte Basis).
Hier wird zunédchst der Fall der kalten Basis betrachtet.

Der Felsgrund des Eisschildes sei als undurchlassige Basis angenommen, d. h., ein
etwaiger Massenaustausch zwischen kaltem Eis und Fels an der Eisbasis wird nicht
in Betracht gezogen. Er befinde sich bei z = b(z,y,t) (Abbildung 3.2); die positive
Seite sei mit dem Felsgrund, die negative mit dem Eis identifiziert. Mit Fy(x,t) =
b(z,y,t) — z folgt die implizite Darstellung Fy(x,t) = 0; der Normaleneinheitsvektor
n = grad F/||grad F}|| zeigt somit in den Felsgrund hinein, wie es der Wahl von
positiver und negativer Seite entspricht. Diese Festlegungen sollen sowohl fiir eine
kalte als auch fiir eine temperierte Basis gelten.

Bis z =b(x,y,t)

n
w

Lithosphdre (+)

Abb. 3.2: Geometrie der Eisbasis.

Aufgrund der angenommenen Undurchlissigkeit gilt zunéchst
(vt—w) n=(v —w) n=0, (3.36)

was die Massensprungbedingung automatisch erfiillt. Die kinematische Bedingung
(vgl. Gleichung (3.32) fiir die freie Oberfliche) lautet somit

% +v” -grad F, =0 (3.37)
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bzw.

%+v;%+v;g—z—v;:0. (3.38)
Weiterhin wird ein Gleitgesetz formuliert, welches die Gleitgeschwindigkeit v =
v — 'vﬁ' (wobei vﬁ = v*¥ — (vt - n)n) des Eises parallel zur Felsgrundoberfliche in
Beziehung setzt zur tangentialen basalen Spannung t:

va = —C(t7,..) 8, (3.39)

mit t] =n-T n und t, =T n—tn. Der Gleitkoeffizient C' ist eine Funktion der

normalen basalen Spannung t1 und eventuell weiterer Variablen wie z. B. ||| oder
T. Haufig wird in Inlandeis- oder Gletschermodellen im Falle der kalten Basis C' = 0,
mit anderen Worten also Haften an der Basis angenommen.
Aus der Impulssprungbedingung (2.9) ergibt sich wegen der Undurchlissigkeit
(3.36)
[Tn] =0, (3.40)

also die Kontinuitdt des Spannungsvektors.

SchlieBlich wird die Energiesprungbedingung benédtigt. Aus (2.12) folgt unter
Beriicksichtigung der Undurchlassigkeit (3.36) und der Spannungsvektor-Kontinuitat
(3.40)

k(gradT™ -n) — &k, (grad Tt -n) = [v] - T™n = —vg - T n. (3.41)

Der Term auf der rechten Seite stellt die basale Reibungswirme dar, welche im Falle
einer angenommenen Haftbedingung verschwindet. Die Temperatur selbst soll als
stetig angenommen werden:

[T] = 0. (3.42)

3.2.3 Ubergangsbedingungen an der temperierten Eisbasis

An dieser Stelle wird die temperierte Eisbasis betrachtet, d. h., die Temperatur er-
reicht am Ubergang zwischen Eis und Felsgrund die Schmelztemperatur des Eises.
Das Vorhandensein einer temperierten Basis bedeutet jedoch nicht notwendigerweise,
daB an dieser Stelle auch eine Schicht nichtverschwindender Dicke aus temperiertem
Eis vorhanden ist. Vielmehr besteht die Moglichkeit, dal das Temperaturgefille in
normaler Richtung in das Eis hinein dazu fiihrt, dafl bereits unmittelbar iiber der
Eisbasis kaltes Eis vorhanden ist, auch wenn die Basis selbst temperiert ist. Die in
diesem Abschnitt hergeleiteten Beziehungen gelten sowohl fiir das Auftreten einer
Schicht temperierten Eises iiber der temperierten Basis als auch fiir den Fall einer
temperierten Basis ohne temperierte Eisschicht dariiber.

Wie bereits erwahnt sollen die bei der Geometrie der kalten Eisbasis verwendeten
Bezeichnungen fiir den hier betrachteten Fall der temperierten Basis iibernommen
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werden. Die Annahme der Undurchlassigkeit muB jedoch teilweise aufgegeben werden,
da die Moglichkeit besteht, dal Wasser vom Boden aufgenommen wird.
Aus der Massensprungbedingung fir die Komponente Wasser folgt

[pw(vy, — w)-n] =Py, (3.43)

wobei eine Wasser-Oberflichenproduktion P} eingefiihrt wurde, um das basale
Schmelzen von Eis aufgrund des geothermen Warmeflusses und der Reibungswirme
durch Gleiten zu erfassen. Es soll nun P} = (pw(v, —w)-n)* angenommen werden,
d. h., die Oberflichenproduktion an Wasser soll vollstindig vom Boden aufgenommen
werden. Mit dieser Annahme folgt aus obiger Massensprungbedingung

(v, —w) -n=0. (3.44)
Die Massensprungbedingung fir die Komponente Eis ergibt analog
[oi(vi —w) -n] = -P". (3.45)

Da der Felsgrund fiir Eis nach wie vor undurchléssig sein soll und somit in diesem
kein Eis enthalten ist (p} = 0), folgt weiter

__P
pi  p(l—w™)

(v;

T—w) n= ~ 0; (3.46)
letzteres ist zu rechtfertigen, da eine Abschitzung von Werten fiir P} gemiB der bei
der Betrachtung der Energiesprungbedingung unten hergeleiteten Formel lediglich
eine Normalgeschwindigkeit (v; — w) - n von einigen Millimetern pro Jahr ergibt,
was vernachlédssigt werden kann (eine allgemeinere Betrachtung findet sich in Hutter
[15]).

Die Gleichungen (3.44) und (3.46) sagen aus, daB die Normalkomponenten der
Geschwindigkeiten der beiden Konstituenten Eis und Wasser relativ zur Bewegung
der Eisbasis, als singuldre Flache aufgefat, verschwinden. Mithin gilt dies auch fiir

die baryzentrische Geschwindigkeit:
(v"—w)-n=0. (3.47)

Dies besagt, dafi (ndherungsweise) kein Massenaustausch zwischen temperiertem Eis
und Felsgrund stattfindet, mit anderen Worten also der oben angesetzte Wasserstrom
Py’ = (pw(vy — w) - n)* in den Felsgrund hinein nur eine vernachlissigbar kleine
Rolle spielt. Somit gilt die kinematische Bedingung in der gleichen Form wie bei einer
kalten Eisbasis (vgl. Gl. (3.38)):

db ob 0b

= T s+ vy =0. (3.48)

v___
yay z
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Weiterhin erhdlt man mit (3.44) und (3.47)
J- m=0 = gradw -n=0, (3.49)

also das Verschwinden des diffusiven Wasserflusses an der temperierten Basis.
Wie im Falle der kalten Basis wird ein Gleitgesetz angenommen:

va = —Ci(tI,.) ], (3.50)

mit vy := v;y — v} und ] = n-T n und tf = T™n — tJn wie zuvor. Aufgrund
der Moglichkeit, daB sich das im temperierten Eis befindliche Wasser als Schmierfilm
zwischen Eis und Fels verhilt, ist zu erwarten, da C; deutlich groBere Werte als C
(fiir kalte Basis) annimmt.

Aufgrund von (3.47) ist auch in diesem Fall der Spannungsvektor stetig (Impuls-

sprungbedingung):
[Tn] = 0. (3.51)

Unter Vernachlissigung der kinetischen Energie v?/2 folgt aus der Energiesprungbe-
dingung fir die Mischung (2.11)

l[g-n]+L[j -n]-[v-Tn]+[(p(v—-w) n)Lw] =0, (3.52)

was wegen (3.49) vereinfacht werden kann zu
k(gradT™ -n) — &, (grad Tt -n) + vg - T n + [pLw(v, —w) -n] =0. (3.53)
Aufgrund obiger Massensprungbedingung fiir den Wassergehalt (3.43) ist die verblei-

bende Sprungklammer gleich LP}”, so da8 folgt:

P, = %(n, (grad Tt - m) — k(grad T~ - n) — vg - T n). (3.54)

Dieses Ergebnis ist anschaulich klar; es besagt, daB die Wasserproduktion an der
temperierten Basis resultiert aus den zustromenden Warmefliisssen vom Felsgrund
und vom Eis sowie der durch basales Gleiten produzierten Reibungswarme. Wie bei
der kalten Eisbasis soll die Temperatur selbst als stetig angenommen werden:

[T]=0 = T+=T =Ty (3.55)

Dies fiihrt also im Gegensatz zur kalten Eisbasis dazu, daf§ die Temperatur (bei als be-
kannt vorausgesetztem Druckfeld) festgelegt ist, so daB eine thermische Entkopplung
zwischen Eis und Lithosphéare stattfindet.
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Lithosphdre (-) z=b, (xyH
T r) 7

n
w

Asthenosphire (+)

Abb. 3.3: Geometrie der Felsbasis.

3.2.4 Randbedingungen an der Felsgrundunterseite

Die Unterseite der modellierten Lithosphare befinde sich in expliziter Darstellung
bei z = b,(z,y,t); implizit kann dies wie zuvor in die Form F,(z,t) := b.(z,y,t) —
z = 0 gebracht werden. Die positive Seite sei die Asthenosphire, die negative die
Lithosphéare; der Normaleneinheitsvektor n = grad F,/||grad F,|| zeigt somit in die
Asthenosphére hinein (vgl. Abbildung 3.3).

Im Rahmen des hier beschriebenen einfachen Lithosphirenmodells ist es lediglich
vonnéten, an der Unterseite der Lithosphéare eine Randbedingung fiir die Temperatur
vorzugeben. Hierzu wird der geotherme Wirmefluf Qéeoth := —q~ - n als InputgroBe
herangezogen. Mit Hilfe des Fourierschen Warmeleitgesetzes erhilt man hieraus

ke (gradT™ - m) = ;'eoth. (3.56)
Dies stellt eine Neumannsche Bedingung fiir die Temperatur dar.

3.2.5 ﬁbergangsbedingungen an der CTS

Die CTS (cold-temperate transition surface) stellt die Phasengrenzfliche zwischen
den kalten und temperierten Regionen eines Eisschildes dar und ist somit ebenso
wie die obere und untere Begrenzungsfliche eine singulire Fliche, an der Spriinge
und Unstetigkeiten auftreten konnen. Ihre Geometrie ist in Abbildung 3.4 darge-
stellt. Sie sei explizit durch z = z,(z,y,t) und somit implizit durch F,,(z,t) = 0
(Fm(®,t) := z — zp(z,y,t)) beschrieben; die positive Seite sei der kalte (obere),
die negative der temperierte (untere) Bereich, so dal der Normaleneinheitsvektor
n = grad F,, /||grad F,,|| in das kalte Eis hinein zeigt.

Zunachst kann wie zuvor eine kinematische Bedingung formuliert werden. Es
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kaltes Eis (+)
CTS:z=2z,(x,y,t)

temperiertes Eis (-)

Abb. 3.4: Geometrie der CTS.

ergibt sich in Analogie zu (3.32) fiir die freie Oberflache

oF,
- T grad F,, = —||grad F,|| - a;5, (3.57)
woraus mit obiger Festlegung fiir F,,
1/2
0z 0z 0z Oz \” Oz \°
= vy 2 —v, =14 | = = l 3.58
ot TV, T, TV (+(0:1:)+(3y)) an, (3.58)

folgt. In dieser Gleichung wurde der Volumenflul durch die CTS a3, := (w—v)-n ein-
gefiihrt. Diese Vorzeichenwahl bewirkt, daB8 a fiir Schmelzbedingungen (Strémungs-
richtung vom kalten in den temperierten Bereich) positiv und fiir Gefrierbedingungen
(Stromungsrichtung vom temperierten in den kalten Bereich) negativ gezdhlt wird.
Aufgrund der unten abgeleiteten Kontinuitdt von v ist es nicht nétig, zwischen v+
und v~ zu unterscheiden. Im Gegensatz zu der Akkumulations-Ablations-Funktion
ai bei der freien Oberfliche ist a’ keine Input-GréBe, da sie im Innern des Eisschildes
wirkt. a;; muB folglich vom Modell berechnet werden.

Generelle Eigenschaften von Phasengrenzflichen in der Kontinuumsmechanik (vgl.
Hutter [13]) sind die Kontinuitdt von Temperatur und Tangentialgeschwindigkeit:

[T]1=0, [v—(v-m)n]=0. (3.59)

Bei der Herleitung der Massenbilanz fiir temperiertes Eis wurde demonstriert, dafl sich
die Dichten von kaltem und temperiertem Eis um maximal 1% unterscheiden. Ver-
nachlassigt man diesen geringen Unterschied, so besagt die Massensprungbedingung
die Kontinuitdt auch der Normalgeschwindigkeit an der CTS,

[v-n] =0, (3.60)
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so dafl der gesamte Geschwindigkeitsvektor kontinuierlich ist:
[v] = 0. (3.61)

Hieraus und aus der Impulssprungbedingung (2.9) ergibt sich die Kontinuitat des Cau-

chyschen Spannungsvektors:
[Tn] = 0. (3.62)

Nun soll die Massensprungbedingung fir den Wassergehalt betrachtet werden. Es ist
hierbei zu berticksichtigen, dafl an der CTS Schmelz- und Gefrierprozesse auftreten
kénnen, so dafl ein Oberflichenproduktionsterm P fiir die Komponente Wasser ein-
gefiihrt werden mufl (unten wird gezeigt, daB P2 nur negativ oder Null sein kann,
d. h., nur flichenhaftes Gefrieren, jedoch kein Schmelzen ist physikalisch méglich).
GL (2.7) erweitert sich somit zu

[po(vs — w) - m] = P2 (3.63)

oder dquivalent dazu mit der diffusiven Wasserstromdichte 3 geméaf (3.12) (unter
Beriicksichtigung der Tatsache, dafl auf der positiven (kalten) Seite der CTS kein
Wasser vorhanden ist, so daB die GréSen wt und j* gleich Null sind):

—j  n+parw =PY. (3.64)

Dies 1aBt sich in eine anschaulichere Form bringen, indem statt der diffusiven Was-
serstromdichte j eine totale Wasserstromdichte j,,, relativ zur CTS-Bewegung w
definiert wird, o, ‘= pw(vw — w); hiermit schreibt sich obige Sprungbedingung als

—Ji =P (3.65)

und besagt, daB8 die Normalkomponente der totalen Wasserstromdichte auf der tem-
perierten Seite relativ zur CTS gleich der Oberflichenproduktion von Wasser ist, was
unmittelbar einleuchtet.

Zur Formulierung der Energiesprungbedingung gemaf (2.12) mufB wie fiir die Ablei-
tung von (3.22) von dem erweiterten Energieflu in der Form (3.21) fiir temperiertes
Eis Gebrauch gemacht werden, so daf§ im kalten (positiven) Bereich g ., = ¢ und im
temperierten (negativen) Bereich q,., = q + Lj angesetzt wird. Unter Beriicksichti-
gung von (3.18), (3.61) und (3.62) erhilt man

gt ' n—q¢g  n-Lj -n=Luplv—w) n=—Lu pat (3.66)
bzw. mit dem Fourierschen Warmeleitgesetz und der Definition von j,,,

k (grad Tt —gradTy;) -m+ L j,, -m = 0. (3.67)
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Da die homologe Temperatur 7" = T' — T auf der kalten Seite in normaler Richtung
von der CTS weg nicht ansteigen kann (sonst miiite die Temperatur die Schmelztem-
peratur tibersteigen), muf gelten:

radTt - n < grad Ty - n. 3.68
g g M

Wegen (3.67) ist damit j,,-n > 0, so daB in der Tat fiir die Wasser-Oberflichenpro-
duktion PY
Pmn (=—Jw-m) <0 (3.69)

gilt; sie kann also nicht positiv sein.
Aufgrund dieser Nebenbedingung ist fiir jeden Punkt der CTS zwischen zwei Fal-
len zu unterscheiden, und zwar je nach dem Vorzeichen der Gréofle (w — vy) - n =

ay, — 3~ - mf(pw):
i) (w—wvy)-n >0 (“Schmelzbedingung”):
Aufgrund obiger Definition von 3, und p, = pw kann (3.69) nur erfiillt sein, wenn
wm =0 (3.70)
gilt; in (3.69) gilt dann das Gleichheitszeichen. Einsetzen in (3.67) zeigt, da auch
grad Tt -n =grad Ty, - n (3.71)

sein muf. Dies bedeutet, dal beim Auftreten von Schmelzbedingungen der Wasserge-
halt und die Normalableitung der Temperatur an der CTS stetig sind (w™ ist sowieso
gleich Null, da auf der Kalteisseite der CTS nach der Definition von kaltem Eis kein
Wasser vorhanden ist).

i) (w—vy) - n <0 (“Gefrierbedingung”):

In diesem Fall ist (3.69) mit
w >0 (3.72)

vereinbar, und somit kann auch (3.68) in seiner allgemeinen Form
grad Tt -n < gradTy; - m (3.73)

gelten. Beim Vorliegen von Gefrierbedingungen kénnen folglich der Wassergehalt und
die Normalableitung der Temperatur an der CTS unstetig sein; die Unstetigkeiten
dieser beiden Groflen sind tiber Gl. (3.67) verkniipft.

Anschaulich kann dies wie folgt verstanden werden: Erreicht ein nichtverschwin-
dender totaler Wasserstrom j,,, von der temperierten Seite her die CTS (Gefrierbe-
dingung), so kann dieser auf der CTS ausgefrieren (negative Oberflichenproduktion
von Wasser). Die hierbei freigesetzte latente Warme kann dadurch abgefithrt wer-
den, daB die Normalableitung der Temperatur auf der Kalteisseite negativer als die
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auf der temperierten Eisseite der CTS ist. Hiermit einher geht also ein Sprung der
Normalableitung der Temperatur und (weil sich im kalten Eis kein Wasser befindet)
auch des Wassergehaltes.

Die umgekehrte Situation kann jedoch nicht auftreten; es ist unméglich, daB kaltes
Eis auf die CTS zu flieBt, zum Teil auf der CTS schmilzt (positive Oberflichenpro-
duktion von Wasser) und so schon direkt an der CTS einen nichtverschwindenden
Wasserstrom in den temperierten Bereich hinein produziert. Der Grund dafiir lieg-
t darin, daf8 die hierzu notwendige Schmelzwirme nicht zur CTS hin transportiert
werden kann, denn dazu miifite die Normalableitung der Temperatur auf der Kalteis-
seite positiver als die auf der temperierten Eisseite sein, was aber nicht méglich ist,
da dann die Temperatur auf der Kalteisseite den Schmelzpunkt von Eis iibersteigen
wiirde. Ein Eisflufl vom kalten in den temperierten Bereich (Schmelzbedingung) ist
nur moglich ohne Oberflichenschmelzen beim Durchgang durch die CTS, so daB in
diesem Fall w™ = 0 und grad Tt - n = grad Ty; - m gilt; in anderen Worten sind dann
Wassergehalt und Temperaturgradient stetig.

Es sei noch erwihnt, dafl im Falle eines vernachlissigharen diffusiven Wasser-
stromes j im temperierten Eis, mit anderen Worten also einer sehr kleinen Wasser-
diffusivitat v, die Unterscheidung zwischen Schmelz- und Gefrierbedingungen einfach
anhand des Vorzeichens des Eisstromes durch die CTS hindurch (aZ,) getroffen werden
kann, da in diesem Fall v = v, gilt. @ > 0 (Eisstrom vom kalten in das tempe-
rierte Eis gerichtet) entspricht dann der Schmelzbedingung, al < 0 (Eisstrom vom
temperierten in das kalte Eis gerichtet) der Gefrierbedingung, was auch unmittelbar
einleuchtet.

AbschlieBend soll die Entropie-Sprungbedingung kurz untersucht werden (fiir eine
ausfiihrliche Behandlung siehe Svendsen, Greve & Hutter [27]). Der Entropieflu wird
iiblicherweise als ¢”7 = q/T angesetzt, jedoch kann dies nur fiir kaltes Eis Giiltigkeit
besitzen; bei temperiertem Eis mufl im Hinblick auf die latente Warmestromdichte
Ly (Gl (3.21)) fiir den EntropiefluB ¢" = q + Lj/T gelten. Aus (2.14) ergibt sich
hiermit

¢"'n ¢ -mn j -m

— - — L = qJ. .
=L T ekl =0 (3.74)
Mit der Beziehung T [n] = L [w] fiir die spezifische Entropie n folgt
L (gt = 5 = B = — gk (3.75)
7@ m—g" n—LjTm) = —Fw pag; .

dies ist bis auf den konstanten Faktor 1/7 identisch mit der Energiesprungbedingung
(3.66).
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4 Planparallele, geneigte Eisplatte

4.1 Anwendung des Modells

In diesem Kapitel soll eine erste Anwendung des im vorigen Kapitel vorgestellten po-
lythermen Eismodells gegeben werden. Wir betrachten hierzu eine zweidimensionale,
in z-Richtung unendlich ausgedehnte und geneigte polytherme Eisplatte mit paralle-
len Seiten (“Slab”), dessen Eis hangabwarts flieBe, wie in Abbildung 4.1 dargestellt.
Numerische Losungen fiir eine solche Geometrie wurden bereits von Hutter, Blat-
ter & Funk [16] und Blatter [3] konstruiert, jedoch wird hier ein etwas anderer Weg
beschritten, der sogar weitgehend analytische Losungen ermoglicht.

Oberflache

Eisbasis

Abb. 4.1: Skizze einer planparallelen, geneigten, polythermen Eisplatte.

Folgende Annahmen sollen getroffen werden:

e Konstanter Neigungswinkel v und Uniformitat der Prozesse in z-Richtung:

(8/9)(-) = 0.
e Stationaritit der Prozesse: (0/0t)(-) = 0.

o Glensches Fliefigesetz (vgl. Paterson [25]):
f(o) = fi(e) = ™! (mit n = 3).
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o Eisfluiditat unabhéngig von Temperatur und Wassergehalt:
FA(T') = EA(w) = A=53-10"*s"1Pa™3
(Wert fiir 7" = 0°C und E = 1, siehe Paterson [25]).

<= :Mokau. ) K 24\\/..:"k“" cs ZoosJk"’K”' L 33§AJ1<"',_

979, P52 (P, k. §5.5)
e Vernachlassigung der Druckabhéingigkeit des Schmelzpunktes von Eis:
Ty = 0°C.

e Vernachlassigung der Wasserdiffusion: v =0 = 35 =0.

o Vernachldssigung von lithosphérischen Einflissen: kein Einsinken in die Asthe-
nosphére, keine Berechnung der Temperatur.

Mit diesen Annahmen lauten die Modellgleichungen wie folgt:
Massenbilanz kalter und temperierter Bereich (aus Gln. (3.1), (3.13)):

dv,
dz

= 0. (4.1)

Impulsbilanz kalter und temperierter Bereich (aus Gln. (3.3), (3.14) mit vernachlas-
sigter Beschleunigung):

d

b1 + pgsiny =0, (4.2)
dz
dp dof

—E;-{-d——pgcos'y— (4.3)

Energiebilanz kalter Bereich (aus Gl. (3.8)):

dT d&*T
pevz—— = Ky + 24 0% (4.4)

Energiebilanz temperierter Bereich bzw. Massenbilanz fir den Wassergehalt (aus Gln.

(3.23), (3.24)):
dw A
pvzg = QZ 0'4. (45)

Spannungs- Verzerrungsgeschwindigkeits- Relation kalter und temperierter Bereich

(aus Gln. (3.4), (3.17)):

of =0, (4.6)
o =0, (4.7)
d

Yz 9442 Ozz; (4.8)
dz
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hieraus ergibt sich mit der Definition der effektiven Schubspannung o := \/tr (T'7)2/2
diese zu o = o,.

Randbedingungen auf der kalten freien Oberfliche (aus Gln. (3.33), (3.34), (3.35)):

v, = —al, (4.9)
B = gy = O, (4.10)
—p+oli=—p=0, (4.11)
T'=1,. (4.12)

Randbedingungen auf der temperierten Basis:
Aufgrund der Gleichungen (4.1) und (4.9) ist die Vertikalgeschwindigkeit v, auf der
gesamten Hohe des Slabs gleich der negativen Akkumulations-Ablations-Funktion a; .
Insbesondere nimmt v, also auch an der Basis diesen Wert an, was im allgemeinen im
Widerspruch zu der kinematischen Bedingung (3.48) steht, die fiir das Slab-Problem
das Verschwinden des basalen v, fordert. Diese Randbedingung ist also fiir al # 0
nicht erfiillbar®. Der Grund dafiir liegt darin, daf§ die einfache Slab-Geometrie es
nicht zulaBt, daBl eine Massenzufuhr bzw. -abfuhr an der Oberfliche durch Advektion
an der Begrenzung des Eisschildes bilanziert wird, denn der Slab hat ja im Gegensatz
zu einem realen Eisschild gar keine seitliche Begrenzung. Mithin kann beim Slab-
Problem die oberflichliche Massenzufuhr bzw. -abfuhr nur an der Basis bilanziert
werden; Gleichung (3.48) kann somit nicht aufrecht erhalten werden. Stellt man sich
den Slab nicht als unabhéngige, auf dem Boden aufliegende Eisplatte, sondern als
schmalen Ausschnitt aus einem groeren polythermen Eisschild in der unmittelbaren
Umgebung der CTS vor, so ist die Verletzung von (3.48) tolerierbar.
Randbedingung (3.49), welche das Verschwinden der Normalkomponente der dif-
fusiven Wasserstromdichte zum Ausdruck bringt, ist fiir unser Slab-Problem nicht
erforderlich, da die Wasserdiffusion sowieso vernachlassigt wird. Somit verbleibt das
Gleitgesetz (3.50), um eine Randbedingung fiir die basale Tangentialgeschwindigkeit
vz zu erhalten. Der Einfachheit halber soll jedoch auf die explizite Angabe eines
Gleitgesetzes verzichtet werden; statt dessen wird v, selbst vorgeschrieben. Die ein-
zige Auswirkung des Wertes von v, ; auf die Resultate besteht ohnehin darin, da8 sich
v, als Funktion der Hohe z um eine additive Konstante dndert; das Verhalten der
Temperatur und des Wassergehaltes wird nicht beeinflufit.

Ubergangsbedingungen auf der CTS (aus Gl. (3.59), (3.61), (3.62), (3.66), (3.68)):

T =T, (4.13)

vof =v;, vi=v], (4.14)

T z z

3Der Fall a} = 0 wiirde zwar (3.48) erfiillen, 18t aber gar keinen stationéren Zustand zu, da dann
in (4.5) die linke Seite verschwindet, die rechte Seite aber wegen der unten hergeleiteten Beziehung
(4.19) groBer als Null ist.
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pt =p, 0'?;2) = O() (4.15)
dr+ dT+
<0. :
dz dz — v (4.16)

Die Nebenbedingung in letzterer Gleichung bewirkt, dal zwei verschiedene Fille un-
terschieden werden miissen (vgl. Diskussion in §3.2.5):

= Lw ™ pat mit

K

e a,. > 0 (“Schmelzbedingung”, EisfluB vom kalten in den temperierten Bereich):

dTt/dz=0,w™ =0.

e a;, <0 (“Gefrierbedingung”, EisfluB vom temperierten in den kalten Bereich):
Gleichung (4.16) in ihrer nichttrivialen Form, d. h., dT*/dz kann strikt negativ
und w™ strikt positiv sein; in diesem Fall ist eine zusatzliche Randbedingung
fir den basalen Wassergehalt vonnéoten.

4.2 Integration der Slab-Gleichungen

Die oben hergeleiteten Gleichungen, welche aus der Anwendung des polythermen
Eismodells aus Kapitel 3 auf das spezielle Slab-Problem hervorgegangen sind, kénnen
fast vollstandig analytisch integriert werden. Lediglich fiir die Position z = z,, der
CTS verbleibt eine nichtlineare algebraische Gleichung, welche aber leicht mit Hilfe
des Newton- Verfahrens zur Nullstellenbestimmung geldst werden kann. Dies soll im
folgenden durchgefiihrt werden.

Integration von (4.2) und (4.3) ergibt unter Beriicksichtigung von (4.7), (4.10),
(4.11) und (4.15)

p(z) = pgcosy (H — 2), (4.17)
0z2(2) = pgsiny (H — z) (4.18)

und somit
o =05 =pgsiny (H — z). (4.19)

Der Druck verhilt sich offensichtlich rein hydrostatisch.
Das Geschwindigkeitsfeld ergibt sich mit Hilfe dieses Ergebnisses aus (4.1), (4.8),
(4.9), (4.14) sowie vorgeschriebenem v, zu

A .
Url2) = 5 (pg sm7)3 [H4 —(H - 2)4] + vz p, (4.20)
v,(2) = const = —aF = —a. (4.21)

Die horizontale Geschwindigkeit v, steigt monoton von ihrem minimalen Wert v,
an der Basis zu einem maximalen Wert an der freien Oberfliche an, wie man es von
einer Scherstrémung mit freier Oberfliche erwartet. Die vertikale Geschwindigkeit v,
ist, wie oben bereits bemerkt wurde, iiber die Hohe hinweg konstant. Sie bilanziert
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an der freien Oberfliche die Akkumulations-Ablations-Funktion ¢, und an der CTS
entspricht sie dem (negativen) VolumenfluB a} durch die CTS hindurch.

Die Losung der Gleichungen (4.4) und (4.5) fiir den Temperatur- und Wasserge-
halt im kalten bzw. temperierten Bereich sowie die damit verbundene Bestimmung
der CTS-Position erfordert einen ziemlich grofien Rechenaufwand. Zunachst wird
Gleichung (4.19) fiir o und (4.21) fiir v, eingesetzt; dies ergibt

&T | dT

w7 +pea; — = =24 (pgsiny)*(H - z)* (4.22)

und J A
paj‘—w = —2—(pgsiny)*(H — 2)*. (4.23)

dz L

Zwecks einfacherer Rechnung wird nun die vertikale Koordinate z mit der Transfor-
mation z = H( auf das Intervall [0,1] abgebildet. Man erhilt so

d’T dT

D— —=-K(1-¢)* 4.24

T+ M = —K1-0 (1.24)

und p
@ Y

Mdf— K:(1-¢() (4.25)
mit den Abkiirzungen

D = &

pc’
M = Hal,

K = %%Hs(pg siny)*, (4.26)

K = %’EHS(pg siny)*.

Zuerst soll die Temperaturgleichung (4.24) betrachtet werden. Zunachst mufl die
homogene Gleichung gelést werden; mit dem Ansatz T' ~ exp(A() ergibt sich

M
D/\2 + MA = 0 = A] - O, /\2 = —H. (427)
Ein Partikularintegral der inhomogenen Gleichung muf} in der Form
Tp = (11( + a2{2 + a3C3 + a4C4 + a5(5 (428)

existieren; die Koeffizienten a; bis as erhilt man durch Einsetzen hiervon in die
Temperaturgleichung (4.24) und nachfolgenden Koeffizientenvergleich der Terme von
der Ordnung [¢°] bis [¢*]. Dies liefert ein lineares Gleichungssystem:

€9 ; 2Day + Ma;, = —-K,

(': 6Das+2Ma, = 4K,
(*: 12Da4+3Maz; = —6K, (4.29)
¢3: 20Das+4Ma, = 4K,
& 5Mas; = —-K;

32



es hat die Losung

w - K
> T M’
K DK
a4y = —+—
4 M M2)
K K DK
dy = ey gt (4.30)

M wE T e
K DK DK DK
4 = 20 46 p122 o2 B

M M? M3 Mt
K DK D*K DK D*K
a; = —M—‘lm—lz M3 — 24 Ma —24 M5 .

Mit den obigen Ergebnissen lautet die allgemeine Losung der Temperaturgleichung
(4.24)
T = 6_(M/D)( -f— Co + GIC + (12(2 + 0363 + G4C4 + a5C5. (431)
Die Konstanten ¢; und ¢; sind noch unbestimmt und miissen mit Hilfe der Rand- und
Ubergangsbedingungen ermittelt werden.
Zuvor soll jedoch die Wassergehaltsgleichung (4.25) betrachtet werden. Sie 18t

sich direkt integrieren:
o = 5[%( —¢)® + cs, (4.32)
mit der ebenfalls zundchst unbestimmten Integrationskonstante cs.
Der letzte Schritt zur vollstindigen Lésung des Slab-Problems besteht in der Er-
mittlung der Integrationskonstanten ¢;, ¢; und c¢3 sowie der noch unbekannten CTS-
Position (,,. Dies muB fiir den Fall einer vorliegenden Schmelzbedingung (at > 0)

bzw. Gefrierbedingung (at < 0) getrennt durchgefiihrt werden.

Slab mit Schmelzbedingung:

Die Schmelzbedingung liegt vor, wenn al > 0 ist; nach (4.21) bedeutet dies eine

negative Vertikalgeschwindigkeit, d. h., das Eis flieBt von der freien Oberfliche zur
Basis. In diesem Fall haben wir (siehe Gln. (4.12), (4.13) und (4.16) mit nachfolgender

Diskussion)

T(1) = T, (4.33)
T+((m) = O, (4.34)
(dT*/dC)., = O, (4.35)
w ((n) = 0. (4.36)

Einsetzen der ersten drei dieser Gleichungen in die allgemeine Losung der Tempera-
turgleichung (4.31) ergibt

T, = e—(M/D)+c2+a1 +as 4+ az + a4 + as, (4.37)
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0 = ¢y e (M/DYom 4 ¢+ a1(m + G2C,2n = asC,?, =+ a4€':1, + as@ia (4.38)

M
0 = —301 e~M/D)om 4 4 + 2a9(m + 3a3C;‘; + 4a4C31 + 5a5(5; (4.39)

dies sind drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten ¢;, ¢; und (,,,. Die Vorgehensweise
ist nun die folgende: Durch Berechnen der Differenz [(4.37) minus (4.38)] wird c;
eliminiert. Dann wird (4.39) nach ¢; aufgelost und das Ergebnis in [(4.37) minus
(4.38)] eingesetzt. Man erhilt so eine nichtlineare algebraische Gleichung, die nur
noch die CTS-Position (,, enthalt:

0 = %(1 —_ e(M/D)(("‘_l))(al —+ 202(.”1 + 3(13(,,2"’ + 4(14(31 =+ 5(15(,:1) + Ts
+a1(Gm — 1) + a2(Ch, — 1) + as((r, — 1) + aa((, — 1) + as(¢r, — 1)

Trotz ihrer Komplexitat kann diese Gleichung leicht mit dem Newton-Verfahren (¢(%)
als Startwert gegeben, (1) = () — £(¢{)/ f'(¢\)) gelost werden; man erhlt so
das gesuchte (,,. Wie bereits erwéhnt ist dies der einzige Punkt in der Rechnung,
der numerisch erledigt werden mu. Mit dem nun bekannten (,, ergibt sich ¢; aus
Gl. (4.39) und anschlieBend ¢, aus Gl. (4.37). Die Temperatur im kalten Bereich,
welche sich gemaf (4.31) als

T =c,e”M/PX ¢y 4+ a1¢ + az? + asC® + asC* + a5’ (4.41)

darstellt, ist somit vollstindig bestimmt.
Die noch nicht ausgenutzte vierte Randbedingung (4.36) ergibt durch Einsetzen
in die allgemeine Lésung der Wassergehaltsgleichung (4.32) das noch fehlende c3:

K

=——1- p 4.42
so dafl fiir den Wassergehalt schlieBlich gilt:
I(t 5 5
= — — — == ’ 4

Slab mit Gefrierbedingung:

In diesem Fall gilt a < 0, also liegt nach (4.21) eine positive Vertikalgeschwindigkeit
vor. Die Stromlinien des Eisflusses verlaufen folglich von der Basis weg in Richtung
auf die freie Oberfliche. Es kommen andere Randbedingungen als bei vorliegender
Schmelzbedingung zum Tragen (siehe Gln. (4.12), (4.13) und (4.16) mit nachfolgender
Diskussion):

(1) = T, (4.44)



THE) = 0, (4.45)
k dT*
H d{

w(0) = o. (4.47)

= Lw pat, (4.46)

Es ist hier sinnvoll, sich zuerst der Bestimmung von c¢; zuzuwenden. Einsetzen der
letzten Bedingung in die allgemeine Wassergehaltslésung (4.32) ergibt

K
s = —S—A;, (4.48)
so daB gilt:
K, .
= —[(1-¢)°-1]. 4
w= gt 1= (P 1] (4.49)

Fiir die weitere Rechnung wird der Wassergehalt an der CTS benétigt; er kann direkt
aus diesem Ergebnis erhalten werden:

_ K,
- 5M
(m ist jedoch noch unbestimmt. Hiermit ergibt Gl. (4.46)

dT+ H_ | K,

1—¢m)’ —1]; (4.50)

w = “)(Cm)

PRSP, e —— PR — 5 —
= LgKt[(l —(n)’—1], weil M= Hal=Hat. (4.51)
K

Einsetzen der Bedingungen (4.44), (4.45) und (4.51) in die allgemeine Losung der
Temperaturgleichung (4.31) ergibt wie im Fall der Schmelzbedingungen drei Glei-
chungen fiir die unbekannten ¢;, ¢, und (,,:

T, = cieM/D) 4 ¢y 4 ay+ay + a3 + ayg + as, (4.52)

0 = e_(M/D)Cm + cs
+alCm + a2<r2n + (13(3-,, + a4(::1 + a5C75m (453)
LPI‘t [(1 - Cm)s - 1] = —%Cl e"'(M/D)Cm

5K
tay +2a2Cm + 3a3(Z + 4aqaC3 4 5asCh. (4.54)

Ganz analog zur Vorgehensweise bei den Schmelzbedingungen wird zuerst durch Be-
rechnung von [(4.52) minus (4.53)] ¢, eliminiert. Dann wird (4.54) nach ¢, aufgeldst
und das Resultat in [(4.52) minus (4.53)] eingesetzt, was wiederum eine nichtlineare
Gleichung zur Berechnung von (,, ergibt:

D
0 = M(l _ 6(M/D)(<m—1))(a1 + 2a5Cm + 3a3C2 + 4a,C3 + 5asCh
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Lp.[(t 5
(1= )’ — 1) + T,
+ai($m — 1) + ax(¢h — 1) + aa((n — 1) + aa((s — 1) + as(Gr — 1)
= glln) (4.55)
Nach dem Losen dieser Gleichung mit dem Newton-Verfahren erhélt man ¢; aus (4.54)

- und anschlielend ¢, aus (4.52). Hiermit ist dann die Temperatur nach Gleichung
(4.31) vollstandig bestimmt:

T =c; e M/ 4 ¢) + a,¢ + apC? + a3(® + ay(* + asC®. (4.56)

4.3 Ergebnisse

Nachdem im letzten Abschnitt die weitgehend analytische Losung des Slab-Problems
sowohl fiir Schmelzbedingungen als auch fiir Gefrierbedingungen demonstriert wur-
de, sollen an dieser Stelle zwei solche Losungen, eine mit Schmelzbedingung und eine
mit Gefrierbedingung, explizit prasentiert werden. Die Rechnung mit Schmelzbedin-
gung wurde durchgefiihrt mit einer Hohe H = 200 m, einem Neigungswinkel v = 4°,
einer Oberflichentemperatur T, = —3°C, einer Akkumulations-Ablations-Funktion
af =02ma™! (d. h., ¢t =0.2ma"! und v, = —0.2ma"!) und einer basalen Hori-
zontalgeschwindigkeit v, , = 5ma~" (siche Abbildung 4.2), und in der Rechnung mit
Gefrierbedingung wurde H = 200m, v = 4°, T, = —10°C, a} = —0.2ma™! (d. h.,
ar, =—02ma ! und v, =0.2ma"') und v, = 5ma~! verwendet (siche Abbildung
4.3). In den zugehorigen Bildern ist jeweils in Plot (a) die horizontale Geschwindig-
keit v, als Funktion der Hohe z und in Plot (b) die Temperatur 7" im kalten Bereich
sowie der Wassergehalt w im temperierten Bereich als Funktion der Hohe z aufge-
tragen. Das Verhalten der Horizontalgeschwindigkeit ist in beiden Fallen identisch;
diese steigt von ihrem minimalen Wert am Boden ausgehend monoton mit wachsen-
der Hohe an, wie es typisch fiir eine solche Scherstromung ist. Dahingegen ist das
Verhalten der Temperatur und des Wassergehaltes grundverschieden: Im Falle der
Schmelzbedingung (Abbildung 4.2) sieht man, daB der Temperaturgradient d7't/dz
auf der kalten Seite der CTS und der Wassergehalt w™ auf der temperierten Seite der
CTS verschwinden, wie es bereits in der Diskussion zu Gl. (4.16) dargelegt wurde. Da
diese beiden Grofien auf der jeweils anderen Seite der CTS (d. h., dT~/dz bzw. wt)
sowieso gleich Null sind, bedeutet das, daB sie dort stetig sind, mithin also keinen
Sprung erfahren. Andererseits sieht man im Falle der Gefrierbedingung (Abbildung
4.3), dafBl ein echt negativer Temperaturgradient d7%/dz auf der kalten Seite sowie
ein echt positiver Wassergehalt w™ auf der temperierten Seite der CTS vorliegt; es
liegt hier in der Tat ein nichtverschwindender Sprung des Temperaturgradienten und
damit einhergehend auch des Wassergehaltes vor.
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Abb. 4.2: Horizontalgeschwindigkeit v, (Plot a) und Temperatur T' bzw. Wassergehalt
w (Plot b) fiir einen Slab mit Schmelzbedingung an der CTS.
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5 Skalierung und Flacheisannahme

Das in Kapitel 3 vorgestellte polytherme Eismodell ist fiir einen numerischen oder
gar analytischen Zugang im allgemeinen noch zu kompliziert. Lediglich sehr einfa-
che Probleme mit hochgradiger Symmetrie (z. B. geneigte planparallele Eisplatte,
siehe voriges Kapitel) kénnen damit behandelt werden. Es ist also notwendig, die
Gleichungen weiter zu vereinfachen. Hierzu werden sie zunéchst einer Skalierung un-
terworfen, wobei die physikalischen GroSen durch Wahl von zugehérigen typischen
Werten entdimensioniert werden; dies erméglicht in einem weiteren Schritt systema-
tische Vernachléssigungen von Termen aufgrund der GréBenordnung der entstehenden
dimensionslosen Produkte. In unserem konkreten Fall beruhen die Vernachlissigun-
gen im wesentlichen auf der Annahme, daB die im Eisschild auftretenden typischen
Hohen wesentlich kleiner als die typischen Langendimensionen sind, in anderen Wor-
ten auf der Annahme eines hinreichend flachen Eisschildes (“Flacheisannahme” bzw.
“Shallow-ice-approximation”, im folgenden als “SIA” bezeichnet; vgl. Hutter [13],
Morland [19], Blatter [3]).

5.1 Einfiihrung der Skalierung

Die verschiedenen physikalischen GréSen sollen wie folgt skaliert werden:

('Ta y) = [L] (:Z" .7])7

z = |[H|a,
(vrvvy) = [VL] ({%’ﬁy)a
= v, mit €:= [H] [VH]
v, = [VH] z t . [L] [VL]
t = [L] {
Wil
(T,T") = [AT](4,8') (T,T'in °C),
w = [wa
p = pglH]p,
{ @iz, Oyzy o) = 5Pg[H] (Gizes 6 ~yz’5')
(O’f,af,af,aw) = 5P9[H](va fa fv&xy)
(h, 2m,b,0,) = [H] (h zm,b b,),
(aj—7a;i_1) = [VH]( as, m)

(A(T"), A(w)) = [A](A(F), Al@)),
(f(0), fi(e)) = [f1(f(5), fu(5)),

geoth — [ geoth] Qgeoth’
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w(T) = [s]&(9),

Kr = [Kr]kj,
oT) = [c]ed),
& = [es] s

Co(ts,--) = [CulCuliL,--.),
w [QJ:EO ] W
Pb = —%va
P = plWl[VH]Pr.

Groflen in eckigen Klammern bedeuten typische Werte fiir die jeweiligen Variablen,
und mit einer Tilde versehene Variablen sind dimensionslos. Wenn nicht ausdriicklich
anders erwahnt, werden im folgenden nur noch dimensionslose Groflen verwendet;
daher werden die Tilden der Einfachheit halber wieder weggelassen.

Die Skalierung soll so gewéhlt sein, dafl die dimensionslosen Gréflen allesamt von
der Ordnung O(1) sind. Dies erscheint bei der zunachst etwas fragwiirdigen Skalie-
rung der verschiedenen Spannungen zweifelhaft, jedoch wird sich weiter unten zeigen,
da8 ausgehend von der sicherlich verniinftigen Skalierung des Druckes p mit dem
Uberlagerungsdruck pg[H] genau diese Skalierung die richtige ist, d. h., Konsistenz in
den Ordnungen von linken und rechten Seiten der Terme der skalierten Impulsbilanzen
und der skalierten Spannungs-Verzerrungsgeschwindigkeits-Relationen herstellt.

Aus den oben eingefithrten typischen Gréfien und fir die Eisdynamik relevanten
physikalischen Konstanten kénnen nun dimensionslose Produkte gebildet werden. Die
folgenden werden im weiteren Verlauf von Bedeutung sein:

_ [H]
E = [—L]-,
_ wr
"=
o I
plel(H][VH]’
o = 9]
[][AT]
¢ - PalHPIAIL]
(L][ve]
_ pg[H?[VH]
e
_ [H][Qgeotn]
N = THaT
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g[H]

N Tk

be = mvar
_ pg[HP[Cy)

o = T
8]

5= @

D. = [’ir]

© T e EVal
_ Tv[VH]

= Ty ]
 H)Queo]

Moo= T

¢ 1st das Aspektverhéltnis, F die Froude-Zahl, D die Warmeleitzahl, o das Verhiltnis
potentielle Energie zu innere Energie in kaltem Eis, K die Fluidititszahl, R die Rei-
bungswirmezahl, A/ die geotherme Wirmezahl, o; das Verhaltnis potentielle Energie
zu innere Energie in temperiertem Eis, D; die Wasserdiffusionszahl, F bzw. F; die
Gleitzahl fiir kalte bzw. temperierte Basis, B die Clausius-Clapeyron-Zahl, D, die
Wairmeleitzahl der Lithosphare, 7, die Zeitverzogerungszahl fiir das Einsinken der
Lithosphéare in die Asthenosphire, und schlieSlich A, die geotherme Wirmezahl in
der Lithosphare.

5.2 Skalierung und SIA fiir die Modellgleichungen

Im folgenden geht es darum, alle Feldgleichungen, Randbedingungen und Ubergangs-
bedingungen des Kapitels 3 obiger Skalierung zu unterziehen und sie anschliefend mit
der SIA (Flacheisannahme) zu vereinfachen. Wie bereits erwiahnt besteht diese SIA in
der Annahme eines hinreichend flachen Eisschildes, dessen typische Lingenabmessun-
gen wesentlich groBer als dessen typische Hohenabmessungen sind, was in der Natur
stets gut erfiillt ist (typische Werte liegen im Bereich von ¢ = 1073). Formelhaft
ausgedriickt bedeutet dies, dafl der Limes

e—0 (5.1)

betrachtet wird, also alle Terme, die von der Ordnung O(¢?) mit p > 1 sind, in den
Gleichungen zu vernachlissigen sind. Weiterhin 148t sich leicht abschitzen, daB die
Froude-Zahl F bei realen Eisschilden in der Gréfienordnung F = 10!® und weniger
liegt, es also sinnvoll ist, gleichzeitig den Limes

F

= = 0 (5.2)
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zu betrachten.

5.2.1 Kalter Bereich

Die skalierte Massenbilanz ergibt sich durch Einsetzen der Skalierung in die urspriing-
liche Massenbilanz (3.1) zu

a_v‘”_ + % 4 Ov,
Jdr Jdy 0z
(wie bereits erwdhnt werden die Tilden, welche in Abschnitt 5.1 dimensionslose Gré-

Ben anzeigen, im folgenden weggelassen, da nur noch mit solchen gerechnet wird),
und kann durch die SIA nicht weiter vereinfacht werden.

Aus der Impulsbilanz (3.3) folgt

=i (5.3)

Z d;t” - —% 4 528;5 + 626;;y + ag:,’ (5.4)
R Rl R 63
Fsd;;z = 62% + 623;; - % - 52% —1. (5.6)

Anwendung der SIA ergibt weiter
—% + ag:z = 0, (5.7)
_% agz’ = 0, (5.8)
—-Z—Z = 1 (5.9)

dies gibt uns ein erstes, sehr eindrucksvolles Beispiel, wie sehr das Modell des Kapitels
3 durch die SIA vereinfacht wird. Das Ergebnis zeigt ferner, da die Skalierung
der Schubspannungen o,, und o,, mit epg[H] (vgl. Abschnitt 5.1) richtig war, denn
ohne das zusatzliche ¢ im Vergleich zur Druckskalierung waren die Gleichungen (5.7)
und (5.8) nicht konsistent in den Ordnungen der Summanden, sondern ein Term der
Ordnung O(e) und ein Term der Ordnung O(1) miiBiten sich zu Null aufsummieren,
was nicht moglich ist.
Die Energiebilanz (3.8) ergibt mit ausgeschriebenem Advektionsterm

06 a9 a9 a9 D{ , 0 ( 60)

3t Vo Ty TG, 9z \ "oz
o ( o o [ 90 )
+e a—< 5‘)4"8—2( az)}+2 KEA(®)f(o)o?; (5.10)
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mit der SIA wird hieraus

06 a6 6 D 0 a
e + Varg + vyg—y - vz% = :% (n%) + 2ZICEA(0')f(0)a'2. (5.11)
Die horizontale Warmeleitung kann also im Rahmen des SIA-Limes vernachlissigt
werden, jedoch mufl sowohl die horizontale als auch die vertikale Advektion beriick-
sichtigt werden.

Von den Materialgesetzen (3.4) - (3.6), die bereits in die Energiebilanz eingear-
beitet sind, wird im folgenden nur noch die Spannungs- Verzerrungsgeschwindigkeits-
Relation (3.4) bendtigt:

(Z;x = KEA®)f(0)o7, (5.12)
%@i = KEA(®)f(0)o™, (5.13)
ov, , A
5 = KEA(®)f(o)of, (5.14)
%z;u% = 2KEA(0)f(0)04, (5.15)
%Zrm?‘?;; = 2KEA0)f(0)o,,, (5.16)
%H?%; = 2KEA(0")f(0)o,,. (5.17)
Mit der SIA vereinfacht sich dies zu
W = KBAW)f(o)o, (5.18)
88_1;3, = KEA(9)f(0)ok, (5.19)
ov, , R
- = KEA(0)f(o)o}, (5.20)
ov, 0 ,
a’; +% = 2KEA(0)f(0)0,, (5.21)
aa”; = 2KEA(0)f(0)0ms, (5.22)
%”z_y = 2KEA(O)f(0)o,,. (5.23)

Hieraus wird ersichtlich, daB auch die Skalierung der normalen Reibungsspannungen
of, o} und o sowie der Schubspannung o, gemiB Abschnitt 5.1 mit e2pg[H] ver-
niinftig war, also ordnungskonsistente Terme ergibt. Diese Spannungen sind folglich
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fiir flache Eisschilde sehr klein, was auch intuitiv unmittelbar einleuchtet. Da im fol-
genden nur die letzten beiden dieser sechs Gleichungen benétigt werden (ndmlich zur
Berechnung der Horizontalgeschwindigkeiten), brauchen sie nicht weiter betrachtet
zu werden.

SchlieBlich erhalt man fiir die in der Energiebilanz und im Materialgesetz benétigte
effektive Schubspannung

R\2 R\2 R\2
o= \‘012;2+0'32+52 ((0';) + (a'y) + (O'z) + o2 ); (524)

2 2 o

im SIA-Limes ergibt dies

o =/02, + 02, (5.25)

5.2.2 Temperierter Bereich

Wie bereits festgestellt, haben die Massenbilanz der Mischung Eis plus Wasser und
die Impulsbilanz der Mischung die gleiche Form wie die entsprechenden Bilanzen fiir
kaltes Eis (vgl. (3.1), (3.3), (3.13), (3.14)); daher ibertragen sich auch die skalierten
und die SIA-Versionen hiervon aus dem vorigen Abschnitt (Gln. (5.3) - (5.9)). Sie
werden hier nicht noch einmal explizit aufgefiihrt.

Fir die Temperatur gilt gemaB (3.9)

0 =0y = —Bp. (5.26)

Aus der Energiebilanz der Mischung (3.24) bzw. der Massenbilanz fir den Wasserge-
halt (3.23) (diese beiden Gleichungen sind identisch) erhalt man

Ow Ow Ow Ow 00 00 00 00
ER T +”ya T (at T Ty T az>
92
= Dt (52 oz L: w )
Da; | , 0 BHM , 0 80M 5 00y
+—1e*— | k—— — | k—— — | k——
a 83: Oz 6 0y Bz 0z
+20,KEA(w) fi(0)d?, (5.27)
was sich durch die SIA vereinfacht zu
8 0 0 Bw CQy BGM 60M 80M 80M
a3t T e Ty T Za.ﬁ‘“( ot "oz Ty T az)
B 0’w Doy 0 00 g
= Dté;? + P (n Ep ) + 20,KEA(w) fi(o)o”. (5.28)
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Wie bei der Energiebilanz fiir kaltes Eis fallt die horizontale Diffusion durch die SIA
heraus.

Die Spannungs-Verzerrungsgeschwindigkeits-Relation (3.17) hat im wesentlichen
die gleiche Form wie diejenige fiir kaltes Eis (3.4). Daher gelten die Gleichungen
(5.12) — (5.23) auch fiir temperiertes Eis; es ist lediglich A(#') durch Ay(w) und f(o)
durch f,(o) zu ersetzen. Ebenso bleibt das Ergebnis fiir die effektive Schubspannung
unverandert.

5.2.3 Lithosphire
Die Skalierung der Energiebilanz (3.26) ergibt

@4_ %4_1} 30+ 00 Dk, 2620+ 2020+629 (5.29)
ot " oz YOy Y5z = ¢ o ° oy?  0z22)’ ’
bzw. im STA-Limes
a6 a9 a9 00 Dk, 0%
a + 'Uxé; + 'Uy% + ’UZa—z = Py ﬁ (530)
Die zeitliche Evolution der Felsgrund-Oberseite folgt aus (3.29) zu
0b 1 p
5= _f[b = (o= —GH)], (5.31)

dies kann nicht weiter vereinfacht werden. Entsprechend gilt fiir die Geschwindigkeit
der Lithosphire gemaB (3.30)

o = 0 (5.33)
ab .
v, = a(‘ra yvt) (534)

mit 9b/0t aus obiger Gleichung.

5.2.4 Randbedingungen an der freien Oberfliche
Zunéchst soll die kinematische Bedingung (3.33) skaliert werden. Dies ergibt?

1/2
oh = Ok, Oh 2 (OR\* | L (on\*\ " |
E + vx% + ’Uya—y — vV, = (1 + € (a_.’]j) + € (8—3/') ag, (535)

“Die hochgestellten Minuszeichen (-)~ zur Kennzeichnung der Eis-Seite bei den Randbedingungen
an der freien Oberflache sowie den Ubergangsbedingungen an der Eisbasis (vgl. Kap. 3) werden im
folgenden weggelassen. Nicht gekennzeichnete Gréfien beziehen sich daher stets auf die Eis-Seite.
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mit der SIA verbleibt
oh oh oh

5 + Ve + Uy% —
Fiir das weitere Vorgehen werden die Terme grad F, und ||grad F,|| benotigt. Man
erhélt hierfir

v, = ay. (5.36)

t
o 1) (5.37)

9z’ —555,

L(oh\® , (or\2\"
lgrad F|| = [1+e* | — ] +&° | = : (5.38)
Oz dy

im SIA-Limes ergibt dies

grad Fy, = (—-6

und

grad F, = (0,0,1)%, ||grad F;|| = 1. (5.39)

Mit dem &uBeren Normalenvektor n = grad F/||grad F}|| folgt aus der Impulssprung-
bedingung (3.34)

Oh Oh
—(—‘p + 5205)% = 620',;:‘/@' + Op, = 0, (540)
oh Oh
2. o 2_R\ON _ .
€ 0oy ( p+eay)ay+ayz 0, (5.41)
Oh h
-—62%,,5; - 520yzg—y —p+elol = 0. (5.42)

Anwendung der SIA vereinfacht zunichst die letzte dieser Gleichungen zu
p=0, (5.43)
und hiermit ergeben die beiden ersten Gleichungen
0zz =0, o, =0. (5.44)

Es verbleibt im Falle einer kalten freien Oberfliche die Randbedingung fiir die Ober-
flichentemperatur (3.35), welche skaliert einfach

0(z,y,t) = 0s(z,y,1) (5.45)

ergibt; dies kann offensichtlich nicht weiter vereinfacht werden. Im Falle einer tem-
perierten freien Oberfliche ist in analoger Weise der Wassergehalt w oder dessen
Normalableitung vorzuschreiben.
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5.2.5 Ubergangsbedingungen an der kalten Eisbasis
Die kinematische Bedingung (3.38) wird durch die Skalierung und SIA nicht verandert,

sie lautet % 9 %
— v, — — —v,=0. 5.46
i Yoz T ey " (5.46)
Analog zur freien Oberfliche seien nun die Terme grad F, und ||grad F}|| berechnet:
b 9b !
grad Fy = (Eg_x’ eg—y, —1) (5.47)
und -
b b\’
lgrad By = (1 ver ax) ve (3) ) ; (5.48)
im SIA-Limes erhéalt man hieraus
grad Fy, = (0,0,-1)", |lgrad F|| = 1. (5.49)
Der duBere Normalenvektor folgt wie zuvor zu n = grad F}/||grad Fp||. Mit
€o + 05,2 — 0
H ‘7"6.1: xya Tz
T'n = _polH]_ & Uryai + eaya — &0y: (5.50)
|lgrad Fi| 20, 20 4 24 Yab 5
a:za yz 8y z
und
2o, (2) +e %SZ (2)"+ €T:5e
ab ab b b
+2¢ azyz(ﬁ) % — 2630, (5) —263%0,,2% e
ab ob
(n-Tn)n = % 0. () & ;; £y (&) J'a‘beabza oz | 65D
SRt +26°04y 5 2(%) —2¢% otz oy 26°0,, (a_y)
o (8] o, (8)' o
\ —2¢'0,, 2 gz + 252%2 2 +2¢%,, gb )

(zur Vereinfachung der Terme wurden in den obigen Gleichungen die totalen Nor-
malspannungen anstelle des Druckes und der Reibungsspannungen verwendet; es ist
Osfylz = —P+ 5205?//2) erhalt man aus dem Gleitgesetz (3.39)

(0} Fo/ 66 + 22 0b .
sl)r — M a Oz Tz
: “llgrad ]| |7 Yoy

SR S UPYR T NP L 2 R )
||lgrad £y |2 “\ 0z Yoz \ 9y ‘0z
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b\ * ob ob\* db 0b
4 - - 2 _ 2
e Ty (8.7:) 3y b (6x) —2¢ €053 )} ,  (8.52)
b b
(va)y _—]:2— [EZUarya_ + O'yg— — Oyz
|lgrad F3 | Oz dy
1 (g, (B0 O . (20), b
lerad B2 \° °"\0z) 3y~ = “\ay) ~ 7oy
db [ db , obob _ ., [ob\’
+2¢4 oy ((9 ) —2¢ ”“a_x% —2¢*0y, (5;> )‘ ,  (5.53)
(vsl)z _LC_ [axzﬁ + Uyz% - 'Oi
|lgrad F3|| 0 dy ¢€?
1 Y _, (%) e
lgrad B2\~ 7%\az) ~TY\ay) ~ &
0b 0b 0b b
—9g? Toy g 8 + 20”3 + 20y, ay)] : (5.54)
Unter Beriicksichtigung von 1/||grad Fy||* = 1 — €*(9b/dz)? — €*(9b/dy)* + O(e*) (in

der letzten Gleichung sind die beiden Terme der Ordnung O(e?) wichtig) vereinfacht

sich dies im SIA-Limes zu

FCoy,, (5.55)

FCo,s, (5.56)
ob 0b

FC (8 Gz F a—yayz) : (5.57)

Fiir die Gleitgeschwindigkeit vq selbst gilt gemaB ihrer Definition (im Anschlufi an

GL (3.38))

(Usl)z Uy —

(o

+
‘Uy

(vsl)y

Uy —

=

+

z

(vsl)z

v, — U

vl —

62

Tgrad Fy]?

g+ - e —)) T 659
2

" g A

e LU ) - N (L

* T BT
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(vsl)z = Uz — ’U;-, (561)

(va)y = vy =y, 5.62)
b b

(va): = (vo—vF) 5+ (v - v;’)%. (5.63)

Im Rahmen des hier verwendeten Lithosphérenmodells verschwinden v} und v};
vgl. Gl (5.32), (5.33).
Die Impulssprungbedingung (3.40) wird nicht weiter benétigt, da in der Lithosphire
keine Spannungen berechnet werden. Sie wird somit nicht der Skalierung unterworfen.
Die Energiesprungbedingung (3.41) lautet skaliert

20006 000b 00\ _[s] (,00%0b , ,00% b oot
8 © (5] "\ 0z 0z "% By oy 0z
b

©9z0z ' Byoy 0z
= —R < (va) ﬁ(— + 20 + €X(va) s =02y — (va)s0
sl :t:ax P z sl :cay Ty sl)z0zz

b ob
+52(Usl)y£0wy + (vsl)y@(_P + 5205) — (val)yOyz

ab ab
+52(vsl)za_xo'xz + 62(Usl)za—yffyz — (va):(—p+ ezaf)} . (5.64)

Der Term —R {...} verschwindet, falls Haften an der kalten Basis angenommen wird.
Im Rahmen der SIA ergibt sich

a0 [k,] 00
Ka_z - [I‘C] K”I‘E = —R[(vsl)zaxz + (vsl)yayz]; (565)
die den Druck p enthaltenden Terme in (5.64) verschwinden aufgrund von (5.61) —
(5.63).
Schliefllich hat man die Kontinuitidt der Temperatur (Gl. (3.42)):
6 =0t (5.66)

5.2.6 Ubergangsbedingungen an der temperierten Eisbasis

Die im vorigen Abschnitt abgeleiteten Beziehungen (5.47) — (5.49) fiir grad F} und
|lgrad Fy|| gelten unverandert. Die kinematische Bedingung (3.48) behilt wie im Falle
der kalten Eisbasis unter der Skalierung und SIA ihre Form, sie lautet

0b 0b 0b

_a—t‘*‘v;c%‘f'vya—y —v, =0. (567)
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Gleichung (3.49), welche das Verschwinden der normalen basalen Wasser-Diffusions-
stromdichte ausdriickt, ergibt

3w ob 20w b Ow

¢ 9z 0z te dydy 0z =1, (568)
was sich im SIA-Limes zu 3
o (5.69)
0z

vereinfacht.

Die Skalierung des Gleitgesetzes (3.50) geschieht in analoger Weise zum Vorge-
hen bei kalter Eisbasis und ergibt ein identisches Ergebnis; es ist lediglich in den
Gleichungen FC' durch die entsprechenden Werte F,C; zu ersetzen.

Die Energiesprungbedingung (3.54) ergibt skaliert

e _ p 20000 L0006 00
7 Ngrad Fy| ©9z0z  ° oyoy ' 0z

SRS (P
Nollgrad B | C 9z 9z By 0y ' 0z
R 0b b
_m {(vsl) a ( p+€ 0' )+€ (vsl)xa—yo'xy —_ (vsl)z‘o.zz
0 0b 9
+€2(USI) (9 ny + (vsl)ya—y(—‘p + 520-R) (US])yUyZ + 52(vsl)za_xaz:z
b
+€2(vs])zg_y0yz — ('Usl) ( p+€ g, )} (570)

Anwendung der SIA ergibt hieraus

00 ,60+ R
%a ;/ 57 T 7 (a)s0a: + (va)yoye); (5.71)

die Druckterme in (5.70) heben sich aufgrund von (5.61) - (5.63) weg.
Es verbleibt noch die Kontinuitidt der Temperatur (3.55):

0= 0" = 0. (5.72)

Py =

5.2.7 Randbedingungen an der Felsgrundunterseite

Die Ausdriicke fiir grad F, und ||grad F;|| haben die gleiche Form wie fiir die kal-
te Eisbasis (vgl. (5.47) — (5.49)); es ist lediglich {iberall b durch b, und Fy durch
F. zu ersetzen. Den Normaleneinheitsvektor erhilt man dann wie iiblich als n =
grad F,/||grad F}||. Hiermit erhalt man aus (3.56)

Bb 00~ re ,0b. 00~ 00~
F\* bz oz dy Oy 0z

) NoQh (5.73)
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was im SIA-Limes .
KTE - _NTQ-gLeoth

ergibt.

5.2.8 Ubergangsbedingungen an der CTS

(5.74)

Wie im Falle der freien Oberfliche erhalt man aus der kinematischen Bedingung (3.58)

1/2
Bzm+ 8zm+v82m Y 0zm 2+62 0z )’ 1
ot " or oy T\ T o By o
mit der SIA vereinfacht sich das zu

0z, Ly 02m 1 02m
at "oz oy

Fiir grad F},, und ||grad F,, || ergibt sich

P

und -
9z \’ Oz \
d — 2 7em 2 (| Zem 5
| |lgrad Fi|| (1—}—5 (8m) +E (8y>) :
im SIA-Limes folgt hieraus
grad F,,, = (0,0,1)%, |lgrad F,,|| = 1.

Fiir den Normaleneinheitsvektor gilt wie zuvor n = grad F},,/||grad F,||.

(5.75)

(5.76)

(5.77)

(5.78)

(5.79)

Aus der Kontinuitdt von Temperatur und Geschwindigkeit (Gln. (3.59) — (3.61))

ergibt sich

0t =0~
und
+ _ - + - T
vy =v;, v =v,, v =v;.

Die Impulssprungbedingung (3.62) stellt sich in skalierter Form als

”:"'(_P + Ezaf)aaL: - €2Uryaaz_:;n + a:czjlJ = Oa
0z Ozm '
02 0z, i

(5.80)

(5.81)

(5.82)
(5.83)

(5.84)



dar, was sich mit der SIA zu
pt=p7, oL=o0g, o).=o0, (5.85)
vereinfacht.
SchlieBlich ist noch die Energiesprungbedingung (3.67) mit den daraus abgeleiteten
Beziehungen (3.70) — (3.73) zu betrachten:

1) —(Ws — Vuz)Zm — (wy — vwvy)a—g;l + (w; — Vy,z) > 0 (Schmelzbedingung):
w- =0, (5.86)
06t 0z 00* 0z 00+ 00y, 0= 00y 0z 00y,
2 m o 2 m 200M O%m 20V OZm M
oz 9z = dy Jdy t 0z oz 9z ° dy Oy T 0z’ (587)
letzteres ergibt in der SITA
a0t 06y,
5 = o (5.88)

i) —(wy — vy z) %2 — (w, — vw,y)a—g;ll + (w, — vy,.) < 0 (Gefrierbedingung):

Hier benétigt man (3.67) in seiner vollen Form. Mit dem Diffusionsgesetz (3.19) folgt
Dk , 00" 0z,,  ,00% 0z,, 00%
erad Fo| (’5 5z 9z C Oy 9y | 0z )
Dk (——52 00y 0z, 5003 0z, 3 80;,,)

“lerad Fo| or 9z =~ dy 0y ' 0z

_a D, 3 ,0w™ 0z, 3 ,0w™ 0z, " Ow™
a; ||grad F|| oz 0z °© dy 0Oy 0z

= gw“af,;, (5.89)
o7

und weiter mit der SIA
a0t 00y o  Ow o _ |
IDKE' — DK az atD az = a—tw am. (590)

- &t

5.3 Teilintegration der polythermen SIA-Gleichungen

Die oben hergeleiteten, der Flacheisannahme (SIA) unterworfenen Modellgleichungen
kénnen zum Teil analytisch integriert werden. Im folgenden wird gezeigt, da8 die
relevanten Spannungen p, 0., und o, sogar voll analytisch erhalten werden kénnen;
das Problem der Berechnung der drei Komponenten v, v, und v, des Geschwindig-
keitsvektors kann auf einfache numerische Quadraturen zuriickgefithrt werden und
bereitet daher auch keine numerischen Probleme. Die eigentliche “harte” Numerik
beschrankt sich somit auf die Berechnung des Temperatur- bzw. Wassergehaltsfeldes
und der Evolution der freien Oberfliche und der CTS des polythermen Eisschildes.
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5.3.1 Berechnung der Spannungen

Aus Gleichung (5.9) zusammen mit der Randbedingung (5.43) und der Ubergangsbe-
dingung (5.85) erhdlt man fiir den Druck

p(z,y,2,t) = h(z,y,1) — 2; (5.91)

er unterliegt also einer rein hydrostatischen Verteilung. Unter Verwendung dieses
Ergebnisses folgt aus (5.7), (5.8), (5.44) und (5.85)

9

Ty = az(h - 2), (5.92)
Oh
Byy = —0—y(h - 2). (5.93)

Diese Schubspannungen ergeben sich also als Produkt aus Oberflichenneigung und
Uberlagerungsdruck. Fiir die effektive Schubspannung ergibt sich hiermit gemaf

(5.25)
o=-0 (2) +(2)’ 590

Man bemerke, dal die obigen Ergebnisse gleichermafien im kalten und temperierten
Bereich des Eisschildes gelten.

Die verbleibenden, sehr kleinen Spannungen of, af, o® und o,, kénnen nicht
direkt berechnet werden, sie werden jedoch auch im weiteren nicht bendtigt. Man
kann sie im Anschlu an die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes aus den ersten
vier Gleichungen (5.18) - (5.21) der Spannungs- Verzerrungsgeschwindigkeits-Relation
ermitteln.

5.3.2 Berechnung der Geschwindigkeit

Die Horizontalgeschwindigkeiten v, und v, lassen sich durch Einsetzen der obigen
Ergebnisse fiir 0, und o,, in die beiden letzten Gleichungen (5.22), (5.23) der Span-
nungs- Verzerrungsgeschwindigkeits-Relation und anschlieBende Integration erhalten:

ok [ o
v = ves = 2K /b EAw()fuy(o)(h - ') dz, (5.95)
oh [ o
vy = vy,b—%a—y/b EAw () f(o)(h —2") dz". (5.96)

Hierbei ist

A(0") fir z > z,, (kalter Bereich),

Aw() = { Ai(w)  flir z < z,, (temperierter Bereich) (.91)
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und

Filie) = { f(e)  fiirz > 2z, (kalter Bereich), (5.98)

fi(c)  fiirz < 2, (temperierter Bereich).

Die Integrationskonstanten v, ; und v, ;, welche die entsprechenden basalen Geschwin-
digkeiten darstellen, folgen aus dem Gleitgesetz (5.55), (5.56) unter Verwendung der
Ergebnisse fir o, und oy, zu

oh

Uzb = (vsl)x = "‘]:(t)C(t)a (h b) (599)
Oh

vy = (Va)y = —f(t)C(t)a (h—b). (5.100)

Hierbei wurde ausgenutzt, dafl die Lithospharengeschwindigkeit keine z- bzw. y-
Komponente hat (vgl. (5.32), (5.33)), so daB gemaB (5.61), (5.62) die entsprechenden
Gleitgeschwindigkeitskomponenten mit den Eisgeschwindigkeitskomponenten iden-
tisch sind. Weiterhin wurde

FC fiir kalte Basis,

FyCe = { F:Cy fiir temperierte Basis (5.101)

gesetzt.
Mit den obigen Ergebnissen fiir die Horizontalgeschwindigkeiten kann man aus
der Massenbilanz (5.3) auch die Vertikalgeschwindigkeit berechnen:

= —/ (8vx (%y) dz' + v,p. (5.102)

Die basale Vertikalgeschwindigkeit v,; kann gemaB der kinematischen Bedingung
(5.46) bzw. (5.67) durch v, und v, ausgedriickt werden.
Zusammenfassend gilt also fiir die Geschwindigkeiten:

6h ah 2 ! /
vz = ~FuCuz (h—b) - QICB_x/b EAw()fw(o)(h = 2)d,  (5.103)
ah Oh (7 ' ’
_ avr avy ab ob 0b
v, = ——/ ( ) dz' + — T +vzb6 +vy,ba—y. (5.105)

Bei bekanntem Temperatur- und Wassergehaltsfeld konnen alle Integrale leicht nu-
merisch berechnet werden. Nimmt man die Eisfluiditat als temperatur- bzw. was-
sergehaltsunabhdngig an (A = const), so treten Abhédngigkeiten von Temperatur
und Wassergehalt gar nicht mehr auf, und die Integrationen kénnen sogar analytisch
durchgefiihrt werden.
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Abschlielend sei noch bemerkt, daB offensichtlich (v,,v,) ox —(8h/8z, Oh/dy) =
—grad ) b gilt, d. h., der Vektor der Horizontalgeschwindigkeit zeigt in jedem Punkt
des Eisschildes in Richtung des stiarksten Oberflichengefilles, insbesondere also ent-
lang eines Vertikalprofils immer in die gleiche Richtung (vgl. Hutter [13]). Dieses
iberraschende Ergebnis ermdglicht es, durch Bestimmung der Richtung der Eisf-
luBgeschwindigkeit in Eisbohrkernen die Giiltigkeit der SIA in einem gegebenen realen
Eisschild zu tiberpriifen.

5.3.3 Evolution der freien Oberfliche

Eine Gleichung, die die zeitliche Evolution der freien Oberfliche, mit anderen Worten
also die Dickendnderung des Eisschildes mit der Zeit beschreibt, kann aus der Mas-
senbilanz (5.3) in Kombination mit den kinematischen Bedingungen (5.36), (5.46)
und (5.67) fiir die freie Oberfliche bzw. die Basis erhalten werden. Integration der
Massenbilanz (5.3) von der Basis bis zur freien Oberfliche liefert unter Verwendung
der Leibniz-Regel

9 , oh b
Vzs — Upp = —%/ vy dz +vx,s%—v1,b$
g [k oh 0b

“a_y/b v, d2' + Vg, = Urbg, (5.106)

Unter Verwendung der kinematischen Bedingungen (5.36) fiir die freie Oberfliche und
(5.46) bzw. (5.67) fiir die Basis ergibt dies

ot ot oz Jv

- h h
ol = oA = §) ) vy dz’ — 2 v, dz’ + ar. (5.107)
ay b Y s

Diese Gleichung bilanziert die zeitliche Anderung der Eisdicke mit der horizontalen
Divergenz der vertikalintegrierten Horizontalgeschwindigkeit und der Akkumulations-
Ablations-Funktion; letztere stellt eine klimatische Input-GroBe dar.

5.3.4 Evolution der CTS

In &hnlicher Weise wie fiir die freie Oberfliche kann eine Evolutionsgleichung fiir die
CTS hergeleitet werden. Hierzu wird die Massenbilanz (5.3) von der Basis bis zur
CTS integriert, dies ergibt

a [ , 0z, 0b
Veom — Uzp = "%A Vg dz + vx,m% - vx,ba_m
3 pmo . 0z, ob

_BZ/b vy 2+ vym o~ Vya (5.108)
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wobei wiederum die Leibniz-Regel verwendet wurde. Mit den kinematischen Bedin-
gungen (5.67) fiir die Basis und (5.76) fiir die CTS erhélt man

a(‘Zm - b) _ a [ 9 [ ! L
- %/I, vp d2' —5;/b v, ' + ak. (5.109)

Die Interpretation dieses Ergebnisses ist dieselbe wie im Falle der freien Oberflache,
jedoch ist der Volumenfluf§ durch die CTS a;, als innere Variable keine Inputgréfle, so
daB diese Gleichung zur Bestimmung der Evolution der CTS-Position zunéchst nicht

geeignet ist.

5.3.5 Evolution der Eisbasis bzw. Felsgrund-Oberseite

Hierfiir ist keine weitere Rechnung vonnéten, sondern (5.31) kann direkt ibernommen

werden:
ob 1

5= —lb- (- L) (5.110)

5.3.6 Temperatur und Wassergehalt

Wie bereits erwiahnt miissen die in Abschnitt 5.2 vorgestellten Gleichungen zur Be-
rechnung des Temperatur- und Wassergehaltsfeldes numerisch geldst werden. Der
Vollstandigkeit halber seien sie an dieser Stelle mit ihren zugehorigen Rand- und
Ubergangsbedingungen noch einmal aufgefiihrt, wobei die Wassergehaltsgleichung
und die CTS-Ubergangsbedingung mit Hilfe des hydrostatischen Druckfeldes noch
etwas vereinfacht werden konnen. Die Temperaturgleichung fiir den kalten Bereich
(5.11) lautet

00 00 a0 00 Do < 00

kol — / 2
5t 5 T ey T8 = o as az) 2= ICEA(H)f() . (5.111)

Im temperierten Bereich ist die Temperatur durch den Druck eindeutig bestimmt;
mit (5.26) und (5.91) erhélt man

0 = 0y = —B(h(z,y,t) — z). (5.112)
Somit gilt
00 00p 00pm 00y Oh Oh Oh
5t -’;—v,ca +vya + v, £ ——B(at+vxa +vya vz) (5.113)
und a ( 08 0 0
2 MY _ p9F _ 120K,
0z (K 0z ) —Baz B a0’ (5.114)
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es ergibt sich fiir die Wassergehaltsgleichung im temperierten Bereich (5.28)

ow ow ow Ow *w Da;,,0k
TR PR e P T
catB (?}? + vzgh + v, gh ) + 20K EAi(w) fi(0)o?, (5.115)

wobei fiir die effektive Schubspannung o gemaf (5.94)

o= (2) 4 (2) 116

gilt. Die Temperaturgleichung fiir die Lithosphére (5.30) lautet mit (5.32) — (5.34)
o, 900 _ Dy, %0
ot  Otdz ¢ 022
An der kalten freien Oberflache ist die Temperatur vorgeschrieben (Gl. (5.45), Rand-
bedingung vom Dirichlet-Typ):

(5.117)

0 =0(z,y,t); (5.118)

im unwahrscheinlichen Fall einer temperierten freien Oberfliche wird statt dessen der
Wassergehalt w oder dessen Normalableitung als Randbedingung verwendet. Fiir eine
kalte Eisbasis gelten (5.65) und (5.66):

a0 [k,] 06F
Ke ] Kr oy = —R[(vs1)s0zz + (va1)yTyz), (5.119)
§ =%, (5.120)
und beim Vorliegen einer temperierten Basis kommen (5.69), (5.72) zur Anwendung;:
Ow
— = 121
0z 0 B
0= 0% = 0. (5.122)
An der Felsgrundunterseite gilt (5.74):
80‘
Kr—— 62’ NQgeoLh (5123)

Es verbleiben noch die Ubergangsbedingungen an der CTS (5.80), (5.86), (5.88) und
(5.90):
=0 (5.124)
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1) —(wy — V) Z® — (Wy — vy y) %2 + (w, — vy,:) > 0 (Schmelzbedingung):

oz dy
w™ =0, (5.125)
+
%" _g. (5.126)
0z

i) —(wy — Vuz)Z2 — (wy — vw,y)%'f- + (w, — vy..) < 0 (Gefrierbedingung):

+ -
Dk (ai - B) o T X et (5.127)

0z

Hierfiir wurde 00;;/0z = B verwendet.

Abschlieflend sei auf einige Beschrankungen der SIA-Niherung hingewiesen. Zu-
nichst schlieBt diese Skalierung geschlossene CTS-Linien aus, da sie nur flache CTS-
Linien erlaubt. Einschliisse von temperiertem Eis in einer Umgebung von kaltem Eis
sind also nicht erfait, sondern nur solche temperierten Bereiche, die bis zur Eisbasis
reichen. Das ist aber der weitaus wichtigste Fall. Weiterhin ergibt die SIA Singu-
larititen an Eisrindern und an Eisdomen (Maxima der Eishohe iiber Normal Null).
Hutter [15] weist darauf hin, daB unter der Voraussetzung eines beschrankten basalen
Gleitkoeffizienten C(y) die Eishohe an seitlichen Begrenzungen in Form einer Wur-
zelfunktion gegen Null strebt und somit am Rand eine vertikale Tangente aufweist,
was im Widerspruch zur Flachheitsannahme steht. Fiir Eisdome erhéalt man bei Ver-
wendung einer pseudoplastischen Kriechfunktion fi;)(o) = o™ ! mit n > 1, wie sie
iiblicherweise angesetzt wird (vgl. §5.5), eine unendliche Kriimmung der Eisoberflache,
was mit der gegen unendlich strebenden Viskositat einer solchen Kriechfunktion bei
kleinen Spannungen bzw. Verzerrungsgeschwindigkeiten zusammenhangt. Diese Er-
gebnisse sind fiir den Fall eines reinen Kalteismodells hergeleitet, jedoch auf die SIA
fiir polytherme Eisschilde iibertragbar. Eine strenge Behandlung miifite daher in der
Nihe von Eisdomen und seitlichen Randern die SIA aufgeben. Es kann jedoch davon
ausgegangen werden, daB eine numerische Losung des Modells mit diskreten Gitter-
punkten diese lokalen Singularitaten verschmiert, so daB sie nicht weiter betrachtet
werden miissen.

5.4 Zusammenstellung in dimensionsbehafteter Form

Der Ubersichtlichkeit und besseren Anschaulichkeit halber sollen an dieser Stelle die
in Abschnitt 5.3 hergeleiteten teilintegrierten polythermen SIA-Gleichungen in di-
mensionsbehafteter Form aufgefiihrt werden. Diese lassen sich leicht aus den dimen-
sionslosen Gleichungen gewinnen, indem alle typischen Werte [-] auf 1 gesetzt werden
(vgl. Abschnitt 5.1).
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Spannungen:

Oh
Oz = —pg(h_Z)a_(B’
Oh
Oy = _pg(h—z)ég’
on\* [0k
o = pg(h—z)\l (9_1‘) +(ay)
Geschwindigkeit:
v, = —pg(h—b)C t)a 2/)90 /EA () (o) (h = 2') d2,
Oh /
v, = —pg(h—b)Ct)a —:nga /EAa () fw(o)(h — 2") d2,
B v, 6vy , 0Ob 0b db
V: = —/ ( ) dz +a+vx,b‘a—z+vy,ba—y-

Entwicklung der freien Oberflache:

OH  0(h—b) o [k
o ot az/b

Entwicklung der CTS:

a(zm — b) _ a [ / 2 B / L
o = 0:1:./1, vy dz ('3y./b v, dz' + a;;.

Entwicklung der Eisbasis bzw. Felsgrund-Oberseite:

ob 1 p
5= “T;[b— (bo — ZH)]-

Temperatur und Wassergehalt:

Temperaturgleichung kalter Bereich:

or 9T = oT 8T_16(8T

2 2
E+vxa—z+vy@+v25—ﬁaz Bz)+ —EA(T")f(o)o”.

Temperatur temperiertér Bereich:

T = To = Ty — B(h — 2).

39

(5.128)
(5.129)

(5.130)

(5.131)

(5.132)

(5.133)

(5.134)

(5.135)

(5.136)

(5.137)

(5.138)

(5.139)



Wassergehaltsgleichung temperierter Bereich:

Ow ow vdw p? o0k

Ef—+vza_x+vy@+vz$—;w+ﬁa—T

ow Ow
cf [ Oh
+f (E +

oz " oy

pL

o g =) + ZEAW(0)? ~ LD (5190

Hier wurde ein zuséatzlicher Term —D(w)/p eingefiihrt; D(w) ist die Wasserdrainage-
Funktion, die einer negativen volumenmaBigen Wasserproduktion entspricht und einen
einfachen Ansatz der Beschreibung der Wasserdrainage aus den temperierten Eisbe-

reichen darstellt.

Temperaturgleichung Lithosphdre:

Kalte freie Oberfliche:

Kalte Fisbasis:
oT

K

Temperierte Eisbasis:

Felsgrundunterseite:

Ubergangsbedingungen CTS:

oz

1) —(Wr — Vuz) G2 — (Wy — Vuy) B2 + (w; — Vu,z) > 0 (Schmelzbedingung):

ES

o , T _ w, 9T
ot  0toz  pec, 0z%’

T = Ts(xv y’t)'
oT+
- KJW = —(va)z00: — (Va1)y0yz,s
T = T+,
Ow
= =~ 0

T = T =Ty.

or-
K’T—éz_ = é-eoth'
T =T~.

9z,

(5.141)

(5.142)

(5.143)
(5.144)

(5.145)
(5.146)

(5.147)

(5.148)

(5.149)

(5.150)



i) —(ws — Vuwe) Z2 — (wy — vw,y)a—g&—"L + (w; — vy,.) < 0 (Gefrierbedingung):

+ ==
K <6L - ﬂ) - Ll/%—- = Lpw™ar, (5.151)
0z 0z

Es sei daran erinnert (vgl. §3.2.5), daB die im allgemeinen Fall aufwendige Unterschei-
dung nach Schmelz- bzw. Gefrierbedingungen im Falle vernachlassigbarer Wasserdif-
fusion einfach nach dem Vorzeichen des Volumenflusses durch die CTS, az, erfolgt.

5.5 Spezifizierung physikalischer Grofien

Die im vorigen Abschnitt zusammengestellten Gleichungen des polythermen SIA-
Eismodells enthalten eine Reihe von noch unbestimmten physikalischen Gré8en. Die-
se sollen hier spezifiziert werden. Im Rahmen dieser Arbeit werden im einzelnen
verwendet;:

Kriechfunktion fir kaltes und temperiertes Eis:
Glen’sches FlieBgesetz (vgl. z. B. Nye [22])

f(o) = filo) =0™! mit n=3. (5.152)
Rate-Faktor fir kaltes Eis: Arrhenius-Gesetz (Paterson [25])
A(T') = Ag e~ U/RTo+T) (5.153)
mit der Aktivierungsenergie )

Q = 60kJ mol™* (T" < —10°C),

Q =139kJmol™"  (T" > —10°C), (5.154)

der universellen Gaskonstanten R, und als verbindendem Wert fiir die beiden Tem-

peraturbereiche
A(T' = -10°C) = 5.2-107*®s™'Pa™. (5.155)

Rate-Faktor fiur temperiertes Fis: Hierfiir kann nach Lliboutry & Duval [18]
A(w) = A(T' = 0°C) (1 + 184w) (5.156)

angesetzt werden.

Gleitgesetz fir kalte Basis: Haftbedingung

P = 05 = 0; (5.157)
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Gleitgesetz fir temperierte Basis: Gleitgesetz vom Weertman-Typ

_Ca iyl gy

mit p=3, ¢ =2, (5.158)
pg (pgH) ||ty

Vsl = Up =
woraus
vg = vy = —CqH ||grad h||*grad h (5.159)

gemiB Calov [5] folgt; in dieser Arbeit wird fiir den Gleitkoeffizienten Cq = 6-10% a™*
angegeben.

Wasserdrainage- Funktion:

Dies ist sehr problematisch, da dariiber keine Daten vorhanden sind. Es wird daher
ein pragmatischer Ansatz gewahlt, der die Wasser-Drainage proportional zum Was-
sergehalt ansetzt, was gewahrleistet, daB ein grofiler Wassergehalt auch eine grofle
Drainage nach sich zieht:

D(w) = pDow (mit Dy =2.5-107?s71). (5.160)

Der Drainagekoeffizient Dy ist so gewahlt, dafl der maximal erreichte Wassergehalt
in den Modelldufen im Prozentbereich liegt, was gemessenen Werten entspricht.

Sonstige Groflen sind in Tabelle 5.1 zusammengestellt.
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Grofle

Wert

Dichte von Eis p
Warmeleitfahigkeit von Eis &
Spezifische Warme von Eis ¢
Latente Warme von Eis L
Enhancement-Faktor F
Clausius-Clapeyron-Gradient

Wasser-Diffusivitat v
Dichte x spez. Warme der

Lithosphére p,c,

Warmeleitfahigkeit der Lithosphire &,

Dicke der Lithosphare H,

Verzogerungszeit der Lithosphére 7y

Dichte der Asthenosphére p,
Geothermer WarmefluB Qg .,
Schwerebeschleuniging ¢
Universelle Gaskonstante R

910 kg m™3

9.828 6_0'0057T[K] Wm-1K-!
(2127.5 + 7.253 T[°C]) J kg~ 'K
335 kJ kg !

3

8.7-107*Km™!

0

2000 kJ m—3K~!

3Wm 1K1
5km

3000 a

3300 kg m~3
0.042Wm™2
9.81 ms~?

8.314 Jmol1K~!

Tabelle 5.1: Zusammenstellung der im Modell verwendeten physikalischen Gréfen.
Referenzen: p, E, 3, Qéeoth: Calov [5], v, pa: Abe-Ouchi [1], &, ¢, p-c,, k.: Ritz [26],
L: Blatter [3].
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6 2-d-Eisschildsimulationen

In diesem Kapitel wird die Anwendung des in §5 beschriebenen polythermen Inland-
eismodells auf zweidimensionale Eisschildgeometrien beschrieben. Es werden also
zunachst nur vertikale Querschnitte von Eisschilden anstatt Eisschilde in ihrer vollen
Dreidimensionalitat betrachtet. Mathematisch bedeutet dies die Beschrdnkung auf
die zz-Ebene, d. h., alle y-Abhéngigkeiten im Modell werden vernachldssigt. Dies hat
den Vorteil, dafl der Rechenaufwand zur numerischen Loésung der Gleichungen relativ
gering bleibt, so daB die Simulationen auf einer gewdhnlichen Workstation durch-
gefithrt werden kénnen, wohingegen dreidimensionale Simulationen mit realistischen
Rechenzeiten nur auf Hochstleistungs-Vektorrechnern méglich sind (vgl. Huybrechts

[17], Calov [5]).

6.1 Transformation des Modells auf o-Koordinaten

Das numerische Verfahren zur Losung der polythermen Inlandeisgleichungen in zwei
Dimensionen, auf welches im nachsten Abschnitt genauer eingegangen wird, verwen-
det finite Differenzen zur Diskretisierung der zeitlichen und rdumlichen Ableitungen.
Hierfiir kénnte ein numerisches Gitter in den kartesischen Koordinaten z, z verwen-
det werden (vgl. Herterich [9], Calov [5]), dies hat jedoch den Nachteil, daB dann
zum einen die freie Oberfliche und die Eisbasis im allgemeinen nicht mit den Git-
terpunkten zusammenfallt, was aufwendige Interpolationen nach sich zieht, und zum
anderen in Randgebieten des betrachteten Eisschildes mit geringer Eisdicke nur noch
sehr wenige Gitterpunkte innerhalb des Eisbereiches liegen. Um diese Probleme zu
vermeiden, wird hier eine Transformation auf o-Koordinaten ¢, {, 7 durchgefiihrt,
welche darin besteht, daB jede Vertikalsdule des Eisschildes, begrenzt durch z = b an
der Eisbasis und z = h an der freien Oberflache, auf das Intervall [0,1] abgebildet

wird: ; 1
z— e —

=L, AT =% (6.1)
Verwendung eines dquidistanten numerischen Gitters in diesen o-Koordinaten stellt
sicher, daf8 die freie Oberfliche und die Eisbasis exakt mit Gitterpunkten zusammen-
fallt, und dafl weiterhin unabhangig von der tatsachlichen Eisdicke eine stets konstante
Anzahl an Gitterpunkten in jeder Vertikalsdule zur Verfiigung steht. Die Transfor-
mation (6.1) enthalt eine zusatzliche exponentielle Streckung (Streckparameter a),
welche bewirkt, dafl ein dquidistantes Gitter in o-Koordinaten einem Gitter mit sich
in Bodennéhe stark verdichtenden Gitterpunkten im physikalischen Raum, beschrie-
ben durch die kartesischen Koordinaten, entspricht (Abbildung 6.1). Dies ist wichtig,
um sehr diinne temperierte Bereiche iiber der Eisbasis mit einer realistischen Anzahl
an Gitterpunkten in der Vertikalen noch auflésen zu kénnen (vgl. Funk, Echelmeyer
& Tken [8], wo eine dhnliche Transformation angegeben wird). Eine lineare Transfor-
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mation, wie sie von Huybrechts [17] und Abe-Ouchi [1] verwendet wird, ergibt sich
aus (6.1) im Limes a — 0.

"
5

Z

N

LA

Io-us#\fmmé;ou (6\1

$=0

"
U-—

Z

Abb. 6.1: Transformation auf gestreckte o-Koordinaten.

Analog wird auch der Lithosphirenbereich auf o-Koordinaten transformiert, je-
doch besteht hier keine Notwendigkeit, die exponentielle Streckung einzufiihren; statt
dessen wird eine lineare Transformation der Lithosphéaren-Vertikalsiulen [b,,b] auf
das Intervall [0,1] verwendet:

z—b,

H,
H, = b— b, bedeutet die Dicke der Lithosphére.

Zur Formulierung des Modells in den oben definierten o-Koordinaten benétigt
man die Transformation von Ableitungen und vertikalen Integralen. Im Eisbereich
gilt nach der Kettenregel (wobei (m, ) € {(z,€),(t,7)})

=G, tT=m (6.2)

1'261'7

0 _ 9 xa
om — Ou  Omd

L0 (e e ) D

= 95 Haek ((e —1)0m+(e —1)8m> 3 (6.3)

9 _ %ﬁ _e-19 (6.4)
0z  0z0( Hae*d’ .
und vertikale Integrale transformieren sich nach der Substitutionsregel gemafl

Jords = [y 2 g (6.5

et —
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Analog ergibt sich die Transformation fiir den Lithosphéirenbereich

((mv NT) € {(z,&), (¢, 7)}):

9] 0 a¢, 0 0 1 [0, OH,\ 0
(8m + Cra—m) a—cr, (6.6)

(6.7)

om ~ Op omd  op K,
9 _ 990 _ 10
9z  020( H,I(’

[y = [()h.d. (6.8)

Es sei angemerkt, dafl Vektoren und Tensoren wie v und T bei der Transformati-
on des Modells nicht in den Einheitsvektoren des krummlinigen, nicht-orthogonalen
o-Koordinatensystems dargestellt werden; statt dessen werden die kartesischen Kom-
ponenten der Vektoren und Tensoren bei der Transformation wie skalare GréBen be-
trachtet. Mit Hilfe der oben formulierten Transformationsregeln kénnen nun die in
§5.4 zusammengestellten Gleichungen auf o-Koordinaten transformiert werden. Es
sei jedoch darauf verzichtet, die resultierenden, ziemlich ldnglichen Gleichungen hier
einzeln aufzufiihren.

6.2 Numerisches Losungsverfahren

Ziel einer numerischen Losung des polythermen Eismodells ist die Berechnung des
Geschwindigkeits-, Temperatur- und Wassergehaltsfeldes sowie der Eisdicke, der Aus-
dehnung des Eisschildes auf dem zugrundeliegenden Kontinentalschelf und der Posi-
tion der CTS als Funktion der Zeit bei gegebener Oberflichentemperatur und Akku-
mulations- Ablations- Funktion sowie gegebenem geothermen Warmeflul an der Un-
terseite der Lithosphare. Hierzu wird das Rechengebiet diskretisiert, d. h., tiber den
Eis- und Lithosphérenbereich (in o-Koordinatendarstellung) wird ein dquidistantes
Gitter mit den Gitterweiten Az = A¢ = A&, in der Horizontalen und A{ bzw. A(,
in der Vertikalen gelegt. Aufgrund besserer numerischer Stabilitat wird fiir den Eis-
bereich ein “staggered grid” verwendet, wobei die Geschwindigkeitskomponenten v,
und v, nicht auf, sondern zwischen den Gitterpunkten berechnet werden, und zwar
v, zwischen aufeinanderfolgenden Gitterpunkten in é-Richtung und v, zwischen auf-
einanderfolgenden Gitterpunkten in (-Richtung (Abbildung 6.2).

Die Vorgehensweise bei den zeitlichen Iterationen ist in Abbildung 6.3 dargestellt;
sie wird im folgenden detailliert beschrieben. Zur Lésung der Temperaturgleichungen
fiir den Kalteis- bzw. Lithosphérenbereich (5.138), (5.141) in o-Koordinaten werden
diese Gleichungen mit einem Finite-Differenzen-Schema diskretisiert. Hierzu werden
fir die Zeitableitungen Vorwarts-Differenzen, fiir die Ableitungen nach ( bzw. (,
implizite zentrale Differenzen und fiir die Ableitungen nach ¢ explizite zentrale Diffe-
renzen verwendet, so daB fiir jede Vertikalsdule des Rechengebietes ein Tridiagonal-
Gleichungssystem zu l6sen ist. Eine Besonderheit ist die Diskretisierung des hori-
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Abb. 6.2: Staggered grid fiir den Eisbereich.

zontalen Advektionsterms v,(07/0€) in der Temperaturgleichung fiir den Kalteis-
bereich, fiir den eine “upstream-Diskretisierung” verwendet wird (vgl. Calov [5]):

( 6T) ~ (”x)i+1/2,k - |(vz)i+1/2,k| ) Tivax —Tig
ik

3 2 Ag
(vz)iz1/2k + |(Ve)ic1/2k]  Tik — Tica g
+ . A (6.9)

Dies entspricht einer Verschiebung des Punktes, um den herum diskretisiert wird,
um eine halbe horizontale Gitterweite stromaufwarts, d. h., im Fall positiver v, wird
v(0T/0¢) fiir die Stelle (: — 1/2,k), im Fall negativer v, dagegen fiir die Stelle
(¢ + 1/2, k) diskretisiert, obwohl es eigentlich an der Stelle (7, k) bendtigt wird. Der
Grund fir dieses Vorgehen liegt in der numerischen Stabilitidt; es hat sich gezeigt,
daB eine Diskretisierung von Advektionstermen mit zentralen Differenzen Instabi-
litdten hervorbringt und daher ungeeignet ist.

Simultan mit der Berechnung des Temperaturfeldes wird die Position der CTS
bestimmt. Dies geschieht dadurch, daf8 fiir jede Vertikalsaule im Falle einer tempe-
rierten Eisbasis das Temperaturfeld im Kalteisbereich zwischen z = z,, und z = h mit
gegebener Oberflichentemperatur bei z = h und gegebener Schmelztemperatur bei
z = zp, (Dirichlet-Bedingungen) berechnet wird, wobei zunichst die CTS-Position z,,
des alten Zeitpunktes t,, verwendet wird. Die CTS-Ubergangsbedingungen (5.149),
(5.150) bzw. (5.151) werden anschlieBend dazu ausgenutzt, die Position der CTS
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Oberflichentemperatur | | Akkumulation/Ablation

v v

Anfangszustand

Temperatur (kalter Bereich, Lithosphire), <
CTS-Position

Wassergehalt (temperierter Bereich)

Geschwindigkeitsfeld
I

Topographie _
Felsgrund-Oberseite, Eisoberfldche

[}

geothermer Warmeflufl

Abb. 6.3: Iterationsverfahren zur numerischen Lésung des polythermen Inlandeismo-

dells.

zum neuen Zeitpunkt ¢, = t.; + At zu bestimmen, indem die CTS-Position z,,
so lange in vertikaler Richtung verschoben und das Temperaturfeld mit den bei-
den Dirichlet-Bedingungen neu berechnet wird, bis der Temperaturgradient an der
CTS diese Ubergangsbedingungen méglichst gut erfiillt®. Zur Berechnung des Volu-
menstroms durch die CTS a2, welcher zur Unterscheidung zwischen Schmelz- und
Gefrierbedingungen benétigt wird, wird die Eigengeschwindigkeit der CTS w gegen
die Eisgeschwindigkeit v vernachlassigt, was eine quasistationire Naherung fiir die
Bewegung der CTS darstellt.

AnschlieBend wird der Wassergehalt in den temperierten Bereichen, deren Begren-
zung zum Zeitpunkt ¢,., nun bekannt ist, aus der Wassergehaltsgleichung (5.140) (auf
o-Koordinaten transformiert) bestimmt. Die Diskretisierung geschieht analog zur Dis-
kretisierung der Temperaturgleichung, wie oben beschrieben. Trotz der Vernachlissi-

gung der physikalischen Wasser-Diffusion wird in den Rechnungen v = 1078 kg m~1s~1

SDie kinematische Gleichung (5.136) wird also zur Bestimmung der CTS-Position gar nicht
verwendet.
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als sehr kleine numerische Diffusion verwendet, um Instabilititen des berechneten
Wassergehalts zu dimpfen. Fir die Randbedingung an der oberen Grenze der tem-
perierten Bereiche, der CTS, mu$ festgestellt werden, ob Schmelz- oder Gefrierbedin-
gungen vorliegen; dies geschieht iiber das Vorzeichen von a}. Im Fall von Schmelz-
bedingungen (a} > 0) ist der Wassergehalt an der CTS gleich Null, wahrend er bei
Gefrierbedingungen (a;:; < 0) grofer Null sein kann. Da aufgrund des numerischen
Diffusionsterms auch in letzterem Fall eine obere Randbedingung notwendig ist, wird
hierfiir die Neumannsche Bedingung 0w/0z = 0 verwendet, welche eine sinnvolle
Wahl darstellt, um das Ergebnis méglichst wenig zu beeinflussen.

Der dritte Schritt besteht in der Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes fiir den
neuen Zeitpunkt t,., aus den Gleichungen (5.132) und (5.134) in o-Koordinaten.
Hierfiir mussen lediglich Integrale numerisch berechnet werden, was unproblematisch
ist. Das v,-Integral wird mit der Trapezregel, das v,-Integral mit der Tangentenre-
gel bestimmt. Diese Quadraturverfahren sind beide von der Fehlerordnung O(A(?),
jedoch ist bei der Berechnung von v, die Tangentenregel aufgrund des staggered grid
besser geeignet.

Schliellich ist die neue Bodentopographie und freie Oberfliche aus (5.135) und
(5.137) in o-Koordinaten zu berechnen. Die Zeitableitung in der Bodentopographie-
gleichung (5.137) wird durch Vorwérts-Differenzen diskretisiert. Zur Berechnung der
neuen Eishéhen wird (5.135) mit Hilfe von (5.132) umgeformt. (5.132) kann in der
Form

~ h
v, = —D(z, z,t)g—x (6.10)
dargestellt werden; das ergibt in die 2-d-Version von (5.135) eingesetzt

oh 9] h . oh 0b

—_— B e D / dz' — " bl

o~ oz (/b (,2,1) zax>+a3+8t

0 Oh L Ob

=: a_l' (D(m,t)%) + a; + E (6.11)

Dies hat die Form einer Diffusionsgleichung mit ortsabhiangiger Diffusionskonstante
D, welche bei der Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes durch eine weitere nume-
rische Integration mitberechnet wird. Zur Diskretisierung dieser Gleichung in o-
Koordinaten werden die Zeitableitung mit Vorwarts-Differenzen und die £-Ableitun-
gen mit impliziten zentralen Differenzen dargestellt, so dafl zur Berechnung der neuen
Eishohen ein Tridiagonal-Gleichungssystem gelést werden muf.

Abschlieend wird die Modellzeit um einen Zeitschritt At erhéht, und das Itera-
tionsschema beginnt von neuem. Der Modellauf wird beendet, sobald eine vorgege-
bene Endzeit erreicht wird.

Die Programmierung des oben beschriebenen Verfahrens erfolgt in der Program-
miersprache Fortran 77. Im Rahmen dieser Arbeit ist so ein Programmpaket mit
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dem Namen SICOPOLIS (Simulation Code for Polythermal Ice Sheets) entstanden,
welches fiir den Gebrauch auf Workstations konzipiert ist. Die Programmstrukturen
sind jedoch zusétzlich auf gute Vektorisierbarkeit ausgelegt, so da SICOPOLIS auch
auf Hochstleistungs- Vektorrechnern effizient verwendet werden kann.

6.3 Modellrechnungen fiir das EGIG-Profil des gronlandi-
schen Inlandeises

Als Grundlage fiir eine konkrete Anwendung des oben beschriebenen numerischen
2-d-Modells SICOPOLIS wird das gut bekannte und vermessene EGIG-Profil (EGIG:
Expédition Glaciologique International au Greenland, Hofmann [10]) verwendet. Hier-
bei handelt es sich um einen West-Ost-Querschnitt durch das gronlandische Inlandeis
bei etwa 70 — 72° nordlicher Breite, welcher in seinem westlichen Teil entlang einer
FlieBlinie, d. h., entlang des maximalen Oberflichengradienten, verlauft, im 6stlichen
Teil dagegen nordwiarts abweicht (Abbildung 6.4). Fiir die Rechnungen wird daher
der westliche Teil des EGIG-Profils so nach Osten verlangert, dal es auch dort einer
FlieBlinie folgt (Abe-Ouchi [1]); das so erhaltene Profil wird im folgenden als EGIG1
bezeichnet.

6.3.1 Daten fiir die Oberflichentemperatur

In Ohmura [23] sind umfangreiche Oberflichentemperaturdaten fiir das gesamte gron-
landische Inlandeis unter dem gegenwirtigen Klima zusammengestellt. Calov [5] hat
diese Daten ndherungsweise als lineare Funktion der geographischen Breite ¢ und der
Hohe iiber Normal Null z dargestellt. Fiir ¢ = 70° erhalt man aus dieser Darstellung

T(2) = To — 72, (6.12)
mit 7y = —3.5°C als Temperatur auf Meeresniveau und dem vertikalen atmosphari-
schen Temperaturgradienten ¥ = —8°C/km. Dies soll hier verwendet werden.

Zur Modellierung anderer Klimabedingungen wie etwa des eiszeitlichen Klimas
wird der Einfachheit halber angenommen, da diese Verteilung erhalten bleibe und
sich lediglich als ganzes um eine konstante Temperaturdifferenz AT, verschiebt. Fiir
ein eiszeitliches Klima ist AT; = —10°C ein geeigneter Wert.

6.3.2 Daten fiir die Akkumulations-Ablations-Funktion

Die Akkumulations-Ablations-Funktion a} setzt sich zusammen aus dem Schnee-
fall auf das Eis (positiv gezdhlt) und dem oberflichlichen Abschmelzen (negativ ge-
zahlt) in Eis-Aquivalenten. Fiir Grénland unter heutigen Bedingungen haben Oh-
mura & Reeh [24] hierzu umfangreiches Datenmaterial zusammengestellt. Weiterhin
existiert eine einfache Parameterisierung der Akkumulations-Ablations-Funktion als
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Abb. 6.4: Das gronlandische Eisschild mit Isolinien der Oberflichentopographie in
km iiber Normal Null (Darstellung von Calov [5]). Dick eingezeichnet ist das EGIG-
Profil, welches im Osten nach Norden hin abknickt, sowie das im Osten modifizierte
Profil EGIG1 entlang einer FlieBlinie.
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Abb. 6.5: Parameterisierung der Akkumulations-Ablations-Funktion.

Funktion der Hohe iiber Normal Null (vgl. Herterich [9], Abbildung 6.5). Diese Pa-
rameterisierung verwendet drei Parameter, namlich die Schneefallrate S,, die Hohe
der Gleichgewichtslinie iber Normal Null Ag;, (Hohe, bei der der Schneefall im Jah-

resmittel gerade vom Schmelzen kompensiert wird, so dal ¢ = 0 wird) und den
Schmelzgradienten ag, und lautet
at = min (Sp, ao(z — hgL)). (6.13)

Abe-Ouchi [1] verwendet zur Beschreibung des heutigen Klimas fiir die drei Parameter
die Werte

So = 0.3ma™l,
hgr, = 1100m, (6.14)
ap = 0.005a7%;

eiszeitliches Klima (AT, = —10°C, vgl. vorigen Abschnitt) wird durch den Parame-
tersatz
So = 0.15ma™!,
hEL = 100 m, (6.15)
ap = 0.005a7"

dargestellt. Dies wird hier iibernommen. Fiir Ubergangs- oder wirmere Klimate sei
hier angenommen, daB die drei Parameter linear an die Oberflichentemperatur AT,

72



gekoppelt sind. Mit Hilfe der beiden Satze (6.14) und (6.15) ergibt sich somit

So = (0.340.015AT;[°C])ma?,
hg, = (1100 4 100 AT,[°C]) m, (6.16)
a = 0.005a7%;

die Parameter des Akkumulations-Ablations-Modells sind hiermit eindeutig durch
Vorgabe der Oberflichentemperatur AT bestimmt.

6.3.3 Modellaufe

Im folgenden werden drei verschiedene Modelldufe mit SICOPOLIS prisentiert. Lauf
rg001 stellt einen Gleichgewichtslauf unter heutigen Bedingungen dar, d. h., T, wird
zeitlich konstant auf dem Wert 77(z) gehalten, und die Iteration wird hinreichend
lange durchgefiihrt, so daBl das resultierende Eisschild seinen stationiren Zustand er-
reicht. Als Anfangszustand wird ein Zustand ohne Vereisung und mit entspanntem
Boden (b = by, Gleichgewichtsposition der Lithosphérenoberseite ohne Eislast) ge-
wiéhlt, und die Iteration lauft iiber 200000 Modelljahre. Lauf rg002 ist analog zu
Lauf rg001, jedoch wird hier der stationdre Zustand unter eiszeitlichen Bedingungen
T, = T(z) + AT, mit AT, = —10°C simuliert. Exemplarisch fiir ein transientes
Szenario wird schliefllich in Lauf rt001 eine Simulation iiber zwei idealisierte Eis-
zeit-Warmzeit-Zyklen vorgestellt, wobei ein solcher Zyklus durch einen sinusférmigen
Verlauf von AT, mit den Extremwerten AT, = 0 und AT, = —10°C und einer Peri-
ode von 100000 a modelliert wird. Als Anfangszustand wird hier das in Lauf rg001
erhaltene Gleichgewicht unter heutigen Bedingungen verwendet.

Fiir die numerischen Parameter haben sich folgende Werte als geeignet erwiesen:

Ax = 20km,
A¢C = 0.0125, (6.17)
A = 0.1,
At = 25a,
a = 9

dies entspricht bei einer Linge des EGIG1-Profils von Kiiste zu Kiiste von 800 km 41
Gitterpunkten in der Horizontalen (Laufindex ¢ = 0...40), 81 Gitterpunkten in der
Vertikalen im Eisbereich (k = 0...80) und 11 Gitterpunkten in der Vertikalen im
Lithosphérenbereich (k, =0...10).

In Abbildung 6.6 sind die Ergebnisse der Laufe rg001 und rg002 in Form von
Zeitserien der maximalen Hohe des Eisschildes iiber Normal Null Ap,,,, der gesamten
Querschnittsfliche Age, der Fliche der temperierten Bereiche A; und der Léinge der
temperierten Eisbasis L. dargestellt. Es zeigt sich hierbei, daB die Maximalhéhe und
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Querschnittsfliche im eiszeitlichen Gleichgewicht grofer sind als im heutigen Gleichge-
wicht. Dies ist im iibrigen nicht selbstverstandlich, da unter eiszeitlichen Bedingungen
zwar die Temperatur niedriger ist, was langsameres Flielen und geringeres Schmelzen
bewirkt, jedoch auch der Niederschlag um die Halfte reduziert ist (vgl. Gl. (6.16)).
Temperierte Bereiche mit nichtverschwindender Dicke treten nur im Falle heutiger
Klimabedingungen auf; das eiszeitliche Klima ist dafiir offensichtlich zu kalt. Jedoch
machen diese auch im ersteren Fall weniger als 1% der gesamten Querschnittsfliche
aus und beschrinken sich auf eine wenige Meter dicke basale Schicht im westlichen
Bereich des EGIG1-Profils. Eine teilweise temperierte Eisbasts ist bei beiden Simu-
lationen vorhanden; unter heutigen Klimabedingungen stirker ausgeprigt als unter
eiszeitlichen.

Auffallig ist in diesem Zusammenhang die starke Oszillation der Ausdehnung der
temperierten Eisbasis in beiden Fallen. Man denkt hier zuerst an numerische Insta-
bilititen, jedoch haben weitere Simulationen gezeigt, dafi die Oszillationen praktisch
vollstandig verschwinden, wenn anstelle von basalem Gleiten nur bei temperierter,
nicht aber bei kalter Eisbasis (vgl. (5.157), (5.158)) basales Gleiten iiberall oder nir-
gends angenommen wird. Dies weist auf einen physikalischen Ursprung der Oszilla-
tionen hin, was weiter unten noch diskutiert wird.

Die Abbildungen 6.7 und 6.8 zeigen Ergebnisse des transienten Laufes rt001. In
Abbildung 6.7 werden Zeitserien analog denen der Laufe rg001 und rg002 dargestellt,
und Abbildung 6.8 reprasentiert den Zustand des EGIG1-Profils am Ende des Laufes,
was als Naherung fiir den heutigen Zustand betrachtet werden kann. Bei Betrachtung
der Zeitserien stellt man zunéchst fest, daf der Einschwingvorgang bereits nach 50000
Modelljahren bereits in guter Naherung abgeschlossen ist. Danach folgen die aufgetra-
genen Grofen dem eingepragten Sinus der Oberflaichentemperatur 7, wobei die Pha-
senverschiebung im Falle der Maximalhohe hpa, und der Querschnittsfliche Ags bei
etwa 40000 Jahren liegt (etwas mehr nach den den Oberflaichentemperatur-Maxima
folgenden Minima, etwas weniger nach den den Oberflichentemperatur-Minima fol-
genden Maxima); es liegt also fast eine Phasendrehung vor. Fiir die Flache der
temperierten Bereiche A; und die Lange der temperierten Eisbasis L, ist die Pha-
senverschiebung dagegen wesentlich geringer.

Auch hier tritt wie bei den Gleichgewichtslaufen eine starke hochfrequente Oszilla-
tion von L., auf. Des weiteren sieht man deutlich ausgepragte Oszillationen fiir hmax
und Ages, welche jedoch interessanterweise nicht immer, sondern nur zu eiszeitlichen
Klimabedingungen auftreten (dies gilt auch fiir die Gleichgewichtszustédnde der Lau-
fe rg001 und rg002, ist jedoch aufgrund der anderen Achsskalierung in den gezeigten
Zeitserien nicht gut zu erkennen). Es ist eine deutliche Korrelation zwischen dem Ver-
schwinden dieser Oszillationen und dem Vorhandensein einer nichtverschwindenden
Flache temperierter Bereiche A; zu erkennen, so dafl die temperierten Bereiche offen-
bar einen dimpfenden Einflufl auf die Oszillationen haben. Auch die Oszillationen
von L,; sind dann deutlich geringer, wenn auch nicht génzlich verschwunden.
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Eine physikalische Erklirung fiir das Auftreten solcher Oszillationen kénnte wie
folgt aussehen: Geht man von einem Zustand mit groBem L. aus, so herrschen im Eis-
schild aufgrund des angenommenen Gleitens bei temperierter Eisbasis relativ grofie
FlieBgeschwindigkeiten vor. Dadurch flieBt das Eisschild schnell auseinander, was
einen Riickgang der Maximalhéhe und Querschnittsfliche nach sich zieht. Gleichzei-
tig bewirken die hohen Geschwindigkeiten eine verstirkte Advektion von sehr kaltem
Eis in die unteren Eisbereiche, so daB irgendwann ein Teil der vormals temperier-
ten Eisbasis kalt wird. Dann schaltet die basale Gleitbedingung jedoch von Gleiten
zu Haften um, die Geschwindigkeiten werden geringer, und das Eisschild gewinnt
wieder an Querschnittsfliche und Maximalhéhe. Dies geht solange, bis aufgrund
zunehmender Isolierung der Basis des dicker werdenden Eisschildes von der sehr kal-
ten Oberfliche und schwéacherer Advektion nach unten wieder eine VergréBerung der
temperierten Eisbasis auftritt, was die FlieBgeschwindigkeiten wieder erhéht; der Pro-
zeB beginnt dann von vorne.

Es gibt eine beobachtete Evidenz fiir das Auftreten solcher hochfrequenter Oszil-
lationen bei natiirlichen Eisschilden unter eiszeitlichen Klimabedingungen. Hierbei
handelt es sich um die sogenannten Heinrich Events (Heinrich rg]), welche plotzli-
che heftige VorstoBe des eiszeitlichen nordamerikanischen Eisschildes (“Laurentisches
Eisschild”) nach Osten in den Nordatlantik darstellen, die sich in Tiefsee-Sedimenten
widerspiegeln und etwa alle 7000 Jahre auftraten. Nach einem Erklarungsansatz von
MacAyeal [20,21] kénnte ein dhnlicher Prozef wie oben beschrieben fiir dieses inter-
essante Phanomen verantwortlich sein.

Abschlielend seien einige Bemerkungen zu Abbildung 6.8 angebracht. Das Ge-
schwindigkeitsfeld zeigt sehr schon das Auseinanderflieflen des Eisschildes, wobei die
Geschwindigkeiten in Randnihe deutlich grofler als in den zentralen Bereichen sind.
Die Isolinien des homologen Temperaturfeldes verdichten sich in Bodennéhe, was auf
den advektiven Transport von sehr kaltem Oberflicheneis in die Tiefe zuriickzufiihren
ist. Derselbe Effekt zusammen mit den groBen Geschwindigkeiten in den Randberei-
chen des EGIG1-Profils bewirkt dort eine Inversion des Temperaturverteilung: Das
Eis wird mit zunehmender Tiefe zunichst kdlter und erst ab einer bestimmten Position
mit weiter zunehmender Tiefe warmer, was aufgrund des geothermen Warmeflusses
von unten eigentlich iiberall der Normalzustand ware. SchlieBlich zeigt sich, daf8 vor
allem im Westteil, aber auch ganz im Osten des EGIG1-Querschnittes Bereiche mit
temperierter Eisbasis auftreten; temperierte Bereiche mit nichtverschwindender Hohe
iiber der Basis finden sich jedoch nur im Westen, und dort auch nur mit sehr geringen
Dicken von einigen Metern.
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Versuche rg001, rg002
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Abb. 6.6: Zeitserien der vorgegebenen Oberflichentemperatur T sowie der berechne-
ten GroBen MaximalhShe tiber Normal Null Amax, gesamte Querschnittsfliche Ages,
Flache der temperierten Bereiche A; und Lange der temperierten Basis L, fiir die bei-
den Gleichgewichtsldufe rg001 (durchgezogene Linien) und rg002 (gestrichelte Linien)
unter heutigen bzw. eiszeitlichen Bedingungen.
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Versuch rtO01
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Abb. 6.7: Zeitserien der vorgegebenen Oberflachentemperatur 7, sowie der berechne-
ten Groflen MaximalhShe iiber Normal Null hmax, gesamte Querschnittsfliche Ag,
Flache der temperierten Bereiche A; und Linge der temperierten Basis L;; fiir den
transienten Lauf rt001 {iber zwei idealisierte Eiszeitzyklen hinweg.
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Versuch rt001
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Abb. 6.8: Endzustand des modellierten EGIG1-Profils von Lauf rt001. Oben: Ge-
schwindigkeitsfeld. Mitte: Isolinien der homologen Temperatur.
basalen temperierten Bereiche (ein Diamantsymbol auf der z-Achse bedeutet, daff an
diese Stelle die Eisbasis temperiert ist, jedoch keine temperierte Eissidule dariiber

existiert).
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