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  حذف كمترين تعداد موانع مربعي در برنامهريزي حركت ربات
 
 

0Fفريبا نوريزاده واحد دهكردي 

 .3 سلمان خداييفر،2بهرام صادقي بيغم  ،˺

 دانشگاه تحصيلات تكميلي علوم پايه زنجان  ، دانشكده علوم كامپيوتر و فناوري اطلاعات-2و1

 دانشگاه تحصيلات تكميلي علوم پايه زنجان  ، دانشكده رياضي-3

f.noorizadeh, b_sadeghi_b, s.khodayifar} @iasbs.ac.ir{ 

 

 خلاصه 
 

ميباشد. در اين مسأله   الگوريتم و طراحي حركت ربات،مسأله حذف موانع يكي از مسائل مورد بحث در دنياي گراف
مسأله كمترين تعداد   براي پيدا كردن مسير شدني بين نقاط مبدأ و مقصد ميشود.،سعي در حذف كمترين تعداد مانع

 ميباشد. بسياري از NP-hard يك مسأله ، چند ضلعيهاي محدب و اشكال دلخواه باشند، حالتي كه تمام موانع،مانع
. در اين مقاله، مسأله حذف كمترين تعداد مانع ند، هنوز مورد بررسي قرار نگرفتهاحالات ديگر اين مسأله با موانع خاص

 كه تمام موانع مربع هستند. حالات مختلفي از اندازه و چينش مربعها در نظر گرفته شده ،براي حالاتي بررسي ميشود
  الگوريتمي با زمان چند جملهاي ارائه شدهاست.،كه براي يكي از حالات

  حذف موانع.، هندسه محاسباتي، گراف، الگوريتم،رباتمسيريابي كلمات كليدي: 
 
 

مقدمه   .1

1F هدف، پيدا كردن مسير شدني،در مسائل مربوط به طراحي حركت ربات

 از نقطه شروع به نقطه مقصد بدون برخورد ˻
با موانع موجود در مسير ميباشد. موانع ميتوانند يك در بسته باشند كه ربات قابليت باز كردن آنها را دارد و مانع را حذف 

كه ربات قابليت عبور از آنها را ندارد و در صورت نياز به عبور از آنها بايد جريمهاي پرداخت كند. از آنجايي  ميكند يا اين
 بسياري از مسائل رباتيك با شكست روبهرو ميشود. از جمله مقالات ، مسير شدني يافت نميشود،كه در بسياري از حالات

2Fارائه شده در اين زمينه ميتوان به مقاله استيلمن

3F و كوفنر˼

 اشاره كرد كه در آن موانع متحرك بوده و 2005در سال [1] ˽
-ربات امكان حركت دادن موانع را دارد و ميتواند فضاي حركت خود را باز كند. در برخي از مقالات مانند مقالهي جوليان 

4Fباخ

موضوع اصلي، تشخيص وجود يا عدم وجود يك مسير شدني است. مسأله يافتن كمترين تعداد مانع [2]  و همكاران˾
MCR5Fبراي حذف، به مسأله 

6Fمعروف است. اين مسأله براي اولينبار در مقالهاي توسط كريس هاوسر ˿

 2013 در سال ]3[̀

                                                 
2 Corresponding author: Institute for Advanced Studies in Basic Sciences (IASBS) , No. 444, Prof. Yousef Sobouti 
Blvd. P. O. Box 45195-1159 Zanjan Iran. Postal Code 45137-66731 F: (+98) 24 3315-5142 T: (+98) 24 33153379  
      Email: b_sadeghi_b@iasbs.ac.ir 
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-NP جزء مسائل ، اشكال دلخواه باشند، براي حالتي كه موانعMCR مسأله  كهارائه گرديد. در آن مقاله اثبات شدهاست
hard7در مقالهاي كه پس از آن توسط لاوال الگوريتم دقيق و حريصانه ارائه دادهاست.  ميباشد و براي حل آن دوF

و  ˺
8Fاريكسون

 براي حالتي كه موانع چندضلعيهاي محدب باشند نيز جزء ،MCR  اثبات شدهاست كه مسأله، ارائه گرديد]4[˻
9F ميباشد. همچنين كرونتريسNP-hardدسته مسائل 

 بر روي الگوريتمهاي جستجو و روشهاي 2015 در سال ]5[˼
10Fبحث و بررسي كرده است. بعدها هاكينگ مين MCR تقريبي براي كاهش هزينههاي محاسباتي مسأله

 ]6[و همكارش ˽
11F. در اين مقاله از روش كلوني مورچههااند ارائه دادهMCR روشي تقريبي براي حل حالت گسسته مسأله 2016در سال 

˾ 
12Fمبتني بر مدل نيروي اجتماعي

 ، استفاده شدهاست. در نتايج شبيهسازي، نشان داده شده است كه الگوريتم استفاده شده˿
كارايي بهتري از لحاظ زمان اجرا و كيفيت نسبت به الگوريتمهاي دقيق و حريصانه دارد. لازم به ذكر است كه مسأله 

MCRيك مسأله ساده ميباشد كه در زمان خطي قابل حل است. كريس هاوسر ، براي حالتي كه موانع تماما خط باشند 
 مسألهاي جديد تحت 2015همچنين در مقالهاي به نام (( كمترين تعداد جابهجايي موانع در طراحي حركت)) در سال 

MCD13Fعنوان 

 را مطرح كرد كه هدف جابهجايي كمترين تعداد مانع ممكن براي يافتن يك مسير شدني بود. در اين ]7[̀
 ميگردد. بين اين دو حالت ساده MCR تبديل به مسأله MCD مسأله ،مسأله اگر موانع بدون جابهجايي ناپديد ميشدند

و سخت حالات مختلفي وجود دارد كه هنوز بررسي نشدهاند. بخشي از اين دسته مسائل مربوط به انتخاب نوع موانع است 
كه ميتوانند ويژگيهاي خاصي داشته باشند. اين مقاله سعي در بررسي حالاتي دارد كه موانع همگي از جنس مربع 

 مربعها ميتوانند با هم متقاطع باشند كه در واقع از فرضيات اصلي مسأله است. در اين مقاله براي اين حالت خاص هستند.
)(الگوريتمي چند جملهاي با پيچيدگي  3nO .ارائه ميشود 

 به ، ميپردازيم. در بخش سومMCRدر بخش دوم اين مقاله به بررسي كارهاي انجام شده و مقالههاي مرتبط با 
 كه موانع به صورت مربعهاي هم ، و ارائه الگوريتمي در زمان چند جملهاي ميپردازيمMCRبررسي حالتي خاص از مسأله 

 ميباشند و در نهايت بخش چهارم به نتيجهگيري و بيان مسائل باز در اين زمينه اختصاص y و xاندازه و موازي محورهاي 
 يافته است.

 
 

حذف كمترين تعداد موانع .  2
 بيان گرديد. با توجه به 2013 اولين بار توسط هاوسر در سال MCRمسأله حذف كمترين تعداد مانع يا به اختصار 

14F نواحي رنگي نشان دهنده موانع و بقيهي شكل نشاندهنده نواحي آزاد1شكل 

 Sqو هدف نيز با  ميباشند. نقاط شروع́
 در شكل نشان داده شدهاند. يك ربات نقطهاي در جستجوي كوتاهترين مسير با كمترين تعداد موانع از نقطه شروع به tqو

 حذف tq و Sq از مسير بين5o و 3oبايد موانع  ، نشان داده شدهاست1سمت نقطه هدف ميباشد. همانطور كه در شكل 
گردند تا يك مسير شدني ايجاد شود. يك نقطه در هر ناحيه به عنوان رئوس گراف در نظر گرفته ميشود و رئوسي كه در 

 برچسب موانعي كه در آن ناحيه ، برچسبگذاري نميشوند، در حاليكه رئوس موجود در نواحي ديگر،نواحي آزاد قرار دارند
 برچسبگذاري شده 5. براي مثال، اگر رأسي با عدد انتخاب ميكنندبا هم اشتراك دارند را به عنوان برچسبهاي رئوس 

 نشان داده شدهاند. t وs پوشش داده شدهاست. رئوس شروع و هدف در گراف با 5باشد، يعني آن رأس توسط مانع 

                                                 
1 Steven M. lavalle 
2 Lawrence H.Erickson 
3 Krontiris 
4 Huaqing Min 
5 Ant-Colony 
6 Social Force Model 
7 Minimum Constraint Displacement 
8 Feasible Region 
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- پيدا كردن كوچكMCR گسسته را روي نقشه ايجاد ميكند و هدف مسأله MCR تقسيمبندي محيط پيوسته، مسئله 
 را پوشش ميدهد.  t و sترين زيرمجموعه از موانع كه تمام گرههاي روي مسير از 

,...,1}. پوشش 2.1تعريف  }( ) : 2 nc q C براي Ac)(  ميباشد و پوشش q مجموعه موانع موجود در موقعيت →
CA⊆ به صورت اجتماعي از)(qcتمام نقاط  ها رويAq∈                      : تعريف ميشود يا به عبارتي ديگر

}|{)( φ≠∩= QAiAc 
}1,...,{. براي مجموعه2.2تعريف nS 15F-دسترسپذيرq، S از ′q گوييم⊇

 پيوسته sy)( ميباشد هرگاه يك مسير ˺
s، Ssyc∋]1,0[ خاتمه مييابد و بهازاي هر ′q شروع شده و در qوجود داشته باشد بهطوريكه از   باشد. ))((⊇

dC بعدي dدر حالت پيوسته ورودي مسأله، فضاي پيكربندي  R⊆ ،n1 ناحيه موانع{ ,..., }nO O كه مجموعههاي 
S,باز در نظر گرفته ميشوند و نقاط شروع و هدف tq q C∈ ميباشند. خروجي در حالت پيوسته، حذف كمترين تعداد ،

  ميباشد.tq و Sq، كه پوشش با كوچكترين اندازه بين يك مسير از s*موانع 
),(در حالت گسسته ورودي مسأله، گراف  EVG Vts نقاط شروع و هدف ،vc][  تابع پوشش ،=  ميباشند. ,∋

][vc براي هر رآس v 1,...,{ با يك زيرمجموعه از{ n نمادگذاري شدهاست كه تعداد موانع موجود در رأس v را نشان 
 با t به s از G در گرافP بهطوريكه يك مسيرs*ميدهد. خروجي مسأله بهصورت زيرمجموعهاي با كمترين اندازه

]*شرط   ]c v S⊆ براي همه رئوس v P∈ (.تبديل حالت پيوسته به گسسته در شكل نشان داده شدهاست) موجود باشد 

 
 MCRنمايش گسسته مسأله  – 1شكل 

 
 Set-cover، NP-hardبا استفاده از كاهش به مسأله  ، گسستهMCR. نسخه تصميمپذيري مسأله 3.2قضيه 

است.  
) ]3[ (رجوع به  برهان.

 
 

  حذف كمترين تعداد موانع مربعي  .3

- مربعهاي هماندازه و موازي محور، را براي حالتي كه موانعMCR در اين بخش هدف مسأله ،همانطوركه گفته شد
 هستند بررسي ميكنيم، با فرض اينكه هيچ دو مربعي با هم مماس نيستند. الگوريتم يك روشي ارائه ميكند y و xهاي 
ابتدا محيط را برحسب مرز موانع تقسيمبندي ميكنيم و محيطهايي كه نقاط شروع و هدف در آنها قرار ميگيرند را به كه 

) كه هر كدام معادل با يك گره از گراف ميباشند. هر گره، با شماره موانعي كه 1 نامگذاري ميكنيم (خط Kcو 1cترتيب با
). حال گرههاي نواحي كه با هم مرز مشترك دارند را 4-1در آن ناحيه با هم اشتراك دارند، برچسبگذاري ميشود (خط 

                                                 
1 S-reachable 
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به هم متصل كرده كه ميتوان نظم خاصي را بين گرههاي گراف پيدا كرد. بين دو گره در صورتي يال متصل ميشود كه 
 تبديل ميكنيم. با jieوijeابتدا برچسب يكي از آنها زيرمجموعه گره ديگري باشد. حال هر يال را بهصورت دو نيم يال

توجه به نظم موجود بين گرههاي گراف هزينه عبور از نيم يالي كه از گره با برچسب كوچكتر به سمت گره با برچسب 
). حال با توجه به گراف حاصله 15-5بزرگتر است را برابر با يك و در جهت عكس را برابر با صفر در نظر ميگيريم (خط

 پيدا كرده و اجتماع برچسبهاي گرههاي روي مسير را به t به s مسأله كمترين گام)  از (در اينجاكوتاهترين مسير
 است. MCRعنوان خروجي الگوريتم برگردانده ميشود كه معادل با حل مسأله 

 
 ميتوان يك 3 مشاهده كرد. با برداشتن مانع شماره 3 و 2اجراي الگوريتم بالا را ميتوان در شكلهاي يك مثال از 

 ايجاد كرد كه مسير معادل آن در گراف يعني كوتاهترين مسير به طول يك، دنباله t وsمسير شدني بين نقاط
1 03s t→ → .ميباشد 

 
 . n=4 محيط سلولبندي شده بايك نمونه  – 2شكل 
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Gگراف  – 3شكل   .2 شكل حاصل از  

)( از مرتبه G. حداكثرتعداد گرههاي گراف3.1لم 2nO .ميباشد 
 

 
.  n=5 باy و x بدترين حالت قرارگيري مربعهاي هماندازه و موازي محورهاي–4شكل 

 
 است. در اين حالت هر مربع 4 مانند شكلy و xبرهان. بدترين حالت قرارگيري مربعهاي هماندازه و موازي محورهاي 

جديد به گونهاي اضافه ميشود كه با تمام مربعهاي قبلي اشتراك دارد و تقاطعهاي دوبهدو و سهبهسه و... ايجاد ميكند. 
 بهدست ميآيد: 1ام از طريق ربطه n مربع با اضافه شدن مربع nحداكثر تعداد سلولهاي ايجاد شده براي 

1 2( 1) (1)n nf f n−= + −

)( از مرتبه G) حداكثر تعداد گرههاي گراف1حال با توجه به رابطه ( 2nO.اكنون به بررسي پيچيدگي گراف  ميباشد 
ميپردازيم. 

مرتب ميكنيم. حال مربع با بيشترين  y در ابتدا به كمك الگوريتم خط جاروب مربعها را از بالا به پايين برحسب مختصات
 مربع قبلي k-1ام بايد اشتراك آن با تمام سلولهاي كه تا به حال توسط kارتفاع را اضافه ميكنيم. با اضافه كردن مربع 

ام را به برچسب تمام سلولهاي مشترك اضافه ميكنيم و سلول جديد kتشخيص داده شدهاند محاسبه گردد. شماره مربع 
به طوريكه هر يك از ، امnبدون اشتراك شماره همين مربع را ميگيرد. بدترين حالت تعداد مقايسهها در مرحله 
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1−nايجاد كنند، در نتيجه زمان 3.1حداكثر تعداد نواحي (حداكثر تعداد گرههاي گراف) را  با توجه به لم ، مربع قبلي 
))  از مرتبه 2لازم براي برچسبگذاري گرههاي گراف از رابطه ( )O n :بدست ميآيد 

)(...21 3222 nOn ≈+++                  (2) 
)(، تعداد يالهاي گراف از درجه گرههاي آن يعني از مرتبهاز طرفي چون گراف بهدست آمده مسطح است 2nO است و 

)log(همچنين زمان لازم براي پيدا كردن كوتاهترين مسير روي گراف از مرتبه 2 nnO.از مجموعه توضيحات   ميباشد
 را نتيجهگيري كرد كه در ادامه بيان ميشود. 3.2 ميتوان قضيه 3.1فوق و لمهاي 

) را براي MCR مسأله MCR-Square. الگوريتم 3.2قضيه  )O n مربع يكسان موازي محورهاي x و y  كه هيچ دو
)(مربعي بر هم مماس نباشند در زمان  3nO.حل ميكند  

 
 نتيجهگيري.  4

مسأله حذف موانع براي حالتي كه تمام موانع خط باشند يك راه حل خطي ساده دارد و براي حالتي كه موانع چند 
ضلعيهاي دلخواه باشند يك مسأله سخت ميباشد. در اين مقاله اين مسأله براي حالتي بررسي ميشود كه تمام موانع 

 ميباشند كه هيچ دو مربعي با هم مماس نيستند. در اين حالت الگوريتمي چند y و xمربعهاي يكسان و موازي محورهاي 
جملهاي براي حل مسأله ارائه ميشود. حالات ديگر از اين مسأله همجنان به عنوان مسائل باز باقيمانده است كه ميتواند 

به موانع وزندار موانع دايرهاي و مستطيل در حالت خاص موانع چاق اشاره كرد.  
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