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Sommario

In questa ricerca vogliamo trattare di alcuni degli innumerevoli casi in cui si ha a che fare con la probabilita:
partendo da alcuni accenni storici analizzeremo nel dettaglio come la probabilita sia una componente
fondamentale del gioco del poker; infine parleremo del “problema dei tre prigionieri” e del modo in cui

risolverlo.

I. INTRODUZIONE

La probabilita & uno dei settori pit1 antichi
delle scienze matematiche e trae origine dal
gioco d’azzardo, diffuso gia secoli prima del-
la nascita di Cristo: se inizialmente lo studio
matematico di questa attivita non catturd un
particolare interesse, nel XVI secolo alcuni
studiosi (Cardano, Tartaglia, Galilei) comin-
ciarono ad occuparsi di problemi relativi al
gioco, a partire dai quali nel corso del ‘600 si
gettarono le basi per lo studio dei fenomeni
probabilistici. Questi problemi riguardavano
la ripartizione della vincita nel caso una parti-
ta fosse interrotta anticipatamente; di uno
di questi quesiti si occupo il filosofo e in-
tellettuale francese Blaise Pascal (1623-1662),
scontrandosi per corrispondenza con l'amico
Pierre de Fermat (1601-1665) sul modo in cui
giungere ad una soluzione. Il dibattito tra
Pascal e Fermat non si puo ancora conside-
rare come uno studio della probabilita vero
e proprio, tanto che i due non parlano mai
esplicitamente di “probabilita”, concetto che
verra invece trattato in modo pitt approfon-
dito, con studi di carattere matematico, nei
secoli seguenti [1, 2, 3]. Pietra miliare nel-
la storia di questa disciplina ¢ 1'opera Ars
conjectandi, di Jacob Bernoulli, in cui era con-
tenuta la dimostrazione della legge dei grandi
numeri, secondo la quale ripetendo un gran-
de numero di volte uno stesso esperimento
aleatorio la media dei risultati sarebbe stata
sufficientemente vicina alla media assoluta,
calcolabile matematicamente [4]. Pochi anni

dopo Bernoulli, Abraham de Moivre formulo
il Teorema centrale del limite, ponendo un’al-
tra solida base alla scienza del calcolo della
probabilita. Un importante contributo allo
sviluppo di questa branca della matematica
si deve a Pierre-Simon Laplace, che tra i suoi
numerosi studi formalizzo il procedimento
del ragionamento per induzione, gia scoper-
to dal britannico Thomas Bayes, attualmente
conosciuto come Teorema di Bayes [3]. Gli
studi compiuti fino all’inizio del XX secolo ri-
guardano la cosiddetta “Probabilita classica”:
questa concezione della probabilita considera
un esperimento aleatorio (fenomeno di cui
non si puo prevedere con certezza il risulta-
to), I'insieme di tutti i suoi possibili risultati
(spazio campionario) e un evento (un qualun-
que sottoinsieme dello spazio campionario);
in questo caso la probabilita che 1'evento si
verifichi & definita come il numero dei casi
in cui 'evento si verifica (favorevoli) diviso
il numero dei casi possibili [5]. Nel corso
del ‘900 si sono sviluppate altre concezioni
della probabilita, ad esempio quella statisti-
ca, quella soggettiva, studiata da De Finetti e
Savage, e quella assiomatica, proposta da Kol-
mogorov [2]. Le applicazioni del calcolo della
probabilita sono numerose e spaziano da sem-
plici ambiti della vita quotidiana a complesse
situazioni fisiche, dal gioco d’azzardo al con-
trollo della produzione industriale. Abbiamo
scelto di analizzare la probabilita nel gioco
del poker, per mostrare che nei giochi d’az-
zardo cio che determina la vittoria e il caso
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pitt che l'abilita, e nel problema dei prigionie-
ri, esempio di come la probabilita sia meno
intuitiva di quanto si pensi.

Figura 1: Blaise Pascal (sinistra) e Pierre de Fermat
(destra), con la loro corrispondenza, posero le
basi dello studio della probabilita. Fonte: [3].

II. PROBABILITA NEL GIOCO DEL
PoxEeRr

Uno dei giochi d’azzardo pitt famosi e dif-
fusi e il poker, gioco di carte in cui il vinci-
tore di ogni partita si stabilisce in base alle
combinazioni formate dalle carte dei parte-
cipanti: vince chi ha una combinazione che,
seguendo le regole, ha valore pil1 alto e que-
sto valore & conferito in base alla probabi-
lita che un giocatore si ritrovi ad avere la
determinata combinazione. Nel poker vie-
ne utilizzato un mazzo da 52 carte, 13 per
ognuno dei 4 semi, e ad ogni giocatore ne
vengono distribuite 5: di conseguenza le pos-
sibili combinazioni di carte che puo realizzare
un partecipante si calcolano con una combina-
zione di 52 elementi di classe 5, cioe Csp 5 =
(52 x 51 x 50 x 49 x 48)/5! = 2598960. Uti-
lizzando la concezione classica, la probabilita
di ottenere una determinata combinazione di
cinque carte si ottiene dividendo il numero
dei casi favorevoli per il numero dei casi pos-
sibili. La combinazione piti forte ¢ la scala
reale, composta dalle tre carte pit1 alte del-
lo stesso seme (10, fante, donna, re, asse);
poiché i semi sono quattro, si hanno solo 4
possibili scale reali, per una probabilita di
4/2598960 = 0.00015%. La seconda combi-
nazione piul forte e la scala colore, cioé una
sequenza di 5 carte consecutive dello stesso

seme; Le possibili scale colore sono 40 (10
per ogni seme), sottraendo le 4 scale reali 36,
quindi la probabilita di realizzarne una e di
36/2598960 = 0.0014%. Dopo la scala colore
c’e il poker, cioé 4 carte dello stesso valore
pill una carta spaiata; i possibili poker sono
Ci3,1 x C44 = 13, la quinta carta pud essere
scelta in 12 x 4 = 48 modi diversi, quindi
la probabilita che si ottenga un poker e di
(48 x 13)/2598960 = 0.024%. 1l full & com-
posto da una coppia di carte tra loro uguali
e da un tris di carte tra loro uguali (diverse
dalle prime due). Le possibili combinazioni
di full ottenibili si calcolano moltiplicando le
possibili coppie (Cy31 X C4) per i possibili
tris (Cyp,1 % Ca3); in questo calcolo bisogna te-
nere conto che i tris sono possibili solo con 12
carte, non 13, in quanto uno dei tredici valori
¢ gia stato scelto per le coppie. La probabilita
di avere un full ricevendo cinque carte risulta
quindi uguale a (78 x 48) /2598960 = 0.14%.
I colore ¢ composto da cinque carte dello
stesso seme; i possibili colori realizzabili sono
4 x (Cy35), da cui vanno escluse le 40 sca-
le colore, quindi la probabilita di realizzare
un colore e di 5108/2598960 = 0.20%. La
scala si ottiene con cinque carte in sequen-
za, qualsiasi sia il loro seme; ci sono 40 car-
te che possono assumere il valore piti basso
in una scala, e quattro possibili scelte per
le quattro carte seguenti: 40 x 44 = 10240,
escludendo le 40 scale colore si ha un to-
tale di 10200 scale, quindi la probabilita e
10200/2598 960 = 0.40%. Di valore inferiore
alla scala ¢ il tris, costituito da tre carte uguali
e due spaiate; I tris sono Cy37 x Cy3 = 52,
la quarta e la quinta carta possono assume-
re [(12 x 4) x (11 x 4)]/2 = 1056 valori di-
versi, le combinazioni di carte realizzabili
quindi sono 52 x 1056 = 54912; ne deriva
che la probabilita di realizzare un tris & di
54912/2598960 = 2.11%. La doppia coppia
e composta da due carte di un dato valore
(C13,1 x C4p = 78 possibilita), due di un altro
valore (Cqp,1 X C4p = 72 possibilita) e una spa-
iata (11 x 4 = 44 possibilita); si possono realiz-
zare [(78 x 72) /2] x 44 = 123552 doppie cop-
pie, quindi ricevendo cinque carte si ha una
probabilita pari a 123552/2598 960 = 4.75%
di ottenere tale combinazione. La minore
importanza (escludendo il caso in cui si ab-
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biano cinque carte spaiate non in scala né
dello stesso seme) & assunta dalla coppia, con
due carte del medesimo valore (Ci31 X Cyp) €
tre carte spaiate ([(12 x 4) x (11 x 4) x (10 x
4)]/3! = 14080); le possibili coppie sono
1098240, la probabilita di realizzarne una e
di 1098240/2598960 = 42.26%. Con il pro-
seguire del gioco la probabilita di effettuare
determinate combinazioni di carte varia a se-
conda delle carte gia distribuite e dal numero
di carte che si decide di cambiare; nella deci-
sione del risultato della partita la probabilita
assume un ruolo decisamente pilti importante
dell’abilita del giocatore, in quanto esso puo
decidere le sue mosse solo sulla base delle car-
te che ha visto (le proprie) e, anche se tentas-
se di fare ragionamenti di tipo probabilistico,
questi non potrebbero essere completamente
validi, poiché il giocatore non conosce quali
carte siano in possesso degli avversari e quali
siano ancora nel mazzo. Questa e la dimostra-
zione che nel poker, come negli altri giochi
d’azzardo, la vittoria dipende quasi esclusiva-
mente dal caso ed & impossibile, per un gioca-
tore, prevedere con certezza come si evolvera
la situazione ed agire di conseguenza, quindi
il rischio di perdere i soldi puntati sull’esito
vittorioso della giocata € molto elevato [6, 7].

Figura 2: Ci sono 13 possibili poker (uno per ognuna
delle 13 carte di un seme), da combinare con
le 48 possibili carte spaiate, per un totale di
624 combinazioni.

III. IL PROBLEMA DEI TRE
PRIGIONIERI

Cosi afferma il testo del problema:

Nella prigione di un regno ci sono
tre condannati a morte; il monarca

ha deciso di giustiziarne due e sal-
varne uno e il carceriere & a cono-
scenza di chi sopravvivra e di chi
morira. Uno dei prigionieri, terro-
rizzato, chiede al carceriere di dirgli
quale, tra gli altri due prigionieri,
sara certamente ucciso. Egli accon-
sente e, indicando con discrezione il
prigioniero in questione, afferma che
questi sara giustiziato. Sollevato dal-
la notizia il prigioniero ringrazia il
carceriere, il quale non comprende il
motivo di tanta felicita e chiede delu-
cidazioni al suo interlocutore; questi
spiega che la sua maggiore serenita
deriva dal fatto che se inizialmente
aveva due possibilita su tre di venire
giustiziato, ora ha solo una possibili-
ta su due, quindi la sua situazione e
migliorata. Ha ragione il prigioniero
a rallegrarsi?

Per scoprirlo bisogna risolvere il problema
mediante il calcolo delle probabilita. Indi-
chiamo con A, I'evento il prigioniero avra salva
la vita, con 1 il prigioniero che parla con il
carceriere e con 2 il prigioniero che verra cer-
tamente giustiziato. La soluzione consiste nel
calcolare la probabilita che il prigioniero 1 si
salvi (P(A1)) sapendo che il prigioniero 2 cer-
tamente non si salva (P(A5)), quindi, utiliz-
zando il calcolo della probabilita condiziona-
ta, uguale a P(A1|Ay). P(A1]Ay) = P(A1N
Ay)/P(Ay). Poiché P(A1 N Ay) = P(Ay), al-
lora P(A1|A;) = P(A1)/P(Az). A questo
punto il prigioniero compie un errore nel cal-
colo della probabilita, ritenendo la probabilita
che il prigioniero 2 non si salvi pari a 2/3, a
partire dal fatto che la probabilita iniziale che
un prigioniero dei tre si salvi € uguale a 1/3
e giungendo quindi a 1/2 come risultato fi-
nale. In realta, una volta che il guardiano ha
indicato il prigioniero 2 come colui che verra
giustiziato, la sua probabilita di salvarsi & pari
a zero, quindi P(A;) = 1 e di conseguenza
P(A1]Ay) = (1/3)/1 = 1/3. In conclusio-
ne la probabilita che il prigioniero 1 si salvi
non cambia conoscendo quale degli altri due
prigionieri verra certamente ucciso, quindi il
prigioniero non ha ragione a rallegrarsi. Il
problema si pud anche risolvere in un altro
modo, che mette in evidenza quanto la so-
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luzione dipenda dal fatto che la probabilita
viene in questo caso valutata in modo sog-
gettivo dal prigioniero. Inizialmente ognuno
ha 1/3 di probabilita di salvarsi e dal punto
di vista del prigioniero 1 la probabilita che
il prigioniero 2 o il 3 si salvino ¢ uguale a
2/3 (la probabilita della somma logica di due
eventi e uguale alla somma delle probabilita
dei due eventi). Dopo aver saputo che il pri-
gioniero 2 verra certamente giustiziato, dal
punto di vista di 1 la probabilita che 2 o0 3
si salvino resta sempre uguale a 2/3, quindi,
poiché 2 certamente non si salva, il prigionie-
ro 3 avra una probabilita di salvarsi pari a
2/3 e la condizione del prigioniero 1 rimarra
invariata. La soluzione a questo problema
mostra un chiaro esempio di quanto il concet-
to di probabilita non sia per nulla intuitivo,
nonostante lo sembri: quello che un veloce
ragionamento porta a raggiungere non ¢ in
realta il risultato corretto: affinché il calcolo
della probabilita che si verifichi un evento sia
giusto bisogna tenere conto di tutti i fattori
che possono influenzare l'interpretazione del-
la situazione come, in questo caso, il fatto che
la risoluzione avvenga dal punto di vista per-
sonale del prigioniero 1, che & a conoscenza
solo di determinate informazioni, e il fatto
che la situazione cambi dopo che il guardiano
riferisce l'informazione al carcerato [1, 8].
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Figura 3: Dal punto di vista del prigioniero 1 la pro-
babilita che 2 o 3 si salvino & pari a 2/3 e
rimane tale anche dopo aver saputo quale dei
due prigionieri sard certamente giustiziato.
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