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Einflihrung

1. Was ist Mathematik

Hierauf gibt es viele hehre Antworten wie etwa ,,Mathematik ist die Sprache in der Gott
die Welt beschreibt®, ,Mathematik ist die Konigin der Wissenschaften®, ..., aber auch
Antworten wie ,sauschwer®, ,unbrauchbar®, ...

Fiir mich gilt folgende Antwort:

Mathematik ist gleichbedeutend mit angewandtem logischen Denken.

Begriindung
e Die Gesamtheit der Mathematik lasst sich auf ,Selbstverstandlichkeiten* zurtickfiihren.

e Die Struktur der Mathematik ist wesentlich durch die Welt, in der wir leben und die
Art und Weise, wie wir diese Welt verstehen, gepragt.

Warum ist Mathematik wichtig?

Die Wichtigkeit der Mathematik steigt mit dem Entwicklungsgrad der Zivilisation:

e Steinzeitmensch: etwas zdhlen

Handel (insbesondere Einfithrung von Geld): Rechnen

Hohere Architektur: Geometrie

Verstehen und Kontrollieren physikalischer Phénomene: Gleichungen, Differential-
gleichungen, etc

Verstehen und Kontrollieren ,,hochkomplexer® Phanomene: Statistiken, Wahrschein-
lichkeiten, etc
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Mathematik fur uns

Ein ordentliches Verstandnis der Mathematik ist heutzutage eine entscheidende Voraus-
setzung fiir eine verantwortliche Teilhabe am gesellschaftlichen Leben.
Beispiele

e Warum kann die Wirtschaft nicht mit drei Prozent dauerhaft wachsen?

~Anyone who believes that exponential growth can go on forever in a finite
world is either a madman or an economist.”
(K. E. Boulding, US-Okonom, 1910-1993)

Erkennen von Falschmeldungen in Zeitung/Fernsehen wie zum Beispiel:

Der Euro hat in den letzten 8 Jahren gegeniiber dem Dollar 80% an Wert
gewonnen. Das sind 10% pro Jahr.

oder
Die Verschuldung der USA lag am 29.7.2016 bei 14 Trillionen US-Dollar.

Erkennen (fast) inhaltsleerer , Aufregermeldungen" wie

»Die ‘Vuvuzela' ist doppelt so laut wie ein startendes Diisenflugzeug.”

Skepsis gegeniiber Propaganda/Werbung

»Journalism is printing what someone else does not want printed:
everything else is public relations.” (George Orwell)

Verstehen wichtiger Zusammenhange:
— Warum ist die Erderwarmung riskant?
— Warum sind Massenuntersuchungen auf irgendwelche Krankheiten problematisch?
— Wie sollte man auf Terroranschlage reagieren?
— Warum wollen/miissen Geheimdienste und Polizei Computersysteme hacken?
— Wie funktioniert “Big Data"?

— Wie konnen Gerichte auf derselben Gesetzesgrundlage zu unterschiedlichen Ur-
teilen kommen?

— Warum gibt es kein perfektes Wahlsystem?

— Wias ist problematisch an ,,Freihandel“?

1.1 Bemerkung: Fiir samtliche Natur- und Ingenieurwissenschaften ist die Durchdringung
mit Mathematik noch viel weitgehender als in den vorstehenden Beispielen, welche die ge-
samte Gesellschaft betreffen. Tatsachlich werden fast alle Bereiche der Mathematik innerhalb
dieser Wissenschaften irgendwo angewendet, und umgekehrt gibt es kaum einen Bereich in-
nerhalb dieser Wissenschaften, der ohne Mathematik auskommt!



1. Was ist Mathematik

Zu diesem Skript

Dieses Skript ist in folgende Teile gegliedert:

Grundlagen (Logik, Mengenlehre, Funktionen)

Zahlen (N, Z, Q, R, C)

Lineare Algebra

Topologie

Analysis
— Differentialrechnung
— Integralrechnung
— Gewohnliche Differentialgleichungen
— Mehrdimensionale Integralrechnung

Funktionentheorie

e Stochastik

Wie man schon dieser Aufzdhlung ansieht, bauen die Teile wesentlich aufeinander auf.
Wir folgen damit einer Tradition der Mathematik, keine Definitionen und Aussagen ,,vom
Himmel fallen® zu lassen. Ganz im Gegenteil hat in der Mathematik jeder neue Begriff
eine Motivation und jeder neue Satz einen Beweis. Weil aber fiir Anwender der exakte
Beweis oftmals nicht so wichtig ist, wurde in diesem Skript des 6fteren mit Beweisskizzen
vorliebgenommen.

Vor allem in den Teilen ,Grundlagen® und ,,Zahlen®, aber auch im Teil ,, Analysis* wird
dabei manches (hoffentlich!) schon aus der Schule bekannt sein. Dies kann zu der Mei-
nung verfithren, man kénne die Vorlesung versdumen und den Stoff vor der Abschluss-
klausur leicht nachholen. Dies ist ein schwerwiegendes Missverstandnis, weil der Ab-
straktionsgrad gegentiber dem Schulwissen viel hoher ist. Anders ausgedriickt: Wem der
Stoff zu leicht erscheint, der hat ihn nicht verstanden.

Der Besuch der zugehorigen Vorlesung ist auch deswegen wichtig, weil das Skript allein
nur bedingt als Literaturempfehlung taugt. Dies liegt im wesentlichen an folgendem:

e Auf Bilder wurde fast génzlich verzichtet, weil diese in der Vorlesung entweder an
der Tafel oder durch Demonstrationen am Computer nachgeliefert werden.

e Die Darstellung ist sehr knapp gehalten, weil das Skript fast wortgleich auch fiir
die Erzeugung von Vorlesungsfolien verwendet wird, bei denen das dargestellte ja
durch den miindlichen Vortrag erginzt wird.

e Beweise werden oft nur skizziert, einerseits weil fiir den Anwender vor allem das
Ergebnis wichtig ist, andererseits aber auch, weil manche Beweise sowieso am sinn-
vollsten an der Tafel vorgefithrt oder alternativ selbst mit Papier und Bleistift
nachvollzogen werden sollten.
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¢ Je nach Anwendungsgebiet konnen in der Vorlesung Teile des Skripts weggelassen
oder in anderer Reihenfolge behandelt werden. Auch konnen die Sétze in einer
Vorlesung durch den Dozenten je nach ihrer Bedeutung eingeordnet werden, was
dem Lernenden durch bloles Lesen des Skripts normalerweise nicht moglich ist.

Zuletzt mochte ich noch anfiigen, dass dieses Skript natiirlich auch im Laufe der Zeit
wachsen und reifen soll. Ich bin daher fiir Hinweise auf Fehler und sonstige Anmerkungen
und Anregungen sehr dankbar.

Danksagung

Ich mochte meiner Tochter Elisa fiir das Zeichnen von einigen einfithrenden Bildern am
Anfang mancher Kapitel danken.
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1. Logik

1.1. Aussagen

1.1.1 Definition: Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch ist. Wenn A eine
wahre Aussage ist, so sagen wir, dass A den Wahrheitswert w(A) = 1 hat. Analog hat eine
falsche Aussage A den Wahrheitswert w(A) = 0.

1.1.2 Bezeichnung: Der Einfachheit halber schreibt man manchmal einfach A = 1 oder
A = 0. Und statt 0 und 1 werden oft auch die Buchstaben f und w oder die Worte falsch
und wahr verwendet.

Beispiele
e Esist 12 Uhr mittags.

e 24+2=4

1.2. Negation, Konjunktion und Disjunktion

1.2.1 Definition: A und B seien Aussagen. Dann konnen wir neue Aussagen mit Hilfe der
Operatoren — (nicht), A (und) und v (oder) definieren. Deren Wahrheitswerte ergeben sich
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aus den Wahrheitswerten von A und B gemaB folgender Wahrheitswert-TabellerT

Al -A

1 0

0 1

sowie

A B|AAB|Av B
1|1 1 1
110 0 1
01 0 1
0|0 0 0

1.2.2 Bezeichnung: Die Operationen —, A, v nennt man auch Negation, Konjunktion und
Disjunktion.

1.2.3 Bemerkung: e v ist kein exklusives oder! In der Umgangssprache wird ,oder”
aber oft exklusiv als ,,entweder . ..oder" verstanden.

BEISPIEL: Geld her oder Leben!
o Auch die Negation wird oft falsch verstanden, so ist z.B. fiir die Aussage ,,Ich benutze

immer die Treppe, um in mein Arbeitszimmer zu kommen" die Negation ,Ich benutze
nicht immer die Treppe, ... " und nicht ,Ich benutze nie die Treppe, ..."!

1.3. Implikation und Aquivalenz

1.3.1 Definition: Fiir Aussagen A und B definieren wir auch die zusammengesetzten Aus-
agen A = B (aus A folgt B, A impliziert B) und A < B (A ist aquivalent zu B). Diese
sind durch folgende Wahrheitswert-Tabellen definiert:

A|lB|A=B|A<=2DB
1|1 1 1
10 0 0
01 1 0
010 1 1

1.3.2 Bemerkung: Eine falsche Aussage kann offenbar sowohl falsche als auch wahre Aus-
sagen implizierenﬂ Das macht sogar dann Sinn, wenn man ,implizieren” als ,beweisen”
versteht: Zum Beispiel kann man aus der falschen Aussage 2 = 1 durch Addition von 1 auf
beiden Seiten die ebenfalls falsche Aussage 3 = 2 erhalten, aber auch durch Multiplikation
mit O die wahre Aussage 0 = 0.

Beispiele

*In solchen Tabellen sind die Wahrheitswerte von abgeleiteten Aussagen in Abhangigkeit von allen moglichen
Wahrheitswerten der Anfangsaussagen dargestellt.
TAuf Latein sagt man dazu: ,Ex falso quodlibet" — Aus Falschem [folgt] Beliebiges.



1.3. Implikation und Aquivalenz

Die Aussage ,,Es regnet" impliziert (wenigstens fiir nicht Gberdachte StraBen) die Aus-
sage ,,Die StraBe ist nass”, ist aber natiirlich nicht aquivalent dazu, weil der Regen
schon aufgehort haben konnte, die StraBe auch mit einem Schlauch hatte nass ge-
macht werden konnen, oder vielleicht trotz Regens nicht einmal eine StraBe vorhanden
sein konnte.

Die Aussage , Es regnet” ist aquivalent zur Aussage ,Wasser fallt vom Himmel."

2

Aus der Aussage ,x ist eine natiirliche Zahl" folgt die Aussage ,x~ ist eine natirliche

Zahl".

Die Aussage ,,x ist eine gerade Primzahl" ist dquivalent mit der Aussage ,,x = 2"

1.3.3 Bemerkung: Mit Hilfe der Verkniipfungen A, v, —, =, < lassen sich neue Aussagen
bilden. Von besonderem Interesse fiir logische Denkvorgange sind Aussagenkombinationen,
die unabhangig von den , Eingangsaussagen” immer wahr sind. Solche Aussagen nennt man
Tautologien. Ein Beispiel ist die Aussage A v (—A), welche unabhangig vom Wahrheitswert
von A sicher wahr ist.

1.3.4 Bezeichnung: Um Klammern zu sparen, benutzt man oft die folgenden Vorrangs-
regeln: — hat hochste Prioritat, v und A haben mittlere Prioritdit, = und < haben die
geringste Prioritat. Das heiBt, ein Ausdruck wie beispielsweise —A v B wird verstanden als
(—A) v B und nicht als —(A v B). Wenn man sich iiber die Prioritdt von Operationen nicht
sicher ist, ist es immer empfehlenswert, Klammern zu setzen.

Beispiele Tautologien sind etwa:

A v —A — ,tertium non datur”

—(A A —A)

(——A) <= A — doppelte Verneinung

AANA < A — Vereinfachung

Av A < A — Vereinfachung

A A (Av B) < A — Vereinfachung

Av (A A B) < A — Vereinfachung

—(A A B) < —Av —B — de Morgansche Regel 1

—(Av B) «< —A A =B — de Morgansche Regel 2
(AAB) < —(—Av —B) —driickt A durch v und — aus
(Av B) < —(—A A —B) —drickt v durch A und — aus
(A= B) < (—A v B) (drickt = durch v und — aus)
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(A= B) < (—B = —A) (z.B. A=,Es regnet", B=, Die StraBe ist nass") —
Widerspruchsbeweis

) (A:>B)/\A:>B

e (A= B)A—B=—-A

(A= B) A (B = ()= (A= () — Kettenschluss in Beweisen

(A= B) A (B= A) < (A < B) — Beweis in zwei Richtungen

AA(BAC) < (AA B)AC — Assoziativitat von A
e Av(Bv () < (Av B) v C — Assoziativitat von v

AAB < B A A— Kommutativitat von A

e Av B «— Bv A— Kommutativitdt von v

e AN(Bv(C) < (AAB)v (AAnC)— Distributivitat 1

Av (BAC) < (Av B) A (A v C)— Distributivitat 2

1.3.5 Bemerkung: Eine besondere Art von Tautologien entsteht, wenn die linke Seite tber
die rechte neu definiert wird. Diese bezeichnet man oft mit ,, :<= “ Beispiel: Es regnet

;<= Wasser fallt vom Himmel. Durch solche neu eingefiihrten Begriffe kann man auch
neue Operationen erzeugen und Gedankengange oft entscheidend verkiirzen.

1.4. Aussageformen

1.4.1 Definition: Eine Aussageform A(x,...) ist eine Aussage, die von einer oder mehreren
Variablen z1, ... abhangt. Erst durch Einsetzen der Variablen wird es zu einer Aussage.

Beispiele

o A(z,y) sei die Aussage z* + y* < 1 (also der Punkt (x,y) liegt in der Einheitskreis-
scheibe). A(2,1) ist dann eine falsche Aussage, A(1, 1) eine wahre.

e Man kann die Tautologien des vorigen Abschnitts als Aussageformen betrachten, die
wabhr sind, egal welche Aussagen A, B, C' man einsetzt.



1.5. Quantoren

1.5. Quantoren

1.5.1 Definition: Sei A(z) eine Aussageform, die von einer Variablen x abhangt. Dann
definieren wir Aussagen

o (Vz: A(z)) — ,Fur alle x gilt A(z)." Diese Aussage ist wahr, wenn A(x) fir alle z
gilt.

o (3z : A(x)) — ,Es gibt ein x mit A(z)." Diese Aussage ist wahr, wenn A(z) fir
mindestens ein x gilt.

o (312 : A(x)) — ,Es gibt genau ein = mit A(x)." Diese Aussage ist wahr, wenn A(x)
fur genau ein z gilt. (Diese Variante wird nur selten gebraucht.)

1.5.2 Bezeichnung: V., 3,3; nennt man Quantoren (V: All-Quantor, 3: Existenz-Quantor).
1.5.3 Bemerkungen: o All-Quantor und Existenz-Quantor hangen wie folgt zusammen:

—(Vz: A(z)) <= Jz:-A(2)

und
—(3z: Ax)) <= Vz:-A(z).

e Hieraus ersieht man auch, dass man den einen Quantor durch den anderen ausdriicken

kann:
(Vz: A(z)) <= —(3z:—-A(x))

und
(Fz: A(x)) <= —(Vx:—-A(x)).

o Wenn A(z,...) von mehr Variablen als nur x abhangt, so bleibt auch (Vx : A(z,...))
noch immer eine Aussageform in den anderen Variablen.

Beispiele
e Die unbedingte Wahrheit der Tautologie A v —A kann man mit V wie folgt ausdriicken:

YA: Av —A.

e Die Existenz eines Punktes in der Einheitskreisscheibe kdnnte man als
Jr:dy: 2 +yP <1

schreiben.

1.5.4 Bemerkung: Im nachsten Abschnitt werden wir auch die Varianten Yz € M : A(x)
und 3z € M : A(x) kennenlernen, mit der man die erlaubten x vorab etwas besser spezifiziert.
Das ist niitzlich, weil ja die Aussageform A v —A des ersten Beispiels nur Sinn macht, wenn
A eine Aussage ist und die Aussageform 2% + y* < 1 des zweiten Beispiels nur dann, wenn
x und y reelle Zahlen sind.
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1.6. Mathematisches Beweisen

1.6.1 Definition: e Ein mathematischer Satz ist einfach eine Aussage, die im Kontext
der Mathematik formuliert ist.

o Ein Beweis des Satzes geschieht, indem man bereits bekannte Aussagen durch Anwen-
dung logischer Tautologien in die gesuchte Aussage iiberfiihrt.
1.6.2 Bemerkungen: o ,Bereits bekannt” hangt dabei vom Kontext und der Leser-
schaft ab.
e Die Anwendung der logischen Tautologien geschieht der angenehmeren Lesbarkeit hal-
ber oft mittels Redewendungen und selten durch strikte Anwendung logischer Symbole.
1.6.3 Beispiel: Unter Verwendung von aus der Schule bekannten Eigenschaften von ganzen

und rationalen Zahlen wollen wir zeigen:

(A) Es gibt keine rationale Zahl z € Q mit 2 = 2.

o Der Kontext dieser Aussage sei die elementare Logik (L) sowie folgendes Wissen:

(K1) Rationale Zahlen sind von der Form % mit p € Z und g € N. Die Darstellung ist
eindeutig, wenn p und ¢ keinen gemeinsamen Teiler d € N mit d > 2 besitzen,
was wir im folgenden annehmen.

(K2) Die ublichen Rechenregeln fiir - und + und = in Z und Q.

(K3) Jedes n € N ist entweder gerade ( :<= es lasst sich als n = 2m mit m € N
schreiben) oder ungerade ( :<=> es lasst sich als n = 2m — 1 mit m € N
schreiben).

e Zuerst zeigen wir

(B) Wenn n € N gerade ist, so ist auch n? gerade.

e Dies geschieht mittels

(K3)

n gerade <= dmeN:n=2m
FU® g eN:n? = (2m)? = 2 (2m?)
——
=m/eN
RO 3, e N n? = o’
(K3)

<=  n? gerade

e Dann zeigen wir

(C) Wenn n € N ungerade ist, so ist auch n* ungerade.



Dies geschieht mittels

1.6. Mathematisches Beweisen

K
n ungerade :(<:3)> dJmeN:n=2m-—1
FUW S e N 2= @m— 12 =2@2m% —2m + 1) -1
:?’;L?GN
FU® 3 e N n? = 2m/ — 1
(K3) 2
<= n” ungerade

Nun verscharfen wir (B), indem wir zeigen, dass auch die Umkehrung gilt:

(B)

Vn € N: n? gerade = n gerade.

Der Beweis geschieht mit Hilfe von (C) durch Widerspruch: Wenn

(—B)

In € N: n? gerade und n ungerade.

wahr ware, so wiirde man fiir dieses n folgern konnen:

n ungerade

(@)

= n? ungerade

was offenbar ein Widerspruch zu (—B’) ist.

Folglich muss (—B') falsch und (B') wahr sein.

Nun zeigen wir die urspriingliche Aussage
(A) Es gibt keine rationale Zahl z € Q mit 2 = 2.

und zwar ebenfalls mit einem Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, dass —A wabhr ist,
und zeigen, dass daraus ein Widerspruch folgt.

Wir nehmen also an

— A) Es gibt ein z € Q mit 22 = 2.
(—A)Esg

oder (wegen (K3) aquivalent)

(— A) Es gibt teilerfremde p € Z, ¢ € N mit (g)

Fir diese p, q folgt dann aber:

()=

(D)+(K1)+(K2)
=

(K2)+(L)

A=
(K1)
<
(B")
=
(K1)
A
(K2)
=

(B)
=

2

=2
P’=2¢ (D)
p? gerade
p gerade (E)
dm:p=2m

Im : 2¢* = p* = (2m)? = 4m?
Im : ¢® = 2m?

q gerade (F)
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e (E) und (F) bedeuten aber, dass p und g den gemeinsamen Teiler 2 haben. Sie sind

daher nicht teilerfremd und wir haben einen Widerpruch hergeleitet.

e Also muss (— A) falsch sein und somit (A) wahr.

1.6.4 Bemerkung: e Diese sehr genaue Ausarbeitung eines Beweises ist fiir alle Anwen-

der und auch die meisten Mathematiker zu langwierig.

Normalerweise wird man daher in solchen Beweisen etliche Schritte auslassen und auch
nicht immer alle Voraussetzungen genau spezifizieren (Rechenregeln in Q, etc.).

Die im Beweis gezeigten Arten des logischen SchlieBens treten aber auf jeder Abstrakti-
onsebene auf. Aus diesem Grund ist es empfehlenswert, sie moglichst gut zu verstehen.

Man sollte sich auch klarmachen, dass sich die Mathematik gegeniiber allen anderen
Wissenschaften dadurch auszeichnet, dass sie sich in ihrer Gesamtheit in derselben
exakten und unwiderlegbaren Weise aus elementaren und ,selbstverstandlichen® Defi-
nitionen herleiten lasst.

Auch wenn die Mathematik in dieser Weise ausgezeichnet ist: Der menschliche Wis-
senserwerb geschieht generell in sehr dhnlicher Weise. Nur muss man sich im Klaren
sein, dass man auBerhalb der Mathematik eigentlich nie von einem widerspruchsfreien
Fundament aus argumentiert, und daher selbst durch korrektes SchlieBen zu wider-
spriichlichen Ergebnissen kommen kann.

1.7. Ubungsaufgaben

1.7.1 Aufgabe: Stellen Sie das exklusive oder v, das durch die Wahrheitswert-Tabelle

A|B|Ax B
11 0
110 1
0|1 1
00 0

definiert ist, unter Verwendung der Operatoren v, A und — dar.

10



2. Mengen

2.1. Grundbegriffe
2.1.1. Definition

2.1.1 Definition: (Cantor) Eine Menge ist eine Zusammenfassung wohlbestimmter und
wohlunterschiedener Objekte (genannt Elemente) zu einem Ganzen.

Man sagt x € M, genau dann wenn z ein Element der Menge M ist, andernfalls gilt x ¢ M
(alsox ¢ M == —(xe M)).

2.1.2 Definition: Mengen konnen in folgender Weise konstruiert werden

1. Durch Aufzihlung ihrer Elemente: M = {m;,...,m,} ist die Menge, die aus den
Elementen my, ..., m, besteht. Fiir die so definierte Menge gilt dann

reEM < (r=myv...vr=my,)
Die Reihenfolge der Aufzahlung ist dabei egal.
2. Durch Einschrankung mittels einer Aussageform Eigenschaft(x):

M = {z | Eigenschaft(x)}

11



2. Mengen

bezeichnet die Menge aller z, fiir welche die Aussage Eigenschaft(x) wahr ist. Fiir die
so definierte Menge gilt

r € M <= Eigenschaft(z) .

3. Oft tritt folgender Spezialfall auf, bei dem Elemente einer bestimmten Eigenschaft aus
einer Obermenge N ausgewahlt werden:

M = {z | (x € N) A Eigenschaft(x)} .
Hierfir schreibt man kirzer

M = {x € N | Eigenschaft(x)} .

4. Und auch folgendes Konstrukt ist oft niitzlich:
M = {Ausdruck(x) | Eigenschaft(z)} .

Hier gilt
y€ M <= (3x: Eigenschaft(x) A (y = Ausdruck(z))) .

Beispiele
o Wenn M = {Angela, Guido, Horst}, so ist Angela € M, aber Sigmar ¢ M.

o M = {z | x studiert in Erlangen} ist die Menge der Erlangener Studenten.

M ={n|3k:keN A k?=n} ist die Menge aller Quadratzahlen.

M = {k* | k € N} ist eine kiirzere Méglichkeit, die Menge der Quadratzahlen zu
bezeichnen.

Die Nullstellen der Sinusfunktion sind die Menge {7k | k € Z}

Die Nullstellen der Kosinusfunktion sind die Menge {7 + 7k | k € Z}.

Die Menge M = {(z,y) | x € R Ay € R A 22 + 3> = 1} bezeichnet alle ,Punkte"
(x,y) die auf dem Einheitskreis der Ebene liegen.

2.1.2. Gleichheit von Mengen

2.1.3 Definition: Zwei Mengen M und N sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten.
In Formeln

M=N :«<— Vo:(reM<xeN)

12



2.1. Grundbegriffe

Erinnerung Das Zeichen :<= bedeutet, dass die Aussage auf der linken Seite durch die
Aussage auf der rechten Seite definiert wird (also sozusagen eine Kurzform der rechten Seite
ist).

2.1.4 Bemerkung: Die obige Definition lasst sich zwar einfach hinschreiben, sie ist aber
in dieser Form nicht anwendbar (weil man unendlich viele Tests durchfiihren misste). Tat-
sachlich kann es beliebig schwierig oder sogar unmoglich sein, die Gleichheit zweier auf
unterschiedliche Weise definierter Mengen M und N zu beweisen oder zu widerlegen!

2.1.5 Beispiel: Fiir ein festes n € N mit n > 2 hat sich Fermat gefragt, ob gilt]
{(a,b,c) e N® | a" + 0" ="} = {} ?

UBUNG: Fiir n = 1,2 ist die Antwort einfach. Und zwar?

2.1.3. Teilmengen

2.1.6 Definition: M heiBt Teilmenge von N, geschrieben M < N, wenn jedes Element von
M auch Element von N ist. In Formeln:

McN < Ve:(xeM=ux€eN)
2.1.7 Schreibweise: o Fiir Aussagen der Form Vz : (z € M = A(x)) Seite fiihren wir
auch die pragnantere und kiirzere Schreibweise Vo € M : A(x) ein.
In Worten sagt oder schreibt man dies als ,,Fir alle z € M gilt A(z)" oder manchmal
auch mit Umstellung , A(z) gilt fur alle x € M".
o Auch Aussagen der Form 3z : (x € M A A(x)) kommen haufig vor, und wir schreiben
dafiir kurz 3z € M : A(x).

In Worten driickt man dies aus als ,Es gibt ein z € M mit A(x)" oder aber auch
WA(x) gilt fur ein z e M".

2.1.8 Anwendung: Die Teilmengendefinition wiirde damit lauten:

McN < VreM:xzeN.

2.1.9 Bemerkung: Aus den Definitionen ersehen wir leicht:

o Es gibt genau eine leere Menge {}, die keine Elemente enthélt. Wir bezeichnen sie mit

.
e Diese leere Menge ist Teilmenge jeder beliebigen Menge.

o Fir jede Menge gilt M < M (Reflexivitat von <).
(Manche Autoren schreiben daher (in Analogie zu < und <) < fiir unser <, und <
nur fir den Fall einer echten Inklusion M < N mit M # N). Diese echte Inklusion
wird aber viel seltener gebraucht, und wir werden sie daher —wenn nétig— mit <
bezeichnen.)

*Die Notation (a, b, c) bezeichnet ein Tupel, welches wir bald definieren.

13



2. Mengen

Fiur Mengen L, M, N gilt die Transitivitat der Teilmengenbeziehung:

(LcM)YA(McN) = LcN.

2.2. Mengenverkniipfungen

2.2.1 Definition: Wenn M und N Mengen sind, so definieren wir

Die Vereinigung
MUN:={x|xzeMvzeN}.

Wir verwenden hier und im folgenden die Bezeichnung := um zu kennzeichnen, dass
die rechte Seite den Ausdruck auf der linken Seite definiert (analog zu den Program-
miersprachen der Pascal-Familie).

Den Schnitt M n N :={z |z e M Anxze N}.
Die Differenz (oder genauer: Mengendifferenz) als

M\N :={zx|xeMnx¢ N} ={reM|x¢N}.

Das kartesische Produkt als
M x N :={(z,y)|re M rye N}.

Die Elemente dieses Produkt liegen weder in M noch in N sondern sind Paare (z,y)
bestehend aus je einem Element x € M und einem Element y € V.

Die Potenzmenge
PM):={X| X c M},

die genau die Teilmengen von M als Elemente enthalt.

Beispiele
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Sei M = {1,2} und N = {2,3}. Dannist M U N = {1,2,3} und M n N = {2},
M\N = {1}, Mx N ={(1,2),(2,2),(1,3),(2,3)} und P(M) = {, {1}, {2}, {1, 2}}.

Wenn M = {Einwohner Erlangens} und N = {Restaurants in Erlangen}, so kann man
die Information, welches Restaurant von wem schon besucht wurde, als Teilmenge
X © M x N charakterisieren: (E, R) € X, falls E' schon mal in R war.

Wenn M = N =R, soist M x N = R x R, was wir auch als R? oder den zweidi-
mensionalen Euklidischen Raum oder die Euklidische Zahlenebene bezeichnen.



2.2. Mengenverkniipfungen

o Allgemeiner kann man den n-dimensionalen Euklidischen Raum R™ definieren als das
n-fache Produkt

Rx. . xR={(z1,...2)) |z eRi=1,. ..
X ... X {(z1,...,2n) |z e R,i n}

n—mal
Die Verallgemeinerung (z1, ..., x,) des Paars bezeichnet man als n-Tupel. Im Gegen-
satz zur Menge {x1, ..., z,} kénnen beim Tupel Komponenten x; doppelt vorkommen.

AuBerdem ist die Reihenfolge wichtig.

NOTATION: Der R™ (und andere Zahlenrdume wie C") sind in den Anwendungen
€
so wichtig, dass man fiir deren Elemente oft die auffallendere Vektornotation
Ip
anstelle der Tupelnotation (z1,...,x,) verwendet.

e A= {<z) e R? | 2% + y? < 1} ist die Einheitskreisscheibe in der Euklidischen Ebene

(d.h. Mittelpunkt (8) und Radius 1).

oB:{x

([—4, 2] x R) U ([2,4] x R). Hierbei bezeichnet:

e R? | 3 < 22 — 1 < 15} ist eine Vereinigung von zwei Streifen:

a,b] := {x e R | a < x < b} (abgeschlossenes Intervall).

[ b

— Ja,b[:={x e R | a < = < b} (offenes Intervall).

—Ja,bl :={x eR|a<x<b}und [a,b:= {xr € R| a < x < b} (halboffene
|

ntervalle).

o Wenn M die Menge aller Studierenden (mannlich oder weiblich) unserer Vorlesung
ist, und N die Menge aller Studentinnen (weiblich) in Erlangen, so ist M n N die
Menge aller Studentinnen unserer Vorlesung und M\N die Menge aller (méannlichen)
Studenten dieser Vorlesung.

Beobachtung
e Die Definitionen der Mengenoperationen =, <, N, U basieren jeweils auf den logi-
schen Operationen <, =, A, v und die Definition der Mengendifferenz verwendet die

Negation.

e Aus diesem Grund lbertragen sich viele logische Tautologien sehr einfach in fiir Men-
genoperationen giiltige Beziehungen.

TDie Ungleichungskette 3 < 22 — 1 < 15 ist dabei als Konjunktion (3 < 22 — 1) A (22 — 1 < 15) zweier
Ungleichungen zu verstehen.
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2. Mengen

2.2.2 Satz: Fir alle Mengen L, M, N gilt

o Assoziativitit 1: Ln (M n N)=(LnM)n N

Assoziativitat 2: L u (M U N) = (Lu M) u N

Kommutativitait 1: M n N =N M

Kommutativitait 2: M UN =N u M

Distributivitdt 1: Ln (M U N) =(Ln M) u (L N)

Distributivitdt 2: Lu (M n N)=(Lu M) n (LU N)

(In den Ubungen werden auch noch weitere Beziehungen bewiesen.)

Beweis Wir beweisen exemplarisch eine der Distributivitatsbeziehungen:

reLn(MUN) < xzelLarzeMuUN
<~ zelLar(xeMvzeN)
< (reLarxeM)v(reLAanzxzeN)
<~ (reLnM)v(zeLnN)
< ze(LnM)u(LnN)

BEMERKUNG: Etwas sauberer hitte man in der vorstehenden Kette von Aquivalenzen viel-
leicht die Elementbeziehungen z € L, x € M, etc mit Klammern versehen kénnen. Wenn
aber L, M, N Mengen sind und x € ... Aussagen, so machen die Ausdriicke nur in einer
Weise Sinn, so dass man sich hier die Klammern auch sparen kann.

2.2.3 Bemerkung: Wie auch die logischen Operationen A und v sind die Mengenopera-
tionen N und U assoziativ. Hieraus folgt insbesondere, dass Ausdriicke der Form

Min...nM, bzw. My u...uM,
fur eine endliche Zahl von Mengen M, ..., M,, ohne Klammersetzung wohldefiniert sind (fiir

das Ergebnis ist es egal, wie die Klammern gesetzt werden).

2.3. Fundamentale Probleme

Beobachtung
¢ Die naive Anwendung der Mengenkonstruktion kann zu Problemen fiihren.

o Das Russellsche Paradoxon konstruiert etwa

R={z|z¢uz}.
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2.4. Ubungsaufgaben
e Eine solche Menge kann es aber nicht geben, weil sowohl R € R als auch R ¢ R zu
Widerspriichen fiihren.

o Eine mogliche Abhilfe besteht darin, dass man die zulassigen Aussageformen A(x) in
der Mengenkonstruktion geeignet einschrankt, so dass das obige Paradoxon nicht mehr
erlaubt ist.

e Der Bereich der Mathematik, der diese Zusammenhange genauer untersucht, heiBt
Mengenlehre.

2.4. Ubungsaufgaben

2.4.1 Aufgabe: Berechne P(J) und P(P(Q)).

2.4.2 Aufgabe: Es seien A und B zwei beliebige Mengen mit A < B. Zeigen Sie die
Beziehung P(A) < P(B) fir die Potenzmengen.
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3. Funktionen
P
4.0, 77 L

i

J

3.0.1 Definition: M und N seien beliebige Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung) f :
M — N einer Menge M in eine Menge N ist eine Vorschrift, die jedem x € M genau ein
y € N zuordnet. Dieses y bezeichnen wir dann mit f(z). M heiBt Definitionsbereich oder
Definitionsmenge von f, N heiBt Zielbereich, Wertebereich oder Zielmenge von f.

3.0.2 Notation: Wenn die Berechnungsvorschrift von f explizit bekannt ist, werden wir oft
schreiben
f:M — N, x> Berechnungsvorschrift(x) .

3.0.3 Beispiel: Wir betrachten die Funktion
f:R->R, z—a2>+x+1.

3.0.4 Bemerkung: Relativ oft findet man in der Literatur auch die Schreibweise

f:M — N, f(x)= Berechnungsvorschrift(z) .
In diesem Skript wird sie aber nur selten verwendet.
3.0.5 Definition: Weitere Begriffe sind:
o Fir beliebige A — M definieren wir das Bild f(A) von A unter f als
J(A) = {ye N [3re A: f(z) =y}
Die Menge Bild(f) := f(M) nennt man das Bild von f.
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3. Funktionen

o Fiir B < N definieren wir das Urbild f~!(B) von B unter f als

f7H(B)={zeM| f(x) e B}.

e Die Menge
Graph(f) := {(z,y) € M x N | f(z) = y}

nennt man den Graph von f.

Warnung Die Notation f~!(B) fiir das Urbild einer Menge B hat iiberhaupt nichts mit

dem Kehrwert (f(x))™' = <1 zu tun! Der Kehrwert macht ja fiir allgemeine Zielbereiche

f(z)
N nicht einmal Sinn!
Beispiele

e Fur
f:R->R, z— 22
ist f([_172]> = [074] und fﬁl([074]> = [_272]
BEMERKUNG: Allgemein gilt fir A = M immer A = f~'(f(A)) (Satz folgt spater),
aber —wie man hier sieht— nicht immer A = f~1(f(A)).

o Sei M die Menge aller Menschen, F' die Menge aller Farben und Augenfarbe : M —
F' die Funktion, die jedem Menschen seine Augenfarbe zuordnet. Dann bezeichnet
Augenfarbe™! ({blau}) die Menge aller Menschen mit blauer Augenfarbe.

3.1. Gleichheit von Funktionen

3.1.1 Definition: Zwei Funktionen f; : My — Ny und f5 : My — N5 heiBen gleich, wenn die
Definitions- und Zielbereiche tbereinstimmen und fiir alle x € M; = M, gilt fi(z) = fo(z).
In Formeln:

fi=fo L=

(My = My) A (N1 = Na) A (VYz e My : fi(z) = fo(z)) .

3.1.2 Bemerkung: Gleichheit hangt nicht von ,,unsichtbaren” Eigenschaften wie der Syntax
der Funktionsbeschreibung oder der Effizienz des verwendeten Algorithmus ab. Die Funktio-
nen

fi:R—>R, x~ (sin(z))*+ (cos(x))?,

fo:R—>R, 2z (sin(2))? + (cos(2))?

und
firR->R, z~—1

bezeichnen daher ein- und dieselbe Funktion, d.h. es gilt f; = fo = f5.
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3.2. Injektivitit und Surjektivitat

3.1.3 Schreibweise: o Oft enthalt eine Funktionsvorschrift auch Fallunterscheidungen

der Form
filz)  Ai(z)
f:M—->N, x~—<: :
falz)  An(z)

Dies bedeutet, dass f(z) den Wert fi(x) erhalt, falls die Aussageform Ay (z) wahr ist.

Normalerweise wird dabei verlangt, dass fiir jedes x € M genau eine der Aussagen
{Ai(z)}iz1, n wahr ist.

Alternativ konnte man aber auch die Prioritat der Regeln nach ihrer Reihenfolge fest-
legen, was aus praktischen Griinden in vielen Computersprachen geschieht (die erste
wahre Bedingung legt den Wert fest).

Es ist auch oft bequem, fiir die letzte Regel ,sonst” anstelle von

—(Ay(x) v ... v A, 41(2))

zu schreiben.

3.1.4 Beispiel: Die Betragsfunktion (oft auch einfach ,,Betrag" oder ,, Absolutbetrag") lasst
sich definieren als

>0
|| R—>R, $+—>{x *
—x <0
3.1.5 Bemerkung: e Statt £ < 0 hatte man hier auch ,sonst" schreiben kdnnen.

o Die Notation |x| hat nicht die ibliche ,Prafix“-Form f(z). Wenn man trotzdem vom
Betrag als Funktion sprechen will, so setzt man (wie oben getan) oft einen Punkt
anstelle des Arguments.

e Alternativ konnte man auch den Funktionsnamen abs verwenden, wie es viele Compu-
tersprachen tun: abs(z) := |z|.

3.2. Injektivitat und Surjektivitat

3.2.1 Definition: Eine Funktion f : M — N heiBt

o surjektiv (iberdeckend), wenn f(M) =N
<= jedes y € N ist Bild mindestens eines x € M
— VYyeN:JxeM: f(x) =y.

e injektiv, falls jedes y € N Bild hochstens eines z € M ist
<= jedes y € f(M) ist Bild genau eines x € M
> VYay,xoe M : (f(z1) = f(x2) = 21 = x9),
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3. Funktionen

o bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist
<= jedes y € N ist Bild genau eines z € M.

Beispiele

o Die oben erwdhnte Funktion Augenfarbe ist weder injektiv noch surjektiv (einerseits
gibt es viele Menschen mit blauer oder brauner Augenfarbe, andererseits gibt es auch
Farben wie rosa, die kein Mensch als Augenfarbe hat).

e Die Funktion f mit der Vorschrift x — 22 ist

— weder surjektiv noch injektiv, wenn f : R — R,

— nur surjektiv, wenn f: R — R,

nur injektiv, wenn f: Rj — R
— und bijektiv (surjektiv, injektiv), wenn f : Rj — Ry .

Hierbei bezeichnet Ry := {z € R | x > 0}. Wir sehen, dass Injektivitdt und Surjekti-
vitat entscheidend vom Definitions- und Wertebereich von f abhéangen.

3.2.2 Satz: Wenn f: M — N, sogilt VAc M : Ac f~1(f(A)).

Beweis Sei A ¢ M beliebig. Dann gilt
ved = fl)ef(A) = wzef(f(A)
nach den Definitionen von Bild und Urbild. Dies bedeutet aber A = f~1(f(A)).

3.2.3 Satz: f ist injektiv == VA< M : A= f~1(f(A)).

Beweis ,<": Wir zeigen zuerst, dass aus VA < M : A = f~1(f(A)) die Injektivitat folgt.
Dazu wahlen wir fiir beliebiges 1 € M die Menge A = {z;} und erhalten f~1(f(A)) =
Y {f(x1)}) = {x1}, woraus wir ersehen, dass kein weiteres x5 auf f(z;) abgebildet wird.
Dies bedeutet aber gerade Injektivitat.

.= Dies beweisen wir mit Widerspruch: Wir nehmen an, dass es ein A gabe mit A <
F7Y(f(A)). Dann existiert aber ein x; € f~1(f(A))\A. Nach Definition des Urbilds gilt fiir
dieses 1 aber f(x;) € f(A), woraus folgt, dass es noch ein zweites x5 € A geben muss mit
f(z1) = f(x2). Also ist f nicht injektiv.

3.2.4 Bemerkung: Analog kann man fir f : M — N zeigen:
e Firalle B< N gilt f(f~(B)) < B.

o f surjektiv. <= fiir alle B < N gilt f(f~*(B)) = B.
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3.3. Umkehrfunktion

3.3. Umkehrfunktion

3.3.1 Definition: Die Funktion f : M — N sei bijektiv. Dann gilt fir alle y € N, dass
f*({y}) aus genau einem Element x € M besteht. In einem solchen Fall existiert die
sogenannte Umkehrfunktion oder Inverse von f, welche man wieder mit f~! bezeichnet,
sogar als Abbildung von N nach M:

f'“N—->M, y—axmitflr)=y
Fiir alle z € M und y € N gilt dann die Aquivalenz

r=f"y) <= fl@)=y.

Warnung Die Notation f~! wird hier ein weiteres Mal in einem anderen Sinn verwendet,
was nicht ganz gliicklich, aber leider blich ist. Normalerweise ergibt sich die Bedeutung des
Ausdrucks f~1(P) aus dem Zusammenhang:

o Fir P < N (!) ist die fiir beliebige f definierte mengenwertige Urbildfunktion gemeint,
welche Teilmengen von N auf Teilmengen von M abbildet (d.h. f~* kann als Abbildung
von P(N) auf P(M) aufgefasst werden).

e Fir P e N (!) und bijektives f ist hingegen die punktwertige Umkehrfunktion gemeint
ist, die NV auf M abbildet.
Beispiele

e Die Abbildung

f R >R, x> 27

ist (fur diese Wahl von Definitions- und Wertebereich) bijektiv und besitzt die Inverse
R > RE, 204/,

e Die Abbildung
fR>RT, z—¢€

ist bijektiv und besitzt die Inverse

1Rt >R, z+ In(x).
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3. Funktionen

3.4. Komposition

3.4.1 Definition: Es seien f: M — N und g : N — P Funktionen. Dann definieren wir
die Komposition (alternativ Zusammensetzung, Verkettung) g o f als

gof:M—P, zw—(gof)(x):=g(f(z)).
3.4.2 Bemerkung: Man beachte die Reihenfolge! g o f wendet zuerst f an.
Beispiele
e Wenn f,g: R — Rmit f(x) =2+ 1und g(x) =22, soist (go f)(z) = (z + 1)
e Auch Beispiele aus dem taglichen Leben gibt es viele: Wenn beispielsweise eine Funktion
Konten eine Menge bestehend aus P gehérenden Bankkonten liefert und eine Funktion

Kontosumme die Bilanzen dieser Kontenmenge addiert, so ware Kontosummeo Konten
etwas wie Geldvermogen.

3.4.3 Satz: Falls man zusatzlich noch eine Abbildung h : P — (@) hat, so gilt das Assozia-
tivgesetz

(hog)of=hol(gof).

Beweis Beide Seiten sind offenbar Funktionen von M nach ). AuBerdem gilt nach der
Definition von o fiir jedes z € M

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x) = hig(f(x)))
= h((go f)(x) = (ho(ge f))(z).
Gleichheit fir alle z € M bedeutet aber gerade Gleichheit der Funktionen.

3.4.4 Anwendung: Wir betrachten f : R - R, g : R — R? und h : R? — R, welche
definiert sind durch

from T g s (COS($)> , h: <x1) — 2] + 15

sin(x) To

FRAGE: Welchen Wert hat h(g(f(+/2)))?
3.4.5 Bemerkung: (Umkehrfunktion und Verkettung) Wenn f : M — N bijektiv ist und
f~t: N — M die Umkehrfunktion bezeichnet, so gilt

flof=idy, fof'=idy.
Hierbei bezeichnet idy; : M — M, x — z die Identitatsabbildung (oder einfach Identitat)
in M und idy die entsprechende Identitat in V.

Beweis Wenn man y = f(x) wahlt und in die dquivalente Gleichung z = f~!(y) einsetzt,
erhalt man z = f~'(f(z)) fur alle z € M. Analog fiihrt das Einsetzen von z = f~!(y) in

y=f(z)zuy = f(f(y)) fur alleye N.
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3.5. Elementare reellwertige Funktionen

3.4.6 Bemerkung: Zuletzt beobachten wir, dass man die Verkettung ¢ o f auch dann
genauso definieren kann, wenn der Wertebereich N von f : M — N nicht gleich sondern
nur eine Teilmenge des Definitionsbereichs N’ der Funktion g : N’ — P ist. Allerdings ist
das keine wesentliche Verallgemeinerung, da man ja genauso f als Funktion f : M — N’
hatte auffassen konnen.

3.5. Elementare reellwertige Funktionen

e Affin-lineare Funktionen haben die Form
f:R->R, z—mz+b, mbelR

BEACHTE: Oft nennt man solche Funktionen einfach linear. Wir haben hier das
Wort ,affin“ hinzugefiigt, weil wir spéter in dieser Vorlesung unter linearen Funk-
tionen R — R nur Abbildungen der Form x — mx sowie deren mehrdimensionale
Verallgemeinerungen (Drehungen, Streckungen, Spiegelungen, Scherungen, etc.)
verstehen werden.

e Polynome haben die Form
fR>R, x—a,x"+...+ax+a, neNyaqeR
Wenn a,, # 0, so nennt man n den Grad des Polynoms.
e Die Exponentialfunktion zur Basis a hat die Form
f:R->RY z+—da", a>0

BEMERKUNGEN:
— Im Ausdruck a® nennen wir a Basis und x Exponent.
— Esgilt ¢® =1 und a! = a.

— Auflerdem gelten fiir 2,y € R die Beziehungen

a*t¥ =a"-a und a" = (a")?.

— Wie wir spater sehen werden, spielt die Basis

'—1+1+1+1—|— —1+1—|—1+1+ = 2.718
=gttty = stgt--=2718...
eine ausgezeichnete Rolle. Die zugehorige Exponentialfunktion wird mit exp

bezeichnet.

e Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion z — a” nennt man den Logarithmus
zur Basis a:
log, : R* - R, x> log,(z)

BEMERKUNGEN:
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3. Funktionen

— Es gelten die Beziehungen log,(zy) = log,(z) + log,(y) und log,(z¥) =
ylog,(x), die man aus den entsprechenden Beziehungen der Exponentialfunk-
tion ersehen kann.

— Fir a = e erhélt man den nattirlichen Logarithmus In(z) := log, ().

e Trigonometrische Funktionen: Die Koordinaten eines Punkts (z,y) auf dem Ein-
heitskreis S := {(z,y) € R? | 22 + y*> = 1} in Abhéngigkeit vom Winkel ¢ liefern
die Funktionen x = cos(y) (Kosinus) und y = sin(p) (Sinus). Der Winkel wird
dabei in Mathematik und Naturwissenschaften normalerweise im Bogenmaf} aus-
gedriickt, welches die Lénge des Kreisbogens vom Punkt (1,0) zu (z,y) angibt:

p | 0(0°) §(30°) (457 3% (60°) % (90°)
cos 1 ? 0
1
2

1
2
sin ¢ 0 V3 1

N

Diese Zahlen sollten Sie sich merken[], weil Sie sich damit Sinus und Kosinus fiir
viele wichtige Winkel schnell herleiten kénnen. ZahlenmafBig ist § = 0.866... und

2= 0.707.. ..

Aus der geometrischen Darstellung kann man unter anderem folgende Beziehungen
ablesen:

1 (cos(g))? + (sin(9))” = 1

2. sin(—p) = —sin(p), cos(—¢) = cos(p)

3. cos(p) = sin(§ + )

4. 2m-Periodizitat: sin(p + 27) = sin(g), cos(¢ + 27) = cos(y)
5

. Additionstheoreme (ergeben sich geometrisch aus einer Argumentation mit
Hilfe verschiedener rechtwinkliger Dreiecke):

cos(ip + 1) = cos(ip) cos(®)) — sin(i) siny)
sin(p+ ) = sin(g) cos(®) + sin(t) cos(p)

6. Fur kleine im Bogenmafl gemessene Winkel ¢ gilt sin(¢) ~ ¢ und cos(¢) ~ 1
(oder genauer: cos(p) ~ 1 — %2)

7. Die Umrechnung von Grad ins Bogenmaf} geschieht mit 1° = 5.

3.5.1 Anwendung: FRAGE: Wie unterscheidet sich die mittagliche Sonneneinstrahlung auf
eine horizontale Flache am langsten und kiirzesten Tag des Jahres?

ANTWORT: Der Einfallswinkel der Sonnenstrahlung gegeniiber der Vertikalen ist am Aquator
bei Tag- und Nachtgleiche 0°, in Erlangen ist es die geographische Breite, also ~ 50°.
Am langsten /kiirzesten Tag andert sich dieser Winkel um +23° (die Neigung der Erdachse

*Das ist auch gar nicht so schwierig, weil erstens die beiden Zeilen gegenlaufig sind, und zweitens die Zahlen
die Form /n/2 fir n =0, 1,2, 3,4 haben.
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3.6. Funktionen mehrerer Parameter

gegeniiber der Ekliptik). Fur die Energie E(y) pro horizontaler Flache gilt (warum?) in
Abhangigkeit vom Einfallswinkel ¢ gegentiber der Vertikalen:

E(p) ~ cos(p)
so dass man erhalt

E(Qisngster Tag)  €08(50° —23°)  cos(27°) 0891

= ~ ~ 3
E(@xiirzester Tag)  €0s(50° +23°)  cos(73°) ~ 0.292

Die Sonnenstrahlung auf ein Flachenstiick am Mittag ist also im Winter um den Faktor
3 geringer. (Wenn man wirklich an der mittleren Gesamtenergie pro Tag interessiert ware,
misste man zudem noch beriicksichtigen, dass die Zeit der Sonneneinstrahlung im Winter viel
kiirzer ist, erstens wegen der kiirzeren Tage und zweitens wegen langen Nebel /Hochnebel-
Perioden.) Mit dem obigen Wissen und den groben Approximationen 7 ~ 3 und /3 ~ 1.7
konnte man dann im Kopf schatzen:

cos(27°) cos(30°)  cos(307) V3/2

cos(73°) ~ cos(75°)  sin(15°) 5

~2/3~34.

3.5.2 Bemerkung: Um eine groBere Zahl von Symbolen zur Verfiigung zu haben, benutzen
Mathematiker oft diejenigen Zeichen des griechischen Alphabets, die sich von den lateinischen
unterscheiden. Dies sind vor allem die folgenden:

Alpha « Beta Gamma ~v,I" Delta §,A Epsilon ¢
Zeta ( Eta n Theta 6,0 lota ¢ Kappa &
Lambda A\ A My 1 Ny v Xi & Pi w11

Rho p Sigma o, Tau 7 Phi o, ® Chi x
Psi ¢, ¥ Omega w,{2

3.5.3 Bezeichnung: In der mathematischen Fachliteratur findet man bei der Anwendung
trigonometrischer oder logarithmischer Funktionen manchmal folgende Kurzschreibweisen:

o Anstelle von ,sin(y)" wird ,,sin 9" geschrieben (manchmal ist es sogar noch mehrdeu-
tiger, z.B. ,sinwt" anstelle von ,sin(wt)").

2

o Anstelle von ,,(sin(y))?" wird ,sin?(p)" oder sogar ,sin’p" geschrieben.

3.6. Funktionen mehrerer Parameter

Beobachtung Es treten in der Praxis sehr oft Funktionen auf, die von mehreren Eingangs-
groBen (auch Parameter oder Argumente genannt) abhangen.

Beispiele

e Die Dichte eines Gases hangt nach dem allgemeinen Gasgesetz von der Art des Gases,
dem Druck und der Temperatur ab.
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3. Funktionen

e Der Gewinn bei Verkauf eines Produkts berechnet sich aus dem Endpreis abziiglich der
Einzelkosten der Komponenten, den Herstellungskosten, der Lieferkosten und eventuell
diversen Steuern.

o Die Summe oder das Produkt von zwei Zahlen ist eine Funktion von zwei Parametern.
3.6.1 Bemerkung: Solche Funktionen sind in unserem Funktionsbegriff bereits enthalten!

Der Definitionsbereich M einer Funktion f : M — N kann namlich auch ein kartesisches
Produkt M = M; x --- x M, sein. Damit hangt die Funktion dann von n Parametern ab:

fM—>N, (my,....,my)— f((my,...,my,)).

3.6.2 Schreibweise: Beim letzten Ausdruck spart man oft Klammern ein und schreibt ein-
fach f(mq,...,my,).

3.7. Relationen

3.7.1 Definition: Eine Relation (Beziehung) zwischen Elementen zweier Mengen M und
N ist eine wahrheitswertige Abbildung ~: M x N — {0,1}. Man verwendet anstelle von
~(a,b) = 1 normalerweise die , Infix"-Schreibweise a ~ b.ﬂ

Wenn N = M, so nennt man ~ eine Relation ,auf” M.

Beispiele Bisher sind uns unter anderem folgende Relationen begegnet:
e die Elementbeziehung € und die Teilmengenbeziehung c,
e die Gleichheit = fiir Mengen, Funktionen und Zahlen,
e und die Ordnungsrelationen <, >, <, > fiir Zahlen.
3.7.2 Bemerkung: e Manchmal treten auch mehrstellige Relationen auf, welche eine
Beziehung mehrerer Objekte m, ..., m, beschreiben.

o Beispiele hierfiir waren:

— ,,Der Punkt mit Koordinaten (z, y) liegt auf dem Kreis mit Radius r*. Dies kdnnte
man als Relation

R:RxRxRf —{0,1}, (2,y,7) — w@®+y* =17

auffassen (w bezeichnet den Wahrheitswert).

— Student X hort Vorlesung Y bei Dozent Z.

e Solche mehrstelligen Relationen sind Grundlage vieler Datenbanken.

TMan unterscheidet Prifix-, Infix- und Postfix-Notation, je nachdem ob der Operator am Anfang, in der
Mitte oder am Ende steht. In der Mathematik werden allesamt verwendet: sin(z), x =y, n!, ...
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3.8. Fortgeschrittener Gebrauch von Funktionen
3.7.3 Bemerkung: Die Begriffe Menge, Funktion und Relation sind gleich fundamental,
weil man jeden von ihnen zur Definition der anderen verwenden konnte:

1. Eine Relation kann als Teilmenge A = M x N aufgefasst werden:
a~b:= (a,b)e A

2. Eine Funktion kann als spezielle Relation aufgefasst werden, bei der a ~ b fiir genau
ein b gilt. (Dieses b konnte man dann mit ~ (a) bezeichnen.)

3. Mengen M konnten Uber ihre ,charakterististischen Funktionen®

1 zeM
T T
X 0 sonst

definiert werden.

3.8. Fortgeschrittener Gebrauch von Funktionen

Beobachtung In den vorherigen Abschnitten haben wir schon gesehen, dass unser Funkti-
onsbegriff sehr allgemein war, was vor allem daher riihrte, dass die Mengen M und N beliebig
sein durften. Es hindert uns daher nichts, fiir M und N Mengen zu verwenden, die wiederum
aus Funktionen bestehen. Beispiele sind:

o M sei die Menge aller Aussageformen A(x).
e M sei die Menge aller Polynome p: R — R.
e M sei die Menge aller Funktionen f: R — R.
Auf solchen Funktionsmengen kénnen nun wieder Funktionen definiert werden. Beispiele sind:

o M sei die Menge aller Aussageformen A(z), N sei die Menge aller Aussagen. Dann
kann ,Vx :“ als Funktion M — N angesehen werden.

o Sei M := {, integrierbare" Funktionen [0,1] — R} und
1
I:M—->R, f'—>f f(z)dz.
0
o Sei M := {, ableitbare” Funktionen R — R}, N := {alle Funktionen R — R} und
D:M—>N, fof.

o Auch die Verkettung (f : M — N,g: N — P)+— go f: M — P kann als Abbil-
dung eines Produkts zweier Funktionsmengen in eine dritte Funktionsmenge aufgefasst
werden.
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3. Funktionen

3.8.1 Bemerkung: Das in dieser allgemeinen Weise verstandene Funktionskonzept kann
(ebenso wie der Begriff der Menge) als Fundament von Mathematik und Informatik dienen.
Um 1936 zeigte Alonzo Church namlich, dass bereits Funktionsdefinition und Funktions-
auswertung ausreichen, um einen , Kalkil* (Programmiersprache) zu erhalten, der Turing-
aquivalent (&quivalent zur Turingmaschine) ist, so dass sich alles ,intuitiv berechenbare" da-
mit berechnen lasst (Church-Turing-These). Dieser sogenannte Lambda-Kalkiil ist die Grund-
lage von funktionalen Programmiersprachen wie etwa Scheme/Lisp, Haskell oder ML.

3.9. Ubungsaufgaben

3.9.1 Aufgabe: 1. Geben Sie elementare Definitionen der Begriffe injektiv, surjektiv und
bijektiv im Falle einer Funktion f: X — Y.

2. Geben Sie eine bijektive Funktion f : N — Z sowie ihre Umkehrung g = f~' : Z —» N
an.

3.9.2 Aufgabe: Welche der Funktionen

1. x> sin(x), 2.z — exp(z), 3. 20— 2’

sind injektiv und/oder surjektiv als Abbildungen von R nach R?
3.9.3 Aufgabe: Die Funktion f sei definiert durch

r+2 x< -1
flz) =< —x -l1<z<1

r—2 x>1

Stellen Sie f unter Zuhilfenahme der Betragsfunktion durch einen einzigen, fir alle x € R
giltigen Ausdruck dar. Beweisen Sie auch die Giiltigkeit Ihrer Darstellung.

3.9.4 Aufgabe: Es sei A = R\{—3}. Wie muss B < R gewahlt werden, damit

3rx—4
2x + 5

f:A—>B, =x

bijektiv ist, und wie lautet die Umkehrfunktion f~!: B — A von f?

3.9.5 Aufgabe: Seien f,g : R — R definiert durch f(z) = 2% und g(z) = z + 1. Zeigen
Sie, dass bei Verkettung fog # go f gilt.

3.9.6 Aufgabe: Ausgehend von den Additionstheoremen

sin(a + ) = sina cosf + cosa sin 8

cos(a + 3) = cosa cosff —sina sin 8

leiten Sie Formeln fiir die GroBen cos(2«v) und sin(2a) her, d.h. schreiben Sie auch diese als

Ausdriicke in cos a und sin a. Warum folgt hieraus sin(30°) = cos(60°) = 37
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4. Naturliche Zahlen
AM) A ‘Vzm:/\(Y\):)/\(m@

= fneN-Af)

Fiir eine ausreichend méchtige Mathematik fehlt uns nach dem Grundlagenteil {iber Lo-
gik, Mengen und Funktionen nur noch eines: Wir brauchen eine geniigend grofle Menge,
mit deren Elementen wir in geeigneter Weise arbeiten koénnen.

4.1. Peano-Axiome

4.1.1 Definition: Die natiirlichen Zahlen N sind eine Menge definiert durch die folgenden
Axiome (Axiome von Peano):

1. 1eN.
2. Es gibt eine Nachfolgerfunktion Succ : N — N fiir welche gilt:
3. Succ ist injektiv, d.h. Succ(x) = Succ(y) = x = y.
4. 1 ¢ Bild(Succ)
5. Vollstandige Induktion: Wenn fiir eine Aussageform A(n) gilt
a) A(1) und
b) Vne N: (A(n) = A(Succ(n))),
so gilt die Aussage A fiir alle n € N.

4.1.2 Bemerkungen: o Mittels des Axioms der vollstandigen Induktion Iasst sich sofort
folgern, dass jede natiirliche Zahl von der 1 ausgehend durch wiederholtes Anwenden
der Funktion Succ erreicht werden kann.

e Jedes n € N hat einen neuen Nachfolger, so dass N aus unendlich vielen Elementen
besteht. Die Existenz einer solchen unendlichen Menge ist genau genommen sogar die
Essenz der Peano-Axiome.
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4. Natliirliche Zahlen

e Zusammen mit Grundaxiomen der Logik und der Mengenlehre kann man hieraus die
gesamte Mathematik aufbauen: der Rest besteht nur noch aus Definitionen und be-
weisbaren mathematischen Satzen.

e Der Mathematiker Leopold Kronecker formulierte das in etwa so: Die natiirlichen Zahlen
hat Gott gemacht; alles andere ist Menschenwerk.

4.2. Arithmetische Operationen

Mittels der obigen Axiome konnen auf N arithmetische Operationen definiert werden.

4.2.1. Addition

4.2.1 Definition: Wir definieren die Summe m + n von m,n € N als n-faches Ausfiihren
von Succ auf m € N. In Formeln

Succ(m) n=1
m+4+n:.=
Succ(m) + k  n = Succ(k).

oder alternativ mit Hilfe von Pred := Succ™*

Succ(m) n=1
m+n:=
Succ(m) + Pred(n) neN;n#1.

4.2.2 Bemerkung: Man kann zeigen, dass fiir das so definierte + folgende Regeln gelten:
o Assoziativgesetz: Ya,b,ce N: (a+b)+c=a+ (b+c)
o Kommutativgesetz: Ya,be N:a+b=0+a
4.2.3 Bemerkung: Wegen des Assoziativgesetzes sind Ausdriicke wie
a+b+c, a1+...+a,

auch ohne Klammersetzung wohldefiniert. Man definiert fiir den letzteren Ausdruck auch die
Abkiirzung:

n
Zak:=a1+...+an.
k=1

4.2.2. Multiplikation

4.2.4 Definition: Fir m,n € N definieren wir das Produkt m - n als

oder elementarer als

m n=1
m-n = :
(m-k)+m n = Succ(k)
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4.2. Arithmetische Operationen

4.2.5 Bemerkung: Man kann zeigen, dass das Produkt - folgendes erfiillt:
o Assoziativgesetz: Va,b,ce N: (a-b)-c=a-(b-c)
e Kommutativgesetz: YVa,beN:a-b=5b-a

o Neutrales Element: Es gibt genau ein Element ¢ € N (namlich e = 1), so dass a - e =
e-a = a fir alle a e N.

Wieder ist der Ausdruck aq - ... - a, wohldefiniert, und man schreibt ihn als

n
Hak =aA1 ... Gy
k=1

4.2.6 Bemerkung: Bei der Multiplikation hat es sich eingebiirgert, den Punkt wegzulassen,
wenn keine Verwirrung entsteht, z.B. ab = a - b. Das ist insbesondere deswegen moglich, weil
Mathematiker meist einbuchstabige Namen fiir Variablen und Funktionen verwenden.

4.2.7 Bemerkung: Addition und Multiplikation sind in N verbunden durch das Distributiv-

gesetz
Va,b,ceN: a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c).

4.2.8 Bemerkung: Assoziativgesetz und Kommutativgesetz sind keine Selbstverstandlich-
keiten. Sie gelten zum Beispiel nicht bei Subtraktion, Division oder bei der durch

n m n=1
m" = N .
m*-m n = Succ(k)
definierten Potenzbildung. Auch die spater auftretende Matrizenmultiplikation wird assozia-

tiv, aber nicht kommutativ sein.

4.2.9 Bemerkung: Auch die Mengenoperationen U, N sind assoziativ (und kommutativ).
Insofern machen auch hier die folgenden Abkiirzungen Sinn:

UMk = Myu...uM,,
k=1
ﬂMk = M,n...0M,.
k=1

4.2.3. Ordnung

4.2.10 Definition: Fiir Zahlen m,n € N ist m kleiner als n (m < n), wenn
m<n < dkeN:m+k=n.
Davon abgeleitet setzen wir auch noch

1. m<n < (m<mn)v (m=n) (,kleiner oder gleich"),
2.m>n < (n<m)(,gréBer") und

3. m=n < n<m(,groBer oder gleich").
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4. Natliirliche Zahlen

4.3. Naturliche Zahlen mit Null

Beobachtung Im Gegensatz zur Multiplikation fehlt der Addition in N ein neutrales Element.

Abhilfe Man fihrt ein Element 0 ein mit Succ(0) = 1 und setzt Ny := N U {0}. Man zeigt
auch, dass man + und - auf Ny wie folgt erweitern kann:

O+n=n und 0O0-n=0.

Kommutativitat, Assoziativitat und Distributivitat bleiben dabei erhalten.

4.3.1 Bemerkung: 0 ist auch der ,richtige” Wert fiir die , leere” Summe 22:1 ay, weil dann
die Rekursion

0 n=20

Z 2 —i—an n>0

gilt. Aus dem gleichen Grund ist 1 der ,richtige” Wert fiir das ,leere” Produkt H2:1 ay.

4.3.2 Bemerkung: Historisch erhielt die Null —wenigstens in Europa— erst sehr spét die ihr
gebiihrende Bedeutung. Durch Einfihrung des Dezimalsystemd"wurde sie aber unentbehrlich.

4.4. Vollstandige Induktion

Das Axiom der vollstandigen Induktion kann nicht nur zum Beweis von Grundlagen (wie
der Eigenschaften von Addition und Multiplikation in N) verwendet werden, sondern ist
auch auf hoherer Ebene zu gebrauchen.

Beweisstruktur der vollstandigen Induktion Ein Beweis mit Hilfe von vollstandiger
Induktion sieht wie folgt aus:

1. Induktionsanfang: Es gilt die Eigenschaft A(1).
2. Induktionsschritt: Fur alle n € N gilt A(n) = A(n + 1).

Wenn beides erfillt ist, so liefert das Axiom der vollstandigen Induktion, dass A(n) fir alle
n € N gilt (Induktionsschluss).

4.4.1 Bemerkung: Zur Verdeutlichung hebt man oft auch die Annahme von A(n) innerhalb
des Induktionsschritts hervor und bezeichnet es als Induktionsannahme oder Induktionsvor-
aussetzung.

*Dieses stammt urspriinglich aus Indien und gelangte dann Gber die arabische Welt nach Europa.
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4.4. Vollstindige Induktion

4.4.1. Beispiel: Summation

4.4.2 Beispiel: Dem Schiiler Carl Friedrich GauB wurde einmal von einem Lehrer die Aufgabe
erteilt, die Zahlen von 1, ..., 100 aufzusummieren. Der Lehrer war sehr erstaunt, als ihm GauB3
nach kurzem Nachdenken die Losung 5050 mitteilte. Dieser hatte namlich einfach verwendet,
dass fiir alle n € N gilt

e

k=1

4.4.3 Satz: Fiir alle n € N gilt

Beweis Die Aussageform A(n) ist hier offenbar

n+1)

An) <= i

1-2

1
1. Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt A(1), namlich Z E=1= —

k=1

Induktionsannahme Wir nehmen an, dass die Aussage A(n) fir ein beliebiges n € N
+1
gilt, also Z k = ni)

3. Induktionsschritt: Dann gilt A(n + 1) wegen

%k = (Zk) +(n+1)

k=1
rwen n 1
Verwende A(n) (n2+ )+n+1
Hauptnenner n(” + 1) + 2(n + 1)
N 2
Ausklagqmern (TL + 1)(” + 2)
2

4. Induktionsschluss: Weil das obige n € N beliebig war, konnen wir durch vollstindige
Induktion schlieBen, dass A(n) fiir alle n € N giltig ist.

4.4.4 Bemerkung: Der Hauptnachteil der vollstandigen Induktion ist, dass man den vorlie-
genden Zusammenhang (die Aussageform A) zuerst erraten muss, bevor man einen Beweis
dafiir fihren kann. Manchmal (meist?) gibt es alternative Beweise, die auch die Aussage
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4. Natliirliche Zahlen

konstruktiv liefern. So hat auch GauB die obige Beziehung wahrscheinlich auf andere Weise
»gesehen”, wie zum Beispiel folgende Umsortierung:

1+2+...+100 = (1+100)+ (2+99)+...+ (50 + 51)

. v
R
50-mal

= 50-101 = 5050

ANDERERSEITS: Eine exakte Formulierung dieser Argumentation wiirde wieder das Indukti-
onsaxiom bendtigen.

4.4.2. Variationen und Verallgemeinerungen

4.4.5 Bemerkung: Die vollstandige Induktion kann man auf verschiedene Weisen verallge-
meinern:

Wenn man die Induktion bei 0 anfangt, kann man eine Aussage fiir alle n € Ny zeigen.

Manchmal ist es notationsmaBig angenehmer, A(n — 1) anzunehmen und A(n) zu
schlieBen.

Manchmal gilt eine Aussage erst ab einem bestimmten n, € N. In diesem Fall lasst
man die Induktion statt bei 1 einfach bei n, anfangen. Das Resultat ist die Giiltigkeit
der Aussage fiir die Menge {n € N | n > n,}.

Manchmal verwendet der Induktionsschritt nicht nur A(n) sondern die Giiltigkeit von
A(1),..., A(n). Wie man leicht sieht, ist das auch erlaubt. (Beweis: Man verwendet
die alte Formulierung mit der modifizierten Aussageform A(n) = (Vk < n: A(k)).)

4.4.6 Ubung: (Geometrische Summe) Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass fiir
alle ¢ € R\{1} und alle n € Ny gilt

i k_qn+1_1
T o
k=0 q

4.4.7 Ubung: Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass fiir n € N; gilt

i(2k+1) =(n+1)%.

4.4.3. Rekursive Funktionsdefinition

4.4.8 Bemerkung: Aus dem Axiom der vollstandigen Induktion ergibt sich auch, dass eine
Funktion f mit Definitionsbereich N (bzw. Ny) rekursiv definiert werden kann. Dies geschieht
wie folgt:

1.
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4.4. Vollstindige Induktion

2. Man gibt eine Vorschrift an, wie man fir n > k den Wert f(n) aus den Werten
f(1),..., f(n—1) berechnet.

Beispiele

n n
e Wenn man genau hinschaut, so sind die rekursiven Definitionen von Z ay, oder Hak

k=1 k=1
genau von dieser Form.
e Die Fakultat ist als Abbildung Ny — Ny definiert als
1 n=>0
n—nl= )
{n (n—=1)! n>0
e Die Fibonacci-Zahlen erhalt man durch
0 n=20,
Fib: Ny — Ny, n— Fib(n) =<1 n=1,

Fib(n — 1) + Fib(n —2) n > 2.

4.4.9 Beispiel: Etwas anders aussehend, aber doch im wesentlichen das gleiche, ist die
rekursive Definition des sogenannten Binomialkoeffizienten B, ; = <Z) fuir n > 0 und

0 < k < n Uber das ,Pascalsche Dreieck”. Diese lautet

B _(n) R ke {0,n}
U TG () tsksn-1

BEMERKUNG: Auch diese Rekursion fallt in den bisherigen Rahmen, indem man entweder
die B, fir 0 < k < n zu einem Tupel B,, zusammenfasst oder alternativ die Paare P =
{(n,k) | n,k € Ng A0 < k < n} geeignet durch eine bijektive Abbildung N — P ,abzahlt".)

4.4.10 Aufgabe: Stellen Sie das Pascalsche Dreieck im Bereich n = 0,...,5 dar. (Hierbei
schreibt man die Binomialkoeffizienten so iibereinander, dass sich jeder als Summe der tber
ihm stehenden ergibt. Jede Zeile des Dreiecks enthalt die Koeffizienten (Z) fir ein bestimmtes

4.4.11 Aufgabe: Beweisen Sie mit Hilfe vollstandiger Induktion, dass gilt

(1) = o
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4. Natliirliche Zahlen

4.4.4. Beispiel: Teilmengen
4.4.12 Definition: Fir eine endliche Menge M bezeichne |M | die Zahl ihrer Elemente.
4.4.13 Satz: Fiir eine endliche Menge M gilt |[P(M)| = 2MI,

Beweis Wir fiihren eine Induktion nach n := |M]|:
o INDUKTIONSANFANG: Die Aussage gilt fiir n = |M| = 0, weil P(J¥) = {T}.

o INDUKTIONSANNAHME: Wir nehmen nun an, dass |P(M)| = 2™/ fiir alle n-elementigen
Mengen gilt. Solche haben die Form M = {m;,..., m,} mit paarweise verschiedenen

o INDUKTIONSSCHRITT: Sei nun M’ eine n + 1-elementige Menge der Form M’ =
{mi,...,mps1} = M U {my,41}. Dann gilt

PM)={Ac M |my1¢Av{Ac M |m,, €A}

=X =Y

o Die Menge X ist aber offenbar gerade P(M) und die Menge Y ist das Bild von X
unter der bijektiven Abbildung ® : X — Y, A — A U {m,1}, woraus wir schlieBen,
dass |Y| = | X| = |P(M)| = 2™.

e Weil zudem X nY = (7, gilt

P(M)| =|X|+ Y| =2-2" =2,

e Folglich gilt die Formel auch fiir alle n + 1-elementigen Mengen und der Induktions-
schritt ist bewiesen.

e AXIOM DER VOLLSTANDIGEN INDUKTION: Hierauf kann man sich nun berufen und
folgern, dass die Behauptung fiir alle endlichen Mengen (d.h. fir alle M mit |M| =
n € N) gilt.

4.4.14 Bemerkung: Auch hier gibt es alternative Beweise oder anschauliche Begriindungen,
wie zum Beispiel die folgende: Jede Teilmenge A ¢ M = {my,...,m,} entspricht einein-
deutig einem n-Tupel (ky,...,k,), mit k; € {0, 1}, wobei k; = 1, wenn m; € A und k; = 0,
wenn m; ¢ A. Von solchen Tupeln gibt es aber 2" verschiedene.

4.4.15 Satz: Die Zahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge M ist

n
b I :
gegeben als <kz)

Beweis Fir k = 0 und k = n ist die Aussage richtig (es gibt nur eine solche Menge, namlich
die leere Menge oder die gesamte Menge). Fir 1 < k < n — 1 zerlegt sich die Menge der
k-elementigen Teilmengen von M = {my, ..., m,} dagegen in zwei disjunkte Teile, namlich:
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4.4. Vollstindige Induktion

1. (/,C 1) Teilmengen, die jeweils aus m,, und einer k — l-elementigen Teilmenge von
{mq,...,m,_1} bestehen,

n—1

2. sowie ( X

) k-elementigen Teilmengen von {my,...,m,_1}.

Folglich erfillt die Zahl k-elementiger Teilmengen von n-elementigen Mengen dieselbe Re-
kursionsvorschrift wie die Binomialkoeffizienten und muss deshalb gleich diesen sein.

4.4.16 Bemerkung: Der Name Binomialkoeffizient riihrt daher, dass fiir n € Ny und belie-

bige a,b € R (oder C) gilt
(a+b)" 2 < ) a"bn

Wenn man hier a = b = 1 setzt, erhalt man >} (7) = 2" (was ja auch wegen der
Interpretation von (Z) als Zahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge
Sinn macht).

4.4.17 Anwendung: e Interessant ist auch die Betrachtung der Zerlegung

l=(p+(1-p i() —p)"*

firr p e [0,1].

o Hier ist der Term (})p"(1 — p)"~* namlich gerade die Wahrscheinlichkeit, dass man

bei einem Bernoulli-Experiment mit Eintrittswahrscheinlichkeit p gerade £ positive Er-
gebnisse bei n-maligem Durchfiihren erhalt.

e Man kann dann zelger| dass die relative Hauf|gke|t fir groBe n mit einer Wahr-
scheinlichkeit von ca. 70% innerhalb des Intervalls [p — d,p + d] mit § = w
liegt.

e Bei Meinungsumfragen ist dieser statistische Fehler, der nur relativ langsam mit wach-
sendem n abnimmt (z.B. gilt 6 ~ 1% fir p = 20% und n = 1500 Stichproben), immer
zu erwarten!

e Dazu kommen dann noch etliche systematische Fehler, wie etwa unterschiedliche Er-
reichbarkeit bzw. Antwortbereitschaft von angerufenen Testpersonen.

4.4.18 Satz: Man kann fir (Z) auch eine explizite Berechnungsformel angeben, namlich

(n)_ n ne(n—1)--(n-k+1)

k) Kln—k)! k!

Beweis Der Beweis geschieht wieder durch vollstandige Induktion. Fir n = 0 ist die
Aussage wegen 0?0, = 1 richtig, und wir nehmen die Gliltigkeit der Darstellung fiir n und alle
0<k<nan.

TWir werden spater im Stochastik-Teil noch einmal darauf eingehen.
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4. Natliirliche Zahlen

Fir den Induktionsschritt miissen wir die entsprechende Aussage firn+1und 0 < k <n-+1
zeigen. Fir £ = 0 und £ = n + 1 ist die Aussage wegen

(n+ 1!

1= ")
0! (n+ 1!

richtig, und fiir 1 < k < n ergibt sie sich wegen

n+1 Definition n n
' B 1 R

Induktion:sannahme n! + n!
Hin—R) k= 1li(n—(k—1)
Hauptnenner TL' n'
= 1—k k
= b = T i o
1 n!
- R I (CES ]
_ (n+ 1)!
B El((n+1)—k)!
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5. Einschub: Gruppen und
Kombinatorik

5.1. Gruppen

Beobachtung Viele wichtige Mengen besitzen eine Struktur, die durch Operationen mit ge-
wissen Eigenschaften definiert wird. Es ist wichtig, solche einheitlichen Muster zu (er)kennen,
weil man sich dadurch Denk- und Erinnerungsarbeit sparen kann!

5.1.1 Bemerkung: Im objektorientierten Programmieren bezeichnet man solche Strukturen
als abstrakter Datentyp (ADT), dessen Implementation dann zu Klassen und Methoden fiihrt.

5.1.2 Definition: G sei eine Menge, auf der eine Verkniipfung
«:GxG—>G, (a,b)—axb
definiert ist.
1. (G, =) heiBt Halbgruppe, wenn das Assoziativgesetz gilt:

Va,bce G:(axb)xc=ax(bxc).

2. Die Halbgruppe (G, =) heit Monoid, wenn es ein neutrales Element e € G gibt mit

VaeG: axe=¢e*xa=a.

3. Das Monoid (G, =) heiBt Gruppe, wenn zu jedem a € G ein inverses Element ¢’ € G
existiert mit
a*a’:a’*aze.

4. Wenn in einer (Halb-)Gruppe (G, ) das Kommutativgesetz
Va,be G: axb=b=a.
gilt, so nennt man (G, *) Kommutative oder Abelsche (Halb-)Gruppe.
Beispiele

e N ist eine kommutative Halbgruppe beziiglich der Addition + und ein kommutatives
Monoid beziiglich der Multiplikation -.
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5. Einschub: Gruppen und Kombinatorik

7 ist eine kommutative Gruppe beziiglich + und ein kommutatives Monoid beziiglich

e Die Zahlenmengen Q,RR,C sind kommutative Gruppen beziiglich der Addition, die
Zahlenmengen Q\{0}, R\{0} oder C\{0} sind kommutative Gruppen beziiglich der
Multiplikation.

e Die bijektiven Abbildungen einer Menge M auf sich selbst bilden eine nicht-kommutative
Gruppe beziiglich der Verkettung o.

» Viele Operationen liefern aber auch keine (Halb-)Gruppe, wie z.B. die Rechenopera-
tionen minus —, und geteilt /.

e Auch die Gleitkomma-Zahlen und die Gleitkomma-Addition, wie sie in Taschenrechnern
und Computern verwendet wird, bilden aufgrund von Rundungsfehlern nicht einmal eine
(Halb-)Gruppe.

5.1.3 Aufgabe: 1. Es sei G eine Menge und = : G x G — G. Was muss erfiillt sein,
damit (G, =) eine Gruppe ist?

2. Nun sei G = {e,a, b} und = geniige der Verkniipfungstabelle

Warum ist (G, =) keine Gruppe?

5.1.4 Aufgabe: Finden Sie auf Ihrem Taschenrechner ein Beispiel fiir die Verletzung des
Assoziativgesetz bei Gleitkommaoperationen.

5.2. Selbstabbildungen

5.2.1 Bezeichnung: Es sei M eine Menge. Die Menge der Selbstabbildungen von M be-
zeichnen wir mit
Selbst(M) :={f | f: M — M}.

Die Teilmenge der bijektiven Selbstabbildungen bezeichnen wir mit
Bijektiv(M) := {f | f : M — M bijektiv} .

5.2.2 Satz: Es bezeichne o die Verkniipfung (Hintereinanderausfilhrung) von Funktionen.
Fir jede Menge M ist (Selbst(M ), o) ein Monoid und (Bijektiv(M), o) eine Gruppe.

Beweis Das Assoziativgesetz hatten wir bereits gezeigt, die |dentitatidyy : M — M, x —
ist das neutrale Element, und zu f € Bijektiv(M) ist die Umkehrfunktion f~' € Bijektiv (M)
das inverse Element mit f o f~1 = id,,.
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5.3. Permutationen

5.2.3 Bemerkung: Sowohl Selbst (M) als auch Bijektiv(M) sind normalerweise nicht kom-
mutativ!

5.2.4 Beispiel: Seien M =R, fi(x) = 23, fo(x) =2+ 1. Dann gilt fi o fo # fa0 fi.

5.2.5 Aufgabe: Definieren Sie den Begriff einer ,kommutativen Gruppe”. Geben Sie fiir
M = {1,2} die Gruppe Bijektiv(M) explizit an. Ist Bijektiv(M) kommutativ?

5.2.6 Definition: (Potenzen von Selbstabbildungen) Zu f € Selbst(M) und k € Ny defi-
nieren wir die k-te Potenz f* € Selbst(M) als

) idyys k=20
Jr= forof k>0
k—mal

Wenn f € Bijektiv(M) und f~! € Bijektiv(M) die zugehérige Umkehrfunktion bezeichnet,
so kénnen wir Potenzen f~* € Bijektiv(M) auch fiir negative ganze Zahlen definieren als

f_l k:_la
fP=l o0 F1 keZmith<—1.
(—k)—mal

5.2.7 Bemerkung: Fiir Potenzen von f € Selbst(M) gelten die tblichen Rechenregeln
fk’ o fl _ fk+l
(M ="

wobei k, [ € Ny sein darf.
Fir f € Bijektiv(M) gilt dasselbe sogar fiir k,[ € Z.

Warnung Wegen der fehlenden Kommutativitat von o gilt aber im Falle f # g normalerweise
nicht f% o g* = (f o g)*!

5.3. Permutationen

5.3.1 Definition: Eine Permutation 7 € S,, := Selbst({1,...,n}) ist eine bijektive Selbst-
abbildung der Menge {1, ...,n}. Eine Permutation 7 bezeichnet man durch

1 ... n
m(1) - 7(n)
Damit 7 bijektiv ist, muss 7 (i) # 7(j) fir i # j sein.

5.3.2 Beispiel: Die Permutation 7 : {1,2,3} — {1,2,3} mit

n |1 2 3
m(n) |2 3 1
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5. Einschub: Gruppen und Kombinatorik

; 1 2 3 )
wirde man als (2 3 1) schreiben.

5.3.3 Anwendungen: Sehr viele: Mischen von Karten, Sortieralgorithmen, Berechnung von
Woahrscheinlichkeiten, ...
Ein erster Einblick wird im folgenden Abschnitt (iber Kombinatorik gegeben.

5.3.4 Bemerkung: Wie alle bijektiven Selbstabbildungen bilden die Permutationen eine
Gruppe. Man kann sie also verketten, so ist zum Beispiel fir m = (1 2 3):

2 31
2 _ (1 2
m=mom = |4
1 2 3
g B .
m°=mo(rom) = (1 5 3)—1d

Das Inverse zu 7 ist daher offenbar 7= = ; ? g [= 72]. Allgemein erhalt man 7!,

indem man 7 ,von unten nach oben" liest und dabei umordnet.

5.3.5 Bemerkung: Fiir Permutationen gibt es eine alternative Darstellung durch sogenannte
Zykel. Diese erhalt man, indem man

:(/ﬁ m(ky) 72(k) ...)@(;{;2 m(ks) 72(ks) )@

schreibt, wobei alle Zahlen in diesen Ketten verschieden sein miissen. 1-Zykel (Zahlen, die
von 7 auf sich selbst abgebildet werden) lasst man dabei normalerweise weg. Diese Zykel-
schreibweise ist insbesondere fiir die Berechnung von Potenzen 7" sehr praktisch.

5.3.6 Bezeichnung: Die Darstellung ()s finde ich hiibsch, sie ist allerdings eine Er-
findung von mir. Andere Literatur bezeichnet Zykel einfach mit ( . ) was sich dann aber
natirlich mit Tupeln und Zeilenvektoren lberlappt.

5.3.7 Beispiel: Die Permutation

n |1 2 3
m(n) |5 4 1
(2

4 5 6
2 3 6
konnten wir zum Beispiel als 7 = (1 5 3) schreiben. Hieraus sieht man, dass
die wiederholte Anwendung von 7 die EIemente 1,5 und 3 zyklisch mit Periode 3 vertauscht,
ebenso die Elemente 2 und 4 mit Periode 2. Offenbar muss dann 7% wieder die ldentitat sein.
Die Gesamtperiode 6 ergibt sich dabei als das kleinste gemeinsame Vielfache der Einzelperi-
oden aller Zykel.

5.3.8 Bemerkung: Der Begriff Permutation wird auch oft in einem etwas anderen Sinn
verwendet. Wenn man namlich ein n-Tupel (x4, . .., x,) gegeben hat, so definiert jedes 7 € S,
ein Tupel (2rq),...,Txn)), Welches man dann ebenfalls als Permutation von (x1,...,,)
bezeichnet. In diesem Sinne ware also das Tupel (Tisch, Teller, Tasse) eine Permutation des
Tupels (Tasse, Teller, Tisch).
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5.4. Anwendungen in der Kombinatorik

5.4. Anwendungen in der Kombinatorik

5.4.1 Satz: Es gibt genau n* verschiedene Abbildungen einer k-elementigen Menge M in
eine n-elementige Menge P.

Beweis Beweis mit Induktion nach k (sehr ahnlich zum Beweis fiir P(M) = 21! oder auch
zum Beweis des folgenden Satzes).

5.4.2 Folgerung: Wenn P eine n-elementige Menge ist, so gilt |P*| = n*. (Es gibt n*
verschiedene k-Tupel (py,...,p) € PF)

5.4.3 Folgerungen: o Es gibt (nﬁ!k)!

verteilen.

Moglichkeiten, um k Personen auf n Platze zu

o Die Zahl aller n-Permutationen ist |S,,| = n!.

n!

e Wenn P eine n-elementige Menge ist, so gibt es =] Tupel (p1,...,pr) € P* mit
pi # p; fur i # j.

Erinnerung Die Zahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge ist gegeben

durch den Binomialkoeffizienten
n\ n!
k) kl(n—k)

(Beachte: Dies sind um den Faktor - weniger als die Zahl der k-Tupel mit verschiedenen Ele-
menten. Der Grund ist, dass es bei Mengen im Gegensatz zu Tupeln nicht auf die Reihenfolge
ankommt.)

5.4.4 Anwendung: Wir wollen den ,Erwartungswert” des Gewinns beim Lotto ,6 aus 49“
bestimmen (dies ist der ,,mittlere” Gewinn, der sich ergibt, wenn man sehr oft spielt).

e Die Wahrscheinlichkeit fiir sechs Richtige im Lotto ,,6 aus 49" ist

Zahl der ginstigen Mdglichkeiten 1
Zahl aller Moglichkeiten ~ Zahl aller 6-elementigen Teilmengen
1 1

T ™) T 14108

e Fir k Richtige ist die Zahl der giinstigen Moglichkeiten offenbar gegeben als

6) [ 43
k 6—k
(Zahl der k-elementigen Teilmengen, die man aus den 6 richtigen Zahlen bilden kann,

mal der Zahl der 6 — k Teilmengen, die man aus den 43 falschen Zahlen bilden kann).
Als Tabelle ergibt sich:

6 5 4 3
1

k
N 258 13545 246820
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5. Einschub: Gruppen und Kombinatorik

was natiirlich jeweils durch 1.4 - 107 geteilt werden muss, um die Wahrscheinlichkeiten
zu erhalten. Fiir 3 Richtige ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit von etwa 1.8 Prozent.

Die durchschnittliche Ausschiittung pro Tipp erhadlt man nun, indem man noch die
Ausschiittungssummen einberechnet. Im Internet habe ich z.B. folgende Zahlen gefun-
den:

Richtige | Gewinn in Euro
6 1 Million
5 2600
4 40
3 10

Hieraus erhalt man fir den mittleren Gewinn

1-10% + 2600 - 258 + 13545 - 40 + 246820 - 10

14 - 106
1.000.000 + 670.800 + 541.800 + 2.468.200

14 - 106
~ 0.33[Euro] .

4.7-10°
14 - 106

Man sieht, dass die durchschnittliche Ausschiittung pro Tipp bei etwa 33 Cent liegt. Ein
Tipp kostet aber ungefahr 80 Cent, was eine Riickgabequote von nur 40% bedeutet.

5.4.5 Aufgabe: Wir betrachten eine zufallig ausgewahlte Gruppe von N Personen.
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1. Wie groB muss N sein, damit mit mehr als 50% Wahrscheinlichkeit zwei Personen der

Gruppe am gleichen Tag Geburtstag haben?

2. Ab welcher GruppengréBe N ist die Wahrscheinlichkeit etwa 50%, dass eine Person der

Gruppe an einem vorgegebenen Jahrestag Geburtstag hat?



6. Ganze und rationale Zahlen

6.1. Ganze Zahlen

Beobachtung  Gleichungen wie etwa 5 + n = 2 besitzen keine Losung n € Ny. (Und
Probleme dieser Art sind auch praktisch relevant. Beispiele?)

Abhilfe Zu n € N definieren wir —n als die Lésung von n + (—n) = 0. Die Menge der
ganzen Zahlen ist dann

Z:=Nyu{-1,-2,...}.

6.1.1 Bemerkung: e Addition und Multiplikation von N lassen sich unter Beibehaltung
von Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz so auf Z erweitern, dass Z eine
(kommutative) Gruppe beziiglich der Addition ist. Unter anderem gilt dann

n+(-1)n=1-n+(-1)-n=>1+(-1) - n=0-n=0,
woraus wir sehen, dass gilt —n = (—1) - n.

e Auch die Ordnungsoperationen <,<,>,> konnen auf Z erweitert werden.

6.1.2 Bezeichnung: Das Minuszeichen kann generell als Bezeichnung fiir ein additives
Inverses verwendet werden, so dass gilt —(—n) = n. AuBerdem fithren wir auch das binare
Minus ein als a — b := a + (—b). BEACHTE: Dieser Operator erfiillt weder Assoziativ- noch
Kommutativgesetz.

6.1.3 Definition: Wir definieren auch den Absolutbetrag

N
abs:Z - Ny, =z~ |z|:= R
—z z€Z\Ny
sowie das Signum (Vorzeichen) als
1 zeN
sign: Z — {—1,0,1}, z—<0 2=0
-1 ze Z\NO
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6. Ganze und rationale Zahlen

6.2. Rationale Zahlen

Beobachtung Gleichungen wie 3 - k = 2 besitzen keine Loésung k € Z. Und natiirlich sind
auch solche Gleichungen in der Praxis wichtig. . .

6.2.1 Definition: e Es sei m € Z und n € Z\{0}.

o Wir definieren die Menge der rationalen Zahlen Q als die Menge aller Briiche
Q:= {@|meZ/\nEZ\{O}},
n

wobei folgende Gleichheit gelten soll:

my @ M Z
— = —— <= MiNg = MaoN1 .
ni Ny

4

BEDEUTUNG: Beispielsweise soll % dieselbe Zahl bezeichnen wie ¢

e Addition und Multiplikation von Briichen wird wie folgt definiert:

VA Z VA VA
m1$m2 mi - Ng + Mo - M mi Q Mo my - My

Z ’ ny No ’ Z

ny No

ny - N2 ny - N2

BEDEUTUNG: Wieder definiert man neue Operationen durch bereits bekannte.

¢ Die Ordnungsoperation < definieren wir als

mip Q me Z
— < — == MmNy < Maonq,
ni no

wobei wir annehmen, dass ni,ny € N sind[] Ausgehend von < und = kénnen dann

wieder <, >, > abgeleitet werden.
6.2.2 Bemerkung: e Die Menge Z kann man in Q ,einbetten” durch die injektive Ab-
bildung Iz .q : m — 7.

e Die Verkniipfungen + und - in Z und Q vertragen sich dabei mit I_,g gemaB

7 Q
In—om +n) £ Ig(m) + Ign)

7 Q
Lg(m™~n) 2 Ig(m) - Irg(n).

e Dies kann man wie folgt in einem sogenannten kommutativen Diagramm darstellen:

der - in Z
Z > Z + oder - in Z
IZ—»QXIZ—ﬂ@l lIZ—»Q

QXQ + oder - in Q Q

*Alternativ kann man auch die immer giiltige Bedingung minin3 < manan? verwenden (warum?).
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6.3. Aquivalenzrelationen und Aquivalenzklassen

e Kommutativitat des Diagramms bedeutet dabei, dass die vorstehenden Formeln gel-
ten und man daher zum gleichen Ergebnis kommt, egal auf welchem Weg man im
Diagramm von links oben nach rechts unten gelangt.

: o . . . : zZ Q
e In solch einer Situation kann man die Notation vereinfachen und die Operatoren +, +
z . : .
, ~,Q, E’ g, ... einfach mit +, -, =, ... bezeichnen.
Beobachtung

m

o Jedes ¢ # 0 hat ein multiplikatives Inverses: Wenn ¢ = ™ mit m,n € Z\{0}, so ist

n
-1
q = —
m
das multiplikative Inverse zu ¢ wegen
z
T Q ﬁ Q m-n Q 1 vereinfachte Notation 1
= — == e )
n o m n-m 1

o Tatsachlich kann man sogar zeigen, dass Q\{0} eine kommutative Gruppe beziiglich
der Multiplikation ist.

6.3. Aquivalenzrelationen und Aquivalenzklassen

6.3.1 Definition: Eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M ist eine (binire) Relation
auf M mit folgenden Eigenschaften:

1. Reflexivitat: Ve e M :x ~ x

2. Symmetrie: Ve, y e M : (x ~y) < (y ~ x)

3. Transitivitat: Vo,y,ze M : ((z ~y) A (y ~ 2)) = (z ~ 2)
Beispiele

e Die iibliche Gleichheit in N, Z oder Q.

e Sei M = {alle Menschen}. Dann kénnte man definieren:

my ~ mgy : <= my ist so groB (wiegt so viel) wie ms.

o Fiir n e N mit n > 2 ist auf Z folgende Aquivalenzrelation niitzlich:

ki=, ky <= ki — kyist durch n teilbar
= dleZ:ki—k=I1n.

SPRECHWEISE: Man sagt dazu ,,k; ist kongruent zu ko modulo n".
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6. Ganze und rationale Zahlen

o Auf der Menge aller Paare (m,n) € Z x (Z\{0}) kann man definieren
(m1,n1) ~g (Ma,ng) 1 <= Mmyng = many .

BEOBACHTUNG: Offenbar entspricht dies —abgesehen vom Unterschied zwischen
Paar- und Bruch-Notation— genau der Gleichheit € von Briichen.

6.3.2 Definition: Es sei M eine Menge und ~: M x M — {0, 1} eine Aquivalenzrelation.
Dann ist

[z]. :={ye M :y~uz}

die Aquivalenzklasse von 2 € M. Die Menge aller Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit M/ ..
Ein Element einer Aquivalenzklasse z € M /. nennen wir einen Reprasentanten von z. Es
gibt ferner offenbar eine surjektive Abbildung

M—->M/., x— x|,
die jedem z seine Aquivalenzklasse zuordnet.
Beispiele

e Fir M ={0,1,2,3} und die Aquivalenzrelation =, gilt

0] =121 =102}, [1]=[3]={1,3}, M/ ={{0,2},{1,3}}.
(Da keine Verwechslungsgefahr besteht, wurde hier einfach [-] statt [-]—=, geschrieben.)

o Fir M = Z und die Aquivalenzrelation =, ist [0] die Menge der geraden Zahlen und
[1] die Menge der ungeraden Zahlen.

e Mathematisch sauber kann man die rationalen Zahlen QQ definieren als

Q:= (Z < (Z\{0})) /~q -

6.4. Kiirzen, ggT und Euklidischer Algorithmus

6.4.1 Satz: (Division mit Rest) Es sei m € Z beliebig und n € N. Dann kann man m
schreiben als
m=s-n+r

wobei s € Z und r € {0,...,n — 1}.

Beweisidee Falls m > 0, ziehe n so oft von m ab, bis das Ergebnis im gewiinschten Bereich
liegt. Falls m < 0, addiere n so oft, bis das Ergebnis nicht mehr negativ ist.

6.4.2 Bezeichnung: Den obigen Rest r der Division von m durch n bezeichnet man als
mod (m,n) oder 6fter noch mit der Infix-Notation ,;m mod n".
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6.4. Kiirzen, ggT und Euklidischer Algorithmus

6.4.3 Definition: Wir sagen ,n teilt m" (n|m), wenn m mod n = 0.

6.4.4 Definition: Der groBte gemeinsame Teiler (ggT) von m,n € Z\{0} ist das groBte
d € N mit djm und d|n. Wenn ggT(m,n) = 1, so nennt man m und n teilerfremd.

6.4.5 Anwendung: Eine rationale Zahl ¢ = ™ wird normalerweise in gekiirzter Form mit
4

teilerfremden m € Z und n € N angegeben (also 2 anstelle von %).

Frage Wie findet man den groBten gemeinsamen Teiler (ggT) zweier natirlicher Zahlen?

Antwort Eine Moglichkeit (und fiir das Kopfrechnen mit kleinen Zahlen das angenehmste)
zur Berechnung von ggT(m,n) ist, die Primfaktorzerlegungen von m und n zu bilden und
daraus den ggT herauszulesen. Z.B. 60 = 22 -3 -5, 72 = 23 . 3%, also ist ggT(60,72) =
22.3 = 12.

6.4.6 Definition: n € N heiBt Primzahl, wenn sie genau durch zwei Zahlen teilbar ist: die 1
und sich selbst.
6.4.7 Bemerkung: 1 ist also keine Primzahl, 2 hingegen schon!

6.4.8 Satz: (Fundamentalsatz der Arithmetik) Jede Zahl n € N besitzt eine eindeutige
Zerlegung

mit p; prim, [; € N, und p; < p; fir ¢ < j.

Beweis Die Existenz der Zerlegung ist klar: wenn n keine Primzahl ist, kann man es als
Produkt kleinerer Faktoren schreiben, die man dann weiter zerlegen kann, bis man bei Prim-
faktoren angelangt ist. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, n sei die kleinste Zahl,
bei der keine Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung vorliegt, und es gabe zwei Zerlegungen

S

I
—
S

I
ek
e

i=1 =1

mit Primzahlen p; und ¢;. Aus der folgenden Ubung folgt dann, dass p; eines der ¢; teilen
muss. Weil diese prim sind, muss ein ¢; gleich p; sein. Daher kann man durch ein p; = ¢;
teilen und erhielte die kleinere Zahl p%’ fir welche die Eindeutigkeit ebenfalls verletzt ware.

6.4.9 Ubung: (Lemma von Euklid) Wenn p eine Primzahl ist und es gilt
k-p=a-b

mit a,b, k € Z, so gilt p|a oder pl|b.

6.4.10 Losung: Wir gehen wieder mit Induktion vor. Die Aussage ist offenbar fir n = ab = 1
erfillt. Es sei nun n = a - b die kleinste Zahl, fiir welche die Aussage nicht erfiillt ist, ebenso
sei p die kleinste Primzahl p, fiir welche das bei gegebenem n gilt. Division mit Rest ergibt
dann a = k,p + 74, b = kyp + 1, und die Multiplikation ergibt

kp=a-b= (kikpp + roky + roka)p + Tams
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6. Ganze und rationale Zahlen

Hieraus folgt, dass auch fiir r, - 7, < a - b eine solche Zerlegung vorliegen wiirde. Weil aber
a - b die kleinste solche Zahl ist, muss k, = k;, = 0 gelten. Nun unterscheiden wir die Falle

1. Wenn p = a oder p = b, so ist unsere Behauptung richtig.
2. p < a oder p < b: Dies ergabe einen Widerspruch zu k, = k, = 0.

3. p> aund p > b: Hier muss k& < p gelten. Dann hatte k aber eine Primfaktorzerlegung
mit Faktoren p; < p, mit denen man kiirzen konnte (weil p ja als die kleinste Problem-
primzahl angenommen war). Nach Kirzen mit diesen Faktoren hitte man aber eine
kleinere Zahl n’ = d'b’, fur welche o’ < p, ¥’ < p und a'b’ = p gilt. Dies kann nicht
sein, weil p Primzahl ist.

6.4.11 Problem: Fiir groBe Zahlen (z.B. 1000 Dezimalstellen) ist die Primfaktorzerlegung —
wenigstens mit den bisher bekannten Methoden— nicht schnell durchfiihrbar! Im Folgenden
werden wir daher einen anderen Weg beschreiten, um den ggT sehr groBer Zahlen schnell zu
berechnen.

Idee (Zur schnellen Berechnung von ggT(m,n))
e Seien m,n € N mit m > n. Dann gilt nach Division mit Rest
m=s-n+r,
woraus man ersieht ggT(m,n) = ggT(n,r).

o Weil m > n > r, sollte ggT(n,r) einfacher zu berechnen sein als ggT(m, n).

6.4.12 Algorithmus: Euklidischer Algorithmus (EA)

m n=>0
ggT(m,n) = {

ggT(n, mod(m,n)) sonst

Beispiele
o Wir wollen ggT(72,60) berechnen. Der EA fiihrt folgende Divisionen mit Rest durch

72 = 1-60+12
60 = 5-12+0

Also ist ggT(72,60) = ggT(60,12) = ggT(12,0) = 12.
o Wir wollen ggT(—42, 87) berechnen. Der EA fiihrt folgende Divisionen mit Rest durch

—42 = —1-87+45
87 = 1-45+42
45 = 1-42+3
42 = 14-3+0

Also ist ggT(—42,87) = 3.
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6.5. Kérper

6.4.13 Bemerkung: Man kann zeigen, dass die Zahl der EA-Schritte hdchstens proportional
zur Anzahl der Stellen der Zahlen m und n wachst (siehe Ubung).

6.4.14 Satz: Fir m,n € Z sei d := ggT(m,n). Dann gibt es Zahlen k,[ € Z mit

d=k-m+1-n.

Beweis Wenn man den EA von hinten her liest, ergibt sich die gewiinschte Darstellung.

6.4.15 Beispiel: Aus der EA-Berechnung von ggT(—42,87) = 3 lesen wir ab:
3=45—-42=145— (87 —45) =245 — 87 =2(—42+87) =87 =2 (—42) + 1-87.

6.4.16 Aufgabe: Bestimmen Sie mit dem Euklidischen Algorithmus den groBten gemeinsa-

men Teiler von a = 20622 und b = 13314.

6.4.17 Aufgabe: Seien m,n € N mit m > n. Zeigen Sie: zwei hintereinander ausgefiihrte
Schritte des Euklidischen Algorithmus zur Berechnung von ggT(m, n) fiihren mindestens zu
einer Halbierung der Zahlen m und n.

6.5. Korper

6.5.1 Definition: Ein Korper K ist eine Menge, auf der zwei Verknlpfungen +, - so operieren,
dass gilt

1. K ist eine kommutative Gruppe beziiglich + (das neutrale Element bezeichnen wir mit
0). Genauer gilt
(K1) Ya,beK:a+b=0b+a (Kommutativitat +)
(K2) Ya,b,ceK:a+ (b+c)=(a+b)+c (Assoziativitat +)
(K3) 30 eKmitVaeK: a+0=a (neutrales Element +)
(K4) Vae K: 3—aeKmita+ (—a)=0 (inverses Element +)

2. K\{0} ist eine kommutative Gruppe beziiglich - (das neutrale Element bezeichnen wir
mit 1). Genauer gilt

(K5) Va,beK:a-b=0b-a (Kommutativitat -)

(K6) Va,b,ce K:a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativitat -)

(K7) 31 e K\{0} mitVaeK:a-1=a (neutrales Element -)

(K8) Vae K\{0}: Ja' e Kmita-a'=ala=1 (inverses Element -)
3. Es gilt

(K9) Va,b,ceK:a-(b+c)=a-b+a-c (Distributivgesetz) .

Beispiele
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6. Ganze und rationale Zahlen

o Q ist ein Korper.
o Die reellen Zahlen R und die komplexen Zahlen C sind Korper.

o Die Menge Z, := {0, 1} ist mit folgenden Verknipfungen ein Kérper:

+
0
1

= OO
O ==
=l
O OO
=l

(Dies ist der kleinstmogliche Korper, da nach Definition jeder Kérper wenigstens die
neutralen Elemente der Addition und Multiplikation enthalten muss.)

o Allgemeiner: Wenn n eine Primzahl ist, so ist Z,, mit Modulo-n-Arithmetik ein Korper
(siehe nachster Abschnitt).

6.5.2 Sprechweise: Die Eigenschaften (K1)—(K9) nennt man auch Kérperaxiome.

6.5.3 Bemerkung: e Viele Aussagen lassen sich allein durch die Kérperaxiome (K1)-
(K9) beweisen.

o Diese Aussagen sind dann automatisch fir alle Korper giiltig, egal ob diese Q, R, C
oder Zs heiBen!

o Es ist eine entscheidende Starke der Mathematik (und allgemeiner des abstrakten Den-
kens), dass Resultate oft in einem allgemeinen Kontext entwickelt werden und nicht
fir jeden Spezialfall einzeln!

6.5.4 Beispiel: o Wir wollen zeigen, dass die Gleichung
ar =b
fir a,b € K und a # 0 immer eine eindeutig bestimmte Losung x € K hat.
o Wegen (K8) gibt es ein multiplikatives Inverses a~! € K.

o Multiplikation der Gleichung mit diesem Inversen liefert dann aber

a b =a'(ax) (£5) (a ta)x 1.5

e Hieraus ersieht man sowohl| die Existenz als auch die Eindeutigkeit eines solchen x € K.

o Weil nur die Korperaxiome verwendet wurden, gilt die Aussage fir Q, R, C. Sie gilt
aber auch fiir Z, (p prim), was unter anderem fiir die spater vorgestellte Kryptogra-
phieanwendung wichtig ist.
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6.6. Restklassenarithmetik

6.6. Restklassenarithmetik

6.6.1 Definition: o Wir betrachten die auf Z definierte Aquivalenzrelatiorﬁ]

a=,b = nl(a—0)
= dkeZ:a—b=kn

<= amodn=>bmodn
o Dann definieren wir Z,, := Z/_ , wobei Z/_, wieder die Menge aller Aquivalenzklassen
bezeichnet.
o Zn=1{[0]=,,...,[n—1]=,}, wobei die Aquivalenzklassen die Form
[k]=, = k+nZ = {k +nl|l € Z}
haben und auch Restklassen genannt werden.

e NOTATION:

— Wenn klar ist, welches Z,, gemeint ist, kann man auch einfach [k] statt [k]=,
schreiben.

— Wenn man ausschlieBlich in Z,, arbeitet, schreibt man meist sogar nur k£ anstelle
von [k].

Beobachtung

o Falls [k],[l] € Z,, und a = k+ rn € [k] und b = + sn € [l] beliebige Reprasentanten
dieser Restklassen sind, so folgen aus

a+b=k+1l+(r+sn, a-b=k-l+(r+s+rsn)n

die Beziehungen

Wfb] = k¥,
b = [k~1].

o Daher kann man Addition/Multiplikation in Z, auf eindeutige Weise definieren, in-
dem man einfach beliebige Reprasentanten addiert/multipliziert und danach erneut die
Aquivalenzklasse bildet:

o Der Einfachheit halber schreibt man auch fiir Addition/Multiplikation in Z,, wieder nur
+ bzw. -.

Die Eigenschaften Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat sind nicht schwer nachzuweisen.
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6. Ganze und rationale Zahlen

Beispiele Es ergeben sich beispielsweise folgende Verkniipfungstabellen fir Zy und Z4 (mit
Notationsvereinfachung k = [k]):

o Zy={0,1}:

1
0
1

= OO
o Ol o

+]0 1 :
00 1 0
11 0 1

HINWEIS: In diesen Tabellen ist Schulwissen kodiert, wie zum Beispiel ,,ungerade mal
ungerade liefert ungerade”.

o Zy=1{0,1,2,3}:

+(0 1 2 3 -0 1 2 3
0/{0 1 2 3 0/0 0 O O
111 2 3 0 110 1 2 3
212 3 01 2/0 2 0 2
313 0 1 2 310 3 21

6.6.2 Bemerkung: e Fiir die oben definierte Addition und Multiplikation in Z,, gelten
Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetz wie in Z.

o Das neutrale Element der Addition ist [0], das neutrale Element der Multiplikation ist

[1].

e Es gibt auch zu jedem Element [k] € Z,, ein additives Inverses (welches?), so dass Z,
eine additive Gruppe ist.

o Eine Struktur mit solchen Eigenschaften nennen die Mathematiker Ring (genauer:
~kommutativer Ring mit Eins"). Z,, wird daher auch Restklassenring genannt.

e Falls n prim ist, so gibt es fir jedes [k] # [0] auch ein multiplikatives Inverses und Z,
ist ein Korper.

Beobachtung

¢ Addition und Multiplikation in Z,, wurden gerade so definiert, dass fiir beliebige Zahlen
a,be 7 gilt

la+0] = [a] +[0]
[a-b] = [a]-[0].

e Mehrfache Anwendung der zweiten Beziehung liefert auch

[a*] = [a]" fiir beliebige a € Z und k € Nj.
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6.6. Restklassenarithmetik

6.6.3 Anwendung: ¢ Wenn wir uns fiir den Rest der Zahl £ = 582018 4 172019 pej
Division durch 3 interessieren, miissen wir die Restklasse [k]=, berechnen.

e Dies geschieht durch folgende Rechnung in Zs:

[582018 + 172019] Zs [58]2018 + [17]2019 Zs
[ 4 [—1]%" 2 1] + [-1] 2 [0],
wobei in der Mitte ausgenutzt wurde, dass 58 =3 1 und 17 =3 —1.

6.6.4 Bemerkung: e Die Notation kann man noch weiter vereinfachen, wenn man die
Restklassen-Klammern weglasst, und zur Kennzeichnung der Rechnung in Z,, ein Zei-
chen wie =,, verwendet.

e Die obige Rechnung sahe dann so aus:

582018 + 172019 =4 12018 + (_1)2019 =, 0.

o Alternativ zur ,,Gleichheit in Z,," konnte man =,, dann sogar einfach als , Gleichheit in
Z bis auf Vielfache von n" ansehen.

e Wenn man diese Interpretation wahlt, braduchte man Z,, an dieser Stelle nicht unbe-
dingt, da sich die obigen Rechnungen auch elementarer begriinden lassen: Beispielsweise
sieht man ja aus der Binomialentwicklung

172019 = (—1 4 (6-3))P10 = (—1)21° 4 ... |
dass alle Terme in ... den Faktor 3 enthalten und nichts zum Modulo-3-Ergebnis
beitragen konnen.

Warnung
e Der Exponent darf in solchen Z,-Rechnungen nicht modulo n vereinfacht Werdenlﬂ

o Beispielsweise gilt in Z3
2t =, 1%, 2.

6.6.5 Bemerkung: ¢ Immerhin gilt die Rechenregel a”¢ =, (a’)°.

o Diese kann beispielsweise verwendet werden, um a* mod n auch fiir groBes k& > 0
rekursiv zu berechnen:

1 wenn k = 0
a* mod n := { (a* mod n)" mod n wenn k = 2] gerade

a - (a® mod n)! mod n wenn k = 2/ + 1 ungerade

Der Aufwand ist dann proportional zur Anzahl der Stellen von k.

fTatsachlich ist auch eine Exponentenreduktion moglich, aber nicht modulo n, sondern modulo der so-
genannten Euler-Charakteristik ¢(n), die mit Hilfe der Primfaktorzerlegung von n berechnet werden
kann.
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6. Ganze und rationale Zahlen

6.6.6 Beispiel: Fir a = 3, k = 1234 und n = 16 gilt

31234 =15 9617 =15 9. 81308 =15 9. 1308 -9,

6.7. Ganzzahlen im Computer

6.7.1 Bemerkung: Die Z,-Restklassen-Arithmetik wird in maschinennahen Computerspra-
chen (Assembler, C, C++, ...) oft fiir Ganzzahlen verwendet. Dabei ist n normalerweise
eine Zweierpotenz. Beispielsweise gibt es die Zahlentypen char, short, int in C, die auf
einer 32-Bit-Architektur n = 28, n = 2'%, bzw. n = 232 entsprechen. Statt einer unendlichen
Restklasse [k] € Z,, wird in Computern natiirlich nur ein Reprasentant (z.B. eine Zahl aus
ke {0,...,n — 1}) abgespeichert.

6.7.2 Beispiel: e Fir den 16 Bit langen Datentyp unsigned short in der Program-
miersprache C ist n = 2'¢ und die Reprasentanten werden aus {0,...,2!¢ — 1} =
{0,...,65535} ausgewahlt. Die Addition von 2 + 215 = 32768 + 32768 liefert hier
das Ergebnis 0!

e Fiir den ebenfalls 16 Bit langen Datentyp short werden die Reprasentanten aus der
Menge {—2'° ... 215—1} ausgewahlt. Die Addition von 2'4+211 hat dann das negative
Ergebnis —2'°!

e Ein solcher Uberlauf von arithmetischen Rechenoperationen fiihrte 1996 zum Absturz
der europadischen Rakete Ariane 5 mit einem Schaden von 500 Millionen Dollar!

6.8. Inversion im Restklassenring

Frage Wie steht es um das multiplikativ inverse Element zu a € Z,,7
Beobachtungen Es gibt multiplikative Inverse in Z,,, aber nicht fir jedes a:
e a = 0 hat in keinem Z,, ein multiplikatives Inverses.
e a=1und a =2 sind in Z3 zu sich selbst invers.

1

e a = 2 hat in Zs das multiplikativ Inverse a= = 3 wegen

2-3=51.
e 2 hat in Z,4 kein multiplikatives Inverses.

6.8.1 Satz: a € Z, besitzt genau dann ein multiplikatives Inverses in Z,,, wenn ggT(a,n) =
1. Das Inverse kann mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus (EA) berechnet werden.
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6.8. Inversion im Restklassenring

Beweis Der EA zur Berechnung von ggT(a,n) = 1 liefert s,t € Z mit
sca+t-n=1.
Modulo n bedeutet dies aber gerade
s-a=,1

so dass (die Aquivalenzklasse von) s gerade das multiplikative Inverse zu a in Z, ist. Wenn
umgekehrt d := ggT(a,n) > 1, so gilt fiir b := n/d in Z, die Gleichung ab = 0. Multiplikation
mit einem Inversen ! € Z, wiirde dann aber ergeben b = a~! -0 = 0, was nicht sein kann.

6.8.2 Folgerung: Z, ist ein Korper, genau dann wenn n eine Primzahl ist.

Beweis Wenn n eine Primzahl ist, so gilt ggT(a,n) = 1 fir jedes a € Z,\{0} und a hat
ein multiplikatives Inverses. Umgekehrt gilt fiir ein zusammengesetztes n = pq in Z, die
Gleichung

p-q=0.

Wenn nun multiplikative Inverse p~! und ¢! existierten, so erhielte man durch Multiplikation
mit ihnen 1 = 0, was ein Widerspruch zur Koérperdefinition ist.

6.8.3 Definition: Wir definieren die Eulersche ¢-Funktion als p(n) = |Z)|, wobei
Ly, ={a€Zy|ggT(a,n) =1}

die multiplikativ invertierbaren Elemente von 7Z, bezeichnet. Diese bilden eine multiplikative
Gruppe.

6.8.4 Satz: Man kann ¢(n) aus der Primfaktorzerlegung n = Hle Pl gemaB

b 1
p(n) = ng(l - E-)

berechnen.

Beweis Abzahlen. Wir fiihren den Beweis nicht aus, da uns die in den nachfolgenden
Beispielen besprochenen Spezialfalle fiir das weitere ausreichen.

Beispiele
1. Wenn n Primzahl ist, so ist Z) = Z,\{0} und somit p(n) =n — 1.
2. Wenn n = pq ein Produkt zweier verschiedener Primzahlen p und ¢ ist, so ist

2y =T \({kp |0 <k <q}uikq|l <k <p})

und somit p(n) = (p —1)(¢ — 1).
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6. Ganze und rationale Zahlen

3. Wenn n = p” fiir eine Primzahl p, so ist

Zy =T \{Ip| 0 <1 <p1)

n

und somit (n) = p* —p*~t = pH(p —1) = p*(1 - 7).

6.8.5 Satz: (Fermat-Euler) Wenn ggT(a,n) = 1, so gilt

a¥™ = 1.

Beweis Weil a ein multiplikatives Inverses in Z,, besitzt, ist die Abbildung
Zy, —7Z;,, x—a-x

bijektiv. Somit gilt

ro= H k=, 1_[ (ak) =, a¥™ H k=, a?™p.

keZy keZy keZy

1

Nun ist aber r € Z* invertierbar, so dass man diese Aquivalenz mit —! multiplizieren kann

und die Behauptung erhalt.

6.8.6 Aufgabe: Berechnen Sie das multiplikative Inverse in Zgy zu a = 27 mit Hilfe des
Euklidischen Algorithmus.

6.8.7 Aufgabe: Berechnen Sie
1. 21000 mod 3,
2. 31090 mod 7.

6.8.8 Aufgabe: Geben Sie Additions- und Multiplikationstabelle von Z,, im Fall n = 3 und
n =4 an. Welches der beiden ist ein Kérper und welches nicht (mit Begriindung)?

6.9. Kryptographie

6.9.1 Beispiel: Von Casar wurde einst folgendes Schliisselsystem verwendet: Die Buchstaben
{A,..., Z} des lateinischen Alphabets werden mit den Zahlen {0, ...,25} kodiert, und die
Verschliisselung ist durch die Funktion

O—:Z26—)2267 k— k + 3 mod 26
gegeben, und die Entschliisselung geschieht durch
071:226—)226, k+— k—3mod 26.

Aus dem Wort ,Hallo” wird dabei ,Kdoor", aus , Zug" wird , Cxj".
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6.9. Kryptographie

6.9.2 Bemerkung: Diese einfach zu durchschauende Technik kann natiirlich durch kompli-
ziertere Abbildungen von ganzen Buchstabengruppen ersetzt werden.

6.9.3 Problem: Beide Seiten verwenden im Wesentlichen denselben Algorithmus fiir Ver-
schlisselung und Entschliisselung (symmetrisches Kryptoverfahren). Dieses Wissen muss aus-
getauscht werden, was ein erhebliches Sicherheitsproblem darstellt.

Idee Ist es moglich, die Kenntnis von Verschliisselungs- und Entschliisselungsalgorithmus
zu trennen (asymmetrisches Kryptoverfahren)?

Antwort

e Theoretisch nein, weil bei Kenntnis des Verschliisselungsalgorithmus jede damit ver-
schliisselte Nachricht durch einfaches Probieren auch entschliisselt werden kann.

e Praktisch ja, weil es ausreichend ist, wenn aus einem o&ffentlich bekannten Verschliis-
selungsalgorithmus o die Inverse o=! nicht schnell genug berechnet werden kann.

6.9.4 Geschichte: Ab dem Jahr 1970 wurden zuerst im militarischen Bereich, dann auch im
zivilen Bereich Verschliisselungsfunktionen entdeckt, die das Gewiinschte leisteten. Der erste
veroffentlichte Algorithmus war das im Jahr 1978 von Rivest-Shamir-Adleman veroffentlichte
RSA-Verfahren, das im folgenden kurz beschrieben wird.

6.9.5 Verfahren: e Man findet zwei groBe Primzahlen p und ¢ und setzt n = pq.

o Man veroffentlicht n und ein nicht zu kleines e mit ggT(e,o(n)) = 1 (z.B. eine
geeignete Primzahl). Der Verschliisselungsalgorithmus ist dann durch

0: Ly —> Ly, T+—Yy=21°

gegeben.

o Fiir den Entschliisselungsalgorithmus berechnet man das multiplikative Inverse f = ¢!

in Z@(n) und setzt
oV 2y~ 7, y—y.

e Dies ist tatsachlich die Umkehrfunktion, weil wegen des Satzes von Fermat-Euler gilt

6.9.6 Beispiel: Wir wahlen p = 31 und g = 47. Damit ergibt sich N = 1457 und ¢(n) =
1380. Dann wahlen wir e = 11. Dieses hat die Inverse f = 251 modulo 1380. Als Botschaft
wahlen wir nun die Zahl 2 = 100, was verschliisselt zu 3 := 100! mod 1457 = 578 fiihrt.
Die Riicktransformation liefert tatsachlich %' mod 1457 = 100.

6.9.7 Bemerkung: Das RSA-Verfahren steht und fallt mit folgenden Punkten:

1. Man kann sehr schnell mit hoher Wahrscheinlichkeit feststellen, ob eine Zahl Primzahl
ist (dies geschieht tbrigens wieder mit dem Satz von Fermat-Euler!).
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. Die Potenzabbildung x — ¢ in Z, ist fur groBes n und e mit ggT(e,n) = 1 eine

gute Verschliisselungsfunktion: benachbarte x werden auf vollig verschiedene Bilder
geworfen.

. Man kennt keinen Weg, die Inverse dieser Potenzabbildung ohne Kenntnis von ¢(n)

schnell zu berechnen, ebenfalls kennt man keinen Weg, ¢(n) aus n zu erhalten, ohne
n in seine Primfaktoren zu zerlegen.

. Es ist kein Weg bekannt, mit dem eine groBe (z.B. 1000-stellige) Zahl n = pq schnell

in ihre Primfaktoren p und ¢ zerlegt werden kann. (Man kann nur schnell feststellen,
dass sie keine Primzahl ist. Falls dagegen die Zerlegung schnell moglich ware, kénnte
man aus n sofort p, ¢, ¢(n) und zuletzt f = e~! berechnen.)

. Das Verfahren benétigt an einigen Stellen ,,zufallig” gewahlte Zahlen, wofiir in der Pra-

xis oft Pseudo-Zufallsgeneratoren verwendet werden. Schwachen in diesen Generatoren
konnen das RSA-Verfahren zu Fall bringen (und solch ein Fehler ist tatsachlich im Jahr
2008 in der Debian-Version des OpenSSL-Pakets entdeckt worden!).

6.9.8 Bemerkung: Zuletzt sei noch bemerkt, dass die Berechnungen des RSA-Verfahrens
relativ aufwendig sind und es daher in der Praxis nur zum Austausch eines Schliissels fiir ein
symmetrisches Kryptoverfahren verwendet wird.
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7. Reelle Zahlen

7.1. Motivation

Beobachtung Es gibt wichtige Zahlen wie v/2 oder 7, die keine Darstellung der Form ~ mit
m € Z und n € N besitzen. Nichtsdestoweniger entsprechen sie geometrisch konstruierbaren
Liangen oder Fliachen. So ist z.B. 4/2 die Lange der Diagonale des Einheitsquadrats und 7
die Halfte des Umfangs oder die Flache des Einheitskreises.

7.1.1 Satz: Es gibt keine Zahlen m,n € N mit (%)2 = 2.

Beweis Schon bekannt.

7.1.2 Bemerkung: Etwas komplizierter erhalt man auch fiir alle Nicht-Quadratzahlen n € N,

dass y/n ¢ Q.

7.2. g-adische Darstellung

7.2.1. Darstellung ganzer Zahlen

7.2.1 Definition: Es sei g € N, g = 2. Dann kann man jedes n € N schreiben als

k
Zaigia CLiE{O,...,g_l}
=0

Die Zahl wird dann als
agag_1-..ao (kein Produkt!)

geschrieben.
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7.2.2 Bezeichnung: Die Zahl g nennt man die Basis und die a; € {0,...,¢g— 1} nennt man
Ziffern. Die Art der Darstellung heiBt g-adische Darstellung oder Stellenwertsystem zur Basis
g.

7.2.3 Beispiel: 1. g = 10: Dies liefert das tibliche Dezimalsystem. Ziffern sind {0, ..., 9}.

2. g = 2: Dies liefert das Dualsystem mit den Ziffern {0, 1}.

3. In der Informatik interessant sind noch Oktalsystem (g = 8, Ziffern {0,...,7}) und
Hexadezimalsystem (g = 16, Ziffern {0,...,9,A, B,C, D, E, F'}).

7.2.4 Aufgaben: e Rechne die Dezimalzahl 100 in Dual-, Oktal- und Hexadezimalsys-
tem um: Es gilt die Zerlegung 100 = 64 + 32 + 4 = 2° + 2% + 22, Somit ist die
Dualdarstellung 1100100. Auch gilt 100 = 8% + 4 - 8 + 4 - 8%, somit ist die Oktaldar-
stellung 144. Zuletzt gilt 100 = 6 - 16 + 4, somit ist die Hexadezimaldarstellung 64.

e Rechne die Hexadezimalzahl F'D in Dezimal- und Dualsystem um: Im Dezimalsystem
ist es 15 - 16 + 13 = 253, im Dualsystem kann man wegen 16 = 2* die Dualdarstel-
lungen 1111 von F' und 1101 von D einfach hintereinanderhangen, so dass sich als
Dualdarstellung insgesamt 11111101 ergibt.

7.2.5 Bemerkung: e Allgemein kann die Umrechnung einer im Dezimalsystem gegebe-
nen Ganzzahl in eine g-adische Darstellung durch sukzessive Division mit Rest gesche-
hen:

Setze ng = n, k = 0.

Solange ny > 0 fithre durch:
Division mit Rest: ny = ngy1 - g + ax.
k:=k+1

Die dabei erhaltenen Reste ay sind die Ziffern der g-adischen Darstellung.

o Insbesondere fiir die Umrechnung ins Dualsystem ist es allerdings einfacher, wenn man
die Potenzen 2% berechnet, und dann von oben beginnend die gréBtméglichen Potenzen
subtrahiert.

7.2.6 Beispiel: Um n = 1234 in die Hexadezimaldarstellung umzurechnen, fiihren wir
durch:

1234 = 16-77+2
7= 16-4+13
4 = 0-16+4

Hieraus ersehen wir n = 12341y = 4D244.
7.2.7 Aufgabe: Man berechne die Hexadezimaldarstellung von n = 112593754,.

7.2.8 Aufgabe: Man beweise: Eine Zahl gegeben durch die Dezimalziffern a,, . . . aq ist genau
dann durch 3 (bzw. 9) teilbar, wenn ihre Quersumme s = >/ a, durch 3 (bzw. 9) teilbar
ist. Man wende dann diese Regel auf die Zahl 123456 an.
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7.2.9 Losung: Weil 10 =3 1 gilt

(ap ... )10—2% 10 —32% 1" —32%

k=0

Anwendung auf 123456 ergibt
123456 =3 1 +24+3+4+5+6=21=32+1=3=;0.

Analog argumentiert man fiir Teilbarkeit durch 9.

7.2.10 Aufgabe: Man finde eine dhnliche Regel fiir die Teilbarkeit durch 11 und wende sie
auf die Zahl 8157952 an.

7.2.2. g-adische Darstellung von Briichen

7.2.11 Definition: Wir verallgemeinern die g-adische Darstellung in folgender Weise:

n
ian ... Dezim?lpunkt a_q . =+ Z

Beobachtung Mit solchen endlichen g-adischen Darstellungen kann man diejenigen ratio-
nalen Zahlen g exakt darstellen, fiir welche ¢ die Zahl ¢" fiir ein n’ € N ohne Rest teilt.

Beweis Dies ersieht man aus der Beziehung

JkeN:gk=¢" <« erN:Ig: - =pk-g " .
a g

Letzteres bedeutet aber gerade, dass n’ Nachkommastellen ausreichen.
Beispiele

= 0.3333... besitzt keine endliche Darstellung im Dezimalsystem.

W=

besitzt aber die endliche Darstellung 0.1 im Dreiersystem (g = 3).

wl=

o« L besitzt wegen 125 = 5% und 53|10 eine endliche Darstellung im Dezimalsystem:

1%5

e Allgemein hat g € Q genau dann eine endliche Dezimaldarstellung, wenn der Nenner ¢
nur die Primfaktoren 2 und 5 enthalt.

*ERINNERUNG: Man schreibt a|b, falls @ € Z die Zahl b € Z ohne Rest teilt (d.h. 3k € Z : b = ka).
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7.2.3. Unendliche g-adische Entwicklung

7.2.12 Definition: Eine Folge mit Werten in einer Menge M ist eine Abbildung N — M
(manchmal auch Ny — M). Man schreibt dafir (z,,),en oder auch einfach (z,,).

7.2.13 Definition: Eine g-adische Zahl +ay ...ap.a_1a_5 ... mit unendlich vielen Nach-
kommastellen interpretieren wir als eine Folge (z,,)nen, in Q, welche folgendermaBen definiert

ist:
N

Ty = Z (lkgk.

k=—n

Beobachtung (oder auch ,ldee") Eine solche Folge approximiert einen bestimmten Wert
mit beliebiger Genauigkeit.
7.2.14 Beispiel: o Die unendliche Dezimalentwicklung 0.3 = 0.3333... entspricht der
Folge
3 33 333
.To—o, T1 —03—T0,$2—033—ﬁ, 1'3—0333—%,

was q = % beliebig genau approximiert.

e Die Zahl 1.5 mit endlicher Dezimalentwicklung entspricht der Folge

3 3
xQ:1,$1:1.5:§,x2:1.50:§,...

Diese ,approximiert” offenbar die Zahl ¢ = 2.
e Die Zahl 1.49 entspricht der Folge
2o =1, 71 = 1.4, 7y — 1.49, 25 — 1.499, . ..
welche ebenfalls ¢ = 2 beliebig genau approximiert.

o Die Dezimaldarstellung +/2 = 1.4142135 . .. entspricht dieser Folge:
zo=1, Vk=1:2,=a1+a_g-107F
mit a_j € {0,...,9} so, dass 27 < 2 < (z3 + 107F)2.

7.2.15 Bemerkung: Die g-adischen Nachkommastellen einer rationalen Zahl ¢ mit 0 <
q < 1 kann man berechnen, indem man wiederholt mit g multipliziert, und die entstehenden
Ganzzahlteile als Ziffern abspaltet.

7.2.16 Beispiel: (Berechnung der Dezimal-Nachkommastellen von )

1 10 4
010 = —=1+4-
6 6 6
4 40 4
10 = — =6+~
6 6 "6
1 40 4
10 = — =6+~
6 6 "%
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1

7.2.17 Aufgabe: Man berechne die unendliche Dualdarstellung von 0.1, = oo

7.3. Konstruktion der reellen Zahlen
7.3.1 Definition: Wir setzen (fir eine beliebige Basis ¢, z.B. g = 10)

R = {alle unendlichen g-adischen Entwicklungen}
= {ian"'axo-aflan""
neNy, Vi:a;€{0,...,9— 1}, a, # 0 falls n > 0}
wobei zwei g-adische Entwicklungen als dquivalent betrachtet werden, d.h.

R / / /
:a .-.aola_la_Q...’

Qp---Ap.A_10_92 """ "

wenn entweder a; = a; fiir alle i < n oder wenn a) = a; fir n =i > k und
(ap=ar—1)AVi<k:a;=0)n (Vi<k:a,=g—1)
oder umgekehrt.

7.3.2 Bemerkung: Die umstindlich formulierte Aquivalenzrelation E identifiziert zum Bei-
spiel Dezimalentwicklungen wie z.B. 1.5 und 1.49 oder 0.14 und 0.139.

7.4. Vollstandigkeit

7.4.1 Bemerkungen: e Die nach der Konstruktion des vorigen Abschnitts entstehende
Menge R besteht aus Grenzwerten von approximierenden Folgen in Q.

o Wir werden diesen Prozess spater noch einmal in einem allgemeineren Rahmen (Stich-
worte: Konvergenz von Folgen, Vervollstandigung metrischer Raume, Stetigkeit) be-
trachten.

o Aus dieser spateren Betrachtung wird auch hervorgehen, dass die so konstruierte Menge
unabhangig von der Basis ¢ ist, und dass R alle moglichen Grenzwerte enthalt.

e R hat daher keine , Locher” mehr. Man sagt, R ist vollstandig.

e Man kann Addition und Multiplikation von Q auf R fortsetzen. Die Idee dabei ist, dass
man das Ergebnis a + b oder a - b beliebig genau approximieren kann, indem man a
und b approximiert.

e In dhnlicher Weise kann man die Ordnungsoperation < (und die davon abgeleiteten
Operationen <, >, =) von Q auf R fortsetzen.

o Die Vollstandigkeit von R fiihrt dazu, dass viele wichtige Funktionen wie x — +/|z|,
x +— sin(z), x — €® Sinn machen (was mit Q nicht mdglich ist!).
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e Jedes q € Q entspricht einer unendlichen g-adischen Darstellung, die ab einer bestimm-
ten Stelle periodisch wird. Dies schlieBt abbrechende Darstellungen wie 1.5 = 1.50 als
Spezialfall ein.

7.5. Ordnungsrelationen

7.5.1 Definition: e < sei eine transitive Relation auf M, d.h. es gilt
— Transitivitat: Vo, y,ze M : ((z<y) A (y<2)) = (z < 2).

e < heiBt Halbordnung, wenn zusatzlich gilt
— Antisymmetrie: Vo, y e M : (x <y) A (y <zx) = x =y.
sowie eine der beiden sich gegenseitig ausschlieBenden Eigenschaften:
— Reflexivitat: Ve e M : x < x.
— Irreflexivitat: Yo e M : —(z < z).
Im ersten Fall bezeichnet man < als reflexive Halbordnung, im zweiten als irreflexive
Halbordnung.
o < heiBt (reflexive oder irreflexive) Ordnung, falls gilt:
— < definiert entweder eine reflexive oder eine irreflexive Halbordnung.
— Totalitat: Ve, ye M : (x <y) v (y<x) v (x = y).
7.5.2 Aufgabe: Machen Sie sich die obigen Bedingungen fiir eine Relation (z.B. <, <
oder <) auf einer drei- oder vier-elementigen Menge M klar. Kennzeichnen Sie dazu in
einer zweidimensionalen Tabelle durch 0 und 1, zwischen welchen Elementen von M die

Relation gilt und zwischen welchen nicht. Was bedeuten dann die obigen Bedingungen fiir
die Verteilung von 0 und 1 in einer solchen Tabelle?

7.5.3 Bemerkungen: e Gerne kennzeichnet man Reflexivitat durch einen an ein Gleich-
heitszeichen erinnernden Unterstrich, wie etwa bei < oder >. Wir werden daher im
Folgenden auch <0 bzw. > schreiben, wenn es reflexive Relationen sind.

e Zu jeder irreflexiven Ordnung <1 auf einer Menge M gehort genau eine reflexive Ord-
nung definiert durch
m<n:<= (m<n)v (m=n).

o Umgekehrt definiert jede reflexive Ordnung < auf M eine zugehorige irreflexive Ord-
nung < mittels
m<n:<= (m<In)A—(m=nmn).
7.5.4 Schreibweise: Ausgehend von < und < kann man ,,umgedrehte” Ordnungsrelationen

> und > definieren durch:
mbPn:<= ndm

sowie
mpbn:< n<m.
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Beispiele
o Sei M = {alle Menschen}. Dann konnte man definieren:
my I my : <= my ist kleiner oder gleich groB wie m..

Diese Relation ist transitiv und reflexiv, aber keine Halbordnung, weil es verschiedene
Menschen gleicher GroBe gibt.

o Die Teilmengenrelation < ist eine reflexive Halbordnung auf P(R). Es ist aber keine
Ordnung, weil z.B. fir A =[0,1] und B = Q weder A = B noch B c A gilt.

e Die lexikographische Ordnung deutscher Worter ist eine totale Ordnung.

e Fir M = 7Z definieren wir die irreflexive Ordnung < als
m<n:<= (GkeN:m+k=n).
< ist dann definiert als die zugehorige reflexive Ordnung, d.h.
m<n <= m<nvm=n.

e Fir rationale Zahlen ¢, = ’::—11 und ¢ = ’7’;—22 mit mq, mo € Z und nqy,ny € N definieren

wir
g1 < gz 1 == MNg < MaNy,

Wieder bezeichne < die zugehorige reflexive Ordnung.
e Die Ordnungsrelationen < und < in R kann man durch Vergleich von Dezimaldarstel-
lungen definieren.
7.5.5 Definition: Es sei K ein Korper mit Addition + und Multiplikation -. < sei eine
irreflexive und totale Ordnung, d.h. es gelte

(O1) Va,b,ce K: ausa < bund b < ¢ folgt a < c.

(02) Va,b e K gilt genau eine der drei Beziehungen a < b, a = b, b < a.
(Diese Formulierung beinhaltet Irreflexivitat, Antisymmetrie und Totalitat.)

< ist mit den Korperoperationen +,- vertraglich, wenn gilt:
(03) Va,b,ceK:ausa <bfolgta+c<b+c
(04) Va,b,ce K aus a < bund 0 < ¢ folgt ac < bc

Man nennt die Kombination (K, +, -, <) dann einen geordneten Korper.

Beispiele

e Q und R sind mit den oben definierten Ordnungen geordnete Korper.
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o Auf den endlichen Kérpern Z,, (p Primzahl) gibt es dagegen keine solchen Ordnungen
(warum?).

e Auch die komplexen Zahlen sind kein geordneter Korper im obigen Sinn.

7.5.6 Aufgabe: Es sei (K, +,-, <) ein geordneter Kérper. Man zeige, dass fiir beliebige
x,y,2z € K mit 2 <0 gilt:
r<y = zr=zy.

(Dies ist die bekannte Regel: ,Multiplikation mit negativen Zahlen kehrt die Ordnungsrelation
um.")
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8. Komplexe Zahlen

Inhalt

In diesem Abschnitt werden wir die reelle Zahlengerade R zur komplexen Zahlenebene
C erweitern.

In C hat jede polynomiale Gleichung p(z) = Z arz® = 0 fiir nichtkonstante Polynome
k=0

(mindestens) eine Losung.

C hat im wesentlichen dieselben Eigenschaften wie R: C ist ein Korper und C ist
vollstandig", d.h. es hat keine ,Lécher” (wie etwa Q bei 1/2).

Eine Eigenschaft von R geht verloren: C ist kein geordneter Kérper mehr, d.h. man kann
keine Ordnungsoperationen <, <, >, > mit den im Falle R gewohnten Eigenschaften
definieren.

8.1. Konstruktion

Beobachtung Die Gleichung 22 + 1 = 0 hat keine Lésung z € R.

Beweis Weil R geordneter Korper ist, gilt fir alle 7 e R: 22 = 2 -2 > 0.

Abhilfe Wir nehmen an, dass es ein Element i ¢ R gibt, mit i* = —1.

Beobachtung Mit Zahlen der Form a + bi (a,b € R) kann man wunderbar rechnen:
o Addition: (54 3i)+ (2 —4i)=T7—i

o Multiplikation: (5 + 3i) - (2 — 4i) = 10 + 6i — 20i — 12 =22 — 14i.
~—

e Division:

5+3i  (5+30)(2+4i) —2+26i —2+26i -1 13,

= = = = — + —i

2—4i  (2—4)(2+4i)  4+16 20 ~ 10 10
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8.1.1 Definition: Wir definieren die komplexen Zahlen als
C={a+bi|abeR}

Wenn z = a+0bi, so nennen wir a = fRe(z) den Realteil von z, und b = Jm(z) den Imaginérteil
von z. Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn Real- und Imaginarteil Gberein-
stimmen[| Die reellen Zahlen kann man als die Teilmenge {z = a+bi € C | b = Jm(z) = 0}
auffassen. Die Rechenregeln in C ergeben sich aus denen von R zusammen mit der Beziehung

i = —1 und den Forderungen des Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetzes:
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+(b+d)i
(@+0bi)-(c+di) = (ac—0bd)+ (ad+ be)i
a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd bc—adi
c+di — (c+di)c—di) E+d  A+d?

C ist mit diesen Operationen ein Korper (das neutrale Element der Addition ist 0 + 0i, das
der Multiplikation 1 + 0i).

8.1.2 Bemerkung: Geometrisch lassen sich die komplexen Zahlen als Punkte der komplexen
Ebene bzw. der GauBschen Zahlenebene darstellen, d.h. wir kdnnen C als R? auffassen, wobei
Addition, Multiplikation und Division von Paaren wie folgt definiert sind:

(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d)
(a,b) - (¢,d) := (ac—bd,ad+ bec)
ac + bd bc —ad

(a,b)/(c,d) = (- )

2 427 2 4 d?

Die Addition entspricht dabei offenbar gerade der Vektoraddition im R2.

Die Menge {(x,0) | € R} (,x-Achse") entspricht in dieser Darstellung dann den reellen
Zahlen.

8.1.3 Bemerkung: Das Vorgehen bei Multiplikation und Division ist analog zum Rechnen
mit Zahlen der Form a + by/n. Zum Beispiel:

1+v2 (1++2)(3+2v2)  T+5v2
3-2v2  (3-2v2)(3+2v2)  9-38 =T+5v2

8.2. Konjugation und Absolutbetrag

8.2.1 Definition: Zu z = x + yi bezeichne Z := x — yi die zu z konjugiert komplexe Zahl.
Geometrisch entspricht die Abbildung z — Z einer Spiegelung an der x-Achse.

8.2.2 Eigenschaften: °« Z =2

o NRe(z) = 2= und Tm(z) = 5=

*Dies ist also einfacher als bei Q, wo ja jede Zahl viele Darstellungen als Bruch hat.
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e 2eR < Jm(z) =0 < z=72.

® 21+ 29 =21 + 2.

® 7] 23 = 2 - Z3 und (j—;) = %
Beweis Leichte Rechnungen.
8.2.3 Definition: Zu z = x +yi definieren wir |z| := /22 + y2 > 0. Geometrisch entspricht
dies der Lange des Vektors (;) e R2.

8.2.4 Beispiel: |2 + 3i| = /4 + 9 = /13,
8.2.5 Eigenschaften: 1. |z| = |7

2. |z2P=2-7z,dh. 2| =z Z
3. |z 2| = || - |2

1 3 _
4 -2 2

z 2z |z)?

5. Dreiecksungleichung: |21 + 2zo| < |21] + |22].

Beweis (1),(2),(4) sind klar. (3) folgt aus der Polarkoordinatendarstellung im nachsten
Abschnitt, (5) ist dasselbe wie die Dreiecksungleichung in R2, die wir spater mit Hilfe des
Skalarprodukts beweisen werden.

8.3. Polarkoordinaten
8.3.1 Definition: Jede komplexe Zahl z = x + yi # 0 lasst sich als
z =r(cosp + isiny)

mit 7 € R§ und p € R schreiben.ﬁ] Die Zahlen (7, ) nennt man Polarkoordinaten. r = |z|
nennt man (wie gehabt) den Betrag und ¢ das Argument (manchmal auch die Phase) der
komplexen Zahl z. Die obige Darstellung heiBt Polardarstellung.

Beobachtungen
e Fir z = 0 ist r = 0 zusammen mit beliebigem ¢ eine mogliche Darstellung.

e Fir0# ze Cistr = |z|. Weil cos und sin die Periode 27 haben, ist das Winkelargu-
ment aber nur bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 27 bestimmt.

TDie Zahl cos ¢ + isin ¢ liegt wegen (cos(p))? + (sin(¢))? = 1 auf dem komplexen Einheitskreis und wird
mit dem Faktor r skaliert.
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e Wenn man sich auf einen Winkelbereich wie etwa W = [0,27[, W =] — 7, 7] oder
W = [—m, 7| einschrankt, so wird die Polarkoordinatendarstellung

RY x W — C\{0}, (r,p)— 2z =r(cosp + isingp)

eindeutig.

8.3.2 Aufgabe: Gegeben sei z = x + yi # 0. Berechne zugehérige Polarkoordinaten (r, ).

8.3.3 Losung: Zuerst berechnen wir r = /22 + y?. Um danach den Winkel zu erhalten,
konnen wir beispielsweise wie folgt vorgehen: Es gilt offenbar

_ 7 : _Y
cosp =—, sin(p) ==
r r

Wenn nun arccos := cos™' : [—1,1] — [0,7] (Arcuskosinus) die Umkehrfunktion von
cos : [0,m] — [—1, 1] bezeichnet, so gilt

arccos(¥) y=0
—arccos(%) y <0

Alternativ hatte man auch mit arcsin(¥) oder mit arctan(3) bzw. arctan(£) arbeiten kdnnen
(beides mit geeigneten Fallunterscheidungen nach den Vorzeichen von = und/oder y).

8.3.4 Bezeichnungen: Wenn man Definitionsbereich und Wertebereich der trigonometri-
schen Funktionen sin, cos, tan geeignet einschrankt (so dass sie bijektiv sind), so existieren
die zugehoérigen Umkehrfunktionen.

Meist definiert man diese mit den folgenden Winkelbereichen:

e Arcuskosinus arccos = acos = cos™ ! : [—1,1] — [0, 7] bezeichnet die Umkehrfunktion
von cos : [0, 7] — [—1,1].

e Arcussinus arcsin = asin = sin~! : [~1,1] — [—3, 5] bezeichnet die Umkehrfunktion
des Sinus sin : [—7, 7] — [~1,1].

o Arcustangens arctan = atan = tan™' : R —] — %, Z[ bezeichnet die Umkehrfunktion
T T

des Tangens tan :] — 7, 7[— R.

8.3.1. Multiplikation in Polarkoordinaten

Beobachtung Wenn z; = ri(cos¢; + isingg) und z3 = ro(cos g + isings), so gilt
wegen der Additionstheoreme

2122 = 1179 [(COS @1 COS g — sin py sin o)+
i(cos 1 sin g + sin g cos )|

= rira(cos(o1 + p2) + isin(pr + ¢2))

Die komplexe Multiplikation multipliziert also einfach die Betrage und addiert die Argumente!
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8.3.5 Bemerkung: Analog liefert die Division von z; und 25 in Polarkoordinaten

21 T

= —(cos(p1 — p2) + isin(p1 — ¢2)) .
22 T2

Die Betrage werden also dividiert und die Argumente subtrahiert!

8.3.2. Potenzen
8.3.6 Folgerung: Fiir z = r(cos ¢ + isin ) ergibt sich 2" fir n € N (und sogar n € Z) als

n

2" = r"(cos(np) + isin(ny)) .

Beweis Wiederholtes Anwenden der Multiplikationsregel.

8.3.7 Beispiel: z = (1 + i)?° hat den Betrag |z| = |1 +i|* = (v/2)*° = 2! = 1024 und
das Argument arg(z) = 20 - § = 57 =,, 7. Folglich ist z = —1024.

Frage Welche Zahlen z € C erfiillen 2™ = 1 fir ein festes n € N7
Antwort Fiir eine Losung z = r(cos ¢ + isin ) muss gelten

n

2" = r"(cos(ny) + isin(ng)) =1

Hieraus ersehen wir r = 1 und np = 21k — ¢ = 27?% fir ein k € Z. Wegen der

2m-Periodizitat entsprechen die unendlich vielen Argumente ¢ = 27r§ nur n verschiedenen
Zahlen (;, € C, namlich

2k 2k
kacos(i)%—isin(i), k=0,...,n—1.
n n

Diese nennt man die n-ten Einheitswurzeln.

8.3.8 Beispiel: o 22 =1 besitzt die Lésungen

20=14+0i=1, 2z =cos(m)+isin(r)=—1.

o 23 =1 besitzt die Lésungen

20 = ]-7
2 2 1 3
7 = COS(%) + isin(%) =5t \gh
4 4 1 3
29 = COS(%) + isin(%) =5 \gi.

8.3.9 Aufgabe: Welche komplexen Zahlen erfiillen 22 = 2i?
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8.3.10 Losung: In Polarkoordinatendarstellung muss fiir eine Lésung gelten
r2(cos(2¢) + isin(2yp)) = 2i.
Dies gilt falls r = 4/2 und wenn fiir ein k € Z gilt

2g0=g+27rk: — gpz%—kﬂk.

Dies ergibt fiir k = 0 den Wert ¢; = iw und fir k = 1 den Wert @5 = %ﬂ. Alle anderen Werte
von k liefern keine neuen komplexen Zahlen, weil sie sich um ein ganzzahliges Vielfaches von
27 von ¢y oder ¢, unterscheiden. In Standarddarstellung entsprechen 1 = 7 und s = §
(zusammen mit r = ﬂ) den Zahlen zy =1+iund 2o = —2z = —1—1.

8.4. Die komplexe Exponentialfunktion

8.4.1. Definition
8.4.1 Bemerkung: Es gilt:

2 )
v _ _ T
e’ =exp(r) = 1—|—x+2'+ —l— Z
2 ph 0 2k
cos(x) = 1——+—$...=2(—1)k
2 4! = (2k)!
P - 2+
: _ T
sin(x) T g + =] + . kZO( ) 2k + 1)

Solche unendlichen Summen nennt man Reihen, und man definiert sie genau wie die unend-
lichen g-adischen Entwicklungen als approximierende Folgen.

Beweisskizze Zuerst stellt sich die Frage, ob und was man hier beweisen muss. SchlieB-
lich konnte man die Definitionen exp, sin, cos ja einfach so hinnehmen. .. Allerdings ist es
nicht ganz selbstverstandlich, dass solche unendlichen Summen wohldefinierte Zahlen liefern.
Spater (siehe Potenzreihen) werden wir sehen, warum das in diesen Fallen klappt. AuBerdem
sollte man wenigstens die Beziehung zur geometrischen Bedeutung von Sinus und Kosinus
im Einheitskreis beweisen. Auch dies verschieben wir auf spater, weil wir im Augenblick nicht
einmal den Begriff , Lange eines Kreisbogens" (so waren ja Winkel definiert!) in ausreichender
Genauigkeit zur Verfligung haben.

Beobachtung Man kann die obigen Reihen ohne irgendwelche Schwierigkeiten auch fir
komplexe Werte auswerten, weswegen exp, sin, cos auf natiirliche Weise als Funktionen von
C — C betrachtet werden konnen.

8.4.2 Eigenschaften: o Spater werden wir aus der Reihendarstellung von exp die Be-
ziehung
exp(z + w) = exp(z) exp(w), z,weC

herleiten.
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8.4. Die komplexe Exponentialfunktion

e Aus den obigen Reihendarstellungen sieht man sofort

exp(0) =1, cos(0)=1, sin(0)=0

o sowidl

cos(—z) = cos(z), sin(—z) = —sin(z).

8.4.2. Beziehungen zwischen exp, sin und cos

Beobachtungen

e Wenn man in die Exponentialreihe als Argument das Produkt iz fiir beliebiges z € C
einsetzt, erhalt man
2 3 4
iz __ H _ H VA i i
e =exp(iz) = 1+iz SRR +...

= cosz+isinz.

e Man errechnet dann auch leicht
o e—iz

2i

eiz 4 €_iZ ' eiz
Ccos z = — und sinz =

e Wenn man reelle Zahlen ¢ € R in die obige Formel einsetzt, erhalt man
ip __ . -
er =cosp+iIsme,
was man auch Eulersche Formel nennt.

o Entscheidend ist nun, dass (fir ¢ € R!) sowohl cos(¢) als auch sin(p) reelle Zahlen
sind (auch dies sieht man aus den Potenzreihen). Diese sind dann offenbar gerade
Realteil und Imaginarteil von e¢.

e Wegen der Symmetrieeigenschaften von sin und cos gilt auch

eiv = cos(yp) + isin(yp) = cos(p) — isin(p) = e .
o Fiir o € R liegt z := ¥ auf dem komplexen Einheitskreis, was man z.B. aus
|2 = [e"]* = (cos())* + (sin(p))* = 1
oder (unter Verwendung von ¢**% = ¢%e® und €° = 1) aus
|z =22 =e%eP =P =0 =1

ersehen kann.

fWeil die cos-Reihe nur gerade Potenzen enthalt und die sin-Reihe nur ungerade Potenzen.
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8. Komplexe Zahlen

o Tatsachlich ist /¥ gerade der zum Argument/Winkel ¢ gehérende Punkt auf dem
komplexen Einheitskreis. E]

o Fiir den Spezialfall ¢ = 7 erhalt man

em =1 = ¢"4+1=0.

e Die rechte Gleichung liefert eine interessante Beziehung zwischen den fiinf wichtigsten
Konstanten der Analysis und wird daher manchmal als die schonste Gleichung der
Analysis bezeichnet.

8.4.3 Folgerung: Die Polarkoordinatendarstellung von z € C kann somit sehr kurz und
bequem als _
o = |Z’ . 6larg(z)

geschrieben werden.

8.4.4 Folgerung: Auch bemerken wir, dass man die komplexe Exponentialfunktion mit Hilfe
der reellen Versionen expg, cosg, sing wie folgt berechnen kann:

exp(z + yi) = expg(x)(cosg(y) + ising(y)).

8.4.5 Bemerkung: Wenn man sich die Additionstheoreme nicht merken kann oder will, so
kann man sie sich einfach wie folgt herleiten:

1. Fir beliebige , § € R gilt: e@F8) = efatif — cio. oif,
2. Ausnutzen der Eulerschen Formel und Ausmultiplizieren ergibt daher

COS<a + 5 lSin(a + B) = ei(a+5) _ elae:,B

)+
= (cos(a) + isin(a)) - (cos(B) + isin(53))
= (cos(a)cos(f) — sin(«) sin(f))
+i(sin(a) cos(B) + cos(a) sin(f)) .

3. Der Vergleich der Real- und Imaginarteile beider Seiten liefert offenbar gerade die
Additionstheoreme.

8.4.3. Der komplexe Logarithmus

Beobachtungen

o Die komplexe Exponentialfunktion bildet ein z = = 4+ yi € C auf den Punkt w =
e” T = eV € C ab, welcher den Betrag |w| = ¢” und (bis auf Vielfache von 27) das
Argument arg(w) = y hat.

SEin wirklicher Beweis dieser Aussage kann erst spater erfolgen, wenn wir die Lange von Kurven berechnen
koénnen.
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8.5. Polynome

e Das Bild dieser Abbildung ist C\{0}.

o Weil die Abbildung 27-periodisch in der (imaginaren) y-Richtung ist, hat jeder Punkt
in C\{0} unendlich viele Urbilder.

e Wenn man den Definitionsbereich der Exponentialfunktion geeeignet einschrankt, z.B.
exp:{zeC:0<y<2r}— C\{0}
so ist sie bijektiv, und es existiert die Umkehrfunktion
log: C\{0} - {zeC:0<y<2n}, z—ln|z|+iarg(z).
Fiir diese gilt dann €°5*) = 2 fiir alle z € C\{0}.
8.4.6 Bezeichnung: log ist also die Umkehrfunktion der (komplexen) Exponentialfunktion

exp. In : Rt — R bezeichnet die ,Einschrankung” von log auf die positive reelle Achse.
Logarithmen zu anderen Basen a bezeichnen wir mit log, .

8.5. Polynome

8.5.1. Definition

8.5.1 Definition: Ein komplexes Polynom n-ten Grades ist eine Funktion
n
p:C—>C, z—ayt+az+...+a,2" = Zakzk
k=0

mit Koeffizienten a; € C und a,, # 0. Den Grad n bezeichnen wir mit grad(p). Das Nullpo-
lynom p(z) = 0 bezeichnen wir wieder mit 0 und setzen dafiir formal grad(0) = —oo (mit
der Konvention —co < k fiir alle k € Z).

8.5.2. Polynomdivision

8.5.2 Definition: (Polynomdivision) Es seien p = p(x) und g = g(x) reelle oder komplexe
Polynome und es sei g(x) # 0. Dann gibt es Polynome s und r mit grad(r) < grad(q), so
dass

p(@) = q(2)s(z) + ().

Wir sagen ,,q teilt p" (¢|p), wenn in dieser Gleichung r das Nullpolynom ist.

8.5.3 Beispiel: Dividiere das Polynom p(x) = 2* + = + 1 durch ¢(z) = z — i
Prr+l=(x—i(z+Q+0Q)+i

8.5.4 Bemerkung: Bei Polynomen hoheren Grades kann die Polynomdivision sehr aufwendig
sein und wird daher nur selten mit der Hand ausgefiihrt.
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8. Komplexe Zahlen

8.5.5 Bemerkung: Analog zum Euklidischen Algorithmus (EA) fiir natiirliche Zahlen gibt es
auch eine Version des EA fiir Polynome, mit der man einen groBten gemeinsamen Teiler fir
zwei Polynome p und ¢ berechnet, die nicht beide O sind: dies ist ein Polynom d maximalen
Grades mit d|p und d|q.

Man beachte: Das Polynom d ist offenbar nur bis auf einen Faktor @ € C bestimmt. Man
kann es eindeutig machen, wenn man fordert, dass sein fiihrender Koeffizient 1 ist.

8.5.6 Beispiel: Seien p(z) = 22+ + 1 und ¢(x) = x — i wie oben. Den ersten Schritt des
EA hatten wir bereits durchgefiihrt:

rrtl=(@-—ie+Q+i))+_ i .
— ~——
p q To
Der nachste Schritt liefert bereits

x—i =_1i (—iz—1)+0.
o ——
q "o

Folglich ist der groBte gemeinsame Teiler d(x) = i oder ein beliebiges komplexes Vielfaches
davon, z.B. d(z) = 1. p und ¢ sind daher teilerfremd: auBer komplexen Zahlen haben sie
keine gemeinsamen Teiler.

8.5.3. Nullstellen

8.5.7 Definition: ( € C heiBt Nullstelle des Polynoms p(z), wenn p(¢) = 0.

8.5.8 Satz: (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom mit Grad n > 1 hat (wenigstens)
eine Nullstelle ¢ € C.

Beweisskizze Das folgende wird im Analysisteil bzw. in den Ubungen genauer ausgefiihrt:

o Fiir groBe |z| wird auch |p(z)| groB. Weil C vollstandig ist (keine Locher hat) und
das Polynom p stetig ist, muss p dann an einem Punkt z, in C ein Betragsminimum

annehmen, d.h.
2, €eC: VzeC: |p(z)| < |p(2)].

o Wenn |p(z,)| > 0 und damit by := p(zx) # 0 ware, so erhalt man durch sukzessive
Polynomdivision (Entwicklung um z,) firr irgendein 1 < k < n die Darstellung

p(2) =bo + bz — z)" + ... + bz — 2,)"
mit bk # 0.

e Die Wahl z = z, +€4’f/—2—2 (hier kann man eine beliebige der k-ten Wurzeln nehmen)

mit kleinem 0 < € € R fuhrt dann aber zu

[p(2)] ~ (1= ")[bo| < [bo| = [p(2s)],

was ein Widerspruch zur Definition von z, ist.
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8.5. Polynome
8.5.9 Folgerung: Jedes Polynom p mit n := grad(p) = 0 kann man schreiben als

(z=C), a€C, G,...,¢, eC.

1

=
k

n

BEACHTE: Fir n = 0 ist das Produkt leer und damit nach Definition gleich 1. AuBerdem
miissen die (; nicht alle verschieden sein.

Beweis Dies kann per Induktion bewiesen werden:
e Fir n = 0 ist die Behauptung richtig.
e Fir n > 1 hat p(z) nach dem Fundamentalsatz eine Nullstelle ¢, € C.
e Die Polynomdivision liefert nun
p(z) = p(2)(z = Ga) + 4(2)
mit grad(q) < grad(z — (,) =1
o Daher muss ¢(z) = ¢ sein mit ¢ € C, und wegen p(¢,,) = 0 folgt ¢ = 0.
o Also ist p(z) = p(z)(z — (,), wobei natirlich grad(p) = n — 1.

o Nach Induktionsvoraussetzung gilt 5(2) = o[ [}—;(z — (), woraus die Behauptung
folgt.

8.5.10 Bemerkungen: e In C kann also jede polynomiale Gleichung p(z) = 0 geldst
werden — obwohl wir anfangs nur die Losbarkeit der speziellen quadratischen Gleichung

Z+1=0
gefordert hatten!

e Wenn man mit Systemen wie Maple oder Matlab die Lésungen polynomialer Gleichun-
gen vom Polynomgrad n > 2 ausrechnet, muss man mit komplexen Lésungen rechnen,
selbst wenn alle Koeffizienten reell sind.

8.5.4. Explizite Nullstellenformeln
8.5.11 Satz: Es gilt:

e Wenn p(z) = ¢ € C konstant ist, so hat p(z) fiir ¢ # 0 keine und fiir ¢ = 0 unendlich
viele Nullstellen.

o Wenn p(z) = bz + c linear ist mit b # 0, so hat p die Nullstelle z = —£.
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8. Komplexe Zahlen

e Wenn p(z) = az® + bz + ¢ ein quadratisches Polynom ist, so berechnen sich die
Nullstellen gemaB der ,,Mitternachtsformel*

—b+ /b2 — dac
2a ’

212 =

wobei ++/w fiir w € C stehen soll fiir ,beide Quadratwurzeln von w".
o Fir kubische Polynome (d.h. grad(p) = 3) gibt es die sogenannten Cardano-Formeln.

e Auch fiir quartische Polynome (d.h. grad(p) = 4) gibt es (noch kompliziertere) Lésungs-
ausdriicke.

o Fiir Polynome hoheren Grades gibt es im allgemeinen keine expliziten Formeln, welche
die Nullstellen als irgendwelche Wurzelausdriicke darstellen. Nullstellen solcher Polyno-
me mussen daher meist numerisch berechnet werden.

Beweis Die ersten zwei Behauptungen sind klar. Die Mitternachtsformel folgt einfach mittels
quadratischer Erganzung:

az? +bz+c=0

b c
= 22+-2+-=0

a a
— 240 +62 b2+c 0
2t — = — 4+ — =
a 4a2 44?2 a
+b 22— 4ac
— z R - -
2a 4a?
+vb% — 4ac
— 4+ —="—
2a 2a

Die weiteren Aussagen findet man in Biichern der Algebra.

8.5.5. Reelle Polynome

8.5.12 Bemerkung: Wenn p(z) = Y,,_,arz" nur Koeffizienten aj, € R hat, so gilt der
Fundamentalsatz natirlich immer noch. Man kann aber noch mehr aussagen:

e Wenn ¢ € C Nullstelle von p ist, so ist auch ¢ Nullstelle von p.

o Jedes reelle Polynom p besitzt die Darstellung

l

p(z) = al_[(z — X\e) ﬁ(22 + bz + cx) -

k=

Hierbei sind alle auftretenden Konstanten o, \x, by, ¢, reell. AuBerdem gilt b7 —4c;, < 0
firk=1,...,m.
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8.6. Anwendungen

e Wenn grad(p) ungerade ist, so besitzt p mindestens eine reelle Nullstelle.

Beweis

e Esgilt

e Wenn ¢ € C eine Nullstelle ist, so kann man im Fall ( € R den linearen Faktor z — (
und im Fall ¢ € C\R den quadratischen Faktor

(2= Q)(z = () = 2° = 20%e(Q)= + ¢/
mittels Polynomdivision abspalten. Per Induktion folgt dann die Behauptung.

o Dies folgt sofort aus dem vorigen, weil grad(p) = 2m + [ nur fiir [ # 0 ungerade sein
kann.

8.6. Anwendungen

8.6.1. Federpendel

8.6.1 Modell: Wir betrachten ein Federpendel mit Masse m, Federkonstante D und Rei-
bungskoeffizient 5. Die Auslenkung = : R — R ist eine Funktion der Zeit und ergibt sich als
Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

mi(t) + fa(t) + Dx(t) = 0.
Hierbei stehen die Punkte fiir Ableitungen nach der Zeit ¢, d.h. z = Z—f und £ = fl%”.
8.6.2 Definition: Eine gewohnliche Differentialgleichung fiir eine Funktion z : R — R liefert

fir jeden Punkt ¢ € R eine Beziehung, die die erste oder hohere Ableitungen von z(t) enthalt.
Die Bedeutung der Variablen ¢ ist dabei in den meisten Anwendungsfallen die Zeit.

8.6.3 Bemerkung: Gleichungen wie die obige treten in sehr vielen Situationen auf. lhre
Losungen sind gedampfte Schwingungen. Eine Anwendung in der Wirtschaft ware etwa die
Modellierung der Beziehung von Angebot und Nachfrage, eine Anwendung in der Elektro-
technik die Modellierung von Wechselstromkreisen.

8.6.4 Losung: Zur Lésung machen wir den Ansatz z(t) = e* mit A € C! Wenn man dies
einsetzt, erhalt man

mA%eM + BreM + DeM = 0

Weil e* = 0 fir alle t € R kdnnen wir dadurch teilen und erhalten

mA: +B\+D =0
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8. Komplexe Zahlen

woraus wir
—B + /5% —4mD

2m

A =

erhalten. Weil die obige Differentialgleichung ,linear" ist, ergibt sich die (allgemeine) Lésung
der Differentialgleichung zu

A1t

z(t) = creM 4 cpet

c1,co € C werden nun normalerweise so bestimmt, dass gegebene Anfangsbedingungen fir
die Auslenkung x(0) und Geschwindigkeit @(0) erfillt sind. Wir sehen auch, dass A, A\, fiir
kleine Reibung (32 < 4mD) komplex sind und fiir groBe Reibung reell.

8.6.5 Bemerkung: Die Losung z(t) kann fiir A;, Ay € C\R scheinbar komplexwertig sein.
Wenn aber die Konstanten ¢; und ¢, fiir reelle Anfangsbedingungen richtig berechnet wurden,
so muss sie reellwertig sein! Dies ist méglich, weil allgemein gilt e* = €7 (warum?), und daher
auch wegen X\, = \; gilt e*2* = eMt. Somit kann eine geeignete , Linearkombination* beider
Funktionen Realteil und Imaginarteil liefern, was beides reelle Funktionen sind.

8.6.2. LR-Wechselstromkreis

Eine Wechselspannungsquelle gibt in einem Stromkreis die Spannung U(t) = Uy cos(wt)
vor, in Reihe geschaltet sind noch der Widerstand R und eine Induktivitat L:

R

U(t) L

%

1(t)

Aufgrund der Beziehungen
Ur(t) = RI(t), Una(t) = —LI(t), U(t)+ Una(t) = Ug(t)
ergibt sich eine Differentialgleichung fiir die Stromstéarke I(t):

LI(t)+ RI(t) =U(t) = Uycos(wt) .

Zwar kann man diese Differentialgleichung auch nur unter Verwendung reeller Funk-
tionen losen, viel bequemer ist es aber, wenn man komplex rechnet. Dazu betrachten
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wir U(t) als Realteil der komplexen Funktion U*(t) = Upe®* und I(t) als Realteil einer
komplexen Funktion 7*(t) = [fe™! mit I¥ € C. Wenn die obige Differentialgleichung
dann fur U*(t) und I*(¢) gelten soll, so erhalten wir durch Einsetzen

LI§iwe™" + RIfe™" = Upe™",

was wegen e™! = () impliziert

Uo Uo
I =——— ='— mit R* = R+ LwieC.
O "R+ Lwi R “
Die Groie R* (die oft mit Z bezeichnet wird) nennt man Wechselstromwiderstand oder
Impedanz. Sie kann in Polarkoordinaten als R* = |R*|e™ mit a € [0, %] geschrieben
werden. |R*| = +/R?+ L?w? nennt man hier Scheinwiderstand und « die Phasenver-
schiebung. Damit gilt dann
U, . .
T*(t) = e—zaezwt =T ez(wt—a) )
= :

Der physikalisch messbare Strom I(t) ist der Realteil dieser Grofe, also I(t) = Iy cos(wt—
«). Wir sehen, dass I(t) gegentiber der angelegten Spannung U (t) verzogert ist.

8.7. Noch mehr Zahlen?

Frage Lasst sich die komplexe Zahlenebene C zu einem noch umfassenderen Korper erwei-
tern?

Antwort Nein, bzw. man muss dann erhebliche Einschrankungen in Kauf nehmen. So ist
die Multiplikation bei den 4-dimensionalen Quaternionen nicht mehr kommutativ und fir die
8-dimensionalen Oktaven (auch Oktonionen oder Cayleyzahlen genannt) nicht einmal mehr
assoziativ|7 Diese Zahlenmengen sind daher nur in Spezialfallen niitzlich.

YIm vorstehenden Absatz ist die Dimension der Zahlenmengen als Vektorraum iiber R gemeint, was spater
genauer definiert wird.
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9. Unendlichkeit

Zitat (Antoine de Saint-Exupéry)

Wenn Du ein Schiff bauen willst, so beginne nicht damit, Holz zu beschaffen,
Werkzeuge vorzubereiten und Aufgaben zu verteilen, sondern lehre die Menschen
die Sehnsucht nach dem weiten endlosen Meer.

9.1. Hilberts Hotel

Beobachtung

e Unendliche Mengen wie N, Q, R sind wichtig, um reale Phanomene in einfacher Weise
beschreiben zu kénnen [l

e Andererseits haben unendliche Mengen Eigenschaften, die in der realen Welt nicht
auftreten und der Intuition widersprechen.

9.1.1 Beispiel: (Hilberts Hotel) Angenommen wir haben ein Hotel mit unendlich vielen
Zimmern, nummeriert als 1,2, .. .. Jedes Zimmer ist belegt: Zimmer ¢ durch Gast G;.

1. Ein neuer Gast G kommt an. Der Wirt bringt ihn unter, indem er jedem Gast G; sagt,
er solle in das Zimmer ¢ + 1 wechseln. Nach diesem Wechsel kann G in Zimmer 1
untergebracht werden.

2. Analog kann man auch n neue Gaste unterbringen.

3. Unendlich viele neue Gaste G}, GG, . . . kommen an. Der Wirt bringt sie alle unter, indem
er jedem alten Gast (G; sagt, er solle in Zimmer 27 wechseln. Nach diesen Wechseln
sind alle Zimmer mit ungeraden Zimmernummern 1,3,5, ... frei und die neuen Gaste
kénnnen dort untergebracht werden (Gast G in Zimmer 2i — 1).

*Was sind denn die Alternativen? Eine willkiirliche Obergrenze von N7 Eine maximale Feinheit von Q7 Diese
Varianten findet man tatsachlich in sogenannten Maschinenzahlen, deren Verhalten deutlich komplizierter
ist als das von N oder Q und der realen Welt auch nicht entspricht.
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9. Unendlichkeit

9.2. Machtigkeit

Frage Wann hat eine Menge A mehr, weniger oder gleichviel Elemente wie eine Menge B?
Wie ist das insbesondere fiir unendlich groBe Mengen wie N, Q oder R?

Antwort Eine mogliche Antwort ware die Verwendung der Teilmengenrelation: Wenn A ¢ B
gilt, so hat A weniger Elemente als B, wenn B < A, so hat A mehr Elemente als B. Wenn
beides gilt, so ist A = B und sie haben gleich viele Elemente. Wenn keins von beiden gilt,
so sind A und B nicht vergleichbar.

Aber Diese Antwort ist nicht sehr nitzlich, weil wir dann nicht einmal sagen konnen, dass
{1,2,3} gleich viel Elemente hat wie {Tasse, Teller, Stuhl}.

9.2.1 Definition: e Eine Menge A heiBt gleich machtig wie B, wenn es eine Bijektion
A — B gibt. Wir schreiben dafir A ~ B.

A heiBt weniger oder gleich machtig als B, wenn es eine Injektion A — B gibt. Dafiir
schreiben wir A < B.

A heiBt weniger machtig als B, wenn (A < B) A —=(A ~ B). Dafir schreiben wir
A< B.

Wenn A ~ {1,...,n} so ist A eine endliche Menge mit |A| = n.
e Wenn A ~ N, so nennen wir A abzahlbar unendlich.

e Wenn N < A, so nennen wir A iberabzahlbar.

9.2.2 Satz: Wenn A # (J, so ist die Existenz einer Injektion f : A — B aquivalent zur
Existenz einer Surjektion g : B — A.

Beweis

e Wenn f: A — B injektiv ist, so ist f : A — Bild(A) eine Bijektion, und

g:B—A, b {(f\Bﬂd(A))_l(b) b € Bild(A)

Qg sonst

mit beliebigem a, € A ist surjektiv.

e Wenn umgekehrt g : B — A surjektiv ist, so nimmt die Abbildung
f:A=P(B), a—g'({a})
nie den Wert ¥ an.

e In dieser Situation kann man dann das sogenannte Auswahlaxiom (Axiom of Choice,
AC) anwenden:
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9.3. Die Machtigkeit der Zahlenmengen

A, B seien Mengen und f sei eine mengenwertige Funktion f : A —
P(B)\{}. Dann gibt es eine Funktion f : A — B mit Va e A : f(a) €
f(a), d.h. f wahlt zu jedem a ein Element aus der Menge f(a) aus.

e Dadurch erhalt man ein f : A — B, welches injektiv sein muss, weil fiir alle a € A die
Beziehung g(f(a)) = a gilt.

9.2.3 Satz: (A<BAB=<A)=A~B.
Beweis Siehe z.B. Friedrichsdorf/Prestel ,,Mengenlehre fiir den Mathematiker".

9.3. Die Machtigkeit der Zahlenmengen
9.3.1 Satz: N ist offenbar abzahlbar. AuBerdem gilt:
e Ny ~ N. Eine mogliche Bijektion ist k — k + 1.
o 7Z ~ N. Eine Bijektion erhalt man als die Folge (0,1, —-1,2,—-2,3,-3,...).

e 7 x 7 ~ N. Eine Bijektion N — 7Z x Z erhalt man beispielsweise, indem man vom
Punkt (0,0) ausgehend spiralférmig nach auBen zahlt.

e Q ~ N. Hier zahlt man Briiche ™ mit (m,n) € Z x N ahnlich wie im vorigen Beispiel
durch, wobei man aber die Punkte mit ggT(m,n) # 1 auslasst.

9.3.2 Satz: R ist iberabzahlbar, d.h. es gibt viel mehr Zahlen in R\Q als in Q selbst.

Beweis (Cantorsches Diagonalverfahren) Wir nehmen an, wir hatten eine Aufzdhlung N —
R, k — x5 € R samtlicher reeller Zahlen in Form ihrer Dezimaldarstellungen gegeben. Dann
definieren wir die Dezimaldarstellung einer neuen reellen Zahl x = 0.ajasas - - - wie folgt

2 wenn die k-te Nachkommastelle von z; gleich 1 ist
Q. =
1 sonst

Diese Zahl ist offenbar nicht in der Liste, weil sie sich von jedem z; an irgendeiner Nach-
kommastelle unterscheidet.

9.4. Kontinuumshypothese
9.4.1 Hypothese: (Cantor 1878, Hilbert 1900) Es gibt keine Menge M mit
N<M<R.

9.4.2 Satz: Es gilt R ~ P(N).

Beweisidee
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9. Unendlichkeit

e Einfach sieht man R ~]0, 1| (eine mdgliche Bijektion ist zum Beispiel f(z) = %(1 +
—£)) und 10, 1[~ [0, 1] (Hilberts Hotel).

o Jede Teilmenge A — N definiert genau eine reelle Zahl z € [0, 1], wenn man A als die
Nachkommastellen ansieht, bei denen die Dualdarstellung von z eine Eins hat. Diese
Abbildung ist surjektiv, und abgesehen von den abzahlbar vielen Doppeldeutigkeiten
der Dualdarstellung auch injektiv. Diese Doppeldeutigkeiten kann man wieder analog
zu Hilberts Hotel unterbringen.

Erinnerung Es gilt immer M < P(M).

Beweis Siehe Ubungsaufgabe. Wenn wir ein beliebiges f : M — P(M) haben, so ist die

Teilmenge
A={zeM:z¢ f(x))c M

wohldefiniert. A kann aber nie als Bild f(&) eines £ € M auftreten, da die Annahmen £ € A
und & ¢ A beide zu einem Widerspruch fiihren. Somit ist f nicht surjektiv. Die Existenz einer
injektiven Abbildung ist dagegen klar (m — {m}).

Beobachtung
o Fir X ={zy,...,2,} mit n > 1 ist die Aussage
IM X < M < P(X)
wahr, weil | X| =n und |P(X)| = 2".

o Die Kontinuumshypothese vermutet also, dass dies fiir die unendliche Menge X = N
nicht mehr gilt!

Antwort (Godel 1938, Cohen 1960) Die Kontinuumshypothese lasst sich im Rahmen der
,Ublichen Mathematik" weder beweisen noch widerlegen! Stattdessen kann die Existenz (oder
auch Nichtexistenz) solcher Mengen als neues Axiom angenommen werden.

9.4.3 Bemerkungen: o Kurt Godel hat 1931 gezeigt (Unvollstandigkeitssatz), dass sol-
che Aussagen in jedem widerspruchsfreien und hinreichend ausdrucksfahigen Formalis-
mus auftreten.

e Im Bereich der theoretischen Informatik gibt es verwandte Satze:

— Es gibt keine auf beliebige Programme anwendbare Methode, um zu entscheiden,
ob das Programm terminiert (Halteproblem).

— Es gibt keine auf beliebige Programme anwendbare Methode, um deren Korrekt-
heit festzustellen.
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Lineare Algebra
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Einflihrung

e Die lineare Algebra ist die Theorie der linearen Raume und der linearen Abbildun-
gen.

e Lineare Raume, auch Vektorrdume genannt, beschreiben Objekte der realen Welt

nur approzimativ. (Beispiel: Ebene als Approximation eines Stiicks der gekrimm-
ten Erdoberflache.)

e Ebenso sind lineare Abbildungen zwischen solchen Vektorraumen meist Approxi-
mationen von allgemeineren nichtlinearen Abbildungen.

e Obwohl die Anwendungen fast immer auf nichtlineare Probleme fithren, ist die
lineare Theorie von grofler Wichtigkeit, weil
1. man lineare Probleme mit Hilfe der Grundrechenarten exakt l6sen kannﬂ

2. jedes gutartige nichtlineare Problem [okal durch lineare Probleme approxi-
miert werden kann (Differenzierbarkeit), und

3. die Losung linearer Probleme oft fiir die Losung eines nichtlinearen Ausgangs-
problems notwendig ist (Newton-Verfahren).

flm Gegensatz dazu ist fiir die meisten nichtlinearen Probleme eine exakte Lésung nicht méglich! Bereits
die Lésung « = /2 der nichtlinearen Gleichung 2 = 2 ist ja eine unendlich lange und nicht-periodische
reelle Zahl, welche durch Approximation Gberhaupt erst definiert wird!
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10. Vektorraume und lineare
Abbildungen

10.1. Vektorraume

Erinnerung Wir hatten den R" als Menge von n-Tupeln definiert. Normalerweise werden
solche n-Tupel in der Form (z1,...,x,) geschrieben. Weil der ,euklidische Raum" R" so
wichtig ist, verwendet man fiir seine Elemente eine besondere Darstellung, namlich

X1

Tn

Ein solches x € R™ nennt man einen Vektor, und die x; nennt man die Komponenten des
Vektors.

Beobachtung Elemente des R” kann man addieren und skalieren, z.B. im R?:
1 N -2\ (-1 5. 1\ (2
2 2 ) \4 )" 2) \4) -

Andere nitzliche Operationen, die wieder ein R"-Ergebnis liefern, sind hingegen nicht sicht-
bar.

10.1.1 Definition: Ein Vektorraum V iiber einem Kérper K (z.B. Q, R, C) ist eine Menge,
fur die folgende Operationen definiert sind:

1. Vektoraddition: Es gibt eine Operation
+:VxV >V, (vw)—v+w,

sodass (V, +) eine kommutative (Abelsche) Gruppe ist. Das neutrale Element 0y heiBt
Nullvektor.

2. Multiplikation mit Skalaren (Skalierung): Es gibt eine Operation
S Kx V-V, (qv)—a-v[=w],

sodass fir alle v,w e V und «, 8 € K gilt{]

*Im wesentlichen bedeutet das Folgende, dass man mit + und - so rechnen kann wie von R her gewohnt,
sofern die Ausdriicke Sinn machen. (Keinen Sinn macht z.B. der Ausdruck v - w fiir Vektoren v, w € V)
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10. Vektorrdume und lineare Abbildungen

)a-(v+w)=a-v+a-w
) (a+8) v=a-v+F-v
c) a-(f-v)=(af)-v
) 1

KUV =W.
e) OK"U:OV.

BEMERKUNG: Die letzte Eigenschaft folgt bereits aus denen davor: Wegen
v=1g-v=0g+1g) - v=0-v+1lg-v=0-v+v
sieht man, dass Ok - v das neutrale Element Oy der Addition in V ist.

10.1.2 Bezeichnung: Die Elemente eines Vektorraums nennt man Vektoren, die des zuge-
horigen Korpers KK nennt man Skalare.

10.1.3 Bezeichnungen: e Vektornotation:

— In manchen Biichern werden Vektoren generell fett gedruckt, unterstrichen oder
mit einem Pfeil gekennzeichnet: v, v, v.

— Wir werden das nicht oder nur sehr selten tun, weil sich erstens die Bedeutung
normalerweise leicht aus dem Zusammenhang ergibt, und wir zweitens eine ab-
straktere Sicht eines Vektorraums férdern wollen.

— Nur die Pfeilnotation ¥ werden wir hin und wieder fiir den Spezialfall von Vektoren
des R™ verwenden.

e Den Nullvektor bezeichnen wir im Folgenden meist mit 0 anstatt Oy, .
o Skalare bezeichnen wir meist mit griechischen Buchstaben o, 3, - - -

e Auch den Punkt fir die Skalierung lasst man oft weg: av = a - v.

Beispiele Vektorraume iiber R sind:
e Die Euklidischen Vektorraume R™ fiirn > 1
e R selbst

e Der Polynomraum

PN = {p(z) = Zakxk |ap e R, n < N}
k=0
(alle Polynome mit reellen Koeffizienten und Grad n < N).

e Alle Polynome p(z) von beliebigem Grad,
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10.1. Vektorrdume

e Fir jede Menge M ist die Menge
Fkt(M,R) := {f | f ist Funktion M — R}

aller reellwertigen Funktionen ein Vektorraum, wenn man Addition und Skalierung von
Funktionen wie folgt definiert:

(f+9):M—->R, z— f(x)+g(z),

A-f):M->R, x>\ f(z).
BEMERKUNG: Analog kann man dies fiir die Menge Fkt(M, V') der Abbildungen einer
Menge M in einen Vektorraum V durchfiihren.
BEMERKUNG: Auf Fkt(M, R) kann man (analog zur Addition) auch eine Multiplika-
tion zwischen zwei Funktionen (=Vektoren in Fkt(M,R)) definieren (wie?).

Weiter gilt

Q™ ist ein Vektorraum iiber Q

C™ ist ein Vektorraum tUber C

e R ist ein Vektorraum uber R

R ist auch ein Vektorraum iiber Q (dieser hat allerdings eine sehr unschéne Struktur
und ist fir die Praxis irrelevant)

e C ist ein Vektorraum iiber C, R und Q.

Gegenbeispiele Keine Vektorraume sind beispielsweise:
e 7, weil man keinen passenden Korper findet

e Qist kein VR lber R, weil nicht mit allen Elementen aus R skaliert werden kann, ohne
Q zu verlassen

e Polynome vom Grad genau gleich n, weil die Summe von Polynomen n-ten Grades
kleineren Grad als n haben kann

(GEGENBEISPIEL: p(z) = 2? + 1 und ¢q(z) = —2® + 22 + 1)

10.1.4 Bemerkung: Zwar kann man Vektorrdume iiber beliebigen Korpern K betrachten,
der weitaus wichtigste Fall ist aber K = R. Wir werden daher im Folgenden im wesentlichen
nur diesen Fall betrachten und den Zusatz ,iiber R einfach weglassen.

10.1.5 Ubung: Was ist der kleinstmégliche Vektorraum iiber R?

10.1.6 Bemerkung: o Auf manchen Vektorrdumen wie zum Beispiel dem Raum aller
reellwertigen Polynome oder allgemeiner dem Raum aller Funktionen kann man auch
das Produkt zweier Funktionen definieren.
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10. Vektorrdume und lineare Abbildungen
e Man beachte, dass dies eine andere Operation ist als die Skalierung, obwohl bei beiden
ein Punkt als Notation verwendet wird, der auch bei beiden oft weggelassen wird!

» Und obwohl solche Rdume offenbar noch zusatzliche Struktur haben (eine Multiplika-
tion zwischen Vektoren), ist es trotzdem sinnvoll, sie fir Anwendungen, die nur die
Vektoroperationen bendtigen, als einfache Vektorrdume zu betrachten!

10.1.7 Definition: Eine Teilmenge U < V heiBt Untervektorraum (UVR), wenn U den
Nullvektor enthalt und abgeschlossen unter Anwendung von + und - |st d.h.

1. OVeU

2. ul,UQEU :>U1-‘|/-UQEU
3. 0eRuelU = ()\‘-/u)eU

BEMERKUNG: Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung, dass U zusammen mit den ,,Ein-
schrankungen® der Operationen + und o auf U < V' wieder ein Vektorraum ist.
1%

Beispiele

. Uz{xz( )6R2|x1+x2—0} ist ein UVR von R?, weil <8> e U und fir

Punktex—( )eU Yy = (yl)eUund A e R gilt

z=x+4+y = z+z= (@ +y)+ (X2+1y) =
(J:1+l’2)+(y1+y2):0+020
= zeU

sowie

2=t = z1+2= A1)+ (Az2) = AMz1+22) = N0 =0

= zeU.
o Fir z € R" sei |z| := 4/2} + ... + 22. Die Sphare
S li={xeR"||z| =1}
ist dann kein UVR des R", weil sielﬂ:
1. den Nullvektor nicht enthalt,

2. nicht abgeschlossen gegeniiber Skalierungen ist,

3. nicht abgeschlossen gegeniiber der Addition ihrer Elemente ist.

TNatiirlich reicht einer dieser Mingel als Begriindung.
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10.2. Lineare Abbildungen

o Der Polynomraum P¥ (Polynome vom Grad < N) ist ein UVR des VR aller Polynome
P.

o Der Raum U = C°(R,R) aller stetigen Funktionen f : R — R (C steht fiir ,conti-
nuous") ist ein UVR des Vektorraums Fkt(R, R) (alle Funktionen f : R — R).

10.2. Lineare Abbildungen

10.2.1 Definition: Eine Abbildung f : V' — W zwischen Vektorraumen V' und W heiBt
linear, wenn gilt:

1. Vvl,vg eV: f(Ul —‘|/- UQ) = f(’l)1> I—/II_/ f('UQ)

2. VozeR,veV:f(a‘-/v)zaV-Vf(v)

Diese beiden Bedingungen kann man wie folgt zusammenfassen:

e Fir alle v1,v5 € V und alle a, ay € R gilt

: f(Ul) + Qo - f(UQ).

w w w

10.2.2 Bemerkung: o Aus der Skalierungs-Bedingung folgt
fOv) = f(0-v) =0 f(v) = Ow.

Wir sehen also, dass Oy in Oy, abgebildet werden muss.

e Mit vollstandiger Induktion kann man leicht zeigen, dass —wenn f linear ist— auch
fur endliche Linearkombinationen 2?21 U = aqvr + ...+ ), gilt

flavr + .o+ auuy) = arf(vr) + ... 4 anf(vn) -

Beobachtung  Eine lineare Abbildung f : V' — W vertauscht mit den Vektorraum-
operationen + und - (zuerst f und dann V—‘I; ergibt dasselbe wie zuerst J‘; und dann f, ebenso

mit -). Sie ist somit strukturerhaltend (homomorph), man bezeichnet sie daher manchmal
auch als Homomorphismus von Vektorrdumen.

BEMERKUNG: Man kann das auch wieder schematisch in den folgenden kommutativen Dia-
grammen darstellen:

Vxy Y,y RxV VY, vy
fol 11“ idel Jf
W ox W =W, gy Rx W "W,
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10. Vektorrdume und lineare Abbildungen

10.2.3 Bezeichnung: Die Menge aller linearen Abbildungen eines Vektorraums V' in einen
Vektorraum W bezeichnen wir mit Lin(V, W). Sie ist eine Teilmenge von Fkt(V, W) (=alle
Funktionen, die V' auf TV abbilden).

Beispiele Lineare Abbildungen sind:

e f:R — R,z — ax fir eine (xz-unabhangige) Konstante a € R. Tatsichlich haben
sogar alle linearen Abbildungen von R — R diese Gestalt.

e f:R" >R, z+— aix1+...+a,r, wobei a; e R firt = 1,...,n. Wieder beschreibt
dies alle linearen Abbildungen von R" — R.

o Allgemeiner:

X1 alry + ... +  a1pTn
fiR SR, - |- . -
T Am1T1 + ... + GmnTy
fir Zahlen a;; e R, 1 =1,...,m, j=1,...,n.

10.2.4 Bemerkung: Auch hier werden wir sehen, dass jede lineare Abbildung f : R* — R™
als
anlry + ... + a1pTn

fx) =

Am1T1 + ... + QpmpTy
geschrieben werden kann. Somit ist sie durch ein rechteckiges Zahlenschema
air ... Qp
A=
Am1  --- Amn
eindeutig charakterisiert. Ein solches Schema nennt man eine Matrix (Mehrzahl: Matrizen).

AuBerdem definiert man zur Abkiirzung des obigen Ausdrucks fiir f(x) das sogenannte
Matrix-Vektor-Produkt

a1 ... Qip T anlry + ... +  a1pTn
Az = : : = : :
Am1 -+ Gmn T, 11 + ... + QumnTp
und kann dann einfach schreiben f(x) = Az, wobei A die zu f gehérende Matrix ist.

HINWEIS: Machen Sie sich klar, wie dieses Produkt berechnet wird! Es wird bald wieder
auftauchen.

Beispiele (Lineare Abbildungen)

e Drehungen, Spiegelungen, Streckungen, Projektionen, die 0 in sich abbilden, sind li-
neare Abbildungen R? — R
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10.3. Verkettung und Inversion

o Die Abbildung ¢4 : R? > R2, 2+ Ax mit A = (} _11) ist linear.
FRAGE: Was macht sie mit einem gegebenen Vektor x € R??

o Das Integral C°([0,1]) —» R mit f — Sé f(x) dz ist linear.

o Die Ableitung D : C'(R) — C°(R), f +— f ist linear.

Gegenbeispiele Keine linearen Abbildungen sind etwa:
e fR" > R" xz—a-x+bwennaeRund 0 #beR"”

e f:R—-R, x> 22
° f:]R2—>R, (1;1) = T1X9
)

o abs, exp, sin, cos, 1/, ...

10.2.5 Ubung: Warum muss jede lineare Abbildung f : R — R die Gestalt f(z) = az mit
a € R haben?

10.2.6 Ubung: Geben Sie folgende Abbildungen R? — R? explizit an:
1. Drehung um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn (um den Ursprung),
2. Projektion in zo-Richtung auf die x1-Achse,
3. Spiegelung an der Geraden =1 = 5.

Geben Sie auch jeweils die zugehoérigen Matrizen an.

10.3. Verkettung und Inversion

10.3.1 Satz: Es seien U, V, W Vektorraume und es seien f : U — V und g : V — W
lineare Abbildungen. Dann ist auch h := g o f linear.

Beweis Es gilt mit uy,us € U und A e R

h(uy +uz) = g(f(ur +u2)) = g(f(ur) + f(uz)) =
g(f(u1)) + g(f(uz)) = h(ur) + h(us),

sowiemitue U und A e R

h(hu) = g(f(Au)) = g(Af(u) = Ag(f(u)) = Ah(u).
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10. Vektorrdume und lineare Abbildungen

10.3.2 Satz: Seien V und W Vektorraume und sei f : V' — W linear und bijektiv. Dann
ist auch die Umkehrabbildung f=!: W — V linear und bijektiv.

Beweis Seien wq,wy € W. Weil f bijektiv ist, gibt es vy, vy € V mit f(v;) = w;. Wegen
der Linearitat von f folgt f(v; + v2) = f(v1) + f(v2) = wy + we. Durch Anwendung von
f~! folgt hieraus

F7H wy+wa) = fTH(f(vr +v2)) = w1 + v = f7 (w) + f 7 (w2).
Analog zeigt man f~'(A\w) = A f 1 (w).

10.3.3 Bezeichnung: Seien V und W Vektorrdume und sei f : V' — W linear und bijektiv.
Wir haben gesehen, dass dann auch die Umkehrabbildung f=! : W — V linear und bijektiv
ist. Man nennt ein solches f manchmal auch einen linearen Isomorphismus (isomorph=gleiche
Struktur).

10.3.4 Ubung: ¢, : R?> — R? sei eine Spiegelung an der x;-Achse in z5-Richtung, ¢, :
R? — R? eine Rotation um 90° um den Ursprung im Uhrzeigersinn.

1. Geben Sie 1 und ¢, explizit an.
2. Berechnen Sie ¢ 0 ¢s, 201, 7! und ;.

3. Geben Sie fiir jede der oben auftretenden Abbildungen die sie beschreibende Matrix
an.
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11. Endlich-dimensionale lineare
Algebra

11.1. Grundbegriffe

11.1.1. Lineare Abhangigkeit

11.1.1 Bezeichnung: Es sei V' ein Vektorraum vy,...,v, € V und aq,...,a, € R. Dann
bezeichnet man einen Ausdruck

n
Zaivi = oV + ... +oyu,
i=1

als Linearkombination der Vektoren v;.

11.1.2 Definition: Gegeben seien Vektoren vy,...,v, € V. Die Menge aller Linearkombi-
nationen der v;

{fveV | Elal,...,aneR:vzz:aivi} =: Spann(vy, ..., v,)

i=1
ist ein Untervektorraum von V. Man bezeichnet ihn als den von vy, ..., v, aufgespannten
Untervektorraum oder kiirzer, den Spann oder die lineare Hiille der Vektoren vy, ..., v,.
Beispiele
1. Sein=1und v; = 1 € R2. Dann besteht Spann(v;) aus allen Vielfachen von v,
und bildet einen UVR des R2.
1 0
2. Seivy=10]und vy, =|1]. Dannist
0 0
T
Spann(vbvg) = { ) ‘ X1,X9 € R}
0
ein UVR des R3.
1 0 1
3. Auchvy = [0 |,va=|1],v3=|1] spannen denselben UVR auf,
0 0 0
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11. Endlich-dimensionale lineare Algebra

1 1
4. und das gleiche gilt fir vy = | 0], v3 = [ 1 |. Wir haben also
0 0

Spann(vy, vg, v3) = Spann(vy, vy) = Spann(vy, vs) .

11.1.3 Definition: o Die Vektoren vy, ..., v, € V heiBen linear abhangig, wenn es eine
lineare Beziehung
a1+ ...+ a,v, =0

gibt, bei der nicht alle «; verschwinden (eine solche nennt man auch ,nichttrivial®).

o Umgekehrt heiBen vy,... v, linear unabhangig, wenn sie nicht linear abhangig sind.
Aquivalent dazu ist die folgende Bedingung:

Vai,...,a, € R: avi+... v, =0=a1=...=0a,=0.

11.1.4 Ubung: 1. Schreiben Sie auch die Bedingung der linearen Abhangigkeit als logi-
schen Ausdruck.

2. Zeigen Sie durch logische Umformungen, dass lineare Unabhangigkeit die Negation der
linearen Abhangigkeit ist.

u“

3. Eliminieren Sie auch die Punktenotation ,,

1 0
11.1.5 Beispiel: 1. v1 = | 0] und vy = | 1 | sind linear unabhangig, weil
0 0
(651 0
aiv] +avg = |ag =10 = a1 =ay =0.
0 0
1 0 1
2.v1=[0]|,ve=|1],v3=|1]sindlinear abhangig, weil offenbar gilt v; +v,—v3 =
0 0 0
0.
1 1
3. vy = [0 |undwvs = [ 1] sind wiederum linear unabhangig.
0 0

11.1.6 Bemerkung: Eine nichttriviale lineare Beziehung der Form
av1 + ...+ a,v, =0

gibt es genau dann, wenn man einen der Vektoren als Linearkombination

der anderen darstellen kann.
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11.1. Grundbegriffe

Beweisskizze Zum Beweis der Richtung = wahlt man ein k£ mit a; # 0 und teilt die
Linearkombination durch «j. Zum Beweis der Richtung < bringt man einfach v auf die
rechte Seite.

11.1.7 Satz: Seien vy, ..., v, linear unabhangig und v = Z?zl a;v;. Dann ist diese Darstel-
lung eindeutig, d.h. wenn zusatzlich v = " | f;v;, so folgt §; = o fir allei = 1,...,n.
Beweis Aus

n n
Z@ivi =v= ZO@%‘
i=1 i=1

folgt
Z(5i —a;)v; = 0
i=1
und somit wegen der linearen Unabhangigkeit 5; — a; = 0 fir alle: =1,...,n.

11.1.2. Erzeugendensystem und Basis

11.1.8 Definition: (Erzeugendensystem) Der Vektorraum V heiBt endlich erzeugt, wenn es
E = {vy,...,v,} < V gibt mit V = Spann(vy,...,v,). £ heiBt dann Erzeugendensystem
(ES) von V.

11.1.9 Definition: (Basis) Ein Erzeugendensystem &, das aus linear unabhéngigen Vektoren
besteht, heilt Basis.

11.1.10 Folgerung: Die Darstellung von Vektoren beziiglich einer Basis ist eindeutig.
Beispiele

o {1,—1,2} ist ein Erzeugendensystem fir R (als VR iber R betrachtet!); {1}, {—1}
oder {2} waére eine Basis.

o Die Menge {1,z, 1+ x, 22} ist ein ES fiir die Polynome vom Grad < 2. Eine Basis ware
{1,z,2%} (oder auch {1,1 + z,2*} bzw. {x,1 + x,2%}).

(o) () (5 pmaneseeszia(o) (1o (o). (1o (1)

sind allesamt Basen des R2.

11.1.11 Bemerkung: Erzeugendensysteme und Basen sind auch im Alltag allgegenwartig.
So kann man Langen etwa in Metern, Kilometern, Angstrgm, Meilen, Lichtjahren und vielen
anderen Einheiten ausdriicken — je nach Anwendung ist die eine oder andere Einheit prak-
tisch. Wirklich notwendig ware aber nur eine der Einheiten, zum Beispiel Meter, weil man
die anderen daraus ableiten kann.

ZUSATZBEISPIEL: Ein ahnliches Phanomen in zwei Dimensionen ist beispielsweise die Wabhl
von Ausrichtung und MaBstab bei Landkarten.

Es folgen einige wichtige Satze, deren Beweise zwar nicht schwierig, aber etwas technisch
sind, und die wir daher nicht ausfithren werden.
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11. Endlich-dimensionale lineare Algebra

11.1.12 Satz: (Basisexistenzsatz) Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweisskizze Man geht von einem Erzeugendensystem {vy,...,v,} fir V' aus. Wenn es
eine nichttriviale Beziehung >, _, ajv, = 0 gibt, so kann man ein v;, weglassen, bei dem
ay # 0 ist, ohne dass sich der aufgespannte Vektorraum andert. Dies kann man wiederholen,
solange die verbleibenden Vektoren linear abhangig sind. Man behélt letztendlich eine Menge
linear unabhangiger Vektoren zuriick, die V' aufspannen, also eine Basis.

11.1.13 Satz: (Ersetzungssatz) Essei B = {by,...,b,} eine Basisvon V und v = > " | a;b;
mit oy, # 0 fir ein k. Dann ist auch B" = {by,...,bx_1,v,bks1,...,b,} eine Basis von V.

Beweisskizze  Erstens wird V' von B’ aufgespannt, weil man b, offenbar durch v und
alle anderen b; mit ¢ # k darstellen kann. Zweitens besteht B’ aus linear unabhangigen
Vektoren, weil eine nichttriviale Linearkombination fir die Vektoren aus B’ durch Einsetzen
des Ausdrucks fiir v eine nichttriviale Linearkombination der Vektoren in B ergeben wiirde.

11.1.14 Satz: (Dimension eines Vektorraums) Fiir einen endlich erzeugten Vektorraum V'
ist die Zahl der Basisvektoren fiir alle Basen gleich. Man nennt diese Zahl die Dimension des
Vektorraums.

Beweisskizze Man nimmt an, es gabe Basen B := {by,...,b,} und B’ := {},..., b } mit
m < n. Dann ersetzt man die 0} nacheinander fiir k = 1,...,m durch geeignete Vektoren
bi(r), wobei man darauf achtet, dass {b;1), . . ., bi(k), Uy 11, - - -, D), } immer noch V aufspannen.
Die Prozedur endet dann mit einer m-elementigen Teilmenge B” := {b;1), ..., bium)} von B,

die immer noch ganz V' aufspannt. Dies ist aber ein Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit
der b;, weil man dann auch einen Vektor aus B\ B” durch die Vektoren aus B” < B darstellen
konnte.

11.1.15 Satz: (Basiserganzungssatz) Sei V ein Vektorraum der Dimension . Wenn vy, ..., vy, €
V' linear unabhangig sind, so muss k£ < n sein. Ferner gibt es Vektoren vy, 1,...,v, € V, so
dass {vi,...,v,} eine Basis ist.

Beweisskizze Auch hier hilft der Ersetzungssatz, indem man geeignete Elemente einer
beliebigen Basis durch die v; ersetzt.

11.1.16 Beispiel: Sei V = R? und v; := G) Dann kann man jeden beliebigen Vektor

1\ . e .
) ist, und erhalt eine Basis von R2.

vy € R? hinzunehmen, der nicht ein Vielfaches von (1
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11.1. Grundbegriffe

11.1.3. Die Standardbasis im R"

11.1.17 Definition: Im R"™ selbst gibt es zwar auch viele Basen, aber eine ist besonders

einfach: die sogenannte Standardbasis {eq, ..., e,} mit
1 0 0 0
0 1 : 0
e = 0 , €2 = 0 yoespr=101,en=1":
: 1 0
0 0 0 1
Beobachtung Die Vektoren ey, ..., e, der Standardbasis haben die Komponenten (e;); =
(5@‘, wobei
1 i
51']' = { ¢ j
0 sonst
das sogenannte Kronecker-Delta bezeichnet.
11.1.18 Bemerkung: e Man kann ¢;; als Kurzschreibweise fiir §(i, j) verstehen, wobei

L
5:NxN - {0,1}, (mH{ )

0 sonst

e Beim Rechnen mit dem Kronecker-Delta verwendet man oft, dass fiir beliebige Zahlen
ai, . ..,a, folgendes gilt:

n

Z a;0ip = ay .

i=1
11.1.19 Bemerkung: Das £ := {ey,...,e,} eine Basis ist, sieht man wie folgt:
1. & ist ein Erzeugendensystem, weil man jeden Vektor x € R"™ beziiglich £ darstellen

kann:
T

1 n
xr = : = Z XTi€; .
i=1

Tn

2. Die Vektoren aus & sind linear unabhangig, weil die Einsen an verschiedenen Stellen
sitzen und daher keines der ¢; durch die anderen linear kombiniert werden kann.

11.1.20 Folgerung: dim(R") = n.
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11. Endlich-dimensionale lineare Algebra

11.1.4. Basiswahl

Beobachtung Die Wahl einer Basis B = {vq,...,v,} in einem Vektorraum V induziert
einen Vektorraumisomorphismus (d.h. eine lineare und bijektive Abbildung)

T n
oy RSV, : Hv=invi
T, i=1

Die Komponenten x; nennt man dann die Komponenten oder Koordinaten des Punktesv € V
bezliglich der Basis B.

11.1.21 Folgerung: Jeder Vektorraum V' der Dimension n ist somit isomorph zum R™.

11.1.22 Bemerkung: Solch ein Isomorphismus durch Einfiihrung eines Koordinatensystems
ist immer notwendig, sobald man irgendetwas (z.B. die Position oder die Geschwindigkeit
eines Objekts) messen und die entstehenden Daten quantitativ verarbeiten will.

11.1.23 Beispiel: Zum Arbeiten mit dem Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder
gleich 4 verwendet man oft die Monombasis {1, z,x?, 23, 2*}. Alternativ kénnte man aber
auch die Basis {1,z — 1,..., (x — 1)*} verwenden. Je nach Anwendung ist die eine oder die
andere Basis von Vorteil.

11.1.24 Beispiel: Die Lésung der Federpendelgleichung hatte die Gestalt

z(t) = c1eMt + cpet?t.

Man kann sie als Linearkombinatio der Funktionen {e* e*2!} auffassen, welche im Fall

A1 # Ag eine Basis des Losungsraums der Pendelgleichung bilden. BEMERKUNG: Im Sonder-
fall \; = Ay =: X enthalt Spann(e) nicht alle Lésungen. Stattdessen zeigt eine eingehendere
Untersuchung, dass eine Basis des Lésungsraums hier durch {e*, te?} gegeben ist.

Beobachtung

o Es seien V und W Vektorradume mit dim(V') = n und dim(W) = m. In V sei die
Basis B = {v1,...,v,} und in W die Basis C = {wy, ..., w,} gegeben.

o Jede Abbildung f : V' — W (die nicht unbedingt linear sein muss) entspricht einein-
deutig einer Abbildung

fi=(@") o fody :R" - R™.

e Dies kann man wieder durch ein kommutatives Diagramm darstellen, in dem man
dieselbe Abbildung auf verschiedenen Wegen erhalten kann:

*Die Linearkombination muss komplex angesetzt werden, falls \; € C\R. Falls A1, A2 € R, so reicht hingegen
ein Ansatz mit ¢q,c € R.
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11.2. Lineare Abbildungen in Euklidischen Riumen

v S

(®p)7" || P O

o Wenn f:V — W linear ist, so ist f : R" — R™ als Verkettung linearer Abbildungen
wieder linear.

11.1.25 Bemerkung: Weil sie zum Rechnen wichtig sind, werden wir uns im Folgenden
besonders fiir die euklidischen Vektorraume und die linearen Abbildungen zwischen ihnen
interessieren.

11.2. Lineare Abbildungen in Euklidischen Raumen

Beobachtung Es seien V' und W Vektorrdume und {b,...,b,} sei eine Basis in V. Dann
ist jede lineare (1) Abbildung ¢ : V' — W wegen der Beziehung

n

(v )= SO(Z Aibi) = ZAiSO(bi)

=21 Aibi =1
bereits durch die n Vektoren ¢(by),...,p(b,) € W eindeutig bestimmt!

11.2.1 Definition: Sei ¢ : R" — R™ linear und ey, ..., e, bezeichne die Standardbasis des
R™. Dann ist ¢ durch die n Bilder der Standardbasisvektoren

ap = p(e1), ag:=p(ez), ... a,:=¢p(e,)eR™

eindeutig bestimmt! Wenn man nun die Vektoren ay,...,a, nebeneinander schreibt, und
a;; := (a;); (die i-te Komponente des Vektors a; = ¢(e;)) setzt, so kann man ¢ durch das
folgende rechteckige Zahlenschema charakterisieren:

aix o Qip
(all---\an)z : = A.
m1 - Qmnp
Ein solches Schema nennt man Matrix (Mehrzahl: Matrizen). Den Raum aller Matrizen der

Zeilenzahl m und der Spaltenzahl n bezeichnen wir mit R™*"™. Die Zahl in Zeile i und Spalte
J einer Matrix A bezeichnen wir als Matrixelement oder Matrixeintrag aijm Die Anwendung

TEine gute Merkregel fiir die Reihenfolge der Indices ist iibrigens: Zeile zuerst, Spalte spater.
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11. Endlich-dimensionale lineare Algebra

von ¢ auf x € R™ kann dann mit Hilfe von A als

Xz

1 n n
P 5 =2$i€i'—>2$iai=
i=1 im1

Tn Am1T1 + ... + AmnTn
L. -7

anry + ... +  a1pTn

v
=!AT

schreiben. Den Ausdruck auf der rechten Seite nennt man das Matrix-Vektor-Produkt von
A e R™" und x € R™ und schreibt es als Ax. Es hat die Komponenten

n
(A.T)i:aill'l—F...—i-amiL'nZZ&Z']'Z']', 1<i<m.
j=1

11.2.2 Bemerkungen: o Fir Matrizen verwenden wir im Folgenden moglichst die GroB-
buchstaben A, B und C.

o Jedes ¢ € Lin(R"™, R™) entspricht ,eineindeutig” (=bijektiv) einer Matrix A € R™*",
und man erhalt die zu ¢ gehérende Matrix A, indem man die Bilder ¢(e;) der Stan-
dardbasisvektoren e; als Spaltenvektoren nebeneinander schreibt.

11.2.3 Ubung: Welche lineare Abbildung gehért zur Einheitsmatrix 1,,.,, € R™*" mit den
Matrixeintragen (L,,xn)ij = 0;;7

11.2.4 Ubung: Man berechne die Wirkung der zur Matrix A = (; i) gehorenden linearen

Abbildung auf den Vektor z — (?)

11.2.5 Ubung: Wie lautet die Matrix fiir eine Drehung um 30 Grad entgegen dem Uhrzei-
gersinn im R?? Man wende diese Drehmatrix auf = = (;) an.

11.3. Lineare Selbstabbildungen des R?

11.3.1 Definition: Eine lineare Selbstabbildung eines Vektorraums V ist eine lineare Abbil-
dung ¢ : V - V.

Erinnerung Die linearen Selbstabbildungen des R! sind die Skalierungen = +— «ax. Die
zugehérigen Matrizen sind daher einfach (o) € R™! fir o € R.

Beispiele Interessanter sind die linearen Selbstabbildungen des R%. Die folgenden Matrizen-
darstellungen lassen sich einfach herleiten, indem man sie aus den Bildern der Standardba-
sisvektoren zusammensetzt:

o Eine Drehung um den Winkel @ entgegen dem Uhrzeigersinn (um den Nullpunkt) hat

die Matrix '
Ala) = (cosa —sma) .

sin  cos«
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11.4. Multiplikation von Matrizen

e Spezialfille von Drehungen sind auch:

10

1. Fir a = 0 ergibt sich die Einheitsmatrix A(0) = lgxo = (0 1

), welche zur
Identitatsabbildung idg2 : x — x gehort.
2. Fir a = 7 ergibt sich die Punktspiegelung am Nullpunkt mit Matrix

Alr) = (_01 _01) .

Ihre Wirkung entspricht einer Skalierung mit dem Faktor —1.

=)

mit r € R entspricht einer Skalierung mit dem Faktor 7.

Die Matrix

Die Spiegelung an der x-Achse hat die Matrix

(0

Die Projektion auf die x1-Achse in x5-Richtung hat die Matrix
10
/1_.(0 O).

Eine Scherung <§1> > (ml ;a:zrg) (in Richtung der z1-Achse) hat die Matrix
2 2
1 «
A:@ J.

11.4. Multiplikation von Matrizen

Beobachtung Wir wissen bereits, dass Lin(R"™, R™) ein Vektorraum ist.ﬂ Die Addition und
skalare Multiplikation von linearen Abbildungen Ubersetzt sich in die Addition und skalare
Multiplikation der zugehdrigen Matrizen, d.h., wenn die Abbildungen ¢4, o € Lin(R™, R™)
durch p1(z) = Ajx und @o(x) = Az gegeben sind, so ist die Summe @3 = 1 + @9
gegeben als p3(z) = Az(z) mit A3 = A; + Ay (Addition der Matrizen). Bei dieser Matrix-
Addition werden einfach die entsprechenden Eintrage der Matrizen addiert. Dazu miissen

YEs ist ein Untervektorraum des Vektorraums aller Funktionen, die R™ in R™ abbilden.
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11. Endlich-dimensionale lineare Algebra

die Summanden dasselbe Format haben (d.h. A;, A2 € R™*™) und auch das Ergebnis hat
dasselbe Format. In Formeln lautet dies

(A1+A2)z]:(Al)zj+(A2)1]7 I<is<m, 1<j<n.

Ein Beispiel ware etwa

i) = (215 Z) T, palw) = (_11 _01) v

— —_—
=A1 =As

=A1+As

Ebenso ist fiir p(z) = Az die zu der mit A € R skalierten Abbildung (\yp) gehdrende Matrix
einfach B := A\A, wobei B aus A entsteht, indem jedes Matrixelement mit A multipliziert
wird. Ein Beispiel ist etwa

() =@x, ~ B =@x.

=A =3A

Mit dieser Addition und Skalierung von Matrizen wird der Raum R™*" aller m x n-Matrizen
zu einem Vektorraum.

Frage Oft wichtiger als Addition und Skalierung linearer Abbildungen ist aber deren Ver-
kettung durch o. Wie (ibersetzt sich diese Operation in Matrizensprache?

GENAUER: Die Verkettung einer linearen Abbildung ¢ : RP — R™ mit einer linearen Abbil-
dung @9 : R" — R™ ist eine lineare Abbildung @3 = w3 0 1 : R? — R™. Wie hangen die
zugehorigen Matrizen A; € R™*P Ay € R™*" A3 € R™*P zusammen?

Antwort Die k-te Spalte y := Aser = @3(ex) von Ajz ergibt sich als

y = p3ler) = (paop1)(er) = pa(piler)) = pa(Aier) = Aa( Arer ),

=T

also indem man A, auf die k-te Spalte = := Aje, von A; anwendet. Fir ein einzelnes
Element (A3);x bedeutet dies

(Az)ir = yi = Z(AQ)ij r; = Z(Az)ij(Al)jk-

Man erhalt das Matrixelement (Aj3);x also, indem man entsprechende Elemente der i-ten Zeile
von Ay mit denen der k-ten Spalte von A; multipliziert und die Produkte aufsummiert.
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11.4. Multiplikation von Matrizen

11.4.1 Definition: Gegeben sei die Matrix A € R™*™ und B € R"*P. Dann definieren wir
das Matrixprodukt (oder genauer Matrix-Matrix-Produkt) C'= A- B = AB € R™*? als

Cik:ZAiijk7 lézém,lékép
=1
Wenn ¢4 und g die zu A und B gehorenden linearen Abbildungen sind, so gehort C' zu
der linearen Abbildung pc = @40 pp.

11.4.2 Bemerkung: Damit das Produkt A - B von Matrizen A € R"+*"« und B € R™>*"™
definiert ist, muss die Spaltenzahl n, von A gleich der Zeilenzahl m; von B sein!

Beispiele
e Hier ein recht willkirliches Beispiel:

I 2 3\ ; 1(1) 1-7+2-8+3-9 1-10+2-11+3-12
4 5 6 9 19 4-7+5-8+6-9 4-10+5-11+6-12

B 50 68
—\122 167
FRAGE: Dies entspricht einer Verkettung von linearen Abbildungen zwischen ¢;
R? — R™ und @5 : R" — R™ mit welchen m,n,p € N?
e Die allgemeine Drehstreckung im R? erhalt man als
cosa —sina\ (7 0\ (rcosa —rsina) [(a —b
sina cosa 0 r) \rsina rcosa ) \b a
mit a = rcosa und b = rsin a.

BEMERKUNG: Letzterer Ausdruck ist lbrigens auch fiir beliebige a,b € R eine Dreh-
streckung, weil sich dazu passende Parameter r > 0 und a € R aus der Polarkoordi-

a
natendarstellung von <b> ergeben.

11.4.3 Satz: Das Matrixprodukt ist assoziativ, d.h.
A-(B-C)=(A-B)-C,
wobei die Formate von A, B, C so sein miissen, dass die Produkte definiert sind.
Beweis Dies folgt sofort aus der Assoziativitat
pao(ppopc) = (pacpn)opc

der zugehorigen linearen Abbildungen. Man kann es alternativ auch einfach per Hand nach-
rechnen:

(A(BC))y = EAU BC); = ZEAWBjkOkl Y (AB)iCu = ((AB)C)a

J k
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11. Endlich-dimensionale lineare Algebra

11.4.4 Bemerkungen: e Es gelten auch die Distributivgesetze
AB+C)=AB+ AC, (A+ B)C=AC+ BC
was man wieder aus den entsprechenden Gesetzen fiir lineare Abbildungen ersieht.

e Das Matrixprodukt ist aber nicht kommutativ, weil
1. BA nicht einmal definiert sein muss,

2. selbst wenn AB und BA beide definiert sind, sie nicht dasselbe Format haben
miussen,

3. und auch wenn AB und BA dasselbe Format haben, normalerweise nicht gilt
AB = BA!

11.4.5 Beispiel: Sei A € R?*? die Matrix der Drehung um 90 Grad entgegen dem Uhrzei-
gersinn, B € R?*? die Matrix der orthogonalen (senkrechten, d.h. in Richtung des Standard-
basisvektors ey) Projektion auf die x;-Achse. Dann gilt:

0 —1 10
=)o) -
0 0 0 —1
- (004 (0 ) -
11.4.6 Bemerkungen: o Wenn man den R™ als R™*! auffasst (die anfangs gewahlte

Spaltenschreibweise legt das sowieso nahe), so ist das frither eingefiihrte Matrix-Vektor-
Produkt ein Spezialfall dieses Matrixprodukts.

e Die Berechnung des Matrix-Matrix-Produkts auf obige Weise benétigt offenbar m-n-p
Multiplikationen und m - (n — 1) - p Additionen. Im Falle m = n = p wachst also der
Aufwand A(n) mit n wie A(n) ~ Cn3 (eine Verdopplung von n vergréBert den Aufwand
also etwa um einen Faktor 8).

o Wenn sehr viele Operationen (hier: O(n?)) auf vielen Daten (hier: O(n?)) ausgefiihrt
werden, ist Cache-Optimierung entscheidend fiir schnelle Routinen, wie man sie z.B.
in Bibliotheken (BLAS/ATLAS) oder Programmen wie Matlab (kommerziell), Octave
(frei) und Scilab (frei) findet.

11.4.7 Ubung: Jemand fragte mich: Warum definiert man die Matrixmultiplikation zwi-
schen Matrizen A, B € R™*" nicht einfach als Abbildung R™*" x R™*" — R™*" durch
elementweise Multiplikation (also analog zur Addition)?

11.4.8 Losung: Eine ,,Matrixmultiplikation" durch einfache Multiplikation entsprechender
Matrixelemente bei Matrizen gleichen Formats kdnnte man zwar definieren (in Matlab/Oc-
tave/Scilab ist es das Kommando '.*' anstatt '*'). Diese Operation hat allerdings keine
interessante geometrische Bedeutung und wird in Anwendungen viel seltener gebraucht.
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11.5. Einschub: Die lineare Gruppe
11.5. Einschub: Die lineare Gruppe

Erinnerung Wir hatten bereits folgende Tatsachen kennengelernt:

1. Die bijektiven Selbstabbildungen Bijektiv(M) einer beliebigen Menge M bilden eine
Gruppe beziiglich der Verkniipfung o.

2. Fir lineare Abbildungen ¢; und (5 ist ¢ o o wieder linear.

3. Fiir eine lineare und bijektive Abbildung ¢ : V' — W ist die Umkehrfunktion ¢!
wieder linear. Diese erfiillt

p lop=idy, pop ' =idy.

11.5.1 Bezeichnung: Anstelle von bijektiv verwenden wir im Folgenden auch die Bezeich-
nungen invertierbar (es existiert eine Umkehrfunktion) oder regular.

11.5.2 Definition: Eine lineare Selbstabbildung ¢ : V' — V eines Vektorraums V' nennt
man einen Endomorphismus von V. Wenn ¢ invertierbar ist, so nennt man es einen Auto-
morphismus von V.

11.5.3 Folgerung: Die Menge
Aut(V) := {¢ € Lin(V, V) | ¢ invertierbar}

der Automorphismen eines Vektorraums V ist eine Gruppe beziglich o.

11.5.4 Beispiel: Ein fast schon zu triviales Beispiel (spater kommen interessantere) ist der
Fall des Vektorraums V' = R, bei dem Aut(V') aus allen Multiplikationen mit Konstanten
a € R\{0} besteht. Und R\{0} ist ja tatsachlich eine Gruppe beziiglich der Multiplikation
(das war eine Korpereigenschaft).

11.5.5 Bemerkungen: o Aut(V) ist eine Untergruppdﬂ der Gruppe aller bijektiven Selbst-
abbildungen Bijektiv(V).
o Aut(V) ist zwar eine Teilmenge, aber kein Untervektorraum des Vektorraums Lin(V, V')!

(Siehe das nachste Beispiel.)

11.5.6 Beispiel: Fir pi(x) = 2 und @o(x) = —x ist @1 + o die (fir V' # {0} nicht
invertierbare) Nullabbildung.

11.5.7 Definition: Eine Matrix A € R™ ™ nennen wir invertierbar oder regular, wenn die
zugehorige lineare Abbildung ¢4 : R™ — R™ invertierbar ist. Zu ¢ 4 gibt es also eine (eindeutig
bestimmte) Umkehrfunktion ¢! : R® — R™ mit

gvogo;ll :@ZlogpAzian.

S$Teilmenge einer Gruppe, welche selbst eine Gruppe beziiglich derselben Verkniipfung ist
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11. Endlich-dimensionale lineare Algebra

Diese besitzt wieder eine Matrixdarstellung B € R™*™, fiir welche gilt
AB=BA=1,.,,

wobei 1,,,, die n-dimensionale Einheitsmatrix mit den Eintragen (1,,x,);; = d;; bezeichnet.
Diese (eindeutig bestimmte) Matrix B nennt man die Inverse von A und bezeichnet sie mit
AL

11.5.8 Folgerung: Die reguldren n x n-Matrizen bilden eine Gruppe beziiglich der Matrix-
multiplikation. Diese bezeichnet man als lineare Gruppe GL(n) oder GL(n,R).

11.5.9 Bemerkungen: o Fir A, B € GL(n) gilt also C = AB € GL(n). Man kann
die Inverse C~! sogar angeben: Fiir die zugehérigen (linearen) Abbildungen mit p¢ =
w0 @p gilt ndmlich ;' = pz' o ¢3!, was in Matrizensprache liefert

Cl'=(AB) =141,
Man beachte: Die Reihenfolge kehrt sich um!

e Analog zu oben gilt auch: GL(n) ist eine Teilmenge, aber kein Untervektorraum von
R™ ™| |nsbesondere muss die Summe invertierbarer Matrizen nicht invertierbar sein!

11.5.10 Beispiel: o Firn =1ist GL(1) = {(a) | 0 # a € R}. Die Komplementarmen-
ge R\ GL(1) hat nur das Element (0).
o Fir n = 2 ist (siehe Ubung)

GL(Q) = {A = (aij) € R2X2 ‘ det(A) 1= Q711Q922 — Q120921 #* 0}

o Die Struktur von GL(2) oder R?*?\ GL(2) ist viel komplizierter als im Fall n = 1.

11.5.11 Bemerkung: Spater werden wir fir alle n € N eine Determinantenfunktion det :
R™"™ — R definieren. Mit Hilfe dieser Determinante kann man dann in GL(n) zwei ,,zusam-
menhangende" Teile identifizieren, die sich durch das Vorzeichen der Determinante (positiv//-
negativ) unterscheiden. Getrennt werden diese zwei Teile durch die Menge R"*"\G L(n) der
nichtinvertierbaren, nichtregularen oder singularen Matrizen, fiir welche die Determinante 0
ist.
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12. Matrixinversion und Losung
linearer Gleichungssysteme

12.1. Formeln fiir A~!

Frage Wie berechnet man fiir eine regulare Matrix A € R™*" die Inverse A1 € R"*"?

12.1.1 Satz: Wir betrachten den Fall n = 1:
(a) mit 0 # a € R. Die Inverse ist A~ = (2).

12.1.2 Satz: Wir betrachten den Fall n = 2: Sei

A:(“ b), a,b,c,deR
c d

und 0 := ad —bc # 0. (Diese Bedingung ist dquivalent dazu, dass keiner der Spaltenvektoren

<Z) bzw. (2) ein Vielfaches des anderen ist.) Dann gilt
1/d —b
—1 =
a8 )

a b\ 1/d —-by 1fad—bc —ab+ba) (1 O
<c d) 5 <—c a) S (cd—dc —cb—l—da) B (O 1) '
12.1.3 Bemerkung: Diese Formel zur Berechnung von A~! im Fall n = 2 lasst sich zur
sogenannten Cramerschen Regel verallgemeinern, die auch fiir n > 2 gilt und mit Hilfe von
Determinanten formuliert wird. Die Cramersche Regel ist aber hauptsachlich von theoreti-
schem Interesse, da man zur schnellen Berechnung von Determinanten ahnliche Techniken

verwenden muss, wie sie im Folgenden zur Berechnung von Inversen und zur Lésung linearer
Gleichungssysteme vorgestellt werden.

Hier hat jedes reguliare A € R*! die Gestalt

Beweis

12.2. Lineare Gleichungssysteme

Beobachtung In Anwendungen wird fast nie die Berechnung von A~! verlangt! Es reicht
meist aus, zu gegebenem reguldren A € R™™" und einem y € R" eine Losung = € R™ der
Gleichung

Az =y
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12. Matrixinversion und Lésung linearer Gleichungssysteme

zu finden.

12.2.1 Beispiel: Eine Funktion F': R” — R" ist in xq € R™ differenzierbar, wenn gilt
F(x) — F(xg) = F'(x)(x — xq) + kleiner Fehler.

Hierbei ist F'(z9) € R™ ™ die sogenannte Ableitungs- oder Jacobi-Matrix. Das Newton-
Verfahren sucht eine Lésung x, der nichtlinearen Gleichung F(z) = 0, indem es in der
obigen Gleichung F'(z) = 0 setzt und den Fehler vernachlassigt. Man erhélt dann das lineare
Gleichungssystem

F'(x0) (v — ) = —F(x),

=V
dessen Losung v € R™ dann zur Berechnung einer verbesseren Approximation x := x¢ + v
an z, verwendet wird.

12.2.2 Definition: (Lineares Gleichungssystem, LGS) Sei A € R™*" regular und y € R™.
Das Problem: Finde x € R" mit
Ar =y

was mit A = (a;;); j—1,..» komponentenweise lautet

anry + ... + apr, = U1

an1T1 + ... + AppTn = Yn

nennen wir ein lineares Gleichungssystem (LGS). A heiBt Systemmatrix, y heiBt rechte Seite.

12.2.3 Bemerkungen: e Wenn A~! bekannt ist, so berechnet sich die Lésung 2 von
Ax = y einfach als x = A~'y (Multiplikation von links mit A™1).

o Umgekehrt gilt aber auch: Wenn man fiir gegebenes A € R"*" die n linearen Glei-
chungssysteme(!)
Abizei, izl,...,n

mit den Standardbasisvektoren als rechten Seiten effizient |6sen kann, so erhalt man
A7l als A7Y = (by]---|b,), d.h. die Lésungsvektoren b; = A~ le; sind gerade die
Spalten von A~ 1,
12.3. GauBsches Eliminationsverfahren
12.3.1 Problem: Finde die Losung des LGS
Ar =y
fir A e GL(n)]und y € R™.

*D.h. A e R™*™ ist regular. Der Fall einer singuldren Systemmatrix A, bei dem es entweder keine Losung
oder unendlich viele Lésungen gibt, wird spater betrachtet.
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12.3. GaubBsches Eliminationsverfahren

Idee Wir erlauben folgende Operationen:
(GE;) Addieren eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen,
(GE2) Vertauschen von zwei Zeilen.

(GE3) Skalieren einer Zeile mit einem Faktor A\ # 0.

12.3.2 Bemerkung: Die Operationen (GE;) und (GE3) reichen bereits aus, um ein System
mit regularer Systemmatrix A = (A;;)i j=1,..» € GL(n) in obere Dreiecksgestalt zu bringen,
welche dann von hinten her aufgelost werden kann. Das entstehende Verfahren heiBt GaulB3-
Elimination (GE) oder GauBsches Eliminationsverfahren.

12.3.3 Algorithmus: (GauB-Elimination, Transformation auf Dreiecksgestalt)

Firk=1,...,n:
Wenn A, = 0:
Findeie {k+1,...,n} mit A;; # 0 und tausche Zeilen ¢ und k.
Firi=k+1,... n

Addiere das —ﬁ—ﬁ—fache von Zeile k& zu Zeile i

12.3.4 Beispiel: Die Transformation des Systems

2271 — 2.132 + 3%3 = 1
—4ZE1 + 4.%'2 + 3(133 = 1
3[E1 - 21‘2 + XT3 = —1

auf Dreiecksgestalt kann man wie folgt durchfiihren:
Mit Hilfe von (Z2) = (Z22) + 2(Z1), (Z3) = (Z3) — 2(Z1) erhalt man

2.7)1 + —21’2 + 3ZE3 1
9ZE3 = 3
i) — %l‘g = —g
Ein Tausch der Zeilen (Z2) und (Z3) fiihrt zu
2xl - 2£L‘2 + 3I3 = 1
i) — %l’y, = —g
9333 = 3

Dies ist bereits die gewiinschte (rechte obere) Dreiecksgestalt.

12.3.5 Bemerkungen: e Falls der Fall auftreten sollte, dass in der ersten Spalte einer
»Restmatrix“ alle Elemente verschwinden, so ist bereits die Ausgangsmatrix singular
und das System kann entweder gar nicht oder nicht eindeutig gelost werden. Solche
Falle betrachten wir spater.
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12. Matrixinversion und Lésung linearer Gleichungssysteme

e Durch die Verwendung einer Matrixnotation, bei der Systemmatrix und rechte Seite
kombiniert werden, verringert sich der Schreibaufwand deutlich:

2 -2 3|1 2 -2 3|1 2 -2 3|1
—4 4 3|1 ~ 0 0 913 > 0 1 —-I|-2
3 -2 1|-1 0 1 -I|-2 00 913

12.3.6 Definition: A € R™*™ heiBt rechte obere (bzw. linke untere) Dreiecksmatrix, wenn
A;j =0 firi> j (bzw. i < j).

12.3.7 Bemerkung: Ein LGS Rz = z mit einer rechten oberen Dreiecksmatrix R € R"*",
fir die alle Diagonalelemente R;; # 0 sind, lasst sich durch Riickwartssubstitution losen.

12.3.8 Algorithmus: (Rickwartssubstitution, Lésung von Rz = z)
1 n
Firk=n,..., 1 setze x ::—<z — Rlasl>
© R\ i—;l '

12.3.9 Beispiel: Rickwartssubstitution liefert fiir das obige Beispiel die Losung

1 1

—-.3="=

BTy 3
T 272 276 6 3
1 1 8 4
B _ - 2 (1—-2—-1)= —=

12.3.10 Bemerkung: Analog lasst sich ein System Lz = z mit linker unterer Dreiecksmatrix
L € R™*™ einfach durch Vorwartssubstitution I6sen.

Frage Wozu braucht man die Zeilenskalierung (GE3)?

Antwort

e Diese Operation kann beim Lésen mit der Hand niitzlich sein, um auftretende Briiche
zu eliminieren oder zu vermeiden.

e Einerseits kann man etwa Zeilen mit ihrem Hauptnenner multiplizieren.
e Alternativ kann man auch schon das Entstehen von Briichen durch eine Kombination
von (GE;) und (GE3) vermeiden: Wenn etwa fiir i > k und ay, = 3 und a;, = 5 das Ele-

ment a;;, eliminiert werden soll, ersetzt man die ¢-te Zeile durch die Linearkombination
3-(Zi) =5 (Zk).

o Bei der GE mit Computer wird Operation (GE3) normalerweise nicht gebraucht.
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12.4. Matrixinterpretation des Verfahrens
12.4. Matrixinterpretation des Verfahrens

Erinnerung

e Eine Permutation oder genauer n-Permutation 7 ist eine bijektive Selbstabbildung der
Menge {1,...,n}.

o S, := Bijektiv({1,...,n}) bezeichne die Menge aller n-Permutationen.

e S, ist eine Gruppe beziiglich der Verknlpfung o durch Hintereinanderausfiihren von

Funktionen:
(moo)(k)=n(o(k)), k=1,...,n.

o Das Inverse 771 zu einem 7 € S,, ist dann gerade die Umkehrfunktion.

e Um eine einzelne Permutation 7 € S,, zu spezifizieren, verwenden wir im Folgenden
die Notation als Tupel

12.4.1 Definition: Eine Permutationsmatrix P = P(7) ist eine Matrix der Form

1 i=n())
By = 0y = {O sonst

wobei 7 € .5, eine Permutation ist und § das Kronecker-Delta bezeichnet.

Beispiele Fiir n = 2 gibt es die zwei Permutationsmatrizen

10 0 1
0 1/7\1 0)”
— Y
m=(1,2) m=(2,1)

und fiir n = 3 gibt es 6 Permutationsmatrizen:

100\ /010y /100y /010y /001 /001
o1 o)]ltoo]loo1] oo 1] {100] 010
001/ \oo1/ \o1o/ \1oof \o1o/\100o0
r=(123)  w=13)  1=032)  7=G12)  1=231)  5=@21)

12.4.2 Bemerkungen: Leicht sieht man folgendes:
o Die 1 der j-ten Spalte steht in Zeile i = 7 ().

o Die zu P(7) gehorende lineare Abbildung bildet daher den Standardbasisvektor e; auf
€x(j) ab.
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12. Matrixinversion und Lésung linearer Gleichungssysteme

e In jeder Zeile und jeder Spalte einer Permutationsmatrix steht eine 1 und sonst Nullen.

e Fiir eine Permutationsmatrix P ist P~' = PT wobei P” die transponierte Matrix mit
den Eintragen
T
(P)ij = Pji = i) = On1(5),5 = ir1(5)

ist.

e Sie bildet e;, auf e;—1() ab, also gilt

o Die Permutationsmatrizen bilden eine Untergruppe von GL(n). Es gilt

P(m)P(c) = P(roo).

o Die Multiplikation einer Matrix A mit der Permutationsmatrix P von links fiihrt zu
einem Vertauschen der Zeilen von A.

e Folglich entspricht die Operation (GEy) einer Multiplikation PA mit einer Permutati-
onsmatrix P.

e Die Multiplikation von rechts mit P wiirde Spalten vertauschen.

(o) () -(5)

Frage Welcher Matrixoperation entspricht (GE;)?

12.4.3 Beispiel:

12.4.4 Satz: Die Multiplikation einer Matrix A von links mit einer Matrix S = S(k, [, «)
mit k,l € {1,...,n} und k # [ der Form

1 1=
S(k,l,a) = (Si), Sy=<a (i=k)a(y=I)
0 sonst

addiert das a-fache von Zeile [ zu Zeile k.

Beweis Komponentenweise hinschreiben.

12.4.5 Beispiel:
1 0 a b\ a b
a 1) \ec d) \Naa+c ab+d) "

12.4.6 Bemerkungen: o Esgilt S(k,l,a)™! = S(k,l, —a) (warum?), somit ist S(k, 1, «) €
GL(n).

o Geometrisch ist S(k, [, «) eine Scherung in der (k,[)-Ebene.
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12.5. GauB-Jordan-Verfahren

o Die Multiplikation von rechts mit S(k, [, o) wiirde eine entsprechende Spaltenoperation
durchfiihren.

Beobachtung Die GE mit (GE;) und (GE) lasst sich interpretieren als Multiplikation
der Gleichung Az = b von links mit einer Kette von Permutations- und Scherungsmatrizen
Ty ---Ty =:T, so dass am Ende ein Dreieckssystem

TAx = Rx =Tb
resultiert. Weil T; € GL(n) furi =1,..., N, ist auch T" e GL(n).

12.4.7 Bemerkungen: e Wenn man die durch die GauB-Elimination entstehende Kette
Ty - - - T genauer anschauiﬂ sieht man, dass man alle Permutationen in einer Permu-
tationsmatrix P zusammenfassen kann, die gleich am Anfang auf die Ursprungsmatrix
A angewendet wird. Man erhalt dann eine Zerlegung

PA=LR — A=P'LR.

Hierbei ist
— L eine linke untere Dreiecksmatrix, welche unterhalb einer Einser-Diagonale die
bei Operation (GE;) benétigten Faktoren enthilt,
— R die entstehende rechte obere Dreiecksmatrix

— und P eine aus den Operationen (GE3) entstehende Permutationsmatrix.

e Ebenso wie die GauB-Elimination zur Losung eines linearen Gleichungssystems hat auch
die Berechnung von (P, L, R) , kubischen” Aufwand, genauer benétigt sie 2n* + O(n?)
Rechenoperationen [f]

o Die Kenntnis von (P, L, R) ist dann aber ausreichend, um Gleichungssysteme Az = b
zu beliebigen rechten Seiten b € R" mit 2n? + O(n) Rechenoperationen zu lésen—also
fast genauso schnell wie die Multiplikation eines Vektors mit der inversen Matrix A~!.

e In Matlab kann man ein LGS Az = b einfach durch x=A\b lésen. Eine Zerlegung
A = PTLR erhalt man durch den Aufruf [L,R,P]=1u(A), die Inverse A~' als inv(A)
oder A~ (-1).

12.5. GauB-Jordan-Verfahren

Ziel Direkte Berechnung von A~1.

Idee Schreibe A € GL(n) und die Einheitsmatrix 1,4, nebeneinander in der Form (A |
L,xn). Wende dann die elementaren Zeilenoperationen (GE;), (GE2) und (GE3) der GauB-
Elimination an, so dass A zu 1,,, wird. Dieselben Operationen machen 1,,,,, zu A~'.

TDas wird beispielsweise in der Vorlesung ,Numerik fiir Ingenieure 1" getan.
Die Landausche O-Notation werden wir spater noch genauer kennenlernen.
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12. Matrixinversion und Lésung linearer Gleichungssysteme
12.5.1 Beispiel:
1 2/1 0 - 1 2 1 0 - 1 0
3 4]0 1 0 —2|-3 1 0 —2

Beweis (fir die Richtigkeit des GauB-Jordan-Verfahrens) Wenn T = Ty --- T} wieder die
Kette der GauB-Transformationen bezeichnet, so gilt

TA=1,,, 42 T1,,, = A",

(Man beachte, dass auch Operation (GE3) durch eine einfache Matrix-Multiplikation mit
einer Diagonalmatrix von links erreicht werden kann.)

12.5.2 Bemerkung: o Statt der Zeilenoperationen (GE); — (GE)3 kann man im GauB-
Jordan-Verfahren die entsprechenden Spaltenoperationen (addiere ein Vielfaches einer
Spalte zu einer anderen, Spaltentausch, Spaltenskalierung mit einem Nichtnull-Faktor)
anwenden. Beweisen kann man das analog: die Transformationsmatrizen werden einfach
von rechts multipliziert.

e ABER: Man darf keinesfalls Zeilen- und Spaltenoperationen mischen, sonst wird das
Ergebnis mit hoher Wahrscheinlichkeit falsch sein!

e MAN BEACHTE AUCH: Spaltenoperationen sind nicht bei der Losung linearer Glei-
chungssysteme durch GauB-Elimination zu gebrauchen, da sie die Lésung verandern
konnen!

12.5.3 Ubung: Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass die Vermischung von Zeilen- und
Spaltenoperationen beim GauB-Jordan-Verfahren zu einem falschen Ergebnis fiihren kann.

12.6. Allgemeine lineare Gleichungssysteme

Frage Wie geht man vor, wenn im k-ten Schritt der GE die k-te Spalte der , Restmatrix”
verschwindet?

Frage Wie behandelt man allgemeine lineare Gleichungssysteme Ax = b mit A € R™*" und
m # n? Dreiecksform ist dann ja nicht zu erreichen...

Idee Man kann mit der GauB-Elimination trotzdem weitermachen, um eine sogenannte
Stufenform oder Staffelform (englisch: echelon form) zu erreichen, von der ausgehend man
die Loésungsmenge wieder relativ einfach erhalten kann.

12.6.1 Definition: Eine Matrix A € R™*™ befindet sich in Stufenform (genauer: Zeilenstu-
fenform), falls gilt

1. Wenn Z,,...,Z,, die Zeilen von A bezeichnen, so sind fiir ein r € Ny mit » < m die
ersten r Zeilen nicht gleich (0,...,0), die letzten m — r Zeilen hingegen alle gleich
0,...,0).
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12.6. Aligemeine lineare Gleichungssysteme

2. Wenn man nun firi =1,...,r setzt
v; »=min{j | a;; # 0}

(v; ist der erste Spaltenindex, fiir den in der i-ten Zeile ein Nichtnullelement auftritt),
so gilt fur alle i€ {1,...,r — 1}, dass v;41 > v;.

Beobachtung Ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit einer Matrix A in Stufenform ist
einfach zu l6sen (bzw. einfach zu sehen, dass es keine Lsung gibt):

1. Das Gleichungssystem hat genau dann mindestens eine Losung, wenn die Komponenten
bpi1=...=0b, =0

2. Wenn es eine Losung hat, so sind alle Unbekannten z; frei wahlbar, bei denen keine
Stufe auftritt (d.h. es gibt kein v; mit v; = 7).

3. Die anderen Komponenten der Losung x ergeben sich durch Riickwartssubstitution aus
den Gleichungen, wobei die frei wahlbaren als Parameter auftreten.

12.6.2 Algorithmus: (GauB-Elimination zum Erreichen der Stufenform)

k:=1
Firl=1,...,min(m — 1,n):
Falls es ein i € {k,...,m} gibt mit a; # 0:
Falls 2 # k: Tausche Zeilen 7 und k.
Firjg=k+1,... n

aj

Addiere das —a—éi—fache von Zeile k zu Zeile j
Setze k :=k + 1.

12.6.3 Beispiel: e FRAGE: Fiir welches « ist
1 2 4\ /2 1
24 5|(a]=11
3 6 6 T3 «

|6sbar? Wie lautet die Losungsmenge?

e LLOSUNG:
1 2 4|1 1 2 4 1 1 2 4 1
2 4 511 ~ 0O 0 -3| -1 > 00 -3] —1
3 6 6|« 00 —6|la—3 00 0 |la-—-1

e Losungen kann es offenbar nur im Falle a = 1 geben.

e Falls @ = 1, so ist x5 ein frei wahlbarer Parameter, 3 muss gleich % sein, und x;
errechnet sich zu

1+ 20 +4dr3 =1 <— x1=1—2m2—4$3=—§—2x2.
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12. Matrixinversion und Lésung linearer Gleichungssysteme

e Somit besteht die Lésungsmenge aus den Vektoren

_1_

1
Lo, -1 —2

) = 0 + X9 1 , X9 € R.

1 1 0

3 3

e BEMERKUNG: Geometrisch ist dies eine Gerade im R3, die nicht durch den Ursprung
geht.

12.6.4 Bemerkung: o Die Stufenform S, die sich durch Anwendung der GauB-Elimination
auf eine Matrix A ergibt, ist nicht eindeutig bestimmt, sondern hangt von der Art ab,
wie die GauB-Elimination durchgefiihrt wird (wegen des Zeilentauschs und der Mog-
lichkeit von Zeilenskalierungen gibt es da ja viele Varianten).

e Was allerdings eindeutig bestimmt ist, ist die Zahl r der Nichtnullzeilen, die man am
Ende bei S ablesen kann! Dieses 7 ist eine wichtige GroBe, die wir im Folgenden genauer
betrachten.

12.6.5 Satz: Wenn S eine Stufenform ist, welche man durch GauB-Elimination aus A erhalt,
so ist die Zahl r der Nichtnullzeilen gleich mit der Dimension des Bilds von A, welches wir
bereits als

Bild(A) :={y e R™ | 3z e R" : Az = y}

definiert haben. Sie ist damit eine unabhangig von der GauB-Elimination definierte GroBe, die
man den Rang der Matrix A nennt und mit Rang(A) bezeichnet. Wir kénnen daher ohne
Umweg (iber die GE setzen

Rang(A) := dim(Bild(A)) .

Beweisskizze Bild(A) wird von den Spalten von A aufgespannt, ebenso wird Bild(,S) durch
die Spalten von S aufgespannt. Die GauB-Elimination entspricht —genau wie im vorigen
Abschnitt— einer Transformation S = T'A mit einem 7" € GL(m). Weil T invertierbar ist,
andert sich durch die Multiplikation mit 7" von links zwar das Bild (d.h. normalerweise wird
Bild(S) # Bild(A) gelten), nicht aber die Dimension des Bilds (d.h. es gilt dim(Bild(S)) =
dim(Bild(A)))! Die Dimension von Bild(S) ist aber offenbar r, denn die Spaltenvektoren,
bei denen sich Stufen von S befinden, bilden eine Basis von Bild(SS).

12.6.6 Bemerkung: Wenn wir den duBerst wichtigen Spezialfall der Anwendung der GauB-
Elimination auf ein homogenes Gleichungssystem

Ar =0, AeR™" zeR",0eR™
betrachten, so sehen wir folgendes:

e Die Losungsmenge kennen wir bereits als Kern von A:

Kern(A) := {x e R" | Az = 0}.
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12.7. Kern und Bild allgemein

e Wenn man die GauB-Elimination zur Berechnung der Stufenform durchfiihrt, bleibt die
rechte Seite immer 0 und braucht nicht mitgefiihrt zu werden.

o Die Losungsmengen der Gleichungen Az = 0 und Sz = 0 sind natirlich gleich (das
war ja der Sinn der GauB-Elimination), somit gilt Kern(A) = Kern(.S).

e Die Dimension von Kern(S) ist aber gerade die Zahl der frei wahlbaren Parameter,
also gleich n — r.

e Folglich gilt
n=(n-—r)+r=dm(Kemn(A)) + dim(Bild(A)).

e Diese Beziehung bezeichnet man als Dimensionssatz, und sie gilt auch fiir allgemeine
lineare Abbildungen (siehe den nachsten Abschnitt).

12.6.7 Bemerkung: In Matlab/Octave kann man die Zeilenstufenform einer Matrix mit
Hilfe der Funktion rref erhalten (reduced row echelon form=reduzierte Zeilenstaffelform).
Diese Funktion berechnet eine ,reduzierte” Stufenform, wobei das Wort ,,reduziert™ einfach
bedeutet, dass die Zeilen so skaliert wurden, dass die Matrixelemente an den Stufen 1 sind.

12.7. Kern und Bild allgemein

Beobachtung Kern und Bild kann man fiir allgemeine lineare Abbildungen ¢ € Lin(V, W)
analog definieren:

Kern(p) :={z eV |p(x) =0} c V,
Bild(p) :={yeW |Jz eV :p(x) =y} c W.

Wie in den Ubungen gezeigt wurde, sind beides Untervektorriaume.

12.7.1 Satz: (Dimensionssatz) Fiir ¢ € Lin(V, W) gilt

dim(Bild(p)) + dim(Kern(y)) = dim (V).

Beweisskizze Wahle eine Basis vy, ..., v; von Kern(y) und erganze sie mit v;1,...,0,
zu einer Basis von V. {¢(v;11), ..., v(v,)} ist dann eine Basis von Bild(yp).

12.7.2 Anwendung: ¢ Esseien V und W Vektorraume, und es sei ¢ € Lin(V, ).
e Wenn dim (V) > dim(W), so gilt
dim(Kern(y)) = dim(V') — dim(Bild(¢)) = dim(V) — dim(W) > 0.

Folglich kann ¢ nicht injektiv sein.
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12. Matrixinversion und Lésung linearer Gleichungssysteme

e Wenn dim(V) < dim(W), so gilt
dim(Bild(¢)) = dim(V) — dim(Kern(y)) < dim(V) < dim(W).
Folglich kann ¢ nicht surjektiv sein.

e Falls dim(V') = dim(W), so sind die folgenden Aussagen aquivalent:
1. ¢ ist invertierbar (bijektiv),
2. dim(Kern(p)) =0 (
3. dim(Bild(p)) = n (" L5

sehr leichter Beweis
<

¢ ist injektiv),

 ist surjektiv).
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13. Determinanten

13.1. Definition

13.1.1 Definition: Fiir Vektoren ay,...,a, € R" ist
P(ay,...,a,) :={zeR"|x = Z)‘iai mit \; € [0, 1]}
i=1
das von ay, ..., a, aufgespannte Parallelotop.
Frage Wie berechnet man das Volumen eines Parallelotops?

Antwort Im Folgenden werden wir die sogenannte Determinante iiber ihre Eigenschaften
eindeutig definieren. Diese Eigenschaften sind aber (bis auf ein Vorzeichen) genau die, welche
man geometrisch von einem Parallelotopvolumen erwarten wiirde. Daher macht es Sinn,
dieses Volumen einfach als Determinante zu definieren.

13.1.2 Definition: Die Determinante (Volumenfunktion) det : (R™)” — R hat folgende
Eigenschaften (geniigt folgenden Axiomen):

(Dy) Multilinearitat: det ist in jedem Argument linear (bei Festhalten der restlichen Argu-
mente):

a) Fir v, we R" gilt

det(...,v4+w,...)=det(..., v ,..)+det(..., w ,...),
—— —— ——

Position i Position i Position i
b) Fir A e R gilt

det(..., Av ,...)=Adet(..., v ,...).

Position i Position i
[Vorsicht: det(Avy, ..., Av,) = A" det(vy, ..., v,)!]
(D5) Die Determinante verschwindet, wenn zwei Argumente gleich sind, d.h.
det(vy,...,v,) =0 falls v; = v; firi # j.
(D3) Normierung: Wenn ey, ..., e, die Standardbasis des R" bezeichnet, so gilt

det(ey,...,e,) = 1.
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13. Determinanten

13.1.3 Folgerungen: Einfache Folgerungen aus diesen Axiomen sind:

e Scherungsinvarianz:

det(..., v ,..., w ,..)=det(..., v+ w,...., w ,...).
~—— —— — ——
Position i Position j Position i Position j

e Vorzeichenumkehr bei Vertauschen zweier Argumente:

det(..., v ..., w ,..)=—det(..., w ..., v ,...)
~—— ~—— ~—— ~——
Position i Position j Position i Position j
o det(vy,...,v,) =0, wenn {vq,...,v,} linear abhangig.

Beweis (Um die Notation kurz und klar zu halten, zeigen wir die ersten beiden Eigenschaften
firn =2.)

o det(vy + Avg, va) = det(vy, v2) + Adet(ve, v2) = det(vy, v).

e 0 =det(v+w,v+w) = det(v,v) + det(v, w) + det(w, v) + det(w, w)
—_——

—_—
=0 -0
e Wenn {vq,...,v,} linear abhéngig sind, so kann man eines von ihnen durch die anderen

darstellen, z.B. v; = > , a;v;. Wegen (D) und (D>) gilt aber

det(vy,...,v,) = det(Zaivi,vg,...,vn)

=2

-

n
= Zaiget(vi,vg,...,vn) =0.
i=2

~-
=0

13.1.4 Bemerkungen: e Die Determinante liefert offenbar ein vorzeichenbehaftetes Vo-

lumen. Wir bezeichnen die Vektoren vy, ..., v, als positiv/negativ orientiert, je nach
dem Vorzeichen von det(vy, ..., vy,).

e Das iibliche nichtnegative Volumen des von vy, ..., v, € R™ aufgespannten Parallelo-
tops erhalt man als Absolutwert |det(vy, ..., v,)|.

o Geometrisch kann man sich Orientierung wie folgt vorstellen: Vektoren vy, ..., v, sind
positiv orientiert, wenn man sie in die Standardbasis ey, ..., e, des R"  stetig” de-
formieren kann, ohne dass die lineare Unabhangigkeit auf dem Weg dahin verloren
geht.

13.1.5 Satz: Die Axiome (D;) und (D3) bestimmen die Determinante bis auf einen mul-
tiplikativen Faktor genau. Durch die Normierung (D3) wird die Definition eindeutig, und es
ergibt sich die Berechnungsvorschrift

det(vy,...,v,) = Z sign(m)(v1)ra) -+ (Un)r(n) -

TESH
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13.2. Das Vorzeichen von Permutationen

Beweis Fiir beliebige Vektoren vy, ..., v, € R" berechnen wir:
det(vy,...,v,) = det(Z (V1)ir€ips - -+ Z (Un)in€in)
=1 in=1
= 2 Z (Ul)il "'(Un)in det(eil,...,ein)
=1 ip=1

= (V1)x(1) - (Un)r(m) det(ex(r), - - -, En(n))

€

n

3

n

= sign(m)(vi)r) -+ (Un)r(n) det(er, ... en)
—_—

€

%)

3

" =1

wobei die Summe iiber alle Permutationen von {1,...,n} geht und sign(r) das Signun|der
Permutation 7 bezeichnet.

13.1.6 Bemerkung: Die Idee des Satzes und des zugehorigen Beweises kann man gut an

folgendem Beispiel sehen, bei dem wir die Determinante fiir zwei Vektoren a = (Zl> und
2

b= (21) des R? berechnen.
2

Aus den Determinanteneigenschaften (D;)—(Ds3) folgt namlich:

det(a,b) = det(aje; + ageq, bieg + boes)
= aybydet(eq, e1) +arbydet(eq, es)
=0 -1
+agby det (e, e1) +agbs det(es, e3)
=21 -0
= a1b2 — a2b1

13.2. Das Vorzeichen von Permutationen

Erinnerung S, bezeichnete die Menge aller Permutationen (bijektive Selbstabbildungen von

(1,...,n})).

13.2.1 Schreibweise: Permutationen kann man in verschiedenen Weisen darstellen:

. . 1 2 3 45
e Zweizeilenform, wie z.B. 7 = (4 5 1 3 2) € Ss,
e die kompaktere Tupelschreibweise, wie z.B. m = (4, 5,1, 3, 2) € S5,

o oder die Zykelschreibweise 7 = (1 4 3)_ (2 5)_, welche bedeutet, dass 1 > 4 >
375 1und 2555 2.

*Siehe den folgenden Abschnitt
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13. Determinanten

13.2.2 Bemerkungen: o Weil man Zykel der Lange 1 (Zahlen, die von 7 gleich gelassen
werden) weglasst, ist die Zykelschreibweise besonders gut geeignet, wenn 7 nur wenige
Zahlen andert.

e AuBerdem kann man aus der Zykel-Schreibweise gut ablesen, wie sich Potenzen 7"

(also k-fache Hintereinanderausfiihrung) verhalten.

FRAGE: Was sind in obigem Beispiel 7% und 7927

e Den Subskript © setzen wir nur zur Unterscheidung der Zykel von Matrizen und
Tupeln. Normalerweise wird es in der Literatur weggelassen!

13.2.3 Definition: Seien i,j € {1,...,n} mit i # j. Dann definieren wir die Transposition
7;; € S, gemal
i k=
Tij k=< k=i.
k  sonst

13.2.4 Bemerkung: In der Zykelschreibweise ist 7;; = (z j)o'
13.2.5 Definition: Das Vorzeichen oder Signum sign(7) einer Permutation 7 € S, ist gleich
(—=1)", wenn 7 als Verkettung von N Transpositionen (Vertauschungen, 2-Zykel) geschrieben

werden kann. 7 heiBt gerade, wenn sign(7) = 1 und ungerade, wenn sign(mw) = —1.
Beispiele
1 2 3 : I
cm={; 5 3)€ Ss ist gerade (ergibt sich durch 0 Vertauschungen).
1 2 3 . .
o T = <3 9 1) € S5 ist ungerade, weil ™ = 73.
1 2 3 :
o T = <2 3 1) € Sy ist gerade, wegen

123
2 3 1 = T12 O To3 .
(Alternativen: (; § ?) = Ti3 O Ty oder (; g i)) = Ty3 0 Ti3.)

13.2.6 Satz: Die obige Definition des Signums einer Permutation macht Sinn, denn es gilt:

1. Jedes m € .S, ist Verkettung von Transpositionen.
2. Es gibt folgende alternative Charakterisierung des Signums:ﬂ

sign(m) = (=1)"1 wobei F:= {(i,5) | (i <j) A (n(i) > 7(j))}

die Menge der sogenannten Fehlstande ist.

Diese Charakterisierung von sign(7) hingt nicht von der genauen Wahl der Transpositionen zur Darstellung
von 7 ab, ist aber normalerweise viel unangenehmer zu berechnen.
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13.2. Das Vorzeichen von Permutationen

Beweisskizze Ein moglicher Beweis geht wie folgt:

1. Das sogenannte Bubble-Sort-Verfahren liefert eine Darstellung einer Permutation als
Produkt von Nachbarvertauschungen (solche der Form 7;;41).

2. Jede Vertauschung ist Verkettung einer ungeraden Anzahl von Nachbarvertauschungen.

3. Jede Nachbarvertauschung erzeugt oder beseitigt genau einen Fehlstand.

Frage Wie stellt man im allgemeinen eine Permutation durch Vertauschungen dar?

Antwort Am einfachsten geht es iiber die Zykeldarstellung. Man beobachtet namlich, dass

(@1 (5B Zn)o = Tigin © "7 O Tiyig O Tiyiy -

13.2.7 Folgerung: Das Signum eines einzelnen n-Zykels ist demnach (—1)""!. Falls eine
Permutation ™ mehrere Zykel der Langen nq,...,n; enthalt, so ist ihr Signum

sign(w) = | [(-1)™ ! = (_1)Zf=1(m—1)_

1=

i=1

13.2.8 Beispiel: Fir
m=(17 3 4 5)_(2 7)€ S

ergibt sich
sign(m) = (—1)**' = 1.

13.2.9 Anwendungen: (Im Folgenden verwenden wir die Zykeldarstellung.)

e Sein = 2. Dann ist
Sn={id, (1 2)_},

det(<(g) , (;)) = ad — bc.
e Firn =3 gilt

Ss={id, (1 2 3)_,(1 3 2)_yu{(t 2)_.(1 3),.(2 3).}-

/

und somit ist

~— ~

gerade ungerade
Somit folgt
a d g
det(|b],{e|,| ]| =aei+dhc+ gbf —ceg— fha —ibd.
c f 7

Dies nennt man die Regel von Sarrus, welche geometrisch als Entlanglaufen in den
beiden diagonalen Richtungen interpretiert werden kann.

WARNUNG: Diese Regel klappt nur im Fall n = 3!
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13. Determinanten

13.2.10 Satz: Es gilt sign(m o o) = sign(7) - sign(o).
Beweis Aneinanderhangen der Vertauschungsdarstellungen.

13.2.11 Folgerung: Wegen 7o 7! = id folgt sign(r) = sign(r~!).

13.3. Die Determinante linearer Abbildungen

13.3.1 Definition: Es sei ¢ € Lin(R",R") und e, ..., e, die Standardbasis des R™. Dann
definieren wir die Determinante det(p) von ¢ als

det(p) = detle(er), o, o(en))

det(eq, ..., en) = det(p(e1),. .., p(en)) -

13.3.2 Interpretation: det(yp) ist das (orientierte) Volumen des Bilds ¢([0, 1]™) des ,Ein-
heitswiirfels” [0, 1]™.

13.3.3 Bemerkung: Man beachte, dass man hier wieder einmal (analog zur Bezeichnung von
sowohl| Urbildsfunktion als auch Umkehrfunktion mit f~') zwei eng miteinander verwandte,
aber doch verschiedene Funktionen gleich (ndmlich mit det) bezeichnet.

Beispiele
e Die Determinante der Identitat ist 1.
e Eine Streckung x — Az um den Faktor A € R hat die Determinante \".

o Rotationen haben die Determinante 1.

13.3.4 Satz: Statt der Standardbasis eq, ..., e, kann man jede beliebige Basis b, ..., b,

des R™ verwenden:
_ det(p(bn), .., o(b)
det(by,...,b,)

Unabhangig von by, ..., b, ergibt sich dabei immer dieselbe Zahl det(y) € R.

det(yp) :

Begriindung Jedes Parallelotop P(by, ..., b,) (und sogar jeder andere ,messbare” Korper)
lasst sich durch eine disjunkte Vereinigung kleiner Wiirfel approximieren. Wenn sich deren
(orientiertes) Volumen mit det(y) verandert, muss es das Gesamtvolumen in gleicher Weise
tun.

13.3.5 Satz: ¢ € Lin(R",R") reguldr <= det(yp) # 0.

Begriindung Die {¢(e;)}i=1,..» spannen den gesamten R™ genau dann auf, wenn das
zugehorige Parallelotop nicht Volumen 0 hat.

13.3.6 Satz: Es gilt fiir ¢, ¢ € Lin(R",R")

det(p o) = det(yp) - det () .
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13.4. Die Determinante von Matrizen

Beweis O.E. sind ¢, und ¢ ot regulédr (sonst waren beide Seiten gleich 0). Dann gilt
aber

det(p(¢(e1)), ., p(¥(en)))

det(pew) = det(eq, ..., en)
_ det(p(dp(er)), . p(@len)))  det(y(er), ..., Plen))
det(¢(e1),...,¥(e,)) det(ey, ... e,)

= det(p) - det()

13.3.7 Folgerung: Wenn ¢ € Lin(R",R") regular ist, so gilt

det(p™") = (det(p)) ™"

13.4. Die Determinante von Matrizen

13.4.1 Definition: Es sei A = (a;;) € R"*". Die Determinante det(A) der Matrix A ist
definiert als die Determinante der zugehérigen linearen Abbildung 4 : R" — R"™ z — Az,

also
_ det(Aey, ..., Aey)

det(A) :=
et(4) det(eq,...,en)

=det(ay,...,a,),

wobei a; = Ae; die Spalten von A sind.

13.4.2 Bemerkung: Dieselbe Notation det wird hier nun schon fir eine dritte Art des Ar-
guments verwendet, die mit den vorigen (n Vektoren vy, ..., v, € R™ bzw. ¢ € Lin(R", R"))
zusammenhangt, aber nicht identisch ist.

13.4.3 Satz: Fir A = ((lij)i’jzl ..... n gllt

det(A) = Z sign(m)ax(1),1 - Ar(n)m

TESH

= Z Sign(7)az(1) *  Anyr(n) -

TES)

Beweis Das erste Gleichheitszeichen ist die Definition. Das zweite Gleichheitszeichen er-
rechnet sich wegen der Umordnung

Ar(1),1 " " Ar(n);n = A17=1(1) """ Ana—1(n)

sign(m) = sign(7w~!) und der Tatsache, dass man anstelle (iber alle 7 € S,, auch iiber alle
71 e S, summieren kann, weil 7 — 7! bijektiv ist.

13.4.4 Eigenschaften: Es gilt fir A, B € R™*"
1. det(AT) = det(A),
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13. Determinanten

2. det(A- B) = det(A) - det(B),
3. det(AA) = A" det(A),
4. det(A™1) = (det(A4)).

Beweis det(A) = det(AT) folgt aus dem vorigen Satz. Die anderen Eigenschaften folgen
aus den entsprechenden Aussagen fiir lineare Abbildungen.

Vorsicht Im allgemeinen gilt nicht det(A + B) = det(A) + det(B)!

13.5. Berechnung von Determinanten

13.5.1 Schreibweise: Wir fiihren folgende Kurzschreibweise ein:

aix - Qin aix - Qin
= det
Qp1 - Qpp Qp1 - Qpn
Erinnerung
o Firn =2 gilt
“ Z’ =ad — bc.
e Fir n = 3 gilt die Regel von Sarrus
a b c
d e fl=aet+bfg+ cdh— gec—hfa—1idb.
g h 1

o Fir allgemeines n gelten die Formeln

det(A) = Z SigN(m) )1 Gr(n)m
TESH

= Z Sign(m)ar = (1)« - A2,x(n) -
TESH

13.5.2 Satz: (Entwicklung nach der i-ten Zeile bzw. j-ten Spalte) Fiir eine Matrix A € R"*"
gilt

NgE

det(A) = (—I)Hjaij det(Sp; ;14)

<.
Il
—

(-1)i+‘j(lij det(S[w]A) .

M=

Hierbei bezeichnet S|; ;A die RM™~D*("~1)_Matrix, die aus A durch Streichung der i-ten Zeile
und j-ten Spalte entsteht.
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13.5. Berechnung von Determinanten

Beweisskizze Man ordne die Terme in

det(A) = Z Sign(ﬂ—)afﬂ(l),l e aw(n),n

TESH
geeignet um und klammere die Elemente der i-ten Zeile (bzw. j-ten Spalte) aus.

13.5.3 Beispiel: Die Determinante von

1 2 0 1
1 2 1 0
A=101 2 1
00 -1 3
berechnet sich als
1; (1) (1) 2 1 0 2 0 1
= 11 2 1|—-1-]1 2 1
01 2 1 13 0 -1 3
00 -1 3
2 1 1 0 2 1 0 1
= 2|—1 3|_|—1 3|_2'|—1 3|+|—1 3|

- 4-3-14+1=-2

13.5.4 Bemerkung: Offenbar ist es giinstig, nach Zeilen oder Spalten zu entwickeln, in
denen viele Nullen vorkommen.

Beobachtung Die Regeln
a b
c d

|=ad—bc

und die Sarrus-Regel

aei +bfg + cdh — gec — hfa — idb

@ Q.
> 0 o
—

1

= alei—hf)—=blid— fg) + c(dh — eg)

sind Spezialfille der Entwicklung nach Zeile/Spalte.

13.5.5 Problem: o Fiir groBes n und Matrizen, die wenig Nullelemente enthalten, ist der
Aufwand dieser Formel bei direkter Anwendung mit etwa O(n - n!) Rechenoperationen
viel zu hoch!

e Wenn man Zwischenergebnisse fiir Unterdeterminanten abspeichert, kann man den
Rechenaufwand auf circa O(2") Operationen reduzieren, was aber immer noch viel zu
viel ist (und zudem auch einen O(2")-Speicheraufwand bedeutet)!

o UBUNG: Wieviele Dezimalstellen haben n! und 2™ fiir n = 1007
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13. Determinanten

Beobachtung Wenn in der ersten Zeile oder Spalte nur a;; # 0 ist, so ist die Determinante
gleich a;; mal der Determinante der Restmatrix (a;;); j—2.. n—1, d.h.

aiy Qa2 - Qip
0 Qo2 -+ QA2p
Q22 -+ A2p
i all .
: . . Apo - Ann
0 Apo - Ann

13.5.6 Folgerung: Eine obere Dreiecksmatrix der Form

aix Q2 - Qip
0 axp - a

A fr—
0+ 0 am

hat als Determinante das Produkt ihrer Diagonalelemente, d.h.

n

det(A) = Haii = Qa1 Qpp -

i=1

Dasselbe gilt fir Diagonalmatrizen (Spezialfall) und auch fiir untere Dreiecksmatrizen (mit
derselben Begriindung).

13.5.7 Folgerung: Die in der GauB-Elimination (Operation (GE;)) auftretenden Scherungs-
matrizen S(k, [, o) mit k # [ sind fir k& < [ untere und fiir k£ > [ obere Dreiecksmatrizen mit
Einsen auf der Diagonale und haben somit Determinante 1. Daher dndern die Operationen
»Addiere ein Vielfaches von Zeile k zu Zeile I" (Matrixoperation: A, := S(k,l,a) - A),
die Determinante nicht. Das gleiche gilt fiir die entsprechende Spaltenoperation ,Addiere
ein Vielfaches von Spalte k zu Spalte [* (Matrixoperation: Ane, := A - S(k, [, «)). BEMER-
KUNG: Diese letztere Aussage konnte man alternativ auch aus der Scherungsinvarianz der
Determinante ersehen, mit Hilfe derer wir die Determinante als Multilinearform zu Beginn
des Abschnitts definiert hatten.

13.5.8 Satz: Es sei 7 € S,, eine Permutation. Die Permutationsmatrix P, = P(7) € R™*",

welche fiir alle Standardbasisvektoren Pre; = e, erfilllt, hat die Determinante

det(P,) = sign(m).

Beweis
_det(Prey, ..., Prep)  det(ex), .- exm)

det(Py) = -
et(Fx) det(eq,...,e,) det(eq, ..., e,)

= sign(m)

13.5.9 Folgerung: Weil eine einzelne Transposition das Signum —1 hat, fiihrt ein Tausch
zweier Zeilen (oder zweier Spalten) einer Matrix A zur Multiplikation der Determinante mit
—1.
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13.6. Determinante und Gleichungssysteme

13.5.10 Algorithmus: (Schnelle Determinantenberechnung) Transformiere die Matrix durch
die obigen Scherungen und Vertauschungen in eine Dreiecks- oder Diagonalmatrix, de-
ren Determinante dann das Produkt ihrer Diagonalelemente ist. Die Schreibarbeit kann

man noch reduzieren, wenn man det(A) = ay; - det(Restmatrix) ausnutzt, sobald man
91 = ... = an, = 0 oder a;a = ... = ay, = 0 erreicht hat.
Beachte

e Man beachte, dass hier sowohl Zeilen- als auch Spaltenoperationen erlaubt sind, anders
als bei der Losung von Gleichungssystemen!

o Bei jedem Zeilen- oder Spaltentausch muss ein Faktor —1 beriicksichtigt werden.

13.5.11 Beispiel:

32 0 1 3 2 0 1
01 -2 1 (Za)—(Za)—(Z1) 0o 1 -21
00 —-10 B 0 0 -1 0
30 0 1 0 -2 0 0
_ 1 -2 1
EntW|ck|ung:nach Spalte 1 3.10 10
-2 0 0
o 1 -2 1
0 0 2

Entwicklung nach Spalte 1 _a. -1 0 _

N Slo —o/ =70

13.5.12 Bemerkung: Weil die Transformation von A € R™*™ auf Dreiecksgestalt nach
dem frither gesagten ,,nur” O(n?) Operationen benétigt, ist dies auch der Aufwand fiir diese
Berechnungsmethode von det(A). Dies bedeutet bereits fiir moderat groBes n einen viel klei-
neren Aufwand als O(n-n!) bzw. O(2") fiir die friiher erwahnten Formeln. ZAHLENBEISPIEL:
Fiir n = 100 ist n - n! ~ 10199, 2" ~ 10%° und n? = 10°.

13.6. Determinante und Gleichungssysteme

13.6.1 Satz: Fir A € R™™ mit Spaltenvektoren ay,...,a, sind folgenden Aussagen aqui-
valent:

o A ist invertierbar, d.h. es existiert A7! € R™" mit AA™' = A71A =1,,.
e Zu beliebigem b € R™ gibt es ein eindeutig bestimmtes x € R"” mit Az = b.

o Kern(A) = {0} (dim(Kern(A)) = 0)
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13. Determinanten

Bild(A) = R™ (Rang(A) := dim(Bild(A)) = n)

Die Spaltenvektoren ay, ..., a, spannen ganz R" auf.

Das Volumen des Parallelotops P(ay, ..., a,) ist ungleich 0.

det(A) = det(ay,...,a,) # 0.

Beweis Kombination friherer Satze und Definitionen.
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14. Eigenwertprobleme

14.1. Motivation

14.1.1 Experiment: Wir simulieren das schon friiher betrachtete Federpendel mit einer
Modifikation: Es gibt eine (oszillierende) Kraft, die das Pendel anregt. AuBerdem nehmen wir
an, dass wenig Reibung vorhanden ist. Man beobachtet dann Oszillationen des Pendels, die

umso groBer sind, je ndher die Frequenz der anregenden Oszillation bei dem Wert A = \/>

D
: : . . . . 0 1
liegt. Diesen Wert kann man iber die sogenannten Eigenwerte der Matrix A = [ 0
u(t)

berechnen, da die Pendelbewegung mit dem Differentialgleichungssystem u/(t) = A
beschrieben werden kann [

14.1.2 Bemerkung: Dasselbe Phanomen tritt auch bei komplizierteren mechanischen Sys-
temen wie Fahrzeugen, Gebauden, etc. auf. Hier ist die Kenntnis und Vermeidung solcher
kritischer Frequenzen von hochster Wichtigkeit. Ein abschreckendes Beispiel ist die Tacoma
Narrows Bridge.

14.1.3 Bemerkung: Auch in vielen anderen praktisch relevanten Bereichen auBerhalb der
Mechanik wie zum Beispiel in Elektrotechnik (z.B. Schwingkreise), Chemie, Meteorologie,
und sogar in der Wirtschaft oder am Finanzmarkt kann man ahnliche Phdnomene beobachten.

14.2. Eigenwertprobleme

14.2.1 Bemerkung: ¢ Im Folgenden werden wir Vektorraume und Matrizen liber einem
Koérper K betrachten, wobei wir nur die Falle K = R und K = C im Sinn haben.

e Der Hintergrund ist, dass sich die folgenden Aussagen an manchen Stellen unterschei-
den, je nachdem ob man reelle oder komplexe Vektorraume betrachtet. (Die Aussagen
sind namlich fir den Fall K = C einfacher.)

e Im Gegensatz dazu sind die Resultate aller vorhergehenden Abschnitte dieses Kapitels
(Matrizen-Multiplikation, LGS, Determinanten) gleichermaBen fiir Vektorrdume und
lineare Abbildungen lber R, C und Q giiltig, so dass wir uns auf den am meisten
gebrauchten Fall K = R beschrankt haben.

*Dies ist eine alternative Beschreibung zu dem Zugang am Ende des Kapitels (iber komplexe Zahlen. Beide
werden spater noch genauer betrachtet.
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14. Eigenwertprobleme

14.2.2 Bezeichnung: Sei K = R oder K = C. Ferner sei A € K™, womit wir auch
meinen, dass wir an der linearen Abbildung

K" —> K", =~ Az

interessiert sind. Insbesondere schreiben wir A € C"*™ auch fiir eine Matrix A, die nur
reelle Eintrage hat, sofern wir an ihrer Anwendung auf beliebige komplexe Vektoren z € C”
interessiert sind. Auch die Einheitsmatrix 1,,.,, € K™*" wird im folgenden oft vorkommen,
und wir bezeichnen sie daher einfach kurz als 1.

14.2.3 Definition: Sei A € K™, X\ € K heift Eigenwert (EW) von A, wenn es ein
x € KM\{0} gibt, so dass

Ax = A\ [— (A—-A)z=0].

Ein solches x # 0 nennt man Eigenvektor (EV) von A zum Eigenwert A. Den Unterraum
Kern(A—A1) nennt man dann den Eigenraum zum Eigenwert A (er enthalt alle Eigenvektoren

zu X sowie den Nullvektor). Die Menge aller Eigenwerte nennt man das Spektrum o(A) von
A.

Vorsicht

e Der Nullvektor 0 € R™ ist per Definition kein Eigenvektor, weil sonst wegen A0 = A0
alle X € K Eigenwerte waren.

o Er gehort allerdings zum Eigenraum Kern(A — A1), weil dieser sonst kein Vektorraum
ware.

14.2.4 Bemerkung: Die Theorie von Eigenwertprobleme nennt man auch Spektraltheorie.
Der Begriff motiviert sich wieder aus der Physik: Ahnlich wie man dort das Lichtspektrum mit
einem Prisma auffachert, zerlegt man in der Mathematik die Wirkung von linearen Operatoren
x — Az in einfachere Bestandteile.

14.2.5 Beispiel: Die Matrix A = _01 (2)> hat die Eigenwerte —1 und 2. Zugehorige
Eigenvektoren sind die Standardbasisvektoren e; und ey. Das Spektrum ist o(A) = {—1, 2}.
14.2.6 Beispiel: Die Matrix A = (:; 3 hat dieselben Eigenwerte/dasselbe Spektrum.

2

Frage Wie berechnet man Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A?

Die zugehorigen Eigenvektoren sind x; = <?> und x5 = (1>

Beobachtung

A € K Eigenwert von A <= Kern(A — A1) # {0}
«— det(A— A1) =0.
N

=:xa(N)
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14.2. Eigenwertprobleme

14.2.7 Definition: Die Abbildung
Xa:K—->K, X det(A— )

ist ein Polynom in A\ mit Koeffizienten aus K, welches man das charakteristische Polynom von
A € K™ nennt. Die in K liegenden Nullstellen dieses Polynoms sind genau die Eigenwerte
von A.

Begriindung Wenn man det(A — A1) mit Hilfe der Formel
det(A — A1) = det(A) = i G-
€ ( ) € ( ) Z Slgn<ﬂ—)aﬂ(1)7l Ar(n)n

=A 7T€Sn
ausrechnet und den entstehenden Ausdruck nach Potenzen von A ordnet, sieht man sofort,
dass das Ergebnis ein Polynom n-ten Grades ist.

14.2.8 Beispiel: Es sei A = (1 2

2x2 ;
3 4) e R“*#. Dann gilt

XA(A)Z‘lg)\ 43/\'=(1—>\)(4—>\)—6=A2—5)\—2

Die Eigenwerte sind also

\ 5++/250+8 HE++/33
12 = = i
2

2

14.2.9 Beispiel: Es sei A = (? _01) e K?*2. Dann gilt
I N A
xXa(A) = ) _)\‘—A +1.

Falls nun K = C, so gibt es die Eigenwerte A\, = +i, zu denen wir im nachsten Abschnitt
auch komplexe Eigenvektoren berechnen werden. Falls hingegen K = R, so hat A keine
(reellen) Eigenwerte und keine (reellen) Eigenvektoren. Dies ist ja auch sofort durch die
geometrische Bedeutung von A (welche ist das?) einsichtig.

14.2.10 Bemerkung: Das charakteristische Polynom
XA(A) = ap A" 4 an A"+ L+ ag
einer n x n-Matrix A erfiillt
e a, = (—1)" — also gilt grad(xa) = n,
e a, 1 = (—1)""'Spur(A) wobei

n

Spur(A) := Z a;; = Summe der Diagonalelemente von A
i=1
die sogenannte Spur von A ist,
o ag = det(A).
14.2.11 Folgerung: Fiirr A € K?*2 gilt x4(\) = A\* — Spur(A)\ + det(A).
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14. Eigenwertprobleme

14.3. Berechnung von Eigenraumen

14.3.1 Algorithmus: Sei A € K"" und A € K sei ein Eigenwert von A. Dann erhalt
man den Eigenraum (=Menge aller Eigenvektoren samt dem Nullvektor), als Lésungen des
singularen Gleichungssystems

(A= A)z =0.

14.3.2 Beispiel: (Berechnung von Eigenvektoren)
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Wir hatten die Eigenwerte von <Z1’) Z) Zu Aijp = % berechnet.

Der zu )\, = 5+¥33 gehorende Eigenvektor berechnet sich durch Losung des singularen

2
Systems
—3—+/33 2 L (0
2

Wir addieren nun das 335@—fache der ersten Zeile zur letzten und sehen, dass das

System wegen

3—\/@+ 12 _3—\/%+12(3—\/§)_0
2 3+433 2 —24

i 0 0)-6)

BEMERKUNG: Eigentlich hatte man sich den vorigen Schritt sparen konnen, weil die
letzte Zeile bei richtiger Rechnung zur Null werden muss (die Matrix A — A1 ist ja
singular!), er ist aber ganz gut als Probe geeignet.

ZUu

wird.

Die Lésungen (der Eigenraum) sind

{s<3+i@) \seR}:{s<3+4m) \seR}zR(ngi/ﬁ) .

Jeder Vektor aus diesem Eigenraum auBer dem Nullvektor ist ein Eigenvektor zum
Eigenwert \;.

Analog erhalt man den Eigenraum zu A\, = 5-V33 glg

{3(3_4\/@ |seR}=R<3_4\/§>.



14.4. Reelle und komplexe Eigenwerte

14.4. Reelle und komplexe Eigenwerte

14.4.1 Satz: Jede Matrix A € C"*™ hat mindestens einen Eigenwert A € C.

Beweis Fundamentalsatz der Algebra: y 4 hat mindestens eine Nullstelle in C. Somit gibt
es einen Wert \ € C, fir den Kern(A — A1) nichttrivial ist, also einen Vektor x € C™"\{0}
enthalt.

14.4.2 Bemerkungen: e Das charakteristische Polynom einer Matrix A € R"*" braucht
keine reellen Nullstellen zu haben, so dass A keine reellen Eigenwerte/Eigenvektoren
haben muss.

o Fiir dieselbe Matrix aufgefasst als A € C"*™ gibt es aber auf jeden Fall komplexe
Eigenwerte samt zugehorigen komplexen Eigenvektoren.

a

14.4.3 Beispiel: e Fira,beRist A = (b

_ab> die Matrix einer Drehstreckung.

Das charakteristische Polynom von A ist
xa(A) = (A —a)* +b*.
e Die Nullstellen von x4 sind offenbar gerade
A—a)?=—-b* <= MNp=azLbi.
o Fiir b # 0 (die lineare Abbildung ist dann keine bloBe Streckung, sondern hat auch einen

Drehungsanteil) gibt es daher keine Eigenvektoren in R? (was ja auch geometrisch
einsichtig ist).

o Andererseits gibt es fiir dieselbe Matrix A die komplexen Eigenvektoren v; = (_1’)

und vy = C) zu den Eigenwerten \; = a + bi und Ay = a — bi.

14.4.4 Bemerkungen: Unsere frilheren Betrachtungen tiber Polynome mit reellen Koeffizi-
enten liefern folgende Aussagen fiir reelle Matrizen A € R™*":

o Fiir ungerades n hat A (mindestens) einen reellen Eigenwert mit einem zugehdrigen
reellen Eigenvektor.

e Erlaubt man auch komplexe Eigenwerte und Eigenvektoren, so ist mit A = a + bi € C
auch A = a — bi ein Eigenwert von A. Auch die zugehdrigen Eigenvektoren sind wegen

Av=v < Av = v < AT =\

komplex konjugiert zueinander.

TEs gilt A = Va2 + b2 (z —Cs> mit Konstanten ¢,s € [—1,1], welche man wegen ¢ + s> = 1 als

¢ = cos(yp) und s = sin(yp) fir ein geeignetes o € [0, 27| interpretieren kann.
tNatiirlich gibt es weitere Eigenvektoren, namlich alle komplexen Vielfachen von v; und v, auBer dem
Nullvektor.
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14.4.5 Folgerung: Im Gegensatz zu Drehungen des R? haben Drehungen im R3 um eine
durch ein 77 € R3 gegebene Achse immer Eigenvektoren (welche?).

14.5. Diagonalisierbarkeit

Erinnerung

e Die Wahl einer Basis by,...,b, in einem VR V lber dem Koérper K induziert einen
Isomorphismus
x

1 n
o K'>V, e Y by
, i=1
o Erst durch eine solche Basiswahl kann man die Wirkung linearer Selbstabbildungen

¢ 'V — V durch Matrizen A € K"*" beschreiben. Man wahlt dazu die Eintrage A;;
so, dass gilt ¢(b;) = D", Aibi.

Beobachtung Die Begriffe Eigenwert und Eigenvektoren konnen fiir lineare Abbildungen
¢ : V. — V genauso wie fiir Matrizen definiert werden (man muss in den Definitionen nur
¢(x) anstelle von Az schreiben).

Frage Kann man die Basis by,...,b, in V so wahlen, dass die Wirkung von ¢ durch eine
besonders einfache Matrix dargestellt wird?

14.5.1 Satz: Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tber K, ¢ € Lin(V, V), by,...,b, €V
eine Basis aus Eigenvektoren von ¢ zu Eigenwerten Ay, ..., \,, d.h.

ob) =Nb;, i=1,...,n.

Die Wahl dieser Basis induziert einen Isomorphismus zum K", so dass die ¢ beschreibende
Matrix A, Diagonalgestalt hat:

A 0
A _ L c Knxn )
0 A
Beweis Offensichtlich.

14.5.2 Folgerung: o Dasselbe gilt auch im Spezialfall V' = K" und ¢(x) = Ax fir ein

Ae KM,
o Falls es hier eine Basis by, ...,b, € K" bestehend aus Eigenvektoren von A zu Eigen-
werten Ay, ..., \, € K gibt, so wird ¢ in der Basis by, ..., b, durch die Diagonalmatrix
A 0
D=
0 An
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14.5. Diagonalisierbarkeit

beschrieben.

14.5.3 Bemerkung: Normalerweise arbeitet man nicht durchgehend in einer solchen Eigen-
vektorbasis (sie ist oft recht unhandlich), sondern rechnet die Standardbasisdarstellung nur
voriibergehend um. Dazu geht man wie folgt vor:

e Sei T die Matrix, deren Spalten aus den Eigenvektoren by, ...,b, € K" von A zu den
Eigenwerten A\, ..., )\, € K bestehen.
e Dann gilt
A 0
A=_T T .
—— —
ei—b; 0 Ap ] bime

¢ BEDEUTUNG: Die Anwendung von T~ rechnet einen in den Standardbasis-Koordinaten
dargestellten Vektor in die Eigenvektorbasis-Koordinaten um. In dieser Darstellung
wird dann jede Komponente mit dem entsprechenden Eigenwert skaliert. Zuletzt rech-
net die Anwendung von T die Eigenvektor-Koordinaten wieder in die Standardbasis-
Koordinaten um.

Beweis Mit den obigen Definitionen von 7" und D erhalt man
AT = A (bl\ e |bn) = (Ab1| e |Abn) = (A1b1| e |)\nbn) =TD
Multiplikation mit 7! von rechts liefert die Behauptung.

14.5.4 Definition: Die Matrix A € K"*" heiBt diagonalisierbar, wenn folgende (zueinander
aquivalente) Bedingungen erfiillt sind:

1. Es gibt eine Basis von K" bestehend aus Eigenvektoren von A.
2. Es gibt ein T' e GL(n,K) und eine Diagonalmatrix D € K™*" mit
AT =TD <«— A=TDT'! «— D=T"1AT.

Beweis Wie oben gezeigt, definiert die Eigenvektorbasis by,...,b, € K" ein geeignetes
T € K"*™. Umgekehrt bilden aber auch die Spalten t; = T'e; einer invertierbaren Matrix T’
mit AT = T D fir diagonales D eine Eigenvektorbasis.
14.5.5 Beispiel: Fiir die Matrix A = (il)) i) des obigen Beispiels sollte wegen der fritheren
Rechnungen gelten
4 4 503 4 4\
A= (3+«/33 3—«33) o =) (3+\/33 3—«/33) ‘

Dies kann man mit geniigend Arbeit (alternativ: mit Matlab oder einem CAS=Computer-
Algebra-System) auch nachrechnen.
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14. Eigenwertprobleme

14.5.6 Beispiel: Die Matrix A € R?*? besitze die Eigenvektoren (_11) und (_21) zu den

Eigenwerten 1 und 2. Folglich kann man A erhalten aIsE]

4o (L Sty oy 11y
o\-1 2 0 2 -1 2
T
B 1 =2\ (2 1\ (0 -1
- \-1 4 1 1) \2 3)°
14.5.7 Bemerkungen: o Mit Hilfe einer solchen Zerlegung A = TDT~! mit diagona-
lem D kann man beliebige Potenzen A* leicht ausrechnen: Es gilt namlich

Ak = (TDTY)(TDT™Y)-- - (TDT™Y)
= TD(T~'T)D(T~'T)---(T~'T)DT"
= TD'T™*

und die Potenzen D* sind einfach zu berechnen:

A1 0 Ak 0
D= = DF= .
0 A 0 A
k .
e Analog kann man Polynome p(A) = ZCZ‘AZ in A einfach berechnen:
i=0
p(A1) 0
p(A) =T T
0 p(An)

o Dasselbe gilt fiir sogenannte Potenzreihen, wie zum Beispiel die Exponentialreihe exp(A) =

o %Ak, die man fir diagonalisierbares A gemaB

)\1 0 6>\1 0
A=T 7! = exp(A) =T 71
0 An 0 ern

berechnen kann [

$Man beachte, dass die Eigenvektoren hier der Einfachheit so gewahlt wurden, dass det(T") = 1. Dies fiihrt
zu einer ganzzahligen Inversen 71, und weil auch die Eigenwerte ganzzahlig sind, ist auch A ganzzahlig.

YSpater werden wir diese Technik zur expliziten Lésung von Systemen linearer gewdhnlicher Differential-
gleichungen verwenden.
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14.5.8 Satz: Seien by, ..., b, € K" Eigenvektoren zu k paarweise verschiedenen Eigenwerten
A,y ..oy Ak € K einer Matrix A € K"*™. Dann sind by, ..., b linear unabhangig.

Beweis Wenn by, ..., by linear abhingig waren, so kdnnte man eines von ihnen (z.B. b;)
als Linearkombination der anderen schreiben, also

k
bl = 2 Oéibi .
=2

Auf diesen Ausdruck wendet man nun das Produkt Hsz(A — A\;1) an und erhalt

(ﬁ(Al - Aj)> by =0.

j=2

Wenn die )\; paarweise verschieden waren, so misste folglich b; = 0 sein, was fiir einen
Eigenvektor nicht erlaubt ist.

14.5.9 Folgerungen: e Falls x4(\) n verschiedene (komplexe) Nullstellen hat, so ist
A e C™*" komplex diagonalisierbar (d.h. A = TDT ' mitT, D e C*", T invertierbar,
D diagonal).

o Falls y4(A\) n verschiedene reelle Nullstellen hat, so ist A € R"*" reell diagonalisierbar
(d.h. A=TDT~! mit T, D € R™", T invertierbar, D diagonal).

14.5.10 Bemerkung: Wenn x4()\) mehrfache Nullstellen hat, d.h. einen oder mehrere
Faktoren der Form (A—\,)* mit k > 1 enthalt, so ist eine genauere Untersuchung notwendig,
da beide Falle auftreten konnen:

1. A kann diagonalisierbar oder sogar schon diagonal sein, wie z.B. bei

A, O
A:(O )\*)'

2. A ist nicht diagonalisierbar, wie zum Beispiel bei der Scherstreckung

A 1
(1)

welche nur den Eigenvektor e; (und Vielfache davon) hat. Man beachte, dass dies
sowohl im Reellen als auch im Komplexen gilt!

14.5.11 Bemerkung: o Wenn A € R™" symmetrisch ist (d.h. A = AT), so wird die
Problematik der Scherstreckung ausgeschlossen.

o Es stellt sich dann sogar heraus, dass A in diesem Fall immer reell diagonalisierbar
ist, und dass obendrein die Eigenvektorbasis immer orthogonaﬂ_r] ist oder wenigstens
orthogonal gewahlt werden kann.

e Der Fall symmetrischer Matrizen kommt in der Praxis recht haufig vor, und wir werden
ihm im nachsten Kapitel noch einmal begegnen.

ISiehe nachstes Kapitel.
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14.6. Anwendung: Tragheitstensor

14.6.1 Anwendung: (Physik) Jeder beliebige starre Kérper V' < R? mit Dichte p : V' — R{
besitzt einen Schwerpunkt S € R3, den man durch ein Volumenintegral

S = J p(x)x dr e R?
v

berechnen kann. AuBerdem gibt es auch noch die Tragheitsmatrix (,, Tragheitstensor®)
0 J ) {Je = SPlass — (¢ — S)(x — §)T} do e RS,

welche die ,, Tragheit” beziiglich der Drehung um eine gegebene Achse durch S angibt:
L=0 w.

Diese Gleichung ist das Analogon von p = muv (Impuls=Masse mal Geschwindigkeit) fiir
Drehungen: L € R? ist dabei der Drehimpuls, und die Winkelgeschwindigkeit w € R? hat die
Richtung der Drehachse.

Man sieht leicht, dass der Tragheitstensor © € R3*3 symmetrisch ist. Daher gibt es auf jeden
Fall drei orthogonal aufeinander stehende Eigenraume zu Eigenwerten Ai, A2, A\3. Wenn alle
Eigenwerte verschieden sind, z.B. \; < Ay < A3, so sind diese Eigenraume eindeutig bestimmt
und heiBen Haupttragheitsachsen. Man kann dann zeigen, dass

1. Drehungen ohne Krafteinwirkung von auBen (z.B. iber die Achse) nur in Richtung
dieser drei Achsen moglich sind, und dass

2. nur die Drehungen in Richtung der zum kleinsten und zum groBten Eigenwert geho-
renden Achsen stabil gegeniiber Stérungen sind. Das zeigt auch ein Experiment mit
Streichholzschachtel, Buch oder Ziegelstein.

14.6.2 Bemerkung: Das Volumenintegral I(f Sv x) dz fir einen Integrationsbereich
V < R™ und einen Integranden f : V — R* kann man (fur »gutartige" V' und f) appproxi-
mativ berechnen, indem man

1. V mit einem Gitter der ,,Maschenweite" h Uberdeckt,

2. daraus alle in V' enthaltenen Wiirfel {K;};—; _n auswahlt

-----

3. und setzt:

N
121&’—/ Z; (M;)

hn

wobei M; der Mittelpunkt des Wiirfels K; ist.
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14.7. Anwendung: Fibonacci-Zahlen

14.7.1 Problem: Die Fibonacci-Zahlen kann man mit Hilfe des folgenden diskreten Evolu-
tionsprozesses motivieren:

e Zur Zeit T' = 0 ist die Insel leer, d.h. F = 0.

o Zur Zeit T = 1 wird ein (gerade geborenes) Kaninchenpaar auf die Insel gebracht:
F =1

o Zum Zeitpunkt 7' = 2 (nach einer weiteren Zeiteinheit) wird das Paar geschlechtsreif,
die Zahl bleibt aber immer noch F, = F; = 1.

e An den Zeitpunkten T" = 3,4... bekommen alle Tiere, die alter als eine Zeiteinheit
sind, jeweils ein neues Paar Kinder, woraus wir schlieBen:

Fk = Fk—l + Fk_g .

e Kein Kaninchen stirbt.
14.7.2 Definition: Die Fibonacci-Zahlen F}, sind fiir k € Ny rekursiv definiert als
0 k=0

Fk = 1 k=1
F. 1+ F,_5 sonst

14.7.3 Aufgabe: Berechne/untersuche die Folge Fj.

Antwort Das Standardvorgehen bei Rekursionen, die von mehr als einem vergangenen
Wert abhangen, ist das Umschreiben zu einer Vektoriteration, welche nur von dem letzten
vergangenen Wert abhangt:

R 0 1\ = R 0
Fk-‘rl = (1 1) k> 0= (1) )
woraus wir sofort sehen, dass

—'_ k O . 0 1
Fo= A (1) A—(l 1).

14.7.4 Bemerkung: Diese Formel kann bereits verwendet werden, um Fibonacci-Zahlen
(z.B. Figs) in Langzahlarithmetik sehr genau und schnell zu berechnen (Stichwort: schnelle
Exponentiation).

erfullt namlich
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11

14.7.5 Analyse: e Das charakteristische Polynom von A = (0 1) ist

xa(AN) =A2—A—1.

Es hat die Nullstellen

1++/5

)\1/2 = 9 .
Die zu diesen Eigenwerten )\, gehdrenden Eigenvektoren sind (bis auf Vielfache be-
stimmt)
)
1/2 A1/2 .
Also gilt

= A0, (0 1 1
A-r(l o)) 70w

T-! ((1)) berechnet sich nun durch Losung des LGS

(OE)-0) - (¢)-(3):

Somit erhalten wir die Losungsformel:

k 1 )‘llﬁf)‘g
k Fk+1 )\1 )\2 0 )\g —% >‘1+ _)‘2+ ’

und somit

0%

N
V5

Weil |A\o| < 1 ist, wird der Beitrag mit A5 sehr schnell kleiner, so dass fiir groBe k mit
hoher Genauigkeit gilt

Fy,

)\k

Wir sehen also ein exponentielles Wachstum mit Rate ;.

14.7.6 Bemerkung: e Diese Analyse linearer n-Term-Rekursionen mit Hilfe von Matri-
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zen und Eigenwerten ist aquivalent zu deren Untersuchung mit einem Ansatz der Form
A" (siehe Ubungsaufgabe).

Die fur die Fibonacci-Folge wichtige Zahl \; = ”2—\/5 ~ 1.618... ist bereits aus dem
Altertum als der goldene Schnitt bekannt.



14.8. Anwendung: Page-Rank

14.8. Anwendung: Page-Rank

14.8.1 Anwendung: Als ein aktuelles Anwendungsbeispiel sei noch eine Methode zum Be-
werten von Webseiten erwihnt, wie sie im Kern wohl auch von Google verwendet wird (der
zugehorige ,Page-Rank"“-Algorithmus ist nach Google-Griinder Larry Page benannt). Die

Webseiten (nummeriert von 1,...,n) und die Links zwischen ihnen definieren eine Matrix
1 wenn j auf i verweist
A . _ ) |{Links auf Seite j}| J
= (@ij)ij=1,..m> Qij =
0 sonst

Diese Matrix wird noch etwas modifiziert (u.a. wird ein kleiner Parameter § > 0 auf die
Matrixeintrage addiert). Die sogenannte Perron-Frobenius-Theorie liefert dann die Existenz
eines eindeutig bestimmten positiven Eigenwerts A > 0 und eines zugehdrigen Eigenvektors
w € R™ mit positiven Komponenten. Die GroBe der Komponenten dieses Eigenvektors liefert
dann tatsachlich eine sinnvolle Rangfolge der Webseiten, denn wegen

1 - 1 w;
Wi )\j;aijwj A Z |{Links auf Seite j}|

j verweist auf ¢

ist der ,Wert" oder ,Rang" von Webseite i umso groBer je mehr hochwertige Webseiten auf
sie verweisen.

14.8.2 Bemerkung: Die praktische Losung solch riesiger Eigenwertprobleme ist Bestandeteil
der Numerischen Linearen Algebra.
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15. Skalar- und Vektorprodukt

15.1. Das Skalarprodukt im R”

15.1.1. Definition
15.1.1 Definition: Fir beliebige Vektoren a,b € R™ heiBt die reelle Zahl

<CL, b> = Zn: Clibi
i=1

das Euklidische Skalarprodukt von a und b. Dabei bezeichnen a; und b; die jeweiligen Kom-
ponenten von a bzw. b.

15.1.2 Bemerkung: Das Euklidische Skalarprodukt ist kein Produkt im (iblichen Sinn, weil
die Werte in einer anderen Menge (namlich R) liegen als die ,Faktoren” (im R™).

15.1.2. Eigenschaften

Beobachtung Man prift leicht nach:

(S1) Das Euklidische Skalarprodukt ist bilinear (d.h. linear im ersten und im zweiten Ar-
gument): Fir Vektoren a,ay,as,b,b1,by € R™ und reelle Zahlen A\, Ay, k1,52 € R

gilt
(kray + Koag, by = ki{ay, by + kalag, b)
<CL, /\1b1 + )\2b2> = )\1<CL, b1> —+ )\2<6L7 b2> .

(52) Das Euklidische Skalarprodukt ist symmetrisch:
{a,by =(b,a)
(S3) Das Euklidische Skalarprodukt ist positiv definit:
Va#0: {a,ay>0
15.1.3 Bemerkung: Im Folgenden werden wir zur Herleitung vieler Aussagen ausschlieBlich
diese Eigenschaften verwenden. Es ist daher naheliegend, (51)-(S3) als definierende Eigen-

schaften (Axiome) eines Skalarprodukt-Begriffs zu verwenden, der das Euklidische Skalarpro-
dukt als Spezialfall einschlieBt.
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15.1.4 Definition: Es sei V' ein Vektorraum. Eine Abbildung (:,-) : V' x V' — R heiBt
Skalarprodukt, wenn sie (S1)-(S3) erfillt.

15.1.5 Bemerkung: e Das Euklidische Skalarprodukt auf dem R" ist somit ein Spezi-
alfall eines Skalarprodukts.

o Auf dem R™ kann man auch viele andere Skalarprodukte definieren, wie beispielsweise
(x,yy~ := D1, a;z;y; mit positiven Konstanten «;.

e Und auch auf anderen Vektorraumen gibt es Skalarprodukte, wie z.B. das fiir in-
tegrierbare Funktionen f,g : [0,1] — R definierte L?-Skalarprodukt {f,g);: :=
Sé f(z)g(x) dz, welches wichtig fiir die sogenannte Fourier-Analysis ist.

15.1.6 Bezeichnung: e Das Euklidische Skalarprodukt im R™ wird oft mit einem Punkt
bezeichnet, d.h. x.y anstelle von {(x,y).

o Wir verwenden diese Notation nichfff], weil wir erstens den Punkt schon zur Verdeut-
lichung der normalen Multiplikation und der Skalierung von Vektoren verwenden, und
zweitens, weil fast alle Aussagen dieses Abschnitts auch fiir beliebige andere Skalarpro-
dukte richtig sind.

15.1.3. Euklidische Norm
15.1.7 Definition: Die Euklidische Norm oder Euklidische Lange eines Vektors = € R™ ist

lell = Vo) = 4 /i\xm

15.1.8 Bezeichnung: Friiher haben wir fiir die Euklidische Lange einfach die Betragsnota-
tion || verwendet. Der Wechsel zu ||-|| geschieht aus zwei Griinden:

1. Da wir keine Spezialnotation fiir Vektoren verwenden, macht es den Unterschied zwi-
schen Betrag einer Zahl und Lange eines Vektors deutlicher /]

2. Im folgenden Kapitel werden wir auch andere Normen betrachten, und die Notation
||-|| weist darauf hin, dass Aussagen in einem allgemeineren Sinn giltig sind.

15.1.9 Eigenschaften: Fiir diese GroBe gelten folgende Aussagen:
(N1) Definitheit: ||z|| > 0 fur 2 # 0
(N2) Homogenitat: ||[A - z|| = |Al]|z]]

(N3) Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||lz|| + ||yl|

*QOder wenigstens im Augenblick noch nicht, denn spater bei Kurven- und Flachenintegralen werden wir es
doch tun.

TDies ist beispielsweise beim Verstandnis der Normeigenschaft (N2) in der folgenden Bemerkung niitzlich,
wo beide Bedeutungen zusammen auftreten.
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Beweis Die ersten zwei Aussagen sind klar. Die dritte (Dreiecksungleichung) werden wir
spater als Nebenprodukt anderer Aussagen erhalten.

15.1.10 Bemerkung: e Im Folgenden werden wir viele Aussagen fiir Normen ausschlieB-
lich unter Riickgriff auf die Eigenschaften (N1)-(N3) begriinden. Es ist daher nahelie-
gend, sie als Axiome eines weitergehenden Normbegriffs zu verwenden, der die Eukli-
dische Norm als Spezialfall einschlieBt.

o Skalarprokukte, Normen und ihre Beziehungen werden wir spater in Kapitel noch
einmal genauer betrachten.

15.1.11 Definition: Mit Hilfe einer Norm kann man einen Vektor x € R™\{0} wie folgt
zerlegen

v = ||z,
wobei man % := ”71“3: die Richtung von x und ||z|| die Lange von z nennt.
15.1.12 Bemerkung: Es gilt ||Z]| = HﬁxH — ﬁ”x” =1.

15.1.13 Satz: (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Es besteht folgende Beziehungen zwischen
einem Skalarprodukt ¢-,-) und der mittels ||z|| := 1/{z, z) definierten Norm:

Kz, pl < llzllllyll,  2,yeR”

Beweis Dies zeigen wir in Kapitel 2 unter ausschlieBlicher Verwendung der Skalarproduk-
teigenschaften. Es folgt aber auch aus der Beziehung zwischen Skalarprodukt und Winkel,
die wir gleich vorstellen und etwas spater in einem Nachtrag auch geometrisch begriinden.

15.1.4. Winkel zwischen Vektoren

15.1.14 Motivation: e Nach dem Kosinussatz (Geometrie in der Schule) ist

[ =yl = ll<* + lylI* = 2[|z]||y]| cos(y)
wobei ¢ = ¥x(z,y) den Winkel zwischen z und y bezeichnet.

e Wenn wir das mit

(o —y,x—y) = v, 2) — 2w,y + .y = [|l2]* + ly* — 2,y
vergleichen, sehen wir

. y) = llzll[lyll cos(¢)
15.1.15 Definition: Es seien z,y € R"\{0}. Dann ist der Winkel x(z,y) zwischen z und y

definiert als ()
T,y
x(z,y) = arccos ( ) e [0, 7].
([ [yl

15.1.16 Bemerkungen: e Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung liegt das Argument
von arccos im Bereich [—1, 1], so dass der Ausdruck wohldefiniert ist.
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15. Skalar- und Vektorprodukt

o Der Winkel x(z,y) zwischen x und y kann nicht negativ sein und ist gleich dem Winkel
X (y, z) zwischen y und .

2 0
15.1.17 Beispiel: e Berechne den Winkel zwischen x = {2 | und y = | 3
0 3
o Wir berechnen ||z|| = V8, |yl =18, {(z,y)=6.
e Somit ergibt sich
6 6 6 1

cos(¥x(x,y)) = V318 = V144 T 12 2

e ...und daher .
{(may) = = 060°.
3
1 2
15.1.18 Beispiel: Der Winkel zwischen den Vektoren z = |2 | und y = | 0| im R3
0 1
berechnet sich wie folgt:
(z, y) 2 2
cos(p) = = -z
lzllllyll - v/5v5 5
Hieraus berechnet man ¢ = 1.159... im BogenmaB, was etwa ¢ ~ 66.42° entspricht.

15.1.5. Orthogonalitat
15.1.19 Definition: x,y € R" heiBen orthogonal (in Zeichen z L y), wenn

{x,yy=0.

15.1.20 Folgerung: Falls ||z|| # 0 und ||y|| # 0, so folgt aus {(x,y) = 0 auch cos x(z,y) =

0 und somit x(z,y) = 5 = 90°.

1 1
15.1.21 Beispiel: Fir die Vektoren z = |2 Jund y = | 1 |ist (x,y) = 0. Somit sind

3 -1
sie orthogonal.
Beobachtung Die Einheitsvektoren e; des R"™ besitzen alle Norm |le;|| = 1 und sind
paarweise orthogonal. Dies kann man kurz schreiben als

<€i7€j>:5ij7 i,jzl,...,n (*)

wobei §;; wieder das Kronecker-Delta ist.
Die Einheitsvektoren {e1, ..., e,} bilden aber sicherlich nicht die einzige Basis des R", deren

Vektoren die Eigenschaft (=) erfiillen: SchlieBlich kann man die ¢; ja gemeinsam drehen, ohne
dass sich an ihrer Lange oder an ihrer Orthogonalitat zueinander etwas andert.
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15.1. Das Skalarprodukt im R"

15.1.22 Definition: Eine Basis {b1,...,b,} des VR V' mit Skalarprodukt {-,-), welche die
Bedingung
<bi7bj>:5ij fur alle ’L,jz 1,...,n

erfillt, heiBt Orthonormalbasis (ONB) oder orthonormierte Basis.
15.1.23 Beispiel: Fiir beliebiges ¢ € R bilden

b — cos(p) A sin(yp)
P \sin(p) ) 7 727\ cos(p)
eine ONB im R?. Insbesondere ergibt sich fiir ¢ = 0 die Standardbasis e;,e; des R?, welche
natirlich auch eine ONB ist.

15.1.24 Satz: {by,...,b,} sei ONB des R" und x € R" besitze die Darstellung
r=MAb1+ ...+ M\by, NER.
Dann gilt
o Den Koeffizienten \; erhalt man als \; = (z,b;).

o (Satz von Pythagoras) Fir die Lange von x gilt

lz))? = (w2 = YA
i=1

Beweis Man , multipliziere” (mit dem Skalarprodukt) die obige Darstellung von z in der
ONB by, ...,b, mit b; bzw. mit x.

15.1.25 Bemerkung: Der Satz von Pythagoras gilt auch in folgender allgemeinerer Form:
v € R" besitze eine Zerlegung

U:ZUi:U1+~--+Uk
i=1

mit Vektoren vy, ..., v, € R™, die zueinander orthogonal sind (d.h. (v;,v;) = 0 fir i # j).
Dann gilt

k
loll* = >l
i=1

Beweis Ausrechnen von |[v]|? und Ausnutzen von {(v;,v;) = ;v .
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15. Skalar- und Vektorprodukt

15.1.6. Orthogonalisierung

15.1.26 Motivation: Sei U < R™ ein von den Vektoren vy,...,v, aufgespannter k-
dimensionaler Untervektorraum. Wir sind (zum Beispiel) an folgenden Fragestellungen in-
teressiert:

Welches & € U hat den geringsten Abstand zu einem vorgegebenen x € R"? Wie groB
ist dieser geringstmogliche Abstand, den wir mit d(z, U) bezeichnen?

Beobachtung Beide Fragen kann man leicht beantworten, falls die Vektoren vy,..., v
orthonormal sind, d.h. wenn {v;,v;) = d;; fur alle ¢, 5 € {1,...,k} gilt. Denn in diesem Fall
gilt, dass man den = am nachsten liegenden Punkt & € U := Spann(vy, ..., vy) sehr bequem
berechnen kann als

k
&= Z<x, VOU; -
i=1

Hiermit kann man dann auch d(z,U) = ||z — Z|| berechnen.
BEZEICHNUNG: Das oben konstruierte & nennt man auch die orthogonale Projektion von =
auf U.

Beweis (Man mache sich ein Bild!) Der Beweis erfolgt in zwei Schritten:

1. Zuerst zeigt man die Orthogonalitat des Vektors = — & zu allen Vektoren in U. Es
reicht dazu, die Orthogonalitdt  — 2 L v; fiir alle v; zu zeigen, weil daraus auch die
Orthogonalitat zu beliebigen Linearkombinationen folgt:

(x = 2,v5) = (x,05) — <;<x, Vi)V, V) = (T, V;) — ;@:,m (vi,v;) =0

=5,

2. Fiir ein beliebiges y € U liegt auch y — & € U und nach Pythagoras gilt:

A

lz = yllI* = Iz — &) + (@ = y)II* = llz — 2II* + |2 — yI|*.

Man sieht, dasss ||« — y|| immer groBer oder gleich ||z — Z|| ist und die Gleichheit nur

fur y = 7 gilt.
Frage Was macht man, wenn die Vektoren vy, ..., vy nicht orthonormiert sind?
Idee Man kann aus einer beliebigen Menge linear unabhangiger Vektoren vy, ..., v, < R”
eine Menge by,...,0r < R™ von Vektoren konstruieren, die zueinander orthogonal sind,
Lange 1 haben und denselben Teilraum wie vy, ..., v, aufspannen.

15.1.27 Verfahren: (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren)
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15.1. Das Skalarprodukt im R"

SCHLEIFE i = 1,...,k
bi == v; — Z@i’ b;Hb; (ORTHOGONALISIEREN)
j=1
;= HEHEZ- (NORMIEREN)

ENDE SCHLEIFE

15.1.28 Bemerkung: Weil ||b;|| meist ein Wurzelausdruck ist, ist es —wenigstens bei Rech-
nungen mit der Hand— praktisch, zuerst die Orthogonalisierung ausschlieBlich mit den b;
durchzufiihren und den zweiten Schritt (Berechnung der b; durch Normierung der b;) in eine

nachfolgende Schleife auszulagern. Diese Variante besteht dann aus zwei aufeinanderfolgen-
den Schleifen:

SCHLEIFE i = 1, .. Z <|T;)’ H]2>~j

SCHLEIFE i = 1,...,k: b; := Hb H

15.1.29 Beispiel: Wir wollen eine Orthonormalbasis fiir die von den Vektoren

0 1
V1 = 1 und Vg = 0
1 —1

aufgespannte Ebene E' = Spann(vy,vs) finden. Danach wollen wir den Abstand des Punktes
1

x = | 2 | zu dieser Ebene bestimmen.
3

Die Orthonormalbasis finden wir wie folgt:

1. Orthogonalisierung

0

a) by = v, := [ 1] und die Norm davon ist [|b,]|> = 2
1

) 1 0 1 i
b) b= 0 |- _71 1]= % und die Norm davon ist ||b,]]? = %
—1 1 -3
~ 0 ~ 1
1 by 2
2. Normierung: by ! — | 1]und by = =— 20 1

o] V2 |4 162 3 _2%
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15. Skalar- und Vektorprodukt

Mit den b; kann man dann die orthogonale Projektion & von x auf E berechnen alg]

5 0 1 1 1 1
T = <Z‘,b1>b1 + <ZE, b2>b2 = 3 11+ = % = — 8 ,
2 3 1 3
1 —5 7
woraus sich der Abstand von x zu E ergibt als
1 1 1
. 1 2 2
dw,B) =l -2l = [ 2] -5 (s )i=15 [-1]I=35v5.
3 7 1

15.2. Lineare Abbildungen und Skalarprodukt

15.2.1. Orthogonale Matrizen

15.2.1 Definition: Eine Matrix O € R™ "™ nennen wir orthogonal, wenn die zugehorige
lineare Abbildung das Euklidische Skalarprodukt erhalt, d.h.

(Ox,0y) ={x,yy, z,yeR".

15.2.2 Bezeichnung: Anstatt mit O hatten wir natiirlich auch orthogonale Matrizen mit
A bezeichnen kénnen. Der Mathematik (oder auch einer Computersprache wie Matlab/Oc-
tave) ist das egal, allerdings helfen die unterschiedlichen Buchstaben normalerweise dem
menschlichen Leser.

15.2.3 Bemerkung: Aquivalent zur Orthogonalitat ist die Forderung der Isometrie (Lange-

nerhaltung) Osl — [l
Oz| = ||=|| .

Beweis
1. ,=": Setze x = y in der Orthogonalitatsdefinition.

2. ,,<": Das Skalarprodukt kann auf verschiedene Weise mit Hilfe der zu ihm gehérenden
Norm ausgedriickt werden, wie z.B. durch

1
@,y = 5l +yll* = llzl* = llyl) -

Beispiele Drehungen und Spiegelungen im R".

15.2.4 Bemerkung: Die Isometrie ist eine starkere Voraussetzung als das Erhalten des
Winkels zwischen zwei beliebigen Vektoren z und y, wie man an einfachen Skalierungen
sieht.

<J), Bl>l~)

o -
Die Variante & = ||B E + <||3%’ |22>b2 vermeidet auch hier Wurzelausdriicke wahrend der Rechnung.
1 2

1
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15.2. Lineare Abbildungen und Skalarprodukt

15.2.5 Folgerung: Die orthogonalen n x n-Matrizen (oder dquivalent die isometrischen
linearen Selbstabbildungen des R™) bilden eine Gruppe, die man mit O(n) bezeichnet.

Beweis Erstens ist die Verkettung isometrischer linearer Abbildungen ebenfalls isometrisch.
Zweitens ist die ldentitat isometrisch. Drittens ist der Kern einer isometrischen linearen Ab-
bildung nur der Nullvektor, so dass die Inverse existiert und auch isometrisch ist.

Beobachtung Wenn man Vektoren des R™ als n x 1-Matrizen und reelle Zahlen als 1 x 1-
Matrizen auffasst, so kann man das ESP als Matrixprodukt schreiben

() =a'y.

15.2.6 Satz: O € R™" ist orthogonal «<—= 070 =1 «<— OT =07

Beweis Die Orthogonalitat bedeutet
(O2)T0y = 27y = 27070y =27y = 27(1 - 0T0)y =0

Dies gilt genau dann fiir alle z,y € R", wenn 1 = OTO ist (wenn man z = ¢; und y = ¢
setzt, erhalt man (1 — OT0);; = 0). Multiplikation mit O~' von rechts liefert dann die
zweite Aquivalenz.

15.2.7 Bemerkung: Wenn die orthogonale Matrix O € R™*™ die Form (04| ... |0,) mit den
Spalten o01,...,0, hat, so kann man OTO = 1 auch als {0;,0,) = §;; interpretieren. Daher
gilt: O € R™*™ ist orthogonal <= die Spalten bilden eine ONB des R".

15.2.2. Symmetrische Matrizen

15.2.8 Definition: Zu A = (A;;) € R™*™ bezeichne AT die Transponierte zu A mit den
Eintragen (AT);; = Aj;.

15.2.9 Satz: Es bezeichne (-, ) wieder das ESP im R™. Dann gilt

(Az,yy = (x, ATy)

sowie
(x, Ay) = (ATz,y)
fur alle x,y € R™.

Beweis Dies folgt sofort mit der Darstellung {(z,y) = xTy. Zum Beispiel

(Az,y) = (Az)"y = (x"AT)y = 2" (ATy) = (x, ATy).

15.2.10 Definition: Eine Matrix heiBt symmetrisch : < AT = A.

15.2.11 Satz: Jede symmetrische Matrix ist orthogonal diagonalisierbar, d.h. es gelten fol-
gende aquivalente Aussagen:
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15. Skalar- und Vektorprodukt

1. esgibt eine ONB {b1,...,b,} = R™, die aus Eigenvektoren zu Eigenwerten A1, ..., \, €
R von A besteht, oder alternativ

A1 0
2. es gibt eine orthogonale Matrix O € R™*" mit OT AOQ =

Beweis Im folgenden Abschnitt.

2 -1
-1 2
dass sie die reellen Eigenwerte A\; = 1 und Ay = 3 besitzt. Auch die zugehorigen Eigenrdume

kann man leicht erhalten als £, = R G) und B = R (_11> Wie erwartet gilt (v, v9) =0

15.2.12 Beispiel: Die Matrix A = ist symmetrisch. Man rechnet leicht nach,

fur beliebige v; € Fy und vy € Ej.

15.2.3. Nachtrag

e Wir hatten am Anfang dieses Abschnitts den Kosinussatz aus der Schule zitiert, um
die geometrische Interpretation des Skalarprodukts zweier Vektoren zu erhalten.

e Aus Grinden der Vollsténdigkeit ist dies unbefriedigend, so dass wir jetzt die
Beziehung zu der iiber den Einheitskreis im R? definierten Kosinusfunktion auf
andere Weise herleiten wollen.

o Erstens sollte der Winkel zwischen zwei Vektoren u,v € R™\{0} von deren Lange
unabhéngig sein (und ist es mittels unserer Definition auch!). Ohne Einschrankung

konnen wir daher ||u|| = ||v|| = 1 annehmen.

e Zweitens kann man v und v durch eine orthogonale Matrix O € R"*" so drehen,

1 x
0 Yy

dass gilt Ou = | | | und Ov = | 0 | mit 2% + % = 1.
0 0

e Damit gilt aber, dass die Grofie

{u,v) ={Ou, Ovy = x

einfach die erste Komponente eines Einheitsvektors (z) € R? ist, und diese Zahl

hatten wir ja frither den Kosinus des zugehorigen Winkels genannt.
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15.3. Das Skalarprodukt im C"

15.3. Das Skalarprodukt im C"
15.3.1. Definition und Eigenschaften

Beobachtungen
o Wegen i* = —1 kénnte ein komplex-bilineares Skalarprodukt wegen
(iz,iz) = i*(x, x) = —(z,)
nicht definit sein.

o Auch entspricht dem Betrag |z| einer komplexen Zahl z € C nicht die GréBe /22,

sondern v/Zz.

Abhilfe Man fordert die Linearitat der Skalierung
(x,\y) = Nz,y), z,yeC' AeC

nur im zweiten Argument, und die sog. Antilinearitat (oder konjugierte Linearitat)
Az, yy = Ma,yy, xz,yeC" \AeC

im ersten Argument. Auch die Symmetrie muss dann in der Form {(z,y) = (y,z) gelten
(sonst wiirde man fiir 0 # 2 = y und A € C\R sofort Widerspriiche erhalten).

15.3.1 Definition: e Das Euklidische Skalarprodukt im C™ wird dementsprechend defi-
niert als

i=1
e Die zugehorige Euklidische Norm ist dann

]l = v/3a,2) = \/Zx _ \/2|x|

15.3.2 Bemerkung: Wenn man Vektoren als n x 1-Matrizen und Zahlen als 1 x 1-Matrizen
auffasst, kann man dies schreiben

(r,yy =Ty =t 2%y

wobei wir 2* := T = 2T gesetzt haben (der Querstrich alleine bedeutet das Konjugieren

aller Komponenten von z).
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15. Skalar- und Vektorprodukt

15.3.2. Die Adjungierte
T

15.3.3 Definition: Es sei A € C™". Die Matrix A* = A
Adjungierte von A. Wegen

e C™™ nennt man die

erfillt sie
(a, Ay) = (A%z,y).
Ebenso folgt (Ax,y) = (x, A*y).

15.3.4 Beispiel: Die Matrix
1 i 1—-2i
A= (0 1+i 3 )
hat die Adjungierte

1+2i 3

15.3.3. Unitare Matrizen

15.3.5 Definition: Eine Matrix U € C"*"™ heiBt unitar, wenn sie das komplexe Skalarprodukt
erhalt:

Vao,ye C": (Ux,Uy) =z, y)
15.3.6 Bemerkung: Man sieht leicht, dass das in Matrizensprache gerade den Beziehungen
U*U = 1 bzw. U* = U~! entspricht.

*

Beweis Analog zum Beweis fiir orthogonale Matrizen (nur muss -* statt -7 geschrieben

werden).
- 0 i\. -
15.3.7 Beispiel: A = (—i O) ist unitar.

15.3.8 Bemerkungen: Eine unitiare Matrix U € C™*" erfiillt

e U'U =1

° U—l — U*

e Wenn U = (uy]...|u,), so bilden die Spalten uy, ..., u, € K" ein Orthonormalsystem,
d.h.

<Ui7uj>:5ij VZ,]:L,H

Alle Eigenwerte A € C von U haben Betrag 1 (warum?)

Wenn U nur reelle Eintrage hat, so ist U orthogonal.
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15.3.4. Hermitesche/selbstadjungierte Matrizen

15.3.9 Definition: Die Matrix A € C™*™ hermitesch oder selbstadjungiert, wenn A = A* =
A", Aquivalent dazu kann man offenbar auch fordern

Ve,ye K" (Az,y) = {(x, Ay).
15.3.10 Satz: Fiir jede hermitesche Matrix A € C"*" gibt es ein unitdres U € C™*" mit
A 0
U*AU = mit reellen Eigenwerten A\, ..., A\, € R.

0 An
MIT ANDEREN WORTEN: Jede hermitesche Matrix besitzt eine aus Eigenvektoren zu reellen
Eigenwerten bestehende unitare Basis.

Beweisskizze Fiir eine hermitesche Matrix A € C"*" ist die lineare Abbildung ¢ : x — Ax
auch symmetrisch in dem Sinne, dass

x, 0(y)) = (elx), )
Hieraus folgt:

1. Erstens hat jede lineare Abbildung mindestens einen komplexen Eigenwert A € C (Fun-
damentalsatz der Algebra).

2. Zweitens folgt aus ¢(x) = Az fiir einen Eigenvektor x # 0 und der Symmetrie

Mlzl* = {p(@), 2) = {z,p(2)) = Al
Somit gilt sogar A € R.

3. Dann beobachtet man, dass fiir einen Eigenvektor v; € C™\{0} auch das orthogonale
Komplement vi := {z € C" | {v;,) = 0} unter ¢ in sich abgebildet wird. Einge-
schrankt auf den UVR vll ist ¢ aber wieder symmetrisch, so dass man induktiv n — 1
weitere Eigenvektoren vs, ..., v, zu reellen Eigenwerten findet.

4. Die obige Konstruktion sichert, dass die Eigenvektoren v; paarweise orthogonal sind.
Normierung u; = 2 liefert dann die Spalten der gewiinschten unitdren Matrix U =

ol
(wa] -~ fun).

15.3.11 Folgerung: Wenn A € R™*™ symmetrisch ist, so gibt es eine orthogonale Matrix

A 0
O € R™", so dass OAOT = mit reellen Eigenwerten Ay, ..., \,.

0 An
Beweis Es ist nur zu zeigen, dass anstelle eines komplexen Eigenvektors z € C™ von A, den
man aus dem vorigen Satz als Spalte von U erhélt, auch ein reeller gewahlt werden kann.
Nun gilt aber

Az = ARe(z) + iATm(z) = NARe(x) + iANATm(z),

so dass auch Re(x) € R” und Jm(x) € R™ in demselben Eigenraum liegen. Weil nicht beide
der Nullvektor sein konnen, folgt die Behauptung.
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15.4. Vektorprodukt
15.4.1. Konstruktion

aq bl
15.4.1 Definition: Fiir zwei im R? liegende Vektoren a = | ay; | und b = | b, | heiBt
as bg
asbs — azby
axb:= a3b1 — a1b3 € Rg
a1b2 — a2b1
das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt von a und b.
15.4.2 Beispiel:
1 0 2:6—3-(—4) 24
2|1x | 4] = 3:0—-1-6 =|-6
3 6 1-(-4)—-2-0 —4

15.4.3 Bemerkung: e Zum Vektorprodukt gibt es folgende Merkregel:

€1 a; by a, by €

" — alternativ " —
axb=,det" | €& as by = ,det" [ as by €5
e as by az by €

o Entwicklung nach der ersten Spalte ergibt

a9 ag a; das a1 Qa9

bg 63 bl b3 bl b?

= (Clgbg — a3b2)€1 + (a3b1 — a1b3)€2 + (a1b2 — a2b1)€3

—

axb = ¢€

—

—

€3

e Man beachte, dass das Kreuzprodukt zweier Vektoren nur im R? definiert ist.

e Im R” fir n # 3 bildet ein Konstrukt entsprechend der obigen Merkregel hingegen
n — 1 Vektoren in einen Ergebnisvektor ab (siehe Abschnitt).

15.4.4 Eigenschaften: e x ist bilinear, d.h.

(a+a)xb = axb+axb
ax(b+b) = axb+axb
(Aa) xb = Aaxb)
ax (Ab) = Aa xDb)

o203 — A3049
e axa= |asa; —ajaz | =0
10 — G207
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Aus (a +b) x (a + b) =0 folgt dann a x b = —b x a.

a und b sind genau dann linear abhangig, wenn a x b = 0. (Beweis?)
det(a, b, c) = {a x b, c) (das sogenannte ,Spatprodukt™)

det(a,b,a x b) = ||a x b||

FOLGERUNG: Fiir linear unabhingige Vektoren a,b € R? ist a,b,a x b eine positiv
orientierte Basis.

Rechte-Hand-Regel: Drei Vektoren a;, as, as € R3 nennen wir positiv orientiert, wenn
sie eine Lage wie Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger der rechten Hand haben.

a x b steht senkrecht auf @ und b. (Nachrechnen!)

FOLGERUNG: Sind u und v orthonormierte Vektoren in R3, so bilden u, v, u x v eine
positiv orientierte Orthonormalbasis.

BEWwWEIS: Weil det(u,v,u x v) das Volumen des Quaders mit Seitenlangen ||u| =

1, |lv]] = 1 und |lu x v| liefert, gilt unter Benutzung einer fritheren Eigenschaft
det(u,v,uxv) = 1-1-|Juxwv|| = |[uxwvl|/?. Dies kann aber nur sein, wenn |Juxv| = 1.
BEISPIEL:
1 1 1
0 NG vz~ 0 NG
u=\|1)], v={(0], uxv=]|0-0 |= 0
0 1 0— L _L
V2 V2 V2

15.4.2. Vektorprodukt und Skalarprodukt
15.4.5 Satz: |la x b]| = [|a||?[|b]|? — {a, b)?

Beweis Nachrechnen.

15.4.6 Folgerungen: e (Cauchy-Schwarz-Ungleichung im R?) Es gilt |[{a, b)| < ||al|-||]]

mit Gleichheit, falls @ und b Vielfache voneinander sind.

e Sind a und b orthogonal, so ist ||a x b|| = ||a|| - ||6]|-

15.4.7 Interpretation: e a und b seien linear unabhangig.

o o= ¥(a,b) sei der Winkel zwischen a und b.
o Es gilt {a,b) = ||a||||b]| cos c.
e Somit folgt

lla < ]I* = [lal*[[b]* (1 — (cos @)) = [lal*|[b]|*(sin @)
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15. Skalar- und Vektorprodukt

o Folglich gilt (man beachte, dass « € [0, 7])
lla> blf = [lall - [|b] - sin(er) ,

was ja ebenfalls eine bekannte Formel fiir die Flache des von a und b aufgespannten
Parallelogramms ist.

15.4.3. Anwendungen

o Die Lorentzkraft F , die auf ein geladenes Teilchen mit Ladung ¢ wirkt, das sich
mit Geschwindigkeit ¢ durch ein magnetisches Feld der Flussdichte B bewegt,
berechnet sich als

—

F = ¢(7 x B)

o Wenn die Kraft F' an einem Punkt 7 eines Korpers angreift, so ergibt sich folgendes
Drehmoment (um den Ursprung):

—

M=7xF

(Dies bedeutet ,,Drehmoment gleich Hebelarm mal Kraft“ wenn 7 und F' senkrecht
aufeinander stehen.)

e Im spéteren Kapitel iiber Integrationstheorie werden wir das Vektorprodukt ver-
wenden, um Flisse durch Flachenstiicke zu berechnen.

15.4.4. AuBeres Produkt

Frage Gibt es eine n-dimensionale Verallgemeinerung des Kreuprodukts?

15.4.8 Definition: Zu Vektoren vy, ..., v,_1 € R™ definieren wir

V1,1 .-+ Un—11 €1
formal . .
A1, Upy) =
Vin -+ Un—-1n €En
n V1,1 e Un—1,1
. i+n . . . . >
= 2(_1) . ohne Zeile i D6
~
’ V1in s Un—1,n
Den so errechneten Vektor A(vq,...,v, 1) € R bezeichnet man als das sogenannte auBere
Produkt von vy, ..., v,_1.

15.4.9 Bemerkung: Der Vektor A(v1,...,v, 1) verallgemeinert das Kreuzprodukt des R?:
Er steht senkrecht auf allen v; und hat eine Lange, die man wieder als n — 1-dimensionale
Flache (n — 1-dimensionales Volumen) des von den Vektoren vy,...,v,_1 aufgespannten
Parallelotops ansehen kann.
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15.4.10 Bemerkung: Der Name Topologie bezeichnet einen Teilbereich der Analysis, der
die Begriffe Metrik, Norm, offene und abgeschlossene Mengen, sowie Stetigkeit in groBer
Allgemeinheit untersucht. Uns interessiert aber nur ein Ausschnitt daraus, der die Grundlagen

fur die Analysis bereitstellt.
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16. Metriken, Normen und

Skalarprodukte

16.1. Metriken

16.1.1 Definition: Eine Metrik (Abstands- bzw. Distanzfunktion) auf einer Menge M ist
eine Abbildung d: M x M — Ry = {se R | s = 0}, fir die gilt

1.
2.
3.

Definitheit: Vx,y e M : d(xz,y) =0 < z =y
Symmetrie: Vx,y € M : d(x,y) = d(y, x)

Dreiecksungleichung: Vx,y,z € M : d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Das Paar (M, d) bezeichnet man als metrischen Raum.

16.1.2 Bemerkung: Hin und wieder braucht man die Dreiecksungleichung in der aquiva-
lenten Form

VSU,Z%Z eM: d(l‘,y) = d(ﬂ?, Z) - d(y,Z),

welche man umgekehrte Dreiecksungleichung nennt.

Beispiele

Sei die Lange eines Vektors x € R" definiert als ||z := 4 /Z|xi|2. Dann ist
i—1
d(z,y) = llz =yl = | D lzs = uil?
i=1

Wenn man R als R! ansieht, so ist ein besonders einfacher Spezialfall hiervon die
Metrik d(z,y) = |z — y| auf R.

eine Metrik auf R".

Wenn |-| die Betragsfunktion in C bezeichnet, so ist d(z,y) = |x — y| auch eine Metrik
in C.

Generell gilt: Wenn d eine Metrik auf M ist und M’ < M, so ist die Einschrankung
von d auf M’ eine Metrik auf M.

BEMERKUNG:
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— Die Einschrankung einer Funktion f : X — Y auf eine Teilmenge X' < X ist
eine Funktion f': X’ — Y, die f'(2’) = f(2) fir alle 2’ € X' erfillt.

— Sie wird oft mit f|yxs bezeichnet (f ,eingeschrankt auf" X').

— Mit der oben erwahnten ,Einschrankung der Metrik" d auf M’ ist daher tatsach-
lich die Funktion d|y;«ar gemeint.

Somit ist d(z,y) = |x — y| auch eine Metrik auf beliebigen Teilmengen M < R oder
M < C.

Sei S = {x € R?| ||=|| = 1} der Einheitskreis. Dann ist sowohl
dy(z,y) := ||z — y|| = Euklidischer Abstand im R?

als auch
dy(x,y) := x(x,y) = ,Winkel zwischen x und y" € [0, 7]

eine Metrik auf der Menge S*.

Analog kann man Abstinde auf S? (Einheitssphire im R?) oder auf der Erdoberflache
definieren.

Sei M eine beliebige Menge. Dann ist

0 z=y
d(fﬂ,y)={1 4y

eine Metrik, die man die diskrete Metrik nennt.

Sei M eine Menge von Kontaktpunkten, zwischen denen ein Netzwerk aus elektrischen
Leitungen besteht. Dann ist

d(x,y) := elektrischer Widerstand zwischen Kontakt = und y
eine Metrik auf M.
Sei M die Menge aller Bahnstationen in Deutschland und
d(x,y) := minimaler Preis, um mit der Bahn von x nach y zu kommen

Dies ist eine Metrik (oder sollte es wenigstens sein), weil
1. jede Bahnfahrt von x nach y # x etwas kostet,
2. die Hinfahrt soviel kostet wie die Rickfahrt und
3. Umwege eine Strecke nicht billiger machen.

FRAGE: Stimmt das wirklich?



16.2. Normen

16.2. Normen

16.2.1 Motivation: Eine Metrik ist ein sehr allgemeiner Begriff, welcher fiir beliebige Men-
gen M Sinn macht. Falls die Menge M ein Vektorraum ist, so wiinscht man normalerweise,
dass die Metrik mit den Vektorraumoperationen harmoniert, d.h. dass d(z,y) = d(z+z,y+2)
und d(z,z + \y) = |A|d(xz,x + y) fir alle z,y,z € V und X € R gilt. Dies erreicht man,
indem man die Metrik liber eine Norm definiert.

16.2.2 Definition: Eine Norm ||-|| auf einem Vektorraum V' ist eine Abbildung V' — R mit
folgenden Eigenschaften:

1. Definitheit:

2. Homogenitat:
VeeVideR: |x-zf| = |Alll«]

3. Dreiecksungleichung:
Vo,ye Vel +yl < ol + lyll
16.2.3 Bemerkung: Jede Norm auf V' induziert (definiert) eine Metrik auf V' gemaB
d(z,y) == [lv =yl

Beweis Die Definitheit von d folgt offenbar aus der Definitheit von ||-||, und die Symmetrie
von d wegen der Homogenitat von ||-||. Die Dreiecksungleichung fiir d ergibt sich aus der
Dreiecksungleichung fiir ||-|| wegen

d(z,2) = ||z = 2| = l(z —y) + (v = 2
<z =yl +lly = 2l = d(z,y) + d(y, 2) .

Beispiele

o Die Betragsfunktion x — |z| ist eine Norm auf R. Wegen der Homogenitatseigen-
schaft ist das bis auf Multiplikation mit positiven Konstanten auch die einzige Norm
im Vektorraum R >~ R!.

o Auf R? (oder allgemeiner R™) ist die Situation interessanter. Wichtige Normen sind:

1. Die Euklidische Norm
1 n %
I = <leil2)
i=1

Tn

Konkret: || (_12> |2 =5 =2.236....
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2. Die Maximumsnorm

T
I & |l := max [a].
i=1,...,n
T
1
Konkret: || <_2) oo = 2.
3. Die Summennorm

T n

s =Dl
z, i=1

Konkret: || <_12) |1 =3.

4. Die Euklidische und die Summennorm sind Spezialfélle der p-Normen, die man
fir 1 < p < o definiert als

T n 5
I+ |l := <2\l‘z‘|p> :
=1

In

Konkret: || <_12> |4 = V17 =2.030.. ..

16.2.4 Bemerkungen: In den Ubungen wird gezeigt werden:
o Je groBer p, umso naher liegt ||z||, an ||z||s.

o Fir p <1 ist das oben definierte ||-||, keine Norm mehr.

16.2.5 Aufgabe: Man skizziere die , Einheitskreise”
Ky = {z e R* | [z, = 1}

in den Fallen p = 1,2, 3, oo, sowie im Fall p =
mehr).

5 (hier ist die Funktion & — |||, keine Norm

16.3. Skalarprodukte

16.3.1 Motivation: Wie misst man Winkel zwischen Vektoren?

16.3.2 Definition: Sei V' ein Vektorraum iiber R (iiber C sieht die Definition etwas anders
aus). Ein Skalarprodukt ist eine Abbildung

VxV >R (z,y)—{(z,y)

mit folgenden Eigenschaften:
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1. Definitheit: Far alle x € V gilt

>0 x#0,
@z {:0 rz=0.

2. Bilinearitat: Fir alle z,y,u,v € V und alle o, 8 € R gilt
& +ay,u+ vy ={z,u) + aly, u) + Kz,v) + afy,v).
3. Symmetrie: Fir alle z,y € V gilt (z,y) = (y, z).

Beispiele

e Am wichtigsten ist fir uns das Euklidische Skalarprodukt (ESP)

<$7y>222$iyi7 x??JERn

i=1

e Ein anderes Skalarprodukt im R™ ware z.B.

(T, Yo 1= Z%l’i%, x,yeR"

i=1

fir beliebige positive reelle Zahlen ay, ..., a,, oder noch allgemeiner
<xay>A :ZAZ]:CZZ/Z7 I,yERn
i=1

fur eine symmetrisch positiv definite Matrix A € R™*™ (A ist symmetrisch und alle
Eigenwerte sind positiv).

o Sei V =C°0,1]) := {f : [0,1] > R: f ist ,stetig"}.
Ein fur die (fortgeschrittene) Analysis sehr wichtiges Skalarprodukt auf V' ist dann

1
Goyi= | Sy ds, fige (o1,
0
Auf diesem Skalarprodukt basiert zum Beispiel die sogenannte Fourier-Analysis.

16.3.3 Bemerkung: Jedes Skalarprodukt induziert (=definiert) eine zugehorige Norm mit-

tels
x| == /{2, 2).

Beweis Die Definitheit von (-, -) impliziert die Definitheit von ||-||, und ||[Az| = |A|||z|| folgt
aus der Bilinearitat von (-, -). Die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung wird im nachsten Satz
gezeigt.
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16.3.4 Bemerkung: Umgekehrt kann man nicht zu jeder Norm ein passendes Skalarprodukt
finden. So ist beispielsweise die Euklidische Norm unter den p-Normen im R"™ im Fall n > 1
die einzige, die von einem Skalarprodukt herriihrt (siehe Ubung).

16.3.5 Eigenschaften: Es sei (-,-) ein Skalarprodukt auf dem VR V und ||z|| := 4/{x, x)
die zugehorige Norm. Dann gilt fiir alle x,y € V'

1. Zwei Verallgemeinerungen des Satzes von Pythagoras:
a) llz+yll* = llz* + 2z, ) + lylI*.
b) [l —ylI* = ll=[* — 2z, ) + [ly[I*

BEMERKUNG: Wenn ||-|| die Euklidische Norm bezeichnet und man (x, y) = ||z||||y|| cos % (z, y)
ausnitzt, ist (b) der Kosinussatz im Dreieck.

2. ()l < gl + 3llyll*.
3. Cauchy-Schwarz Ungleichung: |z, y)| < ||lz]|||y|l-
4. Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z| + |lyll-
5. Umgekehrte Dreiecksungleichung: ||z]| = |ly|| — ||z £ y||-
6. Die Parallelogrammgleichungff
lz + ylI* + lle = ylI* = 2]|” + 2llyl*.

Diese Beziehung ist gleichzeitig auch ein Test, ob eine Norm von einem Skalarprodukt
herriihrt.

7. Die Beziehung
1
) = 3z + 9l = e = ylP)

ANWENDUNG: Wenn ||-|| also zu einem Skalarprodukt (-, -) gehort, so kann man dieses
iber seine Norm ||-|| ausdriicken. (Allerdings hatte man dies auch schon mit Hilfe der
ersten beiden Gleichungen machen kénnen.)

Beweis
1. Ausmultiplizieren und Ausnutzen von Bilinearitat und Symmetrie.
2. Folgt aus Punkt 1 wegen ||z + y||*> = 0.
3. Wenn z = 0 oder y = 0, so ist die Aussage klar. Andernfalls haben die Vektoren

2 :=||z||"'z und § := ||y|| "'y die Norm 1, so dass gilt

- L. L.
@,y = N2 lllylie 9 < Iyl GIEIE + S191%) = =]yl

-~

(-

*FRAGE/UBUNG: Warum heiBt das wohl so?
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. Wir rechnen
le+yl* = |lz® £ 2,y + Iyl
<zl + 2l )yl + llyll?
= (ll=]l + llyl)?

und ziehen die Wurzel.
. Klar.
. Addieren der Gleichungen aus Punkt 1

. Subtrahieren der Gleichungen aus Punkt 1.

16.3

. Skalarprodukte
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17. Folgen und Reihen

17.1. Folgen

17.1.1. Definition

17.1.1 Definition: Es sei X # (J eine beliebige Menge. Eine Folge (z,,) mit Werten in X
ist einfach eine Abbildung
N—-X, n—zx,

Man bezeichnet sie kurz als (z,,) oder genauer (x,,)nen bzw. (2,)%_;. Hin und wieder schreibt
man sie auch als ,,unendliches” Tupel (x1,xs,...). Die Folgenglieder x,, konnen dabei durch
eine einfache explizite Vorschrift x,, = Funktion(n) gegeben sein, oder aber auch durch eine
rekursive Vorschrift der Form x,, = Funktion(n,z1,...,Tp_1).

Vorstellung

e Am besten stellt man sich N als diskrete Zeit vor. Auch in praktischen Beispielen hat
es oft diese Bedeutung.

e Der wichtigste Werteraum fiir Folgen ist X = R. Gut bildlich vorstellen kann man sich
aber auch X = R2.
Beispiele

e Wenn man den Kontostand K, eines Girokontos am Ende des n-ten Werktags seit
Einrichtung des Kontos aufzeichnet, ist (K,),en eine Folge in R.

o Ein Aktienkurs, der zu den Zeiten t; < ty < t3 < ... (Folge (t,)nen) gemessen wird,
liefert eine Folge (A, )nen. Wieder sind beides Folgen in R (reellwertige Folgen).

o Wenn man die Folgen (¢,)nen und (A, )neny kombiniert, so ist die Folge (x,)nen mit
Ty 1= (Z’;) eine Folge in R2.

e Die Folge =, = n! ist eine Folge in N (oder Z,Q,R,C).

o z, = = ist eine Folge in Q (oder R,C).

e x, =i" ist eine Folge in C.
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17. Folgen und Reihen

o Zu jedem a € Ry ist

1 n=1
Tp =R, u
n-l 4 n>1

2 2Ty —1

eine (rekursiv definierte) Folge in R, welche \/a approximiert.

e Zu einem festen Anfangswert a € N sei (z,,)qen die Folge

a n=1

Tn—1

2
3x,1+1 n>1A(x,1 ungerade)

Ty = n> 1A (r,_1 gerade)

Ob fiir jedes a € N die so definierte Folge irgendwann mit der zyklischen Wiederholung
von 4 — 2 — 1 endet, ist unbekannt.

17.1.2 Bezeichnung: In einfachen Fallen schreibt man oft auch nur die Definition der Fol-

genglieder, so zum Beispiel ,Wir betrachten die Folge z,, = % anstelle von ,Wir betrachten

die Folge () nen, deren Folgenglieder durch z,, = % definiert sind". Diese besonders einfache
Schreibweise wird oft verwendet (so auch bereits in einigen der vorstehenden Beispiele).

17.1.3 Bemerkung: Manchmal ist es praktisch, die Indizierung bei 0 oder einer anderen
ganzen Zahl k € Z beginnen zu lassen. Dann verwendet man anstelle von N z.B. Ny oder die
Menge {k,k+1,...} fir ein k € Z als Indexmenge und schreibt dafiir (x,,),> oder (z,)>_,.

17.1.2. Konvergenz

17.1.4 Motivation: Wichtig ist oft das Verhalten einer Folge (x,,) fir groBe n € N (also
das , Langzeitverhalten”, wenn N die Bedeutung einer diskreten Zeit hat), z.B.

e 1, wird betragsmaBig beliebig groB

e 1, wird betragsmaBig beliebig klein

e 1, springt zwischen verschiedenen Werten hin und her
e x, kommt einem Punkt z, immer naher

Insbesondere die letzte Eigenschaft wollen wir nun mathematisch prazisieren.

Voraussetzung Wir missen Abstande messen kdnnen und setzen daher in diesem Abschnitt
voraus, dass alle betrachteten Folgen Werte in einem metrischen Raum X haben mit der
Abstandsfunktion d : X x X — R{. Die einfachsten Beispiele dafiir sind X = N,Q,R,C
mit der Abstandsfunktion d(z,y) = |xr — y| oder R™ versehen mit der Abstandsfunktion
d(x,y) = ||z — y||, wobei ||-|| die Euklidische Norm bezeichnet.

Empfehlung Bei den folgenden allgemein formulierten Satzen sollte man sich die Aussagen
im sehr anschaulichen Fall R? versehen mit der Euklidischen Metrik klarmachen.
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17.1. Folgen

17.1.5 Definition: Es sei (x,) eine Folge mit Werten in X. Dann konvergiert (x,,) gegen
e € X : < zu jedem ¢ > 0 gibt es ein ng = ng(e) € N, so dass d(z,,z,) < € fur alle
n = ny.

Wenn die Folge (z,,) gegen x, konvergiert, so schreiben wir

Ty — Ty (N — 0)
x4 nennt man den Grenzwert oder Limes der Folge (z,) und schreibt daher auch

Ty = Aglgo Ty .
Die Folge (z,,) heiBt konvergent (in X'), wenn es ein z, € X gibt, so dass x,, — x,, ansonsten
heiBt sie divergent.

17.1.6 Bezeichnung: o Mit logischen Symbolen kénnte man die Konvergenz von (,) nen
gegen x, wie folgt formulieren:

Ve>0:3IngeN: VneNn=ng:d(x,,z:) <e.

e Dieser Ausdruck ist so zu verstehen, dass ny von € abhangen darf. Daher ist auch die
Wahl einer geeigneten Funktion ng = ng(e) ein wichtiger Bestandteil von Konvergenz-
beweisen.

17.1.7 Interpretation: Wenn man mit
B.(zy) == {x | d(z,z,) < €}

die a—Kugeﬂ um z, bezeichnet, so bedeutet x,, — x,, dass ng so gewahlt werden kann, dass
die ,Restfolge" (2,,)n=n, in Be(x) verlauft.

17.1.8 Bezeichnung: Man beachte auch, dass in der Analysis £ und auch ¢ fast immer als
Bezeichnung fiir ,kleine” reelle Zahlen verwendet werden, wohingegen k, I, m,n, ng,... wie
bisher natirliche Zahlen bezeichnen.

17.1.9 Beispiel: Es sei x,, = 1 — % € R fir n € N. Diese Folge konvergiert gegen =, = 1,

weil fiir gegebenes € > 0

1 1
d(zp, 1) =[1—~—1]=— <«
n n

falls n > L. Somit kdnnen wir ng := [1| 4+ 1 wahlen, wobei || die Rundung nach unten auf
die nachste ganze Zahl bezeichnet.

*BEMERKUNG: Der Ubersichtlichkeit halber kénnte man solche komplizierten logischen Ausdriicke auch
mit einer geeigneten Indentierung schreiben, dhnlich wie beim Programmieren:

Ve > 0:
dng e N :
Yn e N mit n = ng:
d(xp,T4) <€ .

Das ist allerdings uniiblich, weil es zu viel Platz kostet.
fDas B kommt vom englischen “ball”. Manchmal nennt man B.(z4) auch ,.e-Umgebung” um z.
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17.1.10 Bemerkung: In der Definition der Folgenkonvergenz ist es nicht wirklich wichtig,
ob n = ng oder n > ny geschrieben wird. Wenn Konvergenz in der einen Form gegeben ist,
folgt sie auch in der zweiten und umgekehrt (dann mit einem neuen 75 = ng + 1). Auch ist
es oft praktisch, wenn man statt ny € N einfach einen Ausdruck ng = ng(e) € R* angeben
darf (dann spart man sich die Rundung). So kénnte man im vorstehenden Beispiel mit diesen
Vereinfachungen einfach schlieBen mit ,fir alle n > é (wenn man genauer sein will, mit
n > ny(e) := 1). Diese letztere Vereinfachung funktioniert deshalb, weil es fir jede reelle
Zahl eine groBere natiirliche Zahl gibt (sog. Archimedisches Prinzip).

Beobachtung Die Konvergenz einer Folge (z,) in einem beliebigen metrischen Raum
(X, d) gegen ein x, € X ist offenbar gleichbedeutend mit der Konvergenz der Abstande

Op 1= d(zp, x4)

in R gegen 0 (beziiglich der Betragsmetrik dg(z,y) := | — y| in R).
17.1.11 Bezeichnung: Eine gegen 0 konvergente reellwertige Folge nennen wir Nullfolge.

Beispiele Konvergente Folgen sind:

e Die konstante Folge x,, = 1 in R konvergiert gegen den Punkt 1, weil fiir beliebiges
e > 0 gilt, dass
dx,,1)=]1-1=0<e, Vn=>=1.

Folglich kann man sogar ng = 1 fiir beliebige € wahlen.

e Ebenso konvergiert jede konstante Folge z,, = x, € X in einem metrischen Raum X
gegen .

o Wir betrachten die Folge

1
T, = (141_")6]1%2, neN

n

in X = R? (Euklidischer Abstand). Diese Folge konvergiert dann gegen w, = ((1))

weil fir ¢ > 0 gilt

dana = 1" 1) = ()1=1(2)1 =2

Hieraus ersieht man d(x,,, z,) < &, genau dann wenn n > g

17.1.12 Bemerkung: e 1, — x, ist eine qualitative Aussage, die nichts dariiber aus-
sagt, wie ,schnell” die Konvergenz ist.

o In Anwendungen wird oft auch eine halbwegs gute Abschatzung von ng(¢) gewiinscht,
weil ein groBes ng oft eine lange Wartezeit und/oder groBe Kosten bedeutet.
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o Dabei muss man beachten, dass der bestmégliche Wert von ng(e) oft sehr schwierig
zu berechnen ist, wie zum Beispiel, wenn man die Konvergenz der Folge

B n?—3n+4
B4+ 3n2—2n+1

Tn

gegen 0 nachweisen will.

e Fir die qualitative Konvergenzaussage ist allerdings die genaue GroBe von ng unerheb-
lich, so dass man grob abschatzen kann als

n®>—3n+4 n?zn N2 —3n+4  n?4+4n2=1 5n2 5
= < < < < —
2n3 +3n2 —2n+1 2n3 +n?2 +1 2n3

|xn| <

m3 2

o Wenn wir daher sichern

]xn]<%<€.

e Natiirlich gibt es noch (unendlich) viele weitere zulassige Ausdriicke fiir ng(e), welche
man auf unterschiedlichen Wegen erhalten kann.

e Das Finden guter Kompromisse zwischen Schwierigkeit und Giite derartiger Abschat-
zungen erfordert viel Erfahrung und Ubung!
n?—3n+4

17.1.13 Ubung: Es sei y,, = — o
n® —zn

e fur alle n > ng(e).

. Finden Sie zu € > 0 ein ny(¢), so dass |y, — 1] <

17.1.14 Satz: Eine Folge (z,,) in (X, d) besitzt hochstens einen Grenzwert.

Beweis Angenommen, es gabe zwei Grenzwerte a,b € X. Dann gibt es zu beliebigem ¢ > 0
ein n, € N mit d(z,,a) < ¢ fur alle n = n, und ein n, € N mit d(x,,b) < ¢ fir alle n. = n,,.
Mit der Dreiecksungleichung folgt dann aber fiir ein beliebiges n > max(n,, ny):

d(a,b) < d(a,z,) + d(x,,b) < 2¢.

WEeil ¢ beliebig war, muss auch d(a, b) beliebig klein sein. Das geht aber nur, wenn d(a,b) = 0
ist, woraus (Metrikeigenschaft!) a = b folgt.

17.1.3. Haufungspunkte

17.1.15 Motivation: Die durch z, = (—1)" definierte reellwertige Folge (x,,) springt zwi-
schen den Punkten 1 und —1 hin und her.

17.1.16 Definition: Ein Punkt x, heiBt Haufungspunkt der Folge (z,), wenn es zu jedem
e > 0 und jedem ngy € N ein n = ny gibt mit d(z,, z.) < .
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17. Folgen und Reihen

17.1.17 Ubung: Schreiben Sie die Bedingung fiir einen Haufungspunkt ausschlieBlich mit
mathematischen Symbolen und vergleichen Sie sie mit der Grenzwertdefinition.

HINWEIS: Zur besseren Lesbarkeit konnen Sie die Aussage nach einem Quantor auch in eine
neue Zeile setzen und einriicken (indentieren).

Beispiele
e Die Folge x, = (—1)™ hat die zwei Haufungspunkte 1 und —1.

Die Folge x,, = n hat keinen Haufungspunkt in R.

Die Folge x,, = % konvergiert gegen 0 und hat daher gemaB dem folgenden Satz den
Punkt 0 als einzigen Haufungspunkt.

i" in C hat die Haufungspunkte 1,i,—1, —i.

Die Folge z,, =

Wenn «a := e/ mit einem Winkel @, der kein rationales Vielfaches von 7 ist, so ist
n

jeder Punkt des komplexen Einheitskreises Haufungspunkt der Folge x,, = o".

Wenn (g, )nen €ine Abzahlung der rationalen Zahlen Q ist, so ist jede Zahl x € R ein
Haufungspunkt dieser Folge.

17.1.18 Satz: Der Grenzwert x, einer konvergenten Folge (z,,) ist ihr einziger Haufungs-
punkt.

BeweisE] Man sieht leicht aus den Definitionen, dass ein Grenzwert auch ein Haufungs-
punkt ist (die GW-Bedingung impliziert die HP-Bedingung). Angenommen, es gabe einen
zusatzlichen Haufungspunkt y, # x.. Aus den Metrikeigenschaften ergibt sich dann ¢ :=
d(z4,yx) > 0. Nun setzt man ¢ := £ und wahlt ng := ny(e) so, dass d(z,,z,) < ¢ fiir alle
n = ng. Dann gilt aber fir alle n > ny, dass

umgekehrte Dreiecksungleichung
d<xn7y*> = d(l’*,y*> _d(In;x*) >0—c=c¢.

Folglich kann y, kein Haufungspunkt sein.

17.1.4. Teilfolgen

Idee Eine Teilfolge entsteht aus einer Folge (2,)neny = (21, 22, 23, . ..) indem man unendlich
viele Folgenglieder mit wachsenden Indices auswahlt.

17.1.19 Definition: Eine Funktion 7 : N — N (oder 7 : R — R) heiBt monoton wachsend,
wenn fir m < n auch 7(m) < 7(n) gilt. Sie heiBt streng monoton wachsend, wenn fiir
m < n die strikte Ungleichung 7(m) < 7(n) gilt.

17.1.20 Bemerkung: Offenbar gilt fiir eine streng monoton wachsende Funktion 7 : N — N,
dass 7(n) = n fir alle n € N.

IVORSCHLAG: Malen Sie sich ein Bild!
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17.1.21 Definition: Eine Teilfolge einer Folge (z,)nen ist eine neue Folge (yy,)nen, wobei
Yn = Tr(n) Mit einer streng monoton wachsenden Funktion 7 : N — N. Man bezeichnet
diese Teilfolge dann auch mit (z,(n))nen.

Beispiele Wenn (x,,),eny = (71, %2, 73, . ..) so ergibt sich
o fir 7(n) = 2n die Teilfolge (x2,)nen = (T2, 24, 76 - . .)
o fir 7(n) = 2n — 1 die Teilfolge (x2,—1)neny = (71, T3, x5, .. .)

e und fir T(n) = 10" die Tellfolge (xIO”)nEN = ([Elo,xloo,xlooo, .. )

17.1.22 Anwendung: Man kann verschiedene Charakteristika von komplizierten Folgen
durch die Auswahl von Teilfolgen aufzeigen.

17.1.23 Satz: z, ist Haufungspunkt der Folge (z,,) <= es gibt eine gegen x, konvergie-
rende Teilfolge von (x,,).

Beweis
= Wir definieren die Teilfolge tiber die Funktion 7 rekursiv wie folgt: Wir setzen 7(1) := 1
und fiir n > 1 wahlen wir 7(n) > 7(n — 1) + 1 mit d(z,),2+) < € = 27" (das

geht, weil 2, HP von (z,,) ist). Dann ist (2. (x))ken €ine (sogar sehr schnell) gegen .,
konvergierende Folge.

< Als Grenzwert ist x, auch Haufungspunkt der Teilfolge (2;(n))nen. Somit gibt es fiir
beliebige ¢ > 0 und ng € N ein n > ng mit d(2.(,), 7+) < €. Dies zeigt aber wegen
T7(n) = n = ng die Haufungspunkteigenschaft von z, beziglich der Ursprungsfolge

(Tn)-

17.1.24 Beispiel: Wenn z,, = (—1)", so konvergiert die Teilfolge ¥, = x2, = (—1)*" =1
trivial gegen 1 und 2, = x9,_1 = —1 trivial gegen —1.

17.1.25 Satz: Wenn z, der Grenzwert der Folge (z,) ist, so konvergiert jede beliebige
Teilfolge (2,(,)) auch gegen ..

Beweis Fiir (y, := @-(»)) kann zu vorgegebenem ¢ > 0 wegen 7(n) > n dasselbe ng € N
gewahlt werden wie fir (z,,), um d(y,, x4) < € fur alle n = ny zu garantieren.

17.1.5. Vollstandigkeit

Frage Kann man ohne Kenntnis des Grenzwerts sehen, ob eine Folge konvergent ist?

Beobachtung Jede konvergente Folge hat die sogenannte Cauchy-Eigenschaft:

(CE-1) Zu £ > 0 gibt es ng € N, so dass Vn,m = ng : d(zp, x,) < €.
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Beweis Wenn (z,,) gegen einen Grenzwert z, konvergiert, gibt es zu & := SeinngeN, so
dass d(x,,x,) < € fir alle n > ny. Dann gilt aber auch

Vn,m =ng: d(xg, xy) < d(x,, Ty) + d(Tg, ) < 26 = €.

17.1.26 Bemerkung: Aquivalent zur obigen Definition der Cauchy-Eigenschaft ist

(CE-2) Zu ¢ > 0 gibt es ng € N, so dass Vn = ng : d(x,, T,,) < €.

Beweis
o (CE-1)= (CE-2) Setze m = ny.

o (CE-2) = (CE-1) folgt aus der Dreiecksungleichung: Sei ¢ fir (CE-1) vorgegeben.

Dann wahlt man ng, so dass (CE-2) mit £ = £ erfiillt ist und schatzt fir n,m > ny

2
ab:
d(Tp, ) < d(xp, o) + d(Tpm, ) <26 =€.

17.1.27 Definition: Eine Folge heiBt Cauchy-Folge, wenn sie die Cauchy-Eigenschaft erfiillt.

17.1.28 Interpretation: Cauchy-Folgen lassen sich offenbar zur Approximation verwenden:
Durch VergroBerung von nq lasst sich der ,,Fehler” beliebig klein machen.

Frage Sind alle Cauchy-Folgen konvergent?

Antwort Leider nein. Eine Cauchy-Folge kann namlich , Lécher” im metrischen Raum X
approximieren.

17.1.29 Beispiel: Wir betrachten fiir a € N die Folge

a

Tp—1+
x1 =1, xnz% (n>1)

im metrischen Raum X = Q. Diese approximiert fiir gegebenes a € N den Wert 4/a, welcher
aber nur dann in Q liegt, wenn a eine Quadratzahl ist.

17.1.30 Beispiel: Wenn man X =]0, 1] wahlt, so approximiert die Folge x,, = % einen nicht
in X liegenden Grenzwert. Sie ist eine Cauchy-Folge (weil sie ja in R konvergiert), die aber
nicht gegen einen Grenzwert aus X konvergiert.

17.1.31 Definition: Ein metrischer Raum X heiBt vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge in
X gegen einen Grenzwert =, € X konvergiert.

Beispiele
e R, C und R" (versehen mit einer beliebigen Norm) sind vollstandig.

o Q, Q" oder R\{0} sind nicht vollstandig.
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17.1.32 Folgerung: Cauchy-Folgen in R, C oder R™ konvergieren immer.
Frage Was tun, wenn ein Raum nicht vollstandig ist?

17.1.33 Definition: (X, d) sei ein metrischer Raum. Dann ist die Vervollstandigung X von
X definiert als

X = {(2p)nen | (z) ist Cauchy-Folge in X}/ ~
wobei die Aquivalenzrelation ~ wie folgt definiert ist:
(In)nEN ~ (yn)nEN L= 671 = d(xna yn) — 0 (TL - OO) .
17.1.34 Anwendung: (R := Q)

e Diese Vorgehensweise ist eine Verallgemeinerung der friiheren Definition der reellen
Zahlen als unendliche Dezimalzahlen.

e Der Zusammenhang ist einfach, dass eine unendliche Dezimalzahl einer bestimm-

ten Cauchy-Folge in Q entspricht, so z.B. = 1.4142135... der Folge (x,)nen =

14 141 1414 : L . ) P
(1,45 106 To0o - - -)- Diese Folge ist ein Reprasentant ihrer Aquivalenzklasse.

o Die Dualdarstellung oder die Newton-Approximation von /2 waren einfach weitere
Reprasentanten derselben Aquivalenzklasse.

e Man beachte, dass auch bei der fritheren Dezimaldarstellungsdefinition bereits Mehr-
deutigkeiten identifiziert werden mussten, wie z.B. 1.19 = 1.20.

17.1.35 Anwendung: (L?([0,1]) := CO([0, 1])"#@@ )
e Wir betrachten den Raum
C[0,1]) ;== {f : [0,1] —» R : f ist ,stetig"}

mit den Normen

1
1 v
1Al e o, = (L [f (@) dX) , l<p<w

wozu die Metrik d,(f,g) = ||f — gllzr(jo1]) gehort.

o Die Vervollstindigung von C°([0, 1]) beziiglich diesen Metriken liefert dann die fir die
fortgeschrittene Analysis wichtigen Funktionenraume

Lp([(), 1]> — m\\'lhp([m]) .
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17.2. Folgen in R

Erinnerung Die Konvergenz einer Folge (z,,) in einem beliebigen metrischen Raum (X, d)
gegen ein z, € X ist gleichbedeutend mit der Konvergenz der Absténde ¢, := d(x,,x,) in
R gegen 0 (beziiglich der Abstandsfunktion dg(z,y) = |z —y| in R). Auch daher ist das
Studium reellwertiger Folgen von besonderem Interesse.

17.2.1 Bezeichnung: Eine gegen 0 konvergente reellwertige Folge nennen wir Nullfolge.

Voraussetzung In diesem Abschnitt sei (z,,) immer eine Folge in R (versehen mit der
Metrik d(z,y) := |z — y|).

17.2.2 Satz: (Vergleichssatz fir Nullfolgen) Wenn (x,) eine Folge in R und (y,,) eine
Nullfolge in R ist, und es N € N und C' > 0 gibt, so dass gilt |z,| < Cy, fir alle n > N,
so ist auch (z,) eine Nullfolge.

Beweis Zu ¢ > 0 findet man ein ng € N mit Vn > ng : y, < € := §, was dann
Vn = ny := max(ng, N) : |z,| < ¢ impliziert.

17.2.3 Folgerung: Wir wissen, dass y,, = % eine Nullfolge ist. Hieraus kann man folgern,

dass auch z,, = % eine Nullfolge ist. Dazu kann man beispielsweise C' = 3 und N =1,

aber alternativ auch die Kombination C' = 1 und irgendein N > 3 wahlen.

17.2.1. Rechenregeln fiir Grenzwerte

17.2.4 Satz: Sei (ay,)neny und (by,)nen konvergente Folgen in R. Dann gilt

1. lim (@, + by) = (lim a,) + (lim by,).

n—ao0

2. Fir A e R gilt lim (Aa,) = A(lim ay,).

n—o0

3. lim (ayb,) = (lim a,)(lim by,).

n—o0 n—ao0 n—a0

n ]" n— n
4. Wenn 0 # lim by, so gilt auch 7}1_{%0(2—) = m.

17.2.5 Bemerkung: Die ersten beiden Eigenschaften kann man als Linearitat der Abbildung

lim:C—> R, (2,)neny — 7}1_{130 T

ansehen, wobei C den Vektorraum der konvergenten reellwertigen Folgen bezeichnet.

Beweis Beispielhaft beweisen wir nur die dritte Eigenschaft: Wenn a,. und b, die Grenzwerte
von (a,) und (b,) bezeichnen, so gibt es zu jedem § > 0 ein ng € N mit |a,, — a,| < 0 und
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b, — bi| < & fir n = ny. Daraus errechnen wir

|anby, — axby] = |apby, — awb, + ayb, — a by

VAN

| @by — ayby| + |awb, — auby|
[(an — @x)bn| + |as(bn — b))

’an - a*|(|b*| + 5) + |G*an - b*’
= (|a] + |bs] +0) .

N

Zu vorgegebenem ¢ > (0 kann man nun § < 1 wahlen als

] &
ag] 4 bs] + 1

)

0 = min(

so dass fir das entsprechende ng = ny(d) gilt

£

CLb—CLb S—
[anbn = a.bs| |as| + |bs| + 1

(lax| + |bs] +1) = €.

Dies beweist die Konvergenz der Produktfolge gegen a.b,.

17.2.6 Anwendungen: ° JI_I}C}OHZOWegen r}%ﬂ:(,}ﬂr&oﬁ> _0
I 2n3 — bn + 1 5 wese
L m ——— = ,W n
n—>00n3+2n2+1 g
: 1
ComP sl 2- 54t lm2-o54 )
e T L pra s vl
n 3 : = -
o dim (S5
i 2=l o4 lim s 9040
2 1 = =
lim 1+ lim = + lim — 1+0+40
n—0o0 n—a0 n, n—w n

o Allgemein sei p(n) = axn® + ... 4+ ain + ag ein Polynom k-ten Grades und g(n) =
bin' + ...+ byn + by ein Polynom I-ten Grades. Dann gilt

LU b+ ...+ bon! _leg%on )’
woraus man sieht, dass
T}l_{{}o m = %: grad(p) = k = grad(q),
divergiert grad(p) > grad(q) .

17.2.7 Bemerkung: o Die Grenzwertsatze sind Spezialfalle eines allgemeinen Prinzips.
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o Fir stetige Funktionen f : X — Y zwischen metrischen Raumen (X, dx) und (Y, dy)
gilt, dass fiir beliebige konvergente Folgen (z,,) in X gilt

lim f(x,) = f(lim x,).

n—o0 n—ao0

(So kann man Stetigkeit sogar definieren!)

e Wenn man daher weiB, dass eine Funktion f stetig ist, kann man dieses Wissen auf
die Konvergenz von Folgen anwenden!

o Die Grenzwertsatze folgen dann einfach aus der Stetigkeit der Rechenoperationen Ad-
dition, Multiplikation und Division in R (wobei letztere nur stetig ist, wenn der Nenner
nicht 0 ist).

Beispiele Wir zeigen spater, dass unter anderem Betragsfunktion, Wurzelfunktionen und
die Exponentialfunktion stetig sind. Hieraus kénnen wir folgern:

o Weil die Betragsfunktion = — |z| stetig ist, gilt fur jede konvergente reellwertige Folge
T
lim @, =2, = lim |z, = [lim @, = [z.].

n—o0

o Aus der Stetigkeit von x — \/x auf R{ folgt zum Beispiel

. n+1 n + 1 1
lim = A/ lim ——
n—u \ 2n n—>®  2n 2 \f

o Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt fiir beliebiges a € R*:

lim /a = lim exp(ln(&)) = exp( lim ln7(la)

n—o0 n n—o0

) = exp(0) =1

o Es gilt sogar lim,,_,,, /n = 1, was man wie folgt beweisen kann:
Die Stetigkeit der Exponentialfunktion liefert

In(n)

lim ¢/n = lim e » = ¢n—w
n—0o0 \/7 n—0o0

In(n)
n

Wir werden aber in einer Ubungsaufgabe auch zeigen, dass

lim In(n)

n—0o0 n

=0,

woraus die Behauptung folgt.

17.2.8 Satz: z,, sei eine konvergente Folge mit Grenzwert lim,,_,, x,, = x4. Dann gilt

0.

Vn:z,=>0 =z,

\Y

Dasselbe gilt, wenn man beide >-Zeichen durch < ersetzt.
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Beweis Wenn z, < 0 ware, so ist fir die Wahl ¢ := |z,| > 0 die Aussage d(x,,z.) < €
offenbar sogar fiir alle n € N falsch.

17.2.9 Bemerkung: Am Beispiel z,, = % sieht man, dass die strikte Ungleichung z,, > 0
bei der Limesbildung nicht erhalten bleiben muss!

17.2.10 Verallgemeinerung: Auch folgende Variationen des Satzes sieht man leicht:

e Man kann im Satz auch z,, > a fir ein ¢ € R fordern, und erhidlt dann z, =
lim, o T, = a.
BEWEIS: Man wende den Ursprungssatz auf die Folge y,, := x,, — a an.

o Wenn man zwei konvergente Folgen (a,) und (b,) betrachtet, die a, < b, fiir alle
n € N erfillen, so folgt lim,, .o a, < lim,_, b,.
BEWEIS: Man wende den Ursprungssatz auf die Folge z,, := b, — a,, an.

17.2.11 Folgerung: (Sandwich-Theorem) Es seien a,, b,, ¢, Folgen, die fir alle n € N
(oder allgemeiner: fir alle n > N) die Beziehung

a, < b, <c,

erfillen. Ferner gelte lim a,, = a = lim ¢,. Dann folgt auch lim b, = a.
n—0o0 n—0o0 n—00

Beweis Wenn man n; > N so wahlt, dass |a, — a| < € fir n > ny, und ny = N so, dass
|, — a| < e fiir n = ny, so gilt fiir n > ny := max(ny, na):

a—e<a,<b,<c,<a+e = |b,—al<e.

17.2.2. Monotone und beschrinkte Folgen

17.2.12 Motivation: e Eine Folge in R oder R" konvergiert genau dann, wenn das
Cauchy-Kriterium erfiillt ist.

o Leider ist das Cauchy-Kriterium oft nur umstandlich nachzuweisen.

o Wir sind daher an einfacheren Kriterien interessiert, die sich auf spezielle Folgen (ins-
besondere in R) anwenden lassen.

17.2.13 Definition: Eine Folge (z,,)nen heiBt

nach oben beschrankt, wenn es ein M € R gibt mit x,, < M

nach unten beschrankt, wenn es ein M € R gibt mit x,, > M

beschrankt, wenn es ein M € R, M > 0 gibt mit |z,| < M

monoton wachsend, wenn z,, < z, 1

monoton fallend, wenn z,, > x,,1
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fur alle n e N.
17.2.14 Satz: Sei M € R und (z,,) eine Folge in R.

e Wenn (z,,) monoton wachsend und nach oben durch M beschrankt ist, konvergiert es
gegen ein x, < M.

e Wenn es monoton fallend und nach unten durch M beschrankt ist, konvergiert es gegen
ein r, > M.

Beweisskizze Wenn (z,,) nicht konvergierte, ware es (wegen der Vollstandigkeit von R)
keine Cauchy-Folge und misste fiir ein ¢ > 0 Distanzen d(z,,z,) > ¢ fir beliebig groBe
Kombinationen m,n € N aufweisen. Wegen der Monotonie kann die Folge dann aber nicht
beschrankt sein.

17.2.15 Verallgemeinerung: Bei Grenzwertaussagen spielt generell nur eine Rolle, was fiir
groBe n geschieht. Der gerade gezeigte Satz bleibt daher auch dann richtig, wenn man die
Monotonie nur ab einem ny € N verlangt.

17.2.16 Folgerung: Es sei (z,,),en eine Folge in R (oder auch C). Falls es ein N € N und
ein 0 < ¢ < 1 gibt mit

so ist (x,) eine Nullfolge.

Beweis Wir zeigen, dass die Folge v, := |x,| eine Nullfolge ist. Fir n > N ist die Folge
y, offenbar streng monoton fallend und nach unten durch O beschrankt. Sie konvergiert
daher gegen einen Grenzwert y, € Rj. Falls 5, # 0, so erhielte man einen Widerspruch,
indem man n so groB wahlt, dass y,, < y.(1 + 12;(1) Im nachsten Schritt ware dann namlich
Ynt1 < QYn < Ys. Das letzte Argument ginge auch eleganter iiber den Grenzwertiibergang

Yy = Hm gy = lim g0 < lim gy = ¢ lim y, = qys
woraus man mit ¢ < 1 auch sofort y, = 0 schlieBen kann.

17.2.17 Ubung: Eine weitere Beweismoglichkeit des Satzes ist die folgende: Es gilt fiir
alle n > N offenbar y, < yng™ ~. Wenn man die Kenntnis des natiirlichen Logarithmus
voraussetzt, kann man hieraus zu € > 0 ein ng(¢) = N berechnen, so dass fiir alle n > ng(c)
gilt y, < e.

Wie sieht ng(e) genau aus?

17.2.18 Bemerkungen: e Satz und Beweis bleiben richtig fiir Folgen in beliebigen nor-
mierten Vektorraumen (z.B. R™ mit der Euklidischen Norm), wenn man den Absolut-
betrag durch die Norm ersetzt.

e Vorsicht! Die einfachere Bedingung |m|"+|1| < 1 garantiert noch nicht, dass (z,) eine
Tn
Nullfolge ist! Ein Gegenbeispiel ist die Folge z,, = ”T“ welche gegen 1 konvergiert.
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e Die Quotientenbedingung ist insbesondere erfiillt, wenn

li ’xn+1’
1m

=q firein0<g<l1.

BEWEIS: Genau wie im Satz, auBer dass man am Ende den Grenzwertsatz fiir das
Produkt zweier Folgen verwendet, anstatt dem Grenzwertsatz fiir die Skalierung einer
Folge.

e Die Quotientenbedingung wird uns bald wieder begegnen: Sie ist namlich so stark, dass
sie die Konvergenz der ,summierten Folge" (a.k.a. ,Reihe") s, := >/_| x; erzwingt.

17.2.19 Anwendungen: e Die Folge x,, = nPz™ ist fir alle p € N und alle z € C mit
|z| < 1 eine Nullfolge, weil

n 1)P
lim 201l = |z] lim (n+ 1)

n—0o0 |xn| n—0o0 np

=lz] <1.
INTERPRETATION: Exponentielles Fallen schlagt polynomiales Wachsen.
e Die Folge z,, = ‘;—T: ist fir alle z € C eine Nullfolge, weil gilt

lim [Zn1] = lim 2] =0.
n—o g, | n—w n + 1

Folglich kann man ein N € N finden, so dass die Bedingung des Satzes beispielsweise
fur q = % erfullt ist.

17.2.20 Satz: (Bolzano-WeierstraB) Essei [a,b] < R ein Intervall und (z,,) eine reellwertige
Folge mit z,, € [a, b] fiir alle n. Dann besitzt (z,,) (wenigstens) einen Haufungspunkt in [a, b].

Beweisskizze Wir konstruieren eine Cauchy-Teilfolge (1)) induktiv durch eine sogenannte
Intervallschachtelung:

o Beginnend mit ag = a, by = a, 7(0) = 0 setze fir k =1,2,3,...

br—1 — ap—1

hk =

2
' 0 |nlz, € [ak—1,a5-1 + hg]}| = o©
(Sk = hk : )
1 sonst
ap = Qp_1+ (Sk s
bk = bk,1 — (hk - 5k) y
7(k) = min{fneN:(n>7(n—-1)) A (z, € [ax, b])}

* (2,(k)) ist eine Cauchy-Folge, weil fiir beliebige % € N alle spateren Folgenglieder z, )
mit k > ko im Intervall [ay, b.| der Lange hy, = (b — a)27% liegen.
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17.2.3. Uneigentliche Konvergenz

Beobachtung Oft ist nicht nur die Konvergenz, sonderen auch das unbeschrankte Wachs-
tum einer Folge interessant.

17.2.21 Beispiel: Wir betrachten die Folgen A,, = n? und B, = 2". Dann gilt: A,,, B,, und
C, = ﬁ—: wachsen unbeschrankt (exponentielles ist schneller als quadratisches Wachstum).

17.2.22 Definition: e Wir sagen, dass x,, — +00, wenn es zu jedem K € R ein ng =
no(K) gibt, so dass z,, > K fiir alle n = ny.

o Ebenso sagen wir x,, — —o0, wenn es zu jedem K € R ein ng = ng(K) gibt, so dass
x, < K fur alle n > ny.

e Statt +oo schreiben wir manchmal auch einfach co.

17.2.23 Bemerkung: Es ist recht einfach zu sehen, dass sich die Grenzwertsatze auch auf
uneigentliche Konvergenz gegen +oo libertragen, wenn man folgende Rechenregeln verwen-
det:

1. w+00=0w 5, —0 -0 = —w
2. a+w0=m,acR 6. 0-a=0o,a>0
3. a—0=-0w,aeR 7. 0-a=—0w0,a<0
4. 0000 =00 8.&=O,aeR

Die Grenzwertsatze helfen allerdings nicht weiter, wenn sich auf der rechten Seite die Aus-
driicke o0 — 00, -0, 7, % ergeben. In diesen Fallen muss man die Folge auf der linken Seite
genauer untersuchen, zum Beispiel mit dem Satz von |'Hospital, den wir spater kennenlernen.

17.2.4. Supremum und Infimum

17.2.24 Definition: Eine Teilmenge ¢J # A < R heiBt

nach oben beschrankt, wenn es eine obere Schranke gibt, d.h. IM e R:Vre A: x <
M.

nach unten beschrankt, wenn es eine untere Schranke gibt, d.h. Im e R : Vx € A :
r=m.

beschrankt, wenn A nach oben und unten beschrankt ist.

M € R heiBt Supremum oder kleinste obere Schranke von A, wenn M eine obere
Schranke von A ist, und es keine kleinere obere Schranke M’ € R von A gibt.

Analog definiert man das Infimum als die groBte untere Schranke.
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17.2.25 Bezeichnung: Man bezeichnet das Supremum einer Menge J # A < R als sup A,
das Infimum mit inf A.

Beispiele

Fir A =[0,1] gilt supA =1 und inf A = 0.

Fur A =]0, 1| gilt dasselbe!

Auch fir A = {1 | n € N} gilt dasselbe!

Die Menge A = N c R besitzt keine obere Schranke und daher auch kein Supremum

in R. Manchmal sagt man dazu auch sup A = +0. (Analog sagt man inf A = —©
fur nach unten unbeschrankte Mengen wie A = 7Z.)

17.2.26 Satz: Jede nichtleere und nach oben beschrankte Teilmenge A — R besitzt ein
Supremum in R. Ebenso besitzt jedes nach unten beschrankte ¢ # A < R ein Infimum in

R.

Beweisidee Man konstruiert Cauchy-Folgen in A, die gegen das Supremum bzw. das Infi-
mum konvergieren.

17.2.27 Bemerkungen: 1. Dieser Satz benétigt die Vollstandigkeit von R! Fir Q als

2.

zugrundeliegenden Raum ware er falsch, weil z.B. die beschrankte Menge
A={zeQ|2*<2}cQ
kein Supremum in Q hatte.

In C (oder auch R™ fir n > 1) machen die Begriffe Supremum und Infimum wenig
Sinn, weil auf diesen Mengen keine totale Ordnung auf , natirliche” Weise definiert ist.

GENAUER: Man kann zwar auch die komplexen Zahlen hintereinander anordnen (z.B.
lexikographisch), aber keine solche Ordnung harmoniert in der von R gewohnten Weise
mit den komplexen Rechenoperationen.

17.2.28 Definition: e Wenn fiir A < R das Supremum M := sup A selbst ein Element

von A ist, so nennt man M das maximale Element oder Maximum von A (Bezeichnung
M := max A).

Analog nennt man ein in A liegendes Infimum minimales Element oder Minimum von
A (Bezeichnung m := min A).

17.2.29 Beispiel: Die Menge {% | n € N} besitzt das Supremum 1, das gleichzeitig auch
ein Maximum ist. Sie besitzt das Infimum 0, aber kein Minimum!
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17. Folgen und Reihen

17.2.5. Limes superior und Limes inferior

17.2.30 Definition: o Das Supremum aller Haufungspunkte einer reellen Folge (z,,)
nennt man den Limes superior von (x,,) und bezeichnet ihn mit lim sup z,,.
n—aoo

e Das Infimum aller Haufungspunkte einer reellen Folge (x,) nennt man den Limes

inferior von (x,,) und bezeichnet ihn mit lim inf z,.
n—

17.2.31 Bemerkung: Folgende alternative Charakterisierung ist moglich:

limsupx, := lim sup{zy |k =>n},
n—00 n—w0
.. T -
liminfz, := lim inf{z, [k >n}.
Beispiele
e Fira, = (—1)"ist limsupa, =1, liminfa, = —1.
n—00 n—a0
e Fir a, = n(—1)" ist limsup a,, = +, liminf a,, = —o0.
n—o0 n—o

e Wenn a,, = %, so ist limsup a,, = lim inf a, = 0,
n—00 n—

e Wenn a,, = i", so sind die Begriffe nicht definiert (weil C kein geordneter Korper ist).

17.2.32 Bemerkungen: o Fiir jede beschrankte reelle Folge (x,) sind limsup,,_,., =,
und liminf,,_,, x,, wohldefinierte reelle Zahlen.

e Wenn man auch die uneigentlichen Limites +00 als Werte zulasst, sind lim sup,,_,., =,
und liminf, 4 x, fir beliebige reelle Folgen wohldefiniert.

e Wenn die Folge (x,) konvergiert, so gilt

liminfz, = lim z,, = limsupx,
n—00 n—00 n—>00

e Falls limsup,,_,,, , = ¢ € R, so sind fir beliebig kleines ¢ > 0 nur endlich viele
Folgenglieder x,, groBer als ¢ + ¢ (sonst kénnte man eine Teilfolge extrahieren, die
gegen einen groBeren Haufungspunkt konvergiert).

e Analog liegen fiir ¢ := liminf, ,, x, € R zu beliebigem ¢ > 0 nur endlich viele z,
unterhalb ¢ — <.
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17.3. Reihen

17.3. Reihen

17.3.1. Definition und Beispiele

17.3.1 Motivation: In Anwendungen entsteht die zu untersuchende Folge sehr oft durch
inkrementelle Veranderung des vorhergehenden Folgenglieds.
Ein besonders einfacher Fall ist, wenn das Inkrement nur von n abhangt. Die Folge (.5,,) ist

dann von der Form
Sn _ f1 n = 1
Sn—l + fn n>1

wobei f: N — R,n+— f(n) = f, eine vorgegebene Funktion/Folge ist.
Eine solche summierende Folge (.S,) nennt man Reihe, und es gibt dafiir eine spezielle
Notation.

Beispiele

e Girokonto ohne Verzinsung und Gebiihren: Der Kontostand ergibt sich aus der Summe
aller bisherigen Ein- bzw. Auszahlungen.

e Die Exponentialfunktion kann man auswerten als Genzwert einer x-abhangigen Reihe

1 =0
exp(z) = lirrolosn, S, = {S L " 51
n n—1 % n =

o Entsprechendes gilt fiir viele andere wichtige Funktionen.

17.3.2 Definition: e Sei (ay)nen €ine Folge in R. Dann definieren wir die Reihe

o0

2,

n=1
als andere Bezeichnung fiir die Folge

(Sn)p—y,  Spi= Z ay. -
k=1

S,, heiBt dabei die n-te Partialsumme.

e Man nennt die Reihe konvergent/divergent, je nachdem, ob die Folge (S,,) konvergier-
t/divergiert.

e Den Grenzwert einer konvergenten Reihe nennt man auch Reihenwert und bezeichnet

e}
ihn ebenfalls mit Z Q.

n=1
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17. Folgen und Reihen

17.3.3 Bemerkungen: e Diese Definition lbertragt sich ohne Schwierigkeiten, wenn
(ay,) eine Folge in einem vollstandigen normierten Vektorraum (sog. Banachraum) ist,
wie z.B. R, C, R™, aber auch die Funktionenraume L?([0, 1]).

0
o Z a, bezeichnet sowohl die Folge der Partialsummen als auch ihren Grenzwert. Aus

n=1
dem Zusammenhang geht hervor, was gemeint ist!

Beispiele Wichtige Reihen sind:

o Die (fir |g| < 1 konvergente) geometrische Reihe

0

Z q" (Achtung: Summation ab 0!)

e Die (divergente) harmonische Reihe

3\*—‘

e Die (konvergenten) Reihen

firke N k>2

3‘.-\

e
o Die (konvergente) alternierende harmonische Reihe

n+1

17.3.4 Satz: Die Partialsummen der geometrischen Reihe lassen sich explizit berechnen: Fiir
q € R (oder auch C) gilt

lqn+1 q#l
Zq - -
n—i—l qg=1

Beweis Wir verwenden vollstandige Induktion: Die Aussage ist fiir n = 0 offenbar richtig,
und wir nehmen an, dass sie fiir ein beliebiges n > 0 gilt. Dann errechnet man

n+1
1 — n+1 1— n+2
n+1 Zq :S +qn+1: 1 +qn+1: d .
= I—q lI—q

17.3.5 Bemerkung: Die Idee dahinter sieht man besser an folgender Polynom-Multiplikation:

Q+g+.. .+ -@=1-q+q-*+...—"+¢" — ¢ =1-¢""
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17.3. Reihen

17.3.6 Folgerung;: o Fiir |¢| < 1 konvergiert die geometrische Reihe gegen den Reihen-

wert
o0
e

n=0

o Fiir |g| = 1 divergiert sie.
17.3.7 Satz: Die harmonische Reihe Zzozli divergiert.

Beweis Wegen
1
n—Sp = Z] -
k=n+1 k 2

kann die Folge der Partialsummen keine Cauchy-Folge bilden.
17.3.8 Satz: Die Reihe > . - konvergiert.

n12

Beweis Die N-te Partialsumme lasst sich abschatzen als
N N N
N Nyt S

Somit sind die Partialsummen eine monoton wachsende und beschrankte Folge, also konver-
gent.

)=2—— <2

1
N

17.3.9 Bemerkung: Mit Hilfe fortgeschrittener Methoden (z.B. Fourier-Reihen) kann man

den Grenzwert sogar exakt berechnen zu >, n2 = & ~ 1.645.

17.3.10 Satz: Die alternierende harmonische Reihe
o (—1)n ! 1 1 1
Z 3tz gt
konvergiert.

Beweisskizze Dieser Satz folgt aus dem Dirichlet-Kriterium, welches wir spater zeigen. Ein
elementarerer Beweis konnte folgendes ausnutzen:

o Die Teilfolge der Partialsummen mit geraden (ungeraden) Indizes bildet eine monoton
wachsende (fallende) Folge.

e Der Abstand beider Folgen strebt gegen Null, somit miissen sie gegen denselben Grenz-
wert konvergieren.

17.3.11 Bemerkung: Spater werden wir auch zeigen, dass der Reihenwert der alternierenden
harmonischen Reihe gleich In(2) = 0.69. .. ist
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17. Folgen und Reihen

17.3.2. Konvergenzkriterien: Einleitung

Beobachtung

o Die Reihe > )" | ay ist definiert als Folge von Partialsummen S, = ' a,,.

o Aquivalent zur Konvergenz der Reihe ist daher (wenigstens in vollstandigen normierten

Vektorraumen wie R, C, R™), dass S,, eine Cauchy-Folge ist, d.h. zu ¢ > 0 gibt es
ng = ng(e) mit

Vm,n mit ng <m <mn: |Sn—5m_1|=|2 ag| < e.

k=m

e Dies nennt man das Cauchy-Kriterium fiir Reihen.

Frage Die Reihe >, | a,, entsteht durch Summation iiber die Folge (a,). Kann man der
Folge a,, ansehen, ob die zugehodrige Reihe konvergiert?

Beobachtung

o Eine notwendige Bedingung ist, dass (a,) eine Nullfolge ist (ansonsten ist die Folge

der Partialsummen wegen S, .1 — S,, = a, sicher keine Cauchy-Folge).

e Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend, wie das Beispiel der harmonischen Reihe

zeigt.

Uberblick In den folgenden Abschnitten werden wir zeigen, dass es im wesentlichen zwei

o0
Arten der Konvergenz von 2 a, gibt:

n=1

1. Die Betrage (allgemeiner Normen) der Folgenglieder a,, werden so schnell kleiner, dass
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sogar gilt
e}
Y lan] < +o0
n=1

Dies nennt man absolute Konvergenz.

o0

Die Betrage der Folgenglieder a,, werden (zu) langsam klein, und es gilt Z|an| =
n=1

+c0. Allerdings wechselt das Vorzeichen (in R) bzw. die Richtung (in C, R™) in einer
Weise, dass sich Beitrage gegenseitig aufheben kénnen, falls man sie in der richtigen
Reihenfolge summiert.

Dies nennt man bedingte Konvergenz.



17.3. Reihen

17.3.3. Absolute Konvergenz

Idee Um aufgrund der Folge (a,) Konvergenz der Reihe .,” | a,, vorhersagen zu kdnnen,
vergleicht man die Folgenglieder mit denen von Reihen, deren Verhalten bekannt ist.

17.3.12 Satz: (Majorantenkriterium)

e¢]
o Es sei (a,) eine Folge in R7, so dass 2 a, konvergiert.

n=1

o Ferner sei (b,) eine Folge in R (oder C, R™), so dass |b,| < a,, fir alle n = ng € N,

o0
e = Dann ist auch Z b, konvergent.

n=1
Beweis

e Die Partialsummen der b,-Reihe bilden eine Cauchy-Folge, weil fiir n > ng gilt

n

Sh-Snl=1 Y wls Y bl Y w
k=1 k=1

k:n0+1 k:n0+1 k:n0+1

o Weil die a,-Reihe konvergent, und somit das Cauchy-Kriterium erfiillt ist, kann dieser
Ausdruck aber durch Wahl von ng beliebig klein gemacht werden.

17.3.13 Bezeichnung: Man nennt Reihen >

*_, ay, fir die sogar > |a,| konvergiert,
absolut konvergent.

17.3.14 Bemerkung: Das Majorantenkriterium zeigt offenbar immer die absolute Konver-
genz einer Reihe.

17.3.15 Satz: (Vergleich mit der geometrischen Reihe) Wenn esein 0 < ¢ < 1, C' > 0 und
no € N gibt, so dass
Vn =ng: la,| < Cq”,

so ist >, a, (absolut) konvergent.
Beweis Anwendung des Majorantenkriteriums und Vergleich mit der Reihe Y, Cg".

17.3.16 Folgerungen: Die folgenden beiden Kriterien sind hinreichend fiir die absolute

Konvergenz der Reihe >, a,:

o Wurzelkriterium (WK):

limsup {/|a,| < 1.
n—0o0

e Quotientenkriterium (QK):
|an+1|

<1

lim sup
n—00 |an|
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17. Folgen und Reihen

Beweisskizze Fir das WK kann man wie folgt argumentieren: Wenn der groBte Haufungs-
punkt von {/|a,| echt kleiner als 1 ist, findet man ein ny € N und ein ¢ < 1, so dass fiir alle

n = ng
Vi <q¢ = aa| <q".

Das Majorantenkriterium liefert dann die Behauptung.
Ahnlich argumentiert man im Fall des QK.

17.3.17 Beispiel: Fiir beliebige z € C konvergiert die Exponentialreihe
0 n
exp(z) = Z;) ok

Beweis Wir hatten schon gezeigt, dass

Zn+1
lim ‘(n-i—l)!’ _ !Z\ —0
n—0o0 ’% n—w n 4 1 ’
17.3.18 Beispiel: Die Reihe Y, | & konvergiert wegen
. In . In 1
111;1_}53101[) Jon = ll{zn_)sogp o =1 <1.
17.3.19 Bemerkungen: e Das QK ist oft bequemer, aber auch etwas schwacher als das

WK. Insbesondere kann man damit keine Reihen behandeln, bei denen sich groBere und
kleinere Summanden abwechseln, wie etwa bei

i 1 ”_1+1+1+1+
34+ (=) 20 42 23 g4t T

n=1

e Die Reihe, deren Konvergenz mit Hilfe von WK oder QK untersucht werden soll, muss
»geometrisch" konvergieren (wie eine geometrische Reihe, also relativ schnell).

o Beide Kriterien funktionieren daher bei ,langsam® absolut konvergenten Reihen wie
0 1 . .
> =% mit k = 2 nicht!

n=1n

o Weil wir allerdings die Konvergenz von > °_, 7712 schon auf andere Weise gezeigt haben,
und weil fiir &« < —2 und n € N gilt, dass n® < n2, folgt aus dem Majorantenkriterium
auch die Konvergenz von > n® fir a < —2.

17.3.4. Divergenz von Reihen

17.3.20 Bemerkung: (Minorantenkriterium) Seien (a,), (b,) Folgen in R mit 0 < a,, < b,,.
Wenn " | a, divergiert, so divergiert auch >, b,.
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Beweis Wenn " | b, konvergierte, miisste nach dem Majorantenkriterium auch >} a,
konvergieren.

0

1
17.3.21 Anwendung: Es gilt fiir alle « > —1 und n € N, dass n® > n~!. Z — divergiert
n

n=1

0
= Fir a > —1 divergiert auch Z n.
n=1
+o0 %
17.3.22 Bemerkung: Spater werden wir durch Vergleich mit f x® dx zeigen, dass Z n
1 n=1
auch im uns noch fehlenden Bereich a €] — 2, —1[ konvergiert. Damit gilt dann

S konvergent « €] — oo, —1[
Z n Ist ) .
= divergent  «a € [1, 40|

17.3.5. Bedingte Konvergenz

Beobachtungen
0 (_1)n+1
e Die alternierende harmonische Reihe Z ist konvergent, aber nicht absolut
n
n=1
konvergent, weil
i|(_1)n+1’ B i 1
n=1 n N n=1 n

divergiert (harmonische Reihe).

o Bei einer konvergenten Reihe > | a, in R, die nicht absolut konvergiert, muss gelten

Sy = Z a, =+, S_:= Z a, = —00.

neN,an >0 neN,a, <0

(Grund: Wenn S, S_ beide endlich waren, so ware >, _|a,| =S —S_ < +0, also
absolut konvergent; wenn dagegen nur eines der beiden endlich ware, so konnten sie
zusammen keine endliche Summe bilden.)

e Damit ein sinnvoller Grenzwert herauskommt, muss man daher die positiven und ne-
gative Teile in geeigneter Reihenfolge aufsummieren!

17.3.23 Definition: Wenn eine konvergente Reihe nur in Abhangigkeit einer bestimmten
Summationsreihenfolge konvergent ist, so nennt man sie bedingt konvergent.

17.3.24 Satz: (Umordnungsabhangigkeit bei bedingter Konvergenz) Sei (ay,)nen €ine Null-
folge in R, so dass Y, | a, konvergiert, aber >.”  |a,| divergiert. Dann kann man durch
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Andern der Summationsreihenfolge jeden beliebigen Grenzwert ¢ € R erhalten. Genauer: Zu
& € R gibt es eine bijektive Abbildung 7 : N — N mit

o0
2 Ar(n) = g
n=1

Beweisskizze Man nimmt von den positiven a,, so viele, bis die Partialsumme groBer als
& ist, dann von den negativen a,, so viele, bis die Partialsumme kleiner als £ ist, usw.. Dabei
verandert man die Reihenfolge negativer/positiver a,, untereinander nicht.

17.3.25 Satz: (Umordnungsunabhingigkeit bei absoluter Konvergenz) Wenn >, a,, ab-
solut konvergent ist, so gilt fiir alle bijektiven 7 : N — N, dass

0 0
Z Ay = Z aﬂ.(n) .
n=1 n=1

Anders ausgedriickt: Der Grenzwert einer absolut konvergenten Reihe ist invariant gegeniiber
Umordnung.

Beweis Wegen der absoluten Konvergenz kann man zu beliebigem £ > 0 ein ng € N finden,
mit >.-,.lan| < €. Weiter gibt es aber wegen der Surjektivitdt von 7 ein Ny € N mit
{1,...,n0} = {m(1),...,7(Ny)}. Dann gilt aber

0 0
|Z Ap — Z a7r(n)|
n=1 n=1

0 no no No No o0
< 12— 2 anl 125 an = 3 an |+ 1 ) anny = D G
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
. ~~ J - ~— > . ~— >
<2n>no‘a"‘<€ <Zn>n0|&n|<€ <2n>no\an|<s
< 3e

17.3.26 Folgerung: Nach den vorhergehenden beiden Satzen ist eine Reihe genau dann
absolut konvergent, wenn ihr Grenzwert unabhangig von der Summationsreihenfolge ist.

17.3.27 Bezeichnung: Im Fall absolut konvergenter Reihen schreibt man daher auch hin
und wieder Z a,, was eine beliebige Summationsreihenfolge suggeriert.

neN

17.3.28 Satz: (Dirichlet-Kriterium) Es gelte

n 0¢]

1. Die Folge der Partialsummen S,, = Z ay einer Reihe Z ay. sei beschrankt.
k=1 k=1
(Beachte: Die Reihe muss dafiir nicht konvergieren!).

2. (ck)ken eine monoton fallende (reelle) Nullfolge.
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k=1

o0
Dann ist Z(akck) konvergent.H

Beispiele

(-

o Die alternierende harmonische Reihe > (Partialsummen von >’ a, fir a, =
(—=1)"*!sind (1,0,1,0,...))
o 37 | = (die Partialsummen von Y a, fiir a, = i" sind (i,i —1,-1,0,i,...))

o Allgemein: Fiir beliebige z € C mit |z] = 1 und z # 1 sind die Partialsummen der
Reihe >, | 2" beschrankt wegen

. . n .-
Somit konvergiert > == fir alle solchen z.

Beweis
e Zuerst eine Beobachtung:
Vn o |S,| = |Zak]<M = VYm<n: |Z ag| = |Sn — Sm_1| < 2M
k=1 k=m

e Wir wollen dass Cauchy-Kriterium fiir Reihen zeigen, d.h. dass zu ¢ > 0 ein ng € N
existiert, so dass

n
VYm,n mitng <m <n: E(chk)<5

k=m
o Firk=m,...,ngitc =c, + Zf;il(cz — Cit1)
e Und daher:
n n n k-1
\Z axcr| = |cn Z ap + Z ag Y (¢; —ciq)| =
k=m k=m k=m i=m
n n—1 1+1 n—1
len Z aj, + Z(CZ —¢i_1) Z ag| < 2M (e, + Z (¢ —ci—1)) =2Mey,
k=m i=m k=m i=m

o Weil (¢;,)nen eine Nullfolge ist, wird dies aber durch die Wahl einer geeigneten unteren
Schranke n beliebig klein.

SDass die Konvergenz nur , bedingt" und nicht sogar ,.absolut* ist, wird nicht ausgesagt! Allerdings ist der
Satz vor allem zur Anwendung auf bedingt konvergente Reihen von Interesse, weil die absolute Konvergenz
—wenn sie denn vorliegt— eine wichtige Information ist, die man normalerweise auch zeigen mochte.
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17.3.29 Bemerkungen: o Das Dirichlet-Kriterium fiir den Fall a,, = (—1)" ist das
(wesentlich bekanntere) Leibniz-Kriterium: Fiir eine monoton fallende (reelle) Nullfolge

(Cn)nen ist Do (—1)"c, konvergent.

e Zwar kann man das Dirichlet-Kriterium anwenden, um beispielsweise die Konvergenz
der Reihe :;fl (_2? zu erhalten. Es ist hier aber nicht nétig und liefert auch nicht

die bestmdgliche Information, denn diese Reihe ist ja nach Wurzel- oder Quotienten-
kriterium sogar absolut konvergent.

17.3.6. Rechenregeln fiir Reihen

17.3.30 Satz: (Linearitat) Fir beliebige konvergente Reihen .  a, und >.” b, gilt
immer

L Z’role apn + Z:zozl bn = Z:Lozl(an + bn).
2. )‘Zle an = Zfﬂ(/\an)-

Beweis Folgt sofort aus der Definition der Reihen als Folgen von Partialsummen und den
Grenzwertsatzen fiir Folgen (Linearitat der Grenzwertbildung).

Beobachtung

e Ausmultiplizieren eines Produkts zweier Reihen liefert formal

o0 o]
(D7 ar)(Q bi) = agbo + aghy + arby + aoby + arby + azbo + ...
k=0 =0

e NOTATION: Hier und im folgenden Abschnitt iiber Potenzreihen ist eine Summation
von 0 anfangend praktisch.

e FRAGE: In welcher Reihenfolge soll man die Einzelterme aufsummieren, damit das
gewiinschte Ergebnis (welches?) herauskommt?

o ANTWORT: Fir absolut konvergente Ausgangsreihen > a; und > b, hangt das Er-
gebnis nicht von der Reihenfolge ab, in der man die Einzelterme a;b; summiert, sonst
normalerweise schon.

17.3.31 Satz: Es seien Y, a, und > b, absolut konvergente Reihen mit Reihenwerten
A und B. Dann ist auch die Summe
D b

(k,l)ENQXNO
wohldefiniert in dem Sinne, dass fiir jede bijektive Abbildung
O :N-NyxNy, nw— (kyly)

gilt

iaknbanC’:A'B.

n=1
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Beweisidee Die Reihe (¢,) = (ay, by, ) ist absolut konvergent mit
Dlenl = <Z|an|> <Z|bn|> < 40,

17.3.32 Definition: Das Cauchy-Produkt von zwei Reihen >, a,, und >~ b, erhilt man
durch Wahl der speziellen (diagonalen) Summationsreihenfolge als

n

o0]
C .= 2 Cpn, Cpi= Z arbn_ .
n=0

17.3.33 Bemerkungen: ¢ Wenn }.” a, und >, b, absolut konvergent sind, so gilt

also
(Z an)(z by) = Z (Z @kbn—k> .

o Wenn > a, und > b, andererseits nur bedingt konvergent sind, kann das Cauchy-
Produkt unsinnige (z.B. divergierende oder den Multiplikationssatz verletzende) Er-
gebnisse liefern (siehe Ubung).

17.3.34 Anwendung: Die Exponentialreihe exp(z) = Z,ZO:O%C erfillt die Funktionalglei-
chung
exp(z + y) = exp(z) exp(y) .

Beweis Da die Exponentialreihe fiir alle Argumente = absolut konvergiert, gilt

exp(z) exp(y) = (/;) Z,) (Z ?y) Z Z %

=0 n=0 k=0

"Lk

nk

S

+
L i = exp(z +y)

MS

S|

n=0

17.4. Potenzreihen

Beobachtung

e Man kann wichtige Funktionen in R oder C als Reihen der Form

0
k
T — Z aRT
k=0

oder (allgemeiner) in der Form

a0
T Z ap(x — x0)"
k=0

erhalten (x sowie die a sind dabei Elemente in R oder C).
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o Dies gilt insbesondere fiir die Exponentialfunktion

0 2 3
Zl') X X

und die damit wegen exp(iz) = cos(x) + isin(z) zusammenhangenden trigonometri-
schen Funktionen

e k .2k 2 4 6
(—1)*z r?  xt w
cos(m)zzizl———kf—fi...
= (2k)! 21 41 6l
d
un 0 Y1 g2k—1 . R
sm Z_: 2]{;—1 _$—§+5 ?—F

o Fiir noch erheblich mehr Funktionen gilt die Darstellung

0
T — Z ap(x — 20)"
k=0

wenigstens lokal in einem Kreis um einen Punkt z € R (oder zy € C) mit Radius R.

1 o0
1. Beispiel 1: T~ Z x™ konvergiert fir |z| < 1

x — 2)" konvergiert fiir |[x — 2| < 2

0
2. Beispiel 2: —— = Z 2—

3. Spater werden wir Iernen, wie man solche Reihen fiir eine gegebene Funktion
berechnet (Taylor-Reihe).

17.4.1 Definition: Eine Reihe der Form > " ax(z — x0)" heiBt Potenzreihe mit Entwick-
lungspunkt z. Die Koeffizienten ay sind hier (ebenso wie = und z) reell oder komplexm

Vereinfachung Der Einfachheit halber betrachten wir im Folgenden oft den Fall x5 = 0,
also Reihen der Form >  aiz*. Die Falle R und C verhalten sich identisch, so dass wir
alles fiir den allgemeineren Fall C formulieren.

17.4.2 Satz: Zu jeder Potenzreihe Y " aj(x — xo)* in C gibt es ein R € [0, +], so dass
o die Potenzreihe fiir alle z € C mit |z — 2| < R konvergiert
e und fir alle x € C mit |z — x¢| > R divergiert.

e Fir x € C mit |x — xo| = R ist das Verhalten je nach Reihe unterschiedlich.

YOffensichtlich machen aber auch hier allgemeine vektorwertige a;, durchaus Sinn, und in manchen Anwen-
dungen wird dies auch gebraucht.
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17.4. Potenzreihen

Dabei bedeutet:
e R = 0: Die Potenzreihe konvergiert nur fiir x = x4 und
e R = +o0: Die Potenzreihe konvergiert fiir alle x € C.

17.4.3 Bezeichnung: Das im Satz genannte R bezeichnet man als Konvergenzradius. Es
ist der Radius des Konvergenzkreises

Br(zo) ={x e C ||z — x| < R}.
17.4.4 Beispiel: Die Potenzreihe

;ETL

S|~

p(x) = Z

hat den Konvergenzradius 1 und konvergiert fiir x € [—1, 1[{c R, bzw. fir z € {z € C||z| <
13\{1} = C.

Beweis (des Satzes)

e Ohne Einschrankung sei zy = 0.

o Es reicht zu zeigen: wenn die Reihe fiir ein 2’ € C konvergiert, so konvergiert sie auch
fur alle {x € C : |z| < |2'|}.

o Damit Konvergenz fiir 2/ vorliegt, muss wenigstens die Folge (|ax(2")*]) = (|ax||2|¥)
beschrankt sein durch ein C' > 0.

o Damit folgt dann aber fir |z| < |2/|, dass

k
/|k ’$| <qu

ER A

mit ¢ < 1 und somit die Konvergenz der Reihe.

17.4.5 Bemerkung: (Bestimmung des Konvergenzradius)

e Den Konvergenzradius R einer Potenzreihe

0
Z an(x — 20)"
n=0
erhdlt man durch Anwendung des Wurzelkriteriums oder Quotientenkriteriums und

Analyse, fiir welche T := x — xq sich ein ¢ < 1 ergibt.

o Mittels des Wurzelkriteriums ergibt sich sogar ein expliziter Ausdruck als
1

lim sup,,_,, 4/|ax| ’

der sogar fiir R € {0, +o0} funktioniert, wenn man definiert - = 0 und § = +o0.

R =
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17. Folgen und Reihen

e Das QK kann man allerdings nur anwenden, wenn der Grenzwert ¢ := lim,,_,
(Achtung: kein Limes superior!) existiert. In diesem Fall gilt:

1 1 n
R=-=————=1Iim ]

Rt lanti] — n>oo
q lim,_ o]

|an+1|

Beispiele

o0
. Z nz™ hat den KR

n=1

R = (limsup ¢/n) "' = (lim {¢/n)' =1

n—00 n—w0

und konvergiert daher in B1(0) = {zr e C | |z| < 1}@

‘an+1|

lan|

o Die Potenzreihe >~ | % hat denselben Konvergenzradius R = 1, allerdings konver-

giert sie —wie wir bereits gesehen haben— auch noch fir alle x € C mit |z
ausgenommen x = 1.

o0
e Die Potenzreihe Z 27"z" hat den KR

n=1
1
R = (limsup ¥/27)"' = (lim =)' =2

n—o0 n—0o0 2

und konvergiert daher in By(0). Dies ist auch der gesamte Konvergenzbereich.

O 9—n

:1,

e Die Potenzreihe 2 ——xa" hat denselben KR R = 2, konvergiert aber auch noch auf

2
n=1 n
1

dem Rand des Konvergenzbereiches absolut, denn — ist fiir |x| = 1 offenbar eine

Majorante.

O .n
« Die Reihe exp(x) = Y. - hat nach dem QK den KR
n:

n=0

) 1/n! )

und konvergiert daher in C.

n!

e Die Reihe Zf:o nlz™ hat nach dem QK den KR R = lim —— = 0. Somit

n—=o (n + 1)!
konvergiert sie nur fir z = 0.

IDies ist auch der ganze Konvergenzbereich, weil die Reihenglieder fiir |z| = 1 nicht einmal eine Nullfolge

bilden.
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17.4. Potenzreihen

o Fiir die Reihe Y. a,z™ mit a,, = 0 fir gerade n und a,, = 1 fiir ungerade n existiert
lim,, o {/a, nicht, allerdings ist limsup,,_,., {/a, = 1. Somit ist der KR auch hier
gleich 1.

o Die Reihe >}  2"2?" ist so aufgeschrieben, dass man aufpassen muss: Wenn man
alle z-Potenzen aufzahlt, entspricht es namlich einer Reihe ZZO:O apz®, wobei ay, fir

ungerade k verschwindet, und fiir gerade k£ den Wert \/§k hat. Dann folgt aber
1
R = (limsup 4/|a;|) ™t = —=.
(imsup {/Jar]) ™ = 75

Alternativ kann man auch mit der Ursprungsformulierung arbeiten, muss dann aber in
der Formel fiir R die 2n-te Wurzel aus 2" ziehen (entsprechend der z-Potenz), also

1
R = (li X/2n) = (i Nt = .
(lmsup %/27)7" = (lim v2) 7

17.4.6 Bemerkung: Vor allem das letzte Beispiel macht die Bestimmung des KR einer
Potenzreihe lber die explizite Formel etwas zweifelhaft. Denn wenigstens in diesem Fall ist
die direkte Anwendung des Wurzelkriteriums auf die Potenzreihe gemaB

1
limsup {/|ax||z|F = lim {/2%|z|?%F = 2|z <1 <= |z| < —=
k—o0 k—o0 \/5

genauso einfach und weniger fehleranfallig.
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18. Stetigkeit

18.1. Motivation

18.1.1 Prinzip: Qualitativ kann man sagen: Die Funktion
f:X->Y, - f(x)

heiBt stetig, wenn ,kleine” Anderungen in den Eingangsparametern nur zu ,kleinen” Ande-
rungen im Funktionswert fiihren.

Beispiele (Fur Stetigkeit)

e Orte von materiellen Gegenstanden andern sich unserer Erfahrung nach stetig mit der
Zeit.

e In vielen Bereichen der Elektrotechnik arbeitet man mit dem Ohmschen Widerstands-
gesetz, welches einen linearen Zusammenhang von Strom und Spannung voraussetzt.
Linearitat impliziert auch Stetigkeit.

e Der Strom hangt von der Spannung meist sogar in einem erweiterten Bereich nichtlinear
und stetig ab.

o Fir kleine Krafte hangt die Auslenkung einer Feder linear und stetig, fiir etwas groBere
Krafte nichtlinear und stetig von der auslenkenden Kraft ab.

In diesen Beispielen gilt das Stetigkeitsprinzip:
Kleine Anderungen in den EingangsgréBen fiihren zu kleinen Anderungen der
AusgangsgroBen.

Beispiele (Fir Unstetigkeit)

o Auf kleinem Raum gibt es Situationen, in denen man nur diskrete Orte, Geschwindig-
keiten, Zustande, etc., messen kann. In diesem Bereich ist Stetigkeit fraglich.

e Es gibt eine kritische Spannung, bei welcher der Strom durch eine kleine Spannungs-
erhéhung rapide und unstetig auf Null abfallen kann. (Was passiert da wohl?)

e Ebenso gibt es eine kritische Kraft, bei welcher eine kleine Verstarkung die Auslenkung
einer Feder mit einem Schlag viel groBer macht. (Und was geschieht hier?)
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18. Stetigkeit

In der Digitaltechnik sind gerade diskrete Zustande wichtig, und den Ubergang zwischen

diesen modelliert man normalerweise unstetig.

In allen diesen Beispielen wird das Stetigkeitsprinzip verletzt, denn kleine Anderungen in
Parametern fiihren zu groBen Anderungen der AusgangsgroBen.

Beispiele (Unnétige Unstetigkeiten in Tarifen und Gesetzen)

Die Bahn legt fiir Strecken innerhalb eines Verkehrsverbunds eine andere Preisberech-
nung zugrunde als fir Strecken, die nach drauBen gehen.

Politiker beabsichtigen ein Gesetz, nach dem ab 500,000 Euro Jahreseinkommen eine
Sonderabgabe zu zahlen ist.

In die private Krankenkasse darf man erst, wenn das Jahreseinkommen eine bestimmte
Hohe hat.

Nur Eltern von Kindern, die nach dem 1.1.2007 geboren werden, bekommen Elterngeld.

Erst ab 2000 Euro Kosten werden fiir ein Jobticket Bahn-Bonuspunkte angerechnet.

Beispiele (Falschlich(?) angenommene Stetigkeit im taglichen Leben)

Der Anleger denkt: Die Aktienkurse andern sich ja recht geméachlich. Wenn sie fallen,
steige ich einfach schnell aus. Viel verlieren kann ich dann nicht.

Der Anleger denkt: Der Eurokurs wird ja gegeniiber dem Schweizer Franken von der
Schweizer Nationalbank abgesichert und kann nur steigen. Obendrein habe ich fiir den
Fall des Sinkens auch eine automatische Verkaufsorder platziert, so dass mein Verlust
auf jeden Fall gering bleibt.

Der Mensch denkt: Bisher ist beim Klima ja noch nichts wirklich angebrannt. Ein wenig
mehr CO, wird schon nicht so schlimm sein.

Der Rennfahrer denkt: Mit 100km /h bin ich ja schon um diese Kurve gekommen, dann
wird es auch mit 105 km/h noch gehen.

Der Chef denkt: Bisher hat Mitarbeiter X alle Aufgaben klaglos erledigt. Dann kann er
dies sicher auch noch schaffen.

18.1.2 Beispiel: Zum Abschluss noch ein , Positivbeispiel” in der Politik: Der Ubergang
zum Rentenalter soll von 65 Jahren auf 67 Jahre hochgesetzt werden. Dazu verlangert man
das Eintrittsalter innerhalb von 24 Jahren pro Jahr um einen Monat. Dies ist ein recht guter
Kompromiss zwischen Stetigkeit und Praktikabilitat.
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18.2. Stetigkeitsdefinition mit Folgen und Beispiele

18.2. Stetigkeitsdefinition mit Folgen und Beispiele

Voraussetzung X und Y seien metrische Raume mit Metriken dx und dy.
Erinnerung Beispiele fiir metrische Raume sind:

e X =R, C mit Absolutbetrag

R™ (mit Euklidischer Norm oder p-Normen)

aber auch X = [0, 1] (ublicher Abstand)

oder X = S! (Einheitskreis im R?) mit Bogenlange als Abstand

18.2.1 Definition: (Stetigkeit, ,Folgenstetigkeit")

e Eine Funktion f : X — Y heiBt stetig im Punkt z, € X, wenn fiir jede konvergente
Folge (x,,)nen mit T}Hglo T, = T, gilt, dass

lim f(@,) = fz) [~ f(lim )]

n—o0

o Sie heiBt stetig, wenn sie in allen Punkten z, € X stetig ist.

18.2.2 Bemerkung: Die Definition der Konvergenz in X und Y hangt von den Metriken
dx bzw. dy ab. Das gleiche gilt daher natiirlich auch fiir die Frage nach Stetigkeit einer
Funktion f: X — Y.

18.2.3 Schreibweise: Anstatt die Folge in der Stetigkeitsdefinition genauer zu spezifizieren,
schreibt man kurz:
f stetig : = lim f(x) = f(z4)

T—>Tx

oder auch
f stetig : = f(x) — f(xy) fur x > x,.

Beispiele Stetige reelle/komplexe Funktionen

e Ein Polynom p(x) = ZZ:O apr® in X = R oder X = C ist stetig.

BEWEIS: Aufgrund der Grenzwertsatze gilt fiir eine Folge z,, mit lim z, = z,:

n—0o0

d d d
lim p(z,) = lim Z ayz, = Z ar(lim z,)* = Z apry = ().
k=0 k=0 k=0

n—0o0 n—0o0

e Seien p(z) und ¢(x) Polynome in K = R oder K = C. Dann ist die rationale Funktion
f(x) = 22 stetigin X = K\{z € K | ¢(z) # 0}.

q(x)
BEWEIS: Ebenfalls Grenzwertsatze.
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18. Stetigkeit

o Zwei konkrete Anwendungen dieses Resultats: die Funktion
1
f:R\{0} >R, z~——
x

ist stetig, ebenso wie die Funktion

T

BEACHTE: Die Punkte 0 bzw. +i sind fir f bzw. g nach unserer Definition keine
Unstetigkeitsstellen, sondern Definitionsliicken.

18.2.4 Beispiel: (Unstetige Funktion) Die Funktion

0 <0

R—-R, —

/ ’ {1 x>0

ist nicht stetig im Punkt z, = 0 (beziglich des iblichen Abstands in R), weil fiir die Folge
Ty = % gilt

n—aoo
BEACHTE: Mit der Folge z,, = —% wirde man diese Unstetigkeit nicht entdecken, sondern
die gewiinschte Beziehung
. 1
Jim f(=—) =0=f(0)

erhalten. Die Stetigkeitsdefinition verlangt diese Beziehung jedoch fiir alle Folgen!

Beispiele (Trivial stetige Funktionen)
o Konstante Funktionen f: X — Y mit f(x) = y, sind stetig.
e Die Identitat id : X — X, x — = ist stetig, weil gilt

lim id(z) = lim x = z, = id(z,).

T—>T T—>Tx

o Jede Norm
N=|v:V—->Rj, x— N(@)=|z|v

ist stetig, wenn man Entfernungen in V' mit ihr selber misst.

BEWEIS: Wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt
IN(z) = Nzl = [llzllv = [leelv] < llz —ully = 0 (& — 24)

Also folgt |N(z) — N(z.)| — 0, was aber gleichbedeutend mit N(z) — N(z,) in R
ist.
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18.3. Stetigkeitsdefinition mit Umgebungen

18.2.5 Bemerkung: Die umgekehrte Dreiecksungleichung lautet

[zl =yl < [l =yl

Sie folgt aus der Dreiecksungleichung wegen
2]l = lly + (@ =) < lyll + lz =yl <= |zl = [yl < llz =yl

und
Iyl = llz + (v = 2)|| < |lz]| + [[x =yl = |yl = =]l < [z —yl|.

18.3. Stetigkeitsdefinition mit Umgebungen

18.3.1 Definition: Es sei (X, d) ein metrischer Raum, z € X, 0 < £ € R. Dann heiBt die
Menge
Uec(x) :={y e X | d(z,y) <&}

die e-Umgebung von .

18.3.2 Beispiel: Im R™ mit dem Euklidischen Abstand ist U.(x) eine Kugel mit Radius ¢
um den Mittelpunkt z € R".
Der Rand der Kugel ist nicht in U.(x) enthalten.

18.3.3 Definition: (e-0-Definition der Stetigkeit, ,Umgebungsstetigkeit™)

(X,dx) und (Y, dy) seien metrische Raume.

Eine Funktion f : X — Y heiBt stetig im Punkt x, € X, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein
d = (x4, ) > 0 gibt mit
Hierbei ist f(A) :={y | 3z € A mit y = f(x)} das Bild von A unter f.

Elementarer:

Ve >0:30>0:VreUs(z,): f(x) e U(f(z4)) -

Oder noch elementarer:

Ve>0:30>0:Vre X :dx(z,x,) <d=dy(f(x), f(zs)) <e.

e f heiBt stetig, wenn es in allen Punkten x € X stetig ist.

18.3.4 Bemerkung: e Eine gegebene Genauigkeitsanforderung ¢ der AusgangsgroBe ei-
nes Prozesses durch eine Prazision ¢ in den Eingangsparametern zu erreichen, ist ein
auch in der Praxis haufig auftretendes Problem!

e Wenn eine Funktion f ein gutes Modell fiir einen realen Prozess darstellt, besagt die
Stetigkeit von f daher einfach, dass dieses wichtige Problem im Prinzip I6sbar ist.
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18. Stetigkeit

18.3.5 Beispiel: Die Funktion

0 <0

1 >0

fR->R, x'—>{

ist nicht stetig im Punkt z, = 0, weil fir ¢ = % fur alle 0 > 0 gilt

f(Us0)) = (1 =6,0[) = {0, 1} ¢ U1(0).

In allen anderen Punkten z, # 0 ist f stetig, weil man zu beliebigem ¢ > 0 immer § :=
|z«| > 0 wahlen kann, um

fUs(x4)) = f(los — 2], ma + |2:]]) = {f(2:)} = Ue(f(24))

zu erreichen. (Natirlich kénnte man auch ein noch kleineres 6 wahlen.)

18.3.6 Beispiel: e Dass die Funktion f(z) = 22 als Polynom stetig in R ist, wissen wir
bereits. Wir wollen es noch einmal mit der Umgebungsstetigkeit zeigen:

e Um Stetigkeit in 2, € R zu zeigen, schatzt man fiir ein x € Us(x,) =]z, — 0,24 + 0]
wie folgt ab:

[f(2) = fl@)] = |2* — 23| = (2 — 2) (@ + 2,)]
= |z — xx||x + 4] < 0(2]|z4| + 0)

o Hieraus sieht man, dass die Wahl § := min( ) ausreicht, um

1,
20z, +1

[f (@) = f2a)] < 6(2fxs| +0) < (2lzy| +1) =€

_c
20z, +1
und damit f(z) € U.(f(xy)) zu erhalten.

18.3.7 Satz: (Aquivalenz von Folgen- und Umgebungsstetigkeit) Beide Stetigkeitsdefinitio-
nen (mit Folgen bzw. mit Umgebungen) sind aquivalent, d.h. f ist folgenstetig <= f ist
umgebungsstetig .

Beweisskizze Wir zeigen zuerst —A = —B. Wenn f nicht ,folgenstetig” in z, ist, so gibt
es eine Folge =, — x,, so dass f(z,) + f(x.). Letzteres bedeutet, dass es ein € > 0 gibt,
so dass d(f(z,), f(x4)) > ¢ fir unendlich viele n € N und nach Ubergang zu einer Teilfolge
kann man annehmen fir alle n € N. Weil z,, — x, gibt es dann aber in jedem Us(z,) Punkte
mit d(f(z,), f(x4)) > €, die daher nicht in U.(f(x,)) sind.

Nun zeigen wir =B = —A. Wenn f nicht umgebungsstetig ist, so gibt es ein £ > 0, so dass
in jeder Umgebung U1 (x,) noch wenigstens ein Punkt =, mit d(f(x,), f(x.)) = € liegt. Fur
die so erhaltene Folgen gilt trotz =,, — x, nicht f(z,) — f(x,).

18.3.8 Bemerkung: ¢ Die Folgenstetigkeit ist meist etwas angenehmer, erfordert aber
mehr Infrastruktur (Konvergenz von Folgen, Grenzwertsatze).
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18.3. Stetigkeitsdefinition mit Umgebungen

Sie ist insbesondere sehr gut geeignet, um zu zeigen, dass eine Funktion nicht stetig
ist: Man gibt einfach eine geeignete Folge an, welche die Unstetigkeit aufsplirt.

Die Umgebungsstetigkeit ist elementarer. So werden etwa die Grenzwertsatze fiir Folgen
genau betrachtet lber die Umgebungsstetigkeit bewiesen.

Die Umgebungsstetigkeit ist in manchen Situationen besser geeignet, um Stetigkeit zu
zeigen: Man quantifiziert dann einfach 6 = §(e).

Diese Abhangigkeit ist auch essentiell in den Anwendungen.

18.3.9 Anwendung: (Stetigkeit von Potenzreihen) Eine Potenzreihe

in K =

0

- 3}tz

R oder K = C ist eine stetige Funktion im Kreis Br(x¢) = {x € K| |z — 2| < R},

wobei R der Konvergenzradius der Reihe ist.

Beweisidee

Der Beweis ware einfach, wenn man Grenzwerte (die Reihe ist auch einer!) vertauschen
dirfte:

0 Q0 0

lim zak(x—xo)k = Zak lim (z — 20)" Z . — )"
T—>Tx T—>Tx

k=0 k=0 k=0

So allgemein stimmt das aber leider nicht: Wenn §;, das Kronecker-Delta bezeichnet,

so gilt etwa
o0

1—11521—111}30251;67&lemézk—Z():O
=0 k=0

Wir zeigen Stetigkeit im Punkt x, mit |z, — 29| < R und geben uns ein £ > 0 vor.

Einerseits kann man nun ng € N so wahlen, dass der Rest > . ap(z — x)" fiir

|z — xy| < Oy = w kleiner als £ wird.

Andererseits konvergiert wegen der Stetigkeit von Polynomen p(z) = 33, ay(z —xo)"
gegen p(ws) = D10, ax(ws — z0)* fiir [ — 2] — 0, so dass es auch ein d, > 0 gibt
mit [p(z) — p(z.)| < 5.

Nach der Dreiecksungleichung erfiillt dann 0 = min(dy,d2), dass |f(z) — f(z.)| < €.

18.3.10 Folgerung: Die Exponentialfunktion exp und die trigonometrischen Funktionen sin
und cos sind stetig auf ganz R oder C.
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18. Stetigkeit

18.4. Verkettung stetiger Funktionen

18.4.1 Satz: Seien X,Y,Z metrische Raume (mit Metriken dy,dy,dy). Die Verkettung
stetiger Funktionen f; : X — Y und f5 : Y — Z ist eine stetige Funktion f = fyo f; :
X - Z.

Beweis

o Beweis 1 (Folgenstetigkeit): Fiir alle konvergente Folgen (x,,) in X gilt
fo(fi(lim @) = fo(lim fi(z)) = lm fo(fi(zn))

o Beweis 2 (Umgebungsstetigkeit): Sei y = fi1(x) und z = f5(y), so kann man zu einer
Umgebung U.(z) eine Umgebung Us(y) finden mit fo(Us(y)) < U:(z), und danach
eine Umgebung Uy (z) mit f1(Us/(x)) < Us(y).

18.4.2 Anwendung:

Wir hatten:
o Der Absolutbetrag auf R ist stetig (er ist ja eine Norm).
¢ Rationale Funktionen sind stetig, wenn der Nenner nicht 0 ist.
o die Exponentialfunktion ist auf R bzw. C stetig

Hieraus folgt, dass die Funktion z — exp(|%|) eine stetige Funktion auf der Menge X =
R\{2} ist.

18.5. Umkehrfunktion

Frage Seien X und Y metrische Raume und f : X — Y bijektiv und stetig. Ist dann die
Umkehrfunktion f=!:Y — X ebenfalls stetig?

Antwort Im allgemeinen nein! Ein Gegenbeispiel ist die Funktion

" o cos ¢
Fio2rlo 8 = Fe R [ = 1), o (Gar)

Sie ist stetig und bijektiv, aber die Inverse ist nicht stetig im Punkt <(1)>

18.5.1 Bemerkung: Spater werden wir sehen, dass die Aussage des Satzes fiir einen wichti-
gen Spezialfall richtig ist: Falls ndmlich X und Y beschrénkte oder unbeschrankte Intervalle
in R sind, so ist die es zu einem bijektiven stetigen f : X — Y gehorende Umkehrfunktion
f~1:Y — X ebenfalls stetig!

Im allgemeinen Fall ist die Stetigkeit von f~! aber eine zusatzliche Qualitat.
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18.6. Topologische Grundbegriffe

18.5.2 Definition: (Homéomorphismus) Eine stetige Abbildung f : X — Y, fiir welche
die Umkehrfunktion f~1 : Y — X existiert und stetig ist, heiBt Homéomorphismus. Wenn
es einen solchen Homéomorphismus f : X — Y gibt, so nennt man X homoéomorph zu Y.

18.5.3 Anschauung: Zwei metrische Rdume X und Y sind homdomorph, wenn sie inein-
ander deformiert oder verzerrt werden konnen.

18.5.4 Bemerkung: Wie man leicht sieht, ist diese Homéomorphie metrischer Raume eine
Aquivalenzrelation.

Beispiele

e Das Intervall ]0, 1] ist homéomorph zu R. Als Homéomorphismus kénnte man bei-

spielsweise & — _—2 oder x — tan(m(z — 3) wahlen.
e Die Intervalle |0, 1[ und ]a, b[ sind homéomorph mittels z — a + (b — a)z.

e [0,1] ist nicht hombomorph zu |0, 1[.
BEWEIS (unter Verwendung spateren Wissens): Das erste Intervall ist kompakt, das
zweite nicht. Homoéomorphismen erhalten aber die Kompaktheit.

o [0, 1] ist nicht homéomorph zu S! = {z € R? | |z| = 1}.
BEWEIS: Folgt mit Mitteln der algebraischen Topologie.

o Die Einheitswirfel [0,1]™ und [0,1]" sind nur im Fall m = n homdomorph.
BEWEIS: Ebenfalls mit Hilfe der algebraischen Topologie.

18.6. Topologische Grundbegriffe

Voraussetzung X sei wieder ein metrischer Raum mit Metrik d.

18.6.1. Offene Mengen

18.6.1 Definition: O c X sei eine Teilmenge des metrischen Raums X. x € O heiBt innerer
Punkt von O, wenn es ein £ > 0 gibt, so dass

Ucz) :={ye X |d(z,y) <e} < O.
O heiBt offen (in X'), wenn alle € O innere Punkte sind, d.h.
O offen <= Ve O:3e>0:U.(z) < O.

Beispiele

e Das Intervall |0, 1[:={z € R: 0 <z < 1} ist offen in R.
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18. Stetigkeit

e Die Intervalle [0,1],]0, 1], [0, 1] sind nicht offen in R.
e Die Menge Q ist nicht offen in R.
e Die Menge R ist offen in R.

e ALLGEMEINER: Fiir alle metrischen Rdume X ist X selber eine offene Menge in X.
(Warum? ~~ Siehe Definition der e-Umgebung.)

o Daher (etwas erstaunlich): [0, 1] ist offen in [0, 1], Q ist offen in Q, ...
e Die leere Menge 7 ist offen in R.
e ALLGEMEINER: J ist offen in jedem metrischen Raum X. (Warum?)

o Betrachte R"™ mit der Euklidischen (oder irgendeiner anderen) Norm ||-||. Fir zo € R"
und R > 0 ist dann die Kugel (,,Ball*)

Br(wo) == {z e R" | [|[x — x| < R} [= Ug(wo)]

offen in R™.
BEWEIS: Fir e = R — ||z — x¢|| gilt U.(xz) < Bg(x¢) (Dreiecksungleichung).

Vorsicht Im Fall X # R™ muss man sich genau anschauen, was die obigen Definitionen
bedeuten. So sind zum Beispiel im Fall X = R{ die e-Umgebungen des Punkts 0 von der
Form U.(0) = [0, ], und die Menge [0, 1[ ist offen in Rj, weil 0 ebenfalls ein innerer Punkt
ist.

18.6.2 Satz: Die Vereinigung O1 U O3 U ... beliebig vieler offener Mengen O1, O, . .. ist
wieder offen, ebenso der Durchschnitt O = O; n ... n O,, endlich(!) vieler offener Mengen
O1,...,0,.

Beweis Sehr gute Ubung!

18.6.3 Ubung: Man zeige anhand von Intervallen in R, dass der Durchschnitt unendlich
vieler offener Mengen nicht offen sein muss.

18.6.2. Abgeschlossene Mengen

18.6.4 Definition: A — X sei eine Teilmenge des metrischen Raums X. x € X (!) heiBt
Haufungspunkt von A, wenn in jeder e-Umgebung von = Punkte von A liegen, d.h. fiir alle
e > 0 gilt U.(x) n A # . A heiBt abgeschlossen, wenn alle Haufungspunkte von A in A
liegen.

18.6.5 Bemerkung: Alternativ konnte man definieren: A < X ist abgeschlossen, wenn alle
Haufungspunkte =, € X (!) von ,in A verlaufenden Folgen" wieder in A liegen.

Beispiele
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e Das Intervall [0, 1] ist abgeschlossen in R.

e Das Intervall ]0, 1] ist nicht abgeschlossen in R (in jeder e-Umgebung von 0 ¢]0, 1]
liegen offenbar Punkte von 0, 1[)

o Die Menge {2 | n € N} U {0} ist abgeschlossen in R.

e Die Menge Q ist nicht abgeschlossen in R.

e Die Menge R ist abgeschlossen in R.

e ALLGEMEINER: Fiir alle metrischen Raume X ist X abgeschlossen in X.
e Also gilt auch: ]0, 1[ abgeschlossen in 0, 1[, Q abgeschlossen in Q, ...

e Die leere Menge ¢ ist abgeschlossen in R. Allgemeiner: Fir alle metrischen Raume X
ist ¢J abgeschlossen in X.

e Die n — 1-dimensionale Einheitsphare
Shi={reR"||z| =1}
ist abgeschlossen im R™.
Vorsicht Wieder ist die Situation X # R"™ etwas verwickelter. So ist zum Beispiel im Fall
X = R* die Menge A =]0, 1] nach Definition abgeschlossen in X, weil der Punkt 0 nicht
in X liegt (dort gibt es nur positive Zahlen) und somit als Haufungspunkt von A nicht zur
Auswahl steht.
Wie schon frither erwahnt, interessieren wir uns in dieser Vorlesung allerdings im Wesentlichen

fur offene und abgeschlossene Mengen in X = R, C,R", und gehen daher nicht weiter auf
diese Komplikation ein.

18.6.3. Beziehung offen/abgeschlossen
18.6.6 Bezeichnung: Fir eine Teilmenge A eines Raums X nennen wir die Menge
(xA:=X\A={re X |z¢A}

das Komplement von A (in X'). Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, schreiben wir auch
kurz

CA:=C(xA.
18.6.7 Bemerkung: Fir alle A < X gilt:
o A =C(CA.
e AnCA=y.
o« AUCA=X.
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18.6.8 Satz: O — X ist offen in X <= A = (O ist abgeschlossen in X.

Beweis Wenn A nicht abgeschlossen ware, so gabe es eine Folge in A, die gegen ein
x € LA = O konvergiert. Um dieses x € O kdnnte man dann aber keine Umgebung in O
legen, die keine Punkte von A enthélt, so dass O nicht offen sein kann.

UMGEKEHRT: Ware O nicht offen, so gabe es einen Punkt z € O, fiir den in jeder Umgebung
Punkte aus CO = A lagen. Dann kdnnte man aber eine Folge von Punkten z,, € U1 (2)\O <
A auswahlen, die offenbar gegen x konvergiert. !

18.6.9 Folgerung: Der Durchschnitt A = A; n Ay n ... beliebig vieler abgeschlossener
Mengen A;, A,, ... ist ebenfalls abgeschlossen, ebenso die Vereinigung A = A; u... U A,
endlich(!) vieler abgeschlossener Mengen A, ..., A,.

Beweis Folgt aus Satz[18.6.2 Satz[18.6.8 und

e JA) =(cAs.

18.6.10 Bemerkung: e Es gibt also in einem metrischen Raum X offene und abge-
schlossene Mengen, sowie normalerweise auch Mengen, die weder offen noch abge-
schlossen sind. (Dies gilt nur dann nicht, wenn X sehr einfach ist, wie z.B. nur aus
endlich vielen Punkten bestehend.)

o Offene und abgeschlossene Mengen gibt es in folgendem Sinne gleich viele: Die Kom-
plementabbildung ordnet jeder offenen Menge eine abgeschlossene zu und umgekehrt.

18.6.4. Rand
18.6.11 Definition: (Abschluss, Inneres, Rand)

o Essei (X,d) ein metrischer Raum und A < X beliebig.

o Der Abschluss von A, genannt A, bezeichnet die Menge aller Haufungspunkte von A.
A ist immer abgeschlossen, und es ist die kleinste abgeschlossene Menge, welche A
enthalt.

e Das Innere von A, genannt A ist die Menge aller inneren Punkte von A. A ist immer
offen, und es ist die groBte offene Menge, welche in A enthalten ist.

o Es gilt also fiir alle Teilmengen A ¢ X
AcAcA.
e Der (topologische) Rand 0A von A wird definiert als

0A = A\A.
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18.6.12 Bemerkung: Der Rand 0A ist immer eine abgesochlossene Menge, weil er der
Durchschnitt der beiden abgeschlossenen Mengen A und CA ist. (ERINNERUNG: (M :=
X\M ist das Komplement von M.)

Beispiele
o Fiir A=]0,1]ist A= [0,1], A =]0,1[ und 0A = {0, 1}.

e Fir A=]0,1]%ist A = [0,1]2, 4 =]0,1[% und
= ({0, 13 > [0,1]) v ([0, 1] x {0, 1}).

e FirA={zeR"| |z <1}ist A={zeR" ||z <1}, A= Aund 04 = S 1 .=
{z e R" [ [|zf| = 1}.

e FirA={zeR"||jz] <1}ist A=A A={zreR"||z| <1} und 0A = 5" 1.
e Fir A=[0,1] x {0} c R?ist A= A, A= @ und 04 = A.
o FirA=Q"cR"ist A=R", A= und 0A = R".

18.6.5. Beziehung zur Stetigkeit

Erinnerung Wenn f : X — Y, soist fir B < Y das Urbild f~}(B) = X definiert als
fY(B):={reX: f(x)e B}.

18.6.13 Satz: Man kann Stetigkeit einer Funktion f : X — Y auch uber offene und
abgeschlossene Mengen charakterisieren. Folgende Definitionen der Stetigkeit sind namlich
aquivalent:

1. f ist folgenstetig.
2. f ist umgebungsstetig.
3. , Urbilder offener Mengen sind offen”, d.h. es gilt (fiir alle O)

OoffeninY = f1(O) offen in X .

4. , Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen®, d.h.

A abgeschlossen in Y = f~!(A) abgeschlossen in X

Beweis
1 < 2 Wurde schon friiher gezeigt.

3 < 4 Dies folgt aus dem vorhergehenden Satz, weil fiir alle Teilmengen M < Y gilt f~}(CM) =

LN (M),
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18. Stetigkeit

2=3 Sei O c Y offen, y € O und x € X mit f(z) =y. O offen = e > 0: U.(y) < O.
Umgebungsstetigkeit = 35 > 0 : f(Us(x)) < U.(x). Hieraus folgt aber Us(z) <
f7HUA(2)).

3=2 Seiy = f(z) und € > 0. Weil U.(y) offen ist, ist auch f~'(U.(y)) offen = 3§ > 0 :
Us(z) = [~ (Us(y) = f(Us(x)) = Ue(y).

18.6.14 Anwendung: Betrachte X = R™ mit der Euklidischen Norm ||| : R — R. Wir
hatten gesehen, dass die Normfunktion N (z) := ||z selbst stetig ist, woraus sofort folgt:

e Weil {1} = R abgeschlossen ist, ist auch S"~! = N~1({1}) abgeschlossen.

o Weil [0, 1] = R abgeschlossen ist, ist auch die abgeschlossene Einheitskugel N~1(]0, 1])
abgeschlossen.

o Weil | — 1, 1[< R offen ist, ist auch die offene Einheitskugel

N =1,1) = {zeR"||z] €] -1,1[}
= {zeR"|| x| <1} =: B1(0)

offen.

e ALTERNATIVE ARGUMENTATION: Wenn man N : z — ||z|| als Abbildung N : R" —
Ry auffasst, so ist das Invervall [0, 1] offen in Rj! Und wegen der Stetigkeit von N
folgt dann wieder die Offenheit von

B1(0) = N[0,1]) = {z e R" | 0 < ||z]| < 1}.

18.6.6. Fortsetzbarkeit stetiger Funktionen

18.6.15 Definition: Es seien X,Y metrische Raume, M < X und f : M — Y stetig.
Ferner sei x, € M\M, also ein Haufungspunkt von M, der nicht selber zu M gehért. Dann
heiBt f stetig fortsetzbar in x,, wenn es eine stetige Funktion f : M U {z,} — Y gibt,
welche auf M mit f iibereinstimmt (d.h. f = f|).

18.6.16 Bemerkung: Natiirlich kénnte man f auch in einen Punkt z, € X\M fortsetzen,
der kein Haufungspunkt von M ist. Das ist aber eher uninteressant, weil man dann f(z.)
beliebig wahlen kann.

18.6.17 Kriterium: Es gelten die Voraussetzungen der vorhergehenden Definition. Dann ist

f stetig fortsetzbar in z, mit dem Wert ., sofern eine der folgenden Bedingungen gilt:

o Esgilt

rEM, x>T4

d.h. fur alle in M verlaufenden Folgen (x,,) mit Grenzwert x, gilt lim, o f(2,) = ys.

e Zujedeme > Ogibtesd > 0,sodass firallex € M mitd(z,x,) < dgiltd(f(x),ys) <
€.
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Beweis Die Bedingungen beschreiben gerade die Stetigkeit der mit fortgesetzten Funktion
in x,.

Beispiele

e Der wichtigste Spezialfall ist hier sicherlich X = Y = R und wir betrachten einige
Beispiele in diesem Zusammenhang:

o Die auf R\{0} definierte Funktion z sin(1) ist stetig fortsetzbar in 0 mit dem Wert 0,
weil fir alle gegen Null konvergente Folgen wegen |f(z,,)| < |x,| auch f(x,) gegen 0
konvergiert.

o Im Gegensatz dazu ist die auf R\{0} definierte Funktion sin(1) nicht stetig fortsetzbar
in 0, weil man je nach Wahl der Folge z,, mit Grenzwert 0 jeden beliebigen Wert in
[—1,1] als Grenzwert der Funktionswerte y,, = f(x,) erreichen kann.

o Die auf M = R\{0} definierte Funktion f(z) = “nzﬂ ist stetig fortsetzbar im Punkt 0
durch den Wert 1, weil auf M gilt

k
sin(x) py 0 2k+)1)|5€%+1 i

T T 2k+1

Offenbar besitzt die Funktion daher auf M eine alternative Darstellung als eine in ganz
R konvergente Potenzreihe, die dann natiirlich stetig in 0 ist und offenbar dort den
Wert 1 hat. Weil diese Funktion in Anwendungen ofter auftritt, hat man ihr sogar einen
eigenen Namen (Sinus cardinalis) gegeben.

18.6.7. Kompakte Mengen

Erinnerung Ein Haufungspunkt (HP) x, einer Folge (x,) ist ein Punkt, fiir den in jeder
Umgebung unendlich viele Folgenglieder liegen. Fiir jeden HP x, einer Folge (z,) gibt es
eine Teilfolge (,(k)), die gegen x,. konvergiert.

18.6.18 Definition: ¢ Ein metrischer Raum X heiBt kompakt, wenn jede Folge (z,) in
X einen Haufungspunkt z, € X besitzt.

» Ebenso heiBt eine Teilmenge A = X kompakt, wenn jede Folge (x,,) in A (d.h. alle z,,
sind Elemente von A) einen Haufungspunkt z, € A besitzt.

18.6.19 Bemerkung: e Der zweite Satz in der vorstehenden Definition ist eigentlich
uberfliissig, weil eine Teilmenge A < X eines metrischen Raums wieder ein metrischer
Raum ist (mit derselben Metrik).

e Allerdings liegt in Anwendungen oft gerade diese Situation vor, wie z.B. der nichtkom-
pakte metrische Raum X = R" und A < X kompakt.

Beispiele
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e R ist nicht kompakt, weil z.B. die Folge x,, = n keinen HP besitzt.
o 10, 1[ ist nicht kompakt, weil z.B. die Folge x,, = 5 keinen HP in |0, 1[ besitzt.

e [0,1] oder auch jedes andere abgeschlossene Intervall [a,b] ist nach dem Satz von
Bolzano-WeierstraB kompakt.

18.6.20 Definition: Wir betrachten den R™ versehen mit einer beliebigen Norm ||-||. Eine
Teilmenge A < R™ heiBt beschrankt : < es gibt ein R > 0 mit ||z|| < R fir alle z € A.

Beispiele
o A =]0,1[u{5 — L|n € N} ist beschrankt.
o {zeR? |z} + 22— 2z, = 0} ebenfalls (warum?)

o {z € R?| 1 + 29 = 0} ist nicht beschrankt (warum?)

18.6.21 Satz: Eine Teilmenge A < R" ist kompakt <= A ist beschrinkt und abgeschlos-
sen.

Beweis

= Fir ein unbeschranktes A — X kénnte man eine Folge x,, in A mit ||z,41] > ||z, +1
konstruieren, welche nicht konvergieren kann. Und wenn A nicht abgeschlossen ware,
so gabe es eine Folge in A, die gegen ein z, € X\ A konvergierte und somit keinen
weiteren HP in A haben kénnte.

< Jede Folge x,, in A ist beschrankt und hat daher nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB
einen Haufungspunkt . € R™. Somit gibt es aber eine Teilfolge ,(,) in A, die gegen
x, konvergiert. Wegen der Abgeschlossenheit von A muss dann auch z, wieder in A
liegen.

18.6.22 Anwendung: o Abgeschlossene Intervalle [a, b] mit a,b € R sind kompakt.
e |0, 1] ist nicht kompakt.
e [0, +oo[ ist nicht kompakt.

o S"l={reR"|||z| =1} = R" ist beschrankt und abgeschlossen, somit kompakt.

18.6.23 Definition: Es sei f : X — R. Eine Maximalstelle von f ist ein Punkt 2., € X,
fir den der Funktionswert f(Zn.x) gleich dem Maximum aller Funktionswerte ist, d.h.

f(xmax) = mea}g( f(ZL‘) ) bzw. Vre X : f(xmax) = f(l‘) :

Eine Minimalstelle von f ist ein Punkt x,,;, € X, fir den gilt

F(in) = min f(2), bzw. Vo€ X ¢ f(ru) < f(z).

Extremalstelle ist der Oberbegriff fir ,,Maximal- oder Minimalstelle®,
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18.6.24 Satz: (Extremalstellen auf kompakten Mengen) Wenn X # ¥ ein kompakter
metrischer Raum ist (also z.B. X = [a,b] mit a < b), so besitzt jede stetige Funktion
f+ X — R (mindestens) eine Maximalstelle und (mindestens) eine Minimalstelle.

Beweis Fir S := sup{f(z) | x € X} gibt es eine Folge (z,) in X mit f(z,) — S. Diese
Folge muss wegen der Kompaktheit von X einen Haufungspunkt x,.. € X haben. Daher
kann man aus (x,)nen eine Teilfolge (2, )ren auswahlen, die tatsachlich gegen Zp.x € X
konvergiert (wobei die Folge der Funktionswerte (f(x,,))ken aber natirlich immer noch
gegen S konvergiert!). Wegen der Stetigkeit von f folgt dann aber

f(Tmax) = f(lclg{}oxnk) = klgrolo flzn,)=S.
Analog findet man eine Minimalstelle z,;,.
Beispiele

o Auf dem kompakten Intervall X = [0, 2] hat die stetige Funktion = — z* das Maximum
4 an der Stelle 2.« = 2.

o Auf dem kompakten Intervall X = [—2, 2] hat dieselbe Funktion das Maximum 4, und
es gibt sogar zwei Maximalstellen (namlich z,, = +2).

e Die Funktion

331—|—£132
1+ 2% + 23 + 23

f(xq, 29, 23) = exp(sin( )V |cos(x1xs)]
ist stetig’] und hat daher in der Menge B := {(z1, 79, 73)" € R® | ||z]|> < 1} mindes-
tens eine Maximal- bzw. Minimalstelle.

e Fir eine konstante Funktion sind alle Punkte des Definitionsbereichs Maximal- und
Minimalstellen.

o Essei S" ! = {z e R" | ||z|y = 1} = R", versehen mit dem Euklidischen Skalarpro-
dukt (+,-) und der zugehorigen Norm ||-||. Fir eine beliebige Matrix A € R"*" ist die
quadratische Form

Q:S"1' >R, z— Qz):=(Ar, 1)

stetig, und weil S"! kompakt ist, gibt es Minmal- und Maximalstellen z,,;, € S"~!
bzw. Zmax € S™ 1. Fiir symmetrische Matrizen stellt sich heraus, dass diese Punkte
Eigenvektoren der Matrix A sind. Dies ist die Grundlage fiir die numerische Losung von
solchen symmetrischen Eigenwertproblemen.

*Eine genauere Begriindung fiir die Stetigkeit dieser auf dem R3 definierten Funktion folgt spater.
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18.6.25 Bemerkung: o Die Stetigkeit ist wesentlich, wie man am Beispiel

X r <<
0 x>

N N[

fo01] =R, f(z) = {
sieht (% ist Supremum der Funktionswerte, aber nicht Maximum).
e Wenn X nicht kompakt ist, so gibt es stetige Funktionen f : X — R, die kein Minimum
und/oder Maximum annehmen (siehe unten).

o Da viele praktische Probleme Minimierungs- oder Maximierungsaufgaben (z.B. Kos-
tenminimierung, Gewinnmaximierung) sind, sind die Stetigkeit von f : X — R und die
Kompaktheit von X fiir die Analyse solcher Probleme oft wichtig.

Beispiele

o Auf X = [0,2[ hat die Funktion x — x? eine Minimalstelle bei 0, aber keine Maximal-
stelle. 4 ist also Supremum, aber nicht Maximum, aller Funktionswerte.

e Auf X = R hat die Funktion = — Hle zwar eine Maximalstelle bei 0, aber keine
Minimalstelle.

o Auf X = R nimmt die Funktion z — exp(x) weder Maximum noch Minimum an.

18.6.26 Bemerkung: Wenn X nicht kompakt ist, zeigt man die Existenz von Extremalstel-
len einer Funktion f : X — R oft auf folgende Weise:

1. Man zeigt, dass Extremalstellen von f nicht auBerhalb einer kompakten Menge K < X
liegen konnen. Dies ist insbesondere dann gegeben, wenn es Vergleichspunkte in K gibt,
fur welche die Funktionswerte groBer/kleiner sind als die auBerhalb K angenommenen
Werte.

2. Man wendet den Satz auf die Einschrankung f|x : K — R an und erhalt die Existenz
von Extremalstellen in K, die dann automatisch auch Extremalstellen auf X sind.

18.6.27 Beispiel: Wir betrachten die stetige Funktion
FiR" SR, fi(zg,...,2,) — e 17 gin(zy).

Wir betrachten nun die kompakte Menge K := {z € R" | ||z|| < 7}, und beobachten, dass
die Punkte . = (5,0,...,0) und z_ = (—=3,0,...,0) in K liegen. Diese nehmen wir als
Vergleichspunkte. AuBerhalb von K gilt wegen ||z|| > 7 offenbar

2
[f(z)] < e < e,

7T2 - - . .
und wir sehen, dass wegen f(z4+) = te 1 das Minimum/Maximum der Funktionswerte
dort nicht angenommen werden kann. Innerhalb der kompakten Menge K missen hingegen

sowohl Minimal- als auch Maximalstellen von f liegen, fiir die natiirlich auch gilt

2

f(@min) < f(z2) = —e—ﬂi und f(Zme) = flas) = .

FRAGE: Wie berechnet man die genaue Position dieser Extremalstellen? ANTWORT: Werden
wir bald sehen. ..
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18.7. Der ,,eindimensionale* Fall

Frage Bisher waren zwar viele der Beispiele Funktionen mit Definitions- und Bildbereich
R, die Satze waren aber sehr allgemein giiltig. Gibt es auch wichtige Satze, die nur fiir den
speziellen ,eindimensionalen” Fall von Funktionen f : R — R (oder f : [a,b] — R) gelten?

18.7.1 Satz: (Nullstellensatz) Essei f : [a,b] — R stetig, und es gelte f(a)- f(b) < 0 (d.h.
f(a) und f(b) haben verschiedenes Vorzeichen oder eines der beiden ist 0). Dann besitzt f
eine Nullstelle im Intervall [a, b] (d.h. es gibt ein £ € [a, b] mit f(§) = 0).

Beweis

o Man konstruiert eine Intervallschachtelung durch Halbierung (sog. Halbierungsverfah-
ren oder Bisektionsverfahren):

1. Setze [ag, bo] := [a,b] und k = 0.
[ar. ex] - flar) - fle) <O

2. Setze ¢, := % und [ags1, bgy1] =
[ck,br] sonst

o Die Folgen (ay) und (by) missen nach dem folgenden Satz (Intervallschachtelung)
gegen ein £ € [a, b] konvergieren.

o Wegen der Stetigkeit ist dann aber f(£) Grenzwert zweier Folgen (f(ax))ren und
(f(bk))ken mit unterschiedlichen Vorzeichen und muss daher 0 sein.

18.7.2 Satz: (Intervallschachtelung) (a,,) sei eine monoton wachsende und (b,,) eine mono-
ton fallende Folge in R, die auBerdem Vn € N : a,, < b, sowie lim,,_,|b, — a,| = 0 erfiillen.
Dann existiert der Wert

= lim a,, = lim b
5 n—o0 n n—o0 n

ZuUsATZ: Wenn (c,,) eine dritte Folge ist mit a,, < ¢, < by, so gilt auch lim,, 4 ¢, = &

Beweis

Sowohl (ay,) als auch (b,) sind monoton und beschrankt und konvergieren daher gegen
Grenzwerte a, € R bzw. b, € R.

Es muss aber a, = b, gelten, weil fir alle n € N gilt:

|as — by| < |as — an| + |an — by| + |by — byl

Die rechte Seite wird aber fiir n — oo beliebig klein, weshalb a, = b, gelten muss.

Ein analoges Argument zeigt, dass auch (c,) diesen Grenzwert hat.

18.7.3 Satz: (Zwischenwertsatz) Eine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Wert

¢ € [min{f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)}] an.
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18. Stetigkeit

Beweis Wende den Nullstellensatz auf die Funktion f(z) := f(z) — ¢ an.

18.7.4 Bemerkung: e Das im Beweis des Nullstellensatzes verwendete Halbierungsver-
fahren nennt man auch Bisektionsverfahren.

o Es ist praktisch durchaus anwendbar, um nichtlineare Gleichungen (approximativ) zu
|6sen.

e Das zugehorige Programm konnte in Scilab ungefahr so aussehen:

function solution = bisection(f,y,eps,a,b)
while abs(b-a)>eps
c = (at+b)/2;
disp(c);
if (f(a)-y)*(f(c)-y)<O0
b=c;
else
a=c;
end
end
solution=a;
endfunction

o ANWENDUNG: Approximiere die Lésung von zexp(x) =1 in [0, 1].
(Es ergibt sich der Wert: 0.56714329. . .)

18.7.5 Anwendung: (Nullstellensatz fiir reelle Polynome) Jedes reelle Polynom p(z) =

™ + ap_12" 1+ ...+ ag mit a, # 0 hat fiir ungerades n € N wenigstens eine Nullstelle
e R

Beweis Ohne Einschrankung sei a,, = 1 (sonst teile durch a,,). Man beobachtet dann, dass
lirPoop(x) = —oo und lirfoop(x) = +00. Somit kann man fiir ausreichend groBes R > 0

den Nullstellensatz anwenden und erhlt die Existenz einer Nullstelle £ € [—R, R].

18.7.6 Bemerkung: Fiir Nullstellen- und Zwischenwertsatz gibt es mehrdimensionale Ver-
allgemeinerungen (Windungszahl, Abbildungsgrad), bei denen aber bereits die Aussage viel
schwieriger zu formulieren ist. Mit diesen Verallgemeinerungen kann man dann zum Bei-

spiel den Fundamentalsatz der Algebra ,,Jedes nichtkonstante Polynom hat wenigstens eine
Nullstelle in C* analog zum eben gefiihrten Beweis erhalten.

18.7.7 Satz: (Umkehrfunktion)
e Sei f:[a,b] = [f(a), f(b)] streng monoton wachsend und stetig.

o Dann gibt es eine eindeutig bestimmte und stetige Umkehrfunktion f=1 : [f(a), f(b)] —
[a,b].

Beweis
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18.7. Der ,eindimensionale* Fall

e Nach dem Zwischenwertsatz gibt es zu y € [f(a), f(b)] wenigstens ein = € [a, b] mit
f(z) =y, so dass f surjektiv ist.

o f muss auch injektiv sein, weil fir x; < zo mit y = f(z1) = f(z2) die strenge
Monotonie verletzt ware.

o Daher ist f bijektiv und die Umkehrfunktion f~! eindeutig definiert. Es bleibt also nur
zu zeigen, dass f~! stetig ist.

o Wenn nicht, so gabe es ein y, € [f(a), f(b)] mit 2, = f~1(y.) und eine Folge v — v,
so dass 7 := f (yx) P Tu.

o Weil [a, b] kompakt ist, muss (xj) daher mindestens einen anderen HP ¢ # z, in [a, b]
haben, fiir den aber wegen der Stetigkeit von f ebenfalls f(£) = y. gelten muss.

e Dies ist aber ein Widerspruch zur oben bewiesenen Injektivitat von f.

18.7.8 Verallgemeinerung: o Alternativ kann man natiirlich annehmen, dass f : [a, b] —
[f(D), f(a)] stetig und streng monoton fallend ist. Man erhalt dann ein stetiges f~! :

[f(0), f(a)] = [a,b].

e Oder man kann annehmen, dass f : [a,b] — [c,d] stetig und bijektiv ist und erhalt
die Existenz einer stetigen Umkehrfunktion = : [c, d] — [a, b].

BEWEIS: Der letzte Teil des vorstehenden Beweises (Satz tber die Umkehrfunktion)
verwendete sowieso nur die Bijektivitat.

e Indem man (halb)offene Intervalle durch abgeschlossene approximiert (,,ausschopft"),
sieht man, dass der Satz auch fiir halboffene oder offene Intervalle gilt (wobei Urbild-
als auch Bild-Intervall gleich viel offene Grenzen haben missen).

o Das gleiche Ausschopfungsargument zeigt auch, dass der Satz auch fiir solche (halb-
)offenen Intervalle gilt, bei denen a und/oder ¢ den Wert —co und b und/oder d den
Wert +0c0 haben.

18.7.9 Anwendungen: o Weil Rf = [0,+0o0[, zeigt der Satz, dass die n-te Potenz
RS — R, z — 2™ eine stetige Umkehrfunktion besitzt, die man n-te Wurzel R} —
R,  — {/x nennt.

e Wenn man den Satz auf den Intervallen R =] — o0, 4+o0[ und R* =]0, +o0[ anwen-
det, siecht man, dass die Exponentialfunktion R — R* x +— exp(x) eine stetige
Umkehrfunktion exp™ : Rt — R besitzt, die man den natiirlichen Logarithmus
In:R* - R, 2z — In(x) nennt.

e Auch die Funktion R — R{ , x — zexp(x) besitzt eine stetige Umkehrfunktion, der
man aber (noch) keinen speziellen Namen gegeben hat. Man kann sie trotzdem (z.B.
mit dem Halbierungsverfahren) problemlos berechnen.
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18. Stetigkeit

18.8. Stetigkeit im mehrdimensionalen Fall

18.8.1. Normadaquivalenz

Voraussetzung Wir nehmen an, dass auf dem R™ der Abstand mit Hilfe einer Norm ge-
messen wird.

Frage Macht es einen Unterschied, welche Norm zur Definition der Stetigkeit einer Funktion
f:R™ — R™ verwendet wird?

Antwort Quantitativ ja, aber qualitativ nein, weil sich zwei unterschiedliche Normen mit
Konstanten gegeneinander abschétzen lassen, d.h. zu beliebigen Normen ||-|| und ||-||» auf
dem R"” gibt es Konstanten ¢y, cy > 0, so dass

VeeR": cafzll <[zl < el

18.8.1 Bemerkung: Wir haben bereits gesehen, dass fiir n = 1 sogar die Gleichheit ||z||x =
cllz||+ gelten muss (also ¢; = ¢ = ¢).

18.8.2 Beispiel: e Wir betrachten den Fall R? (also n = 2) und die Normen |||l = |||
und [|-[. = [[-]lo-

Dann gilt fir alle z = (71, 22)" € R?

[2]lon = max{|za], [w2]} < A/fan[? + |2s? = (]2

o sowie wegen |z1| < ||z]| und |zo| < ||z

lzll = V/l21 [ + a2 < /201212 = V2|2

e Folglich kénnen wir ¢; = % und ¢, = 2 wahlen.

e BEMERKUNG: Diese Wahl von Konstanten ist auch optimal, d.h. ¢; darf nicht groBer
und ¢y nicht kleiner gewahlt werden. Wenn man namlich die obigen Abschatzungen
genauer betrachtet, sieht man, dass es in beiden Fallen bestimmte Vektoren gibt (wel-
che?), bei denen Gleichheit gilt.

18.8.3 Satz: Wir betrachten den Raum R™ versehen mit der Euklidischen Norm (EN) ||-||.
Es bezeichne N : R" — R{, z — |lz|~ irgendeine andere Norm (d.h. N erfillt (N1)
Definitheit, (N2) Homogenitat, (N3) Dreiecksungleichung). Dann gilt

1. Die Funktion N ist stetig beziiglich der EN ||-||.
2. Es gibt Konstanten ¢y, co > 0, so dass

C1HQ}H<N<.I’)<CQHZ'H7 reR".

240



18.8. Stetigkeit im mehrdimensionalen Fall

Beweis

e Seiey,...,e, die Standardbasis.
e Es gilt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung

IN(z) = N(y)| < N(z —y) :N(Zvi€i>

=v

Cauchy—Schwarz
ZI%!N < vl (EN(%)z) = Cllz =yl

1=1
—_—
=:C>0 wegen (N1)

N
[N

(N2) (N3)

e Dies ist aber gerade eine Eigenschaft von N, welche man Lipschitz-Stetigkeit nennt,
und aus welcher die Stetigkeit von N folgt (siehe Ubung).

o Auf der kompakten Einheitssphire S"~! nimmt die stetige Funktion N dann ein Ma-
ximum ¢; > 0 und ein Minimum ¢y > 0 an.

e Das heiBit aber
cg < N(x)<cy, eSS,
woraus folgt
g <K N(—) <c, zeR™{0}.

o Dies ist aber wegen (N2) gleichbedeutend mit

ClH.fUH <N(:C)<CQ”:CH7 zeR".

18.8.4 Folgerung: (Normaquivalenz) Es seien ||-||4, |||l4 : R™ — R beliebige Normen auf
dem R"™. Dann gibt es Konstanten ¢, co > 0 mit

calzlls < llzllg < collxfls, VoeR".
#

Beweis Seien ¢}, ¢} bzw. ¢t, ¢} die Konstanten, die durch Vergleich von ||-||4, ||-||s mit
der EN ||-|| entstehen. Dann gilt

#
C
Izl < ellzll < *# lelle s Nlolle < cllell < = ol
Hi-# Ri—’

_ =:c2

1
‘o

18.8.5 Ubung: Es sei D — R™. Die Funktion f : D — R heiBt Lipschitz-stetig, wenn es
eine Konstante C' > 0 gibt, so dass

Ve,ye D: [f(x) = f(y)l < Clle =yl

Man zeige, dass f auch stetig nach der e-9-Definition der Stetigkeit ist.
BEMERKUNG: ||-|| bezeichne die Euklidische oder irgendeine andere Norm im R".
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18. Stetigkeit

18.8.2. Folgerungen

Beobachtung Aus der Normaquivalenz ergibt sich, dass die folgenden qualitativen Eigen-
schaften unabhangig von der zur Abstandsmessung verwendeten Norm definiert sind:

o Konvergenz einer Folge (z,,)neny im R™.
o Offenheit, Abgeschlossenheit oder Kompaktheit einer Teilmenge M < R".

o Stetigkeit einer Funktion f : R” — R™ oder allgemeiner einer Funktion f : D — R™
fir D < R™.
(In diesem Fall kénnen die Normen sowohl im Urbild R™ als auch im Bild R™ beliebig
gewahlt werden.)

18.8.6 Bemerkung: e ABER: In der Praxis braucht man quantitative Aussagen und
eine geschickte Wahl der Normen wird wichtig!

e So erfillt zum Beispiel die Abbildung f : x — Qux fiir eine orthogonale Matrix @) €
R™™ in der Euklidischen Norm die Abschatzung

1Qz — Qyll2 = [[Q(z = y)ll2 = [z — yll2-
o Fir die Maximumsnorm ergibt sich fiir dieselbe Abbildung dagegen nur

1@z = Qyllw = [Q(z = Y)lleo < Vnllz = ylleo -

1) um den Winkel 45°.)

(Beispiel: Drehung von z —y = (1

e Fiir viele andere Matrizen A € R™*™ ist dagegen die Wahl von ||-||,, (Maximumsnorm)
und [|-][1 (Summennorm) in Urbildraum R™ bzw. Bildraum R™ angenehmer, weil sich
die optimale Stetigkeitskonstante C,, , in der Ungleichung

[Av[lg < Cpqllvlly
fur p,q € {1, 0} sehr einfach aus A berechnen lasst.

n

BEISPIEL: Cp o, = max Z|aij|.
’ i=1,...,m 4 1
j:

18.8.3. Komponentenweise Stetigkeitsanalyse

18.8.7 Satz: Es sei (z)ren eine Folge im R™ und x, € R™. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

o 1, — x, flir Kk — oo in einer beliebigen Norm.
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18.8. Stetigkeit im mehrdimensionalen Fall

o Fir jedes i = 1,...,n konvergiert die i-te Komponente (x;)ren gegen die i-te Kom-
ponente . ; von .

Anders ausgedriickt gilt:

lim
xk71 k—o0 k71
lim : =
k—o0 .
Thn lim z ,
, L L,

Beweis

= Dies folgt wegen

|xk,i — $*7i| < ||5Ek; — ZL'*HOO — 0 (]{3 — OO)

< Wenn jede Komponente x;; gegen z.; konvergiert, so gilt

|lzr — ulloo = Zir11a><;n|mkZ —Zui| =0 (k— 0).

18.8.8 Anwendungen: e Die Projektionen
T
m R - R, e
Tn
sind stetig.
o Allgemeiner sei A € R™*™. Dann ist die lineare Funktion
a1y + -+ apTny
x— Ax = :
A1 + -+ ATy
stetig.
e Multivariate Polynome p : R” — R (d.h. p st ein Polynom beziiglich z (k = 1,...,n),
wenn man die anderen Variablen als konstant ansieht) sind stetig.
BEISPIEL: Fir p(z1,23) = 1129 + 222235 erhalt man fir jede Folge x — x,

. RRT 2 3\ Grenzwertsitze
lim p(z) = xlgg* (T129 + 22775)

T—>Tx

2 .3
= Ty 1Tw2 + 205 1Ty g = p(zs).

e Eine Funktion f : R™ — R™ der Form

fi(z)
frax— :
ist stetig <= alle Komponentenfunktionen fi,..., f,, : R — R sind stetig.

243



18. Stetigkeit

18.8.4. Arithmetik mit stetigen Funktionen

18.8.9 Motivation: Die gerade beobachtete Stetigkeit von linearen Abbildungen oder mul-
tivariaten Polynomen ist ein Spezialfall der folgenden abstrakteren Betrachtungen.

Wissen Es sei X irgendeine Menge.
o Wir konnen vektorwertige Funktionen f : X — R™ addieren gemaB
f+g: X >R" 2 f(z)+g(z)
und mit einem « € R skalieren gemaB
af : X > R" - af(x).

o Wir kénnen R-wertige (oder auch C-wertige) Funktionen f, g : X — R multiplizieren

gemal
R

h=fg=fg:X—>R, x— f(z)" g(x)
und dividieren gemaB

el xor, ool
9
sofern g(x) # O fir alle z € X.

18.8.10 Satz: Es sei (XX, d) ein metrischer Raum. Dann gilt

e Wenn f,g: X — R™ stetig sind und « € R, so sind auch die Summe f + g und die
Skalierung af stetig.

e Wenn f,g: X — R (oder auch C) stetig sind, so ist auch das Produkt fg stetig.
e Wenn f: X — Rund g: X — R\{0} stetig sind, so ist auch der Quotient 5 stetig.

Beweisskizze Dies folgt direkt aus den Grenzwertsatzen fiir Folgen. Zum Beispiel folgt die
Stetigkeit des Produkts wegen

lim (fg)(x) = lim f(z)g(x) = (lim f(z))(lim g(z))

T Ty T Ty T Ty T Ty

= f(z:)g(zs) = (fg)(xs) .

18.8.11 Anwendung: Die Funktion

$2€rg
1
2 ;
f:DcR>>R?, 1) | Sy
T9 Ty —x3

ist stetig auf ihrem Definitionsbereich

aufgrund folgender Argumentation:

244



18.9. Raume stetiger Funktionen

e Die Projektionen 7 :  — x; und w5 : x — x5 sind stetig.

e Wir wissen auch bereits, dass Potenzbildung, Exponentialfunktion und Sinus stetige
Funktionen in R sind.

e Folglich sind die erste und dritte Komponente von f als Verkettung, Produkt und
Summe stetiger Funktionen wieder stetig auf ganz R.

e Die zweite Komponente ist aber nur stetig, wenn der Nenner xf — x% # 0, was aber
gerade in D der Fall ist.

e Auf D sind also alle Komponenten von f stetig, somit ist dort auch f stetig.

18.9. Raume stetiger Funktionen

18.9.1 Definition: Es sei (X, d) eine beliebiger metrischer Raum und m > 1. Dann setzen
wir

COUX,R™) := {f: X — R™| f ist stetig} .
Den Spezialfall C°(X,R!) = C°(X,R) bezeichnet man oft auch einfach als C°(X).

18.9.2 Bezeichnung: Das C' stammt vom englischen “continuous” (stetig). Der , Expo-
nent" 0 kennzeichnet die Differenzierbarkeitsstufe, weil wir spater mit C*(X,R) die Menge
derjenigen Funktionen bezeichnen wollen, fiir welche sogar die k-ten Ableitungen noch stetig
sind.

Beobachtungen Die Ergebnisse des vorigen Abschnitts lassen sich nun wie folgt interpre-
tieren:

o Die Menge C°(X,R™) ist ein Vektorraum, weil fiir Summe und Skalierung von Ele-
menten f,g € C°(X,R™) gilt f + g€ C°(X,R™) und af € C°(X,R™).

o Im Fall m = 1 gibt es auf der Menge C°(X,R™) = C°(X,R) = C°(X) auch eine
Multiplikation.

e Diese Multiplikation hat ein Einselement, namlich einfach die konstante Funktion

f(z) = 1.

e Funktionen g, die nirgends Null sind, haben multiplikative Inverse é.

18.9.3 Bemerkung: o Auch auf solchen Funktionenrdumen kann man Normen einfiih-
ren, wie zum Beispiel auf C°([0, 1]) die L®-Norm (Maximumsnorm)

Iflle o)) == sup |f()]
z€[0,1]

oder die frither erwdhnte L2-Norm

1
I fllz20,1) = JO |f(z)|?dx
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18. Stetigkeit

o Allerdings sind diese beiden Normen anders als im endlich-dimensionalen Fall nicht mehr
»aquivalent” und auch Folgenkonvergenz und Stetigkeit gelten nicht mehr unabhangig
von der verwendeten Norm.

BEISPIEL: Man untersuche die Funktionenfolge f,(z) = z™ auf Konvergenz unter
Verwendung von ||-||Lo(p0,17) bzw. ||| L2(jo.17)-

o Mit dieser viel komplizierteren Situation beschéaftigt sich ein Teilbereich der Analysis
namens Funktionalanalysis.

18.10. Philosophisches

18.10.1 Bemerkung: Man mache sich am Ende dieses Kapitels noch Folgendes klar:

o Stetigkeit ist eine Eigenschaft mathematischer Modelle. Solche Modelle beschreiben
aber reale Phanomene nur approximativ!

e Insbesondere kann man in der Realitat weder die erreichte Genauigkeit ¢ fiir die Aus-
gangsgroBen beliebig genau messen, noch die Genauigkeit ¢ fiir die EingangsgroBen
beliebig genau festlegen.

e Manchmal will man das nicht einmal, weil man genau weiB, dass das beschriebene
Phanomen auf sehr kleinen Skalen unstetig ist (z.B. entstehen manche physikalische
Gesetze durch Mittelung tber unstetige Prozesse).

e Es reicht aber aus, wenn ein durch ein stetiges f gegebenes mathematisches Modell
die Realitat in praktisch relevanten Bereichen von € und § gut approximiert.
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19. Differentialrechnung

Beobachtung In vielen praktischen Problemen ist die Anderungsrate einer GroBe so wichtig
wie die GroBe selbst.

Beispiele

o Fiir eine Bewegungskurve s : [0, 7] — R? (Zeit — Ort) ist die Geschwindigkeit (Ande-
rungsrate des Orts) oft so interessant wie der Ort s selbst (wie schnell ist das Flugzeug,
das Auto, die Gewehrkugel, etc.).

 Beim radioaktiven Zerfall ergibt sich die Strahlung aufgrund der Anderung der Gesamt-
menge einer radioaktiven Substanz.

o Maxwell-Gleichungen: Die zeitliche Anderung des elektrischen Feldes induziert ein ma-
gnetisches Feld und umgekehrt.

e Die ,Neuverschuldung” im Bundeshaushalt.

o Der ,Konzentrationsgradient” von in einem Fluid (Wasser, Luft) enthaltenen Substan-
zen bestimmt die Richtung des ,,Diffusionsstroms”.

e Das ,Wohlstandsgefalle”, welches zum Beispiel die Richtung von Migrationsbewegun-
gen mitbestimmt.

Ziel Wir wollen solche , Anderungsraten mathematisch prazise definieren und analysieren.

19.1. Eindimensionale Differentialrechnung

19.1.1. Die Ableitung

Voraussetzung Wir setzen im folgenden voraus: €2 — R sei offen, d.h. jeder Punkt = € €}
besitzt eine Umgebung, die ganz in  enthalten ist. BEISPIELE: 2 = R oder 2 = R\{0}
oder © =10, 1].

19.1.1 Bezeichnung: ) wird von Mathematikern oft als Bezeichnung fiir eine offene Menge
gewahlt. Da man solche offenen Bereiche aber auch als ,Gebiet” bezeichnet, sind auch die
lateinischen Buchstaben G (Gebiet) oder D (domain) gebrauchlich. Allerdings wird g fiir
Funktionen und d fiir die Differentialnotation gebraucht, so dass wir {2 verwenden.
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19. Differentialrechnung

19.1.2 Definition: Sei €2 < R offen, f: Q — R und x, € Q. Dann heiBt f differenzierbar
im Punkt z,, wenn es ein & = a(x,) € R gibt, so dass fiir alle Folgen (z)ken in Q\{z,} mit

T — Ty gilt
AT e Y
k—0o0 T — Ty
f heiBt differenzierbar, wenn f differenzierbar ist fiir alle x, € ). Die Funktion 2 —» R, x —

a(x) nennt man die Ableitung von f und bezeichnet sie mit f’.

19.1.3 Schreibweise: Statt der obigen genauen Spezifikation einer Folge x) in Q\{z} und

f’(a:*) — lim f(mk) B f(ZL‘*)

k—o0 T — Ty

werden wir im folgenden einfach schreiben

f (‘T*) = I*}élgx* T — 1,
oder noch einfacher
e = Jim JOIE),

Manchmal fithrt man auch die Differenz h = x — x, ein und schreibt den Differenzenquoti-

enten als i B — f(z)
Weil der Differenzenquotient eine Differenz Af = f(z) — f(x4) von f-Werten durch eine
Differenz von z-Werten Az = x — x, teilt, gibt es auch die (von Leibniz stammende)

Schreibweise if Af
Pad =Ly |- m 3

19.1.4 Interpretation: Geometrisch kann man den obigen Differenzenquotienten als Stei-

x x
ung einer Geraden durch die Punkte und * interpretieren und die Ableitun
s QW Qw)p °

f'(x,) als die Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt < T ) Diese Tan-

gente ist die (affin-)lineare Funktion [ : R — R, welche gegeben ist als
l(x) = f(7s) + f’(x*)(:v — ).

19.1.5 Bemerkung: e Wenn € nicht als offen vorausgesetzt ware, stiinde man vor dem
Problem, was man mit Definitionsbereichen wie 2 = {0} machen sollte, bei denen 0
nicht durch andere Punkte aus {2 approximiert wird.

o Differenzierbarkeit ist eine starkere Anforderung an f als Stetigkeit: wenn f differen-
zierbar in x, ist, so gilt ja fir beliebige gegen z, konvergente Folgen

lim (f(z) — f(z)) = lim (M(:pk—x*))

= f(ws) lim (2, —2.) = 0,
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19.1. Eindimensionale Differentialrechnung

was Stetigkeit in x, impliziert.

Beispiele
e Fiir c € R ist die konstante Funktion f : R — R, x — c differenzierbar wegen

Tk T — 1, ToTx T — Ty

=0.

Es gilt daher f’(z,) = O fir alle z, € R (oder genauer: die Ableitung f’ ist die
konstante Funktion f': R — R, z — 0).

e Fir a, 8 € R ist die affin-lineareFunktion f : R — R,z — ax + [ differenzierbar

wegen
lim flx) — f(zs) ~ tim ar + [ —ax, —
T—Ty T — Ty T2Tx T — Ty
.oz —xy)
= llm — =«

Die Ableitung ist die konstante Funktion f’(z) = « (oder genauer: die konstante
Funktion f': R - R, 2 — «).

o Die quadratische Fuktion f : R — R, x — 22 ist differenzierbar wegen

_ 2 _ 2
lim o) = fz.) — lim — " = Jim (x4 x4) = 224

Die Ableitung ist daher die Funktion f'(x) = 2z (genauer [’ : z — 2x).

o Allgemeiner: Die Funktion
fix—a"

besitzt die Ableitung

fix— nat

wegen
) — f(x
o T~ ()
ToTx 3 — T,
" — xl
= lim *
= lim (2" ' + 2" 2z, + . a2 42
T—>Tx
_ TZZEn_l

*

e Die Betragsfunktion
fPR->R, x|z
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19. Differentialrechnung

ist nicht differenzierbar in x = 0: es gilt namlich

g fO+R)—fO) A Z_l

0<h=0 h C05hS0 B 0<h>0

und
FO+R) = fO) B —h

= — = —=—1.
0>h—0 h 0>h—0 h 0>h—0 h

Weil je nach Folge unterschiedliche Grenzwerte auftreten kénnen, ist die Betragsfunk-
tion in x = 0 nicht differenzierbar.

19.1.2. Rechenregeln und weitere Beispiele

19.1.6 Satz: Die Ableitung (Differenziation) ist linear: Wenn f, g : Q@ — R differenzierbar
sind, so gilt

e Die Funktion h = f + g : 2 — R ist differenzierbar, und es gilt ' = f' + ¢'.

e Fir o € R ist die Funktion h = af : Q@ — R differenzierbar, und es gilt ' = af’.

Beweis Anwendung der Grenzwertsatze auf den Grenzwert des Differenzenquotienten (Sum-
me und skalares Vielfaches von Folgen).

19.1.7 Folgerung: Das Polynom p(z) = >'_, ayx* besitzt die Ableitung

n

n—1
/ k-1 k
plx) =) apkx™ " =) ap1(k+1)z".
2 2,

k=1 by

19.1.8 Satz: (Differenzierbarkeit von Potenzreihen) Die Potenzreihe

fla) =) ar(z —wo)*

habe den Konvergenzradius R > 0. Dann ist f differenzierbar in Q :=|zq — R, x¢ + R|, und
es gilt

fl(x) = Z bi(z — Qfo)k, b = apy1(k+1)
k=0

Beweisskizze Die Stetigkeit von Potenzreihen wissen wir bereits aus Anwendung [18.3.9]
Wenn gliedweises Differenzieren unendlicher Reihen erlaubt ware, ware der Beweis analog
zum vorstehenden Differentiationssatz fiir Polynome. Leider ist aber das Vertauschen eines
Grenzwerts (wie © — x, in der Ableitung) mit einer unendlicher Summe nicht allgemein
giltig, wie man zum Beispiel an
a0 e ¢]

lim > 6w =17#0= ) lim 5

k=0

n—0o0
k=0
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19.1. Eindimensionale Differentialrechnung

sieht (0,5 Kronecker-Delta). In diesem Fall geht es aber, weil der ,,Schwanz" der Reihe in
einer Umgebung von z, unabhangig von n klein gemacht werden kann (vergleiche auch den
Beweis der Stetigkeit einer Potenzreihe in ihrem Konvergenzkreis).

19.1.9 Folgerungen: o Die Exponentialfunktion exp(z) = Y, %’T hat die Ableitung

exp’( Z =kz_:1(k Zk—exp

0 2+

e sin(z) = 2 CE] hat die Ableitung cos(z).
x L2k

o cos(z) = Z(—l)k<2k)' hat die Ableitung — sin(z).
k=0 '

19.1.10 Satz: Seien f, g : 2 — R differenzierbar (in = € 2). Dann gilt:

e Produktregel: f-g:Q — R ist differenzierbar in x mit
(f - 9)(x) = f'(x)g(x) + f(2)g(z).

o ,Kehrwertregel”: Auf ' := {zx € Q| g(z) # 0} ist h = ; : ' — R differenzierbar,
und es gilt

B (z) = —9() , reQ.

o Quotientenregel: Sei ' := {x € Q| g(z) # 0}. Dann ist h = 5 : ' — R differenzier-
bar und es gilt
/ . /
oy - SO S

Beweis

o Produktregel: Mit h(x) = f(x)g(x) gilt

) = i, M
_ oy J@e(@) — flaa)g(z)
- i ((f(:c) - f<xi>>g<;2 i—;‘(x*)(g(:c) - g(x*))>
— lim (f(x) = f(xs))g(2) © lim fze)(g(x) — g(xy))

= fl(re)g(e) + f(24)g (74) -
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19. Differentialrechnung

o Kehrwertregel:

h'(z,) = lim —h(gj) — )
ToTx o — T,
1 1

_ i 9@ oG
LT T — Ty

g(zx)—g(x)
1 glm) —g)
= g(r)g(re) @ — 2

1 /
(2?7

¢ Quotientenregel: Diese ergibt sich aus den beiden vorhergehenden Regeln.

19.1.11 Beispiel: Die Tangensfunktion ist definiert als

sin(x)

T
TTILR, e |
] ’ 2[ ! cos(x)

Ihre Ableitung berechnet sich als

—_

-

mﬂwz(mquJMMW+@mwfz{m@w

cos(x) (cos(x))? 1 + (tan(z))?

(je nach Anwendung ist der obere oder der untere Ausdruck niitzlicher).

Vorsicht Oftmals wird cos?(z) und tan?(z) anstelle von (cos(z))? und (tan(x))? geschrie-
ben. Diese Quadrat-Notation von Funktionen ist aber leider nicht eindeutig: So kann f2 fiir
eine Funktion f : R — R sowohl die Verkettung f o f als auch das Quadrat f - f bedeu-
ten, und was tatsachlich gemeint ist, muss aus dem Zusammenhang abgeleitet werden. Dies
ist offenbar analog zur Mehrdeutigkeit, die wir auch schon bei der Notation f~! bemerkt
hatten.

19.1.12 Beispiel: Sein € Nund Q := R\{0}. Dann ist fir b : @ — R,z — = die Ableitung
R € — R nach der Quotientenregel angewendet mit f(z) = 2™ und h(z) = 1/f(x)

gegeben als
W (x) = —['(x) _ _na _ "
(f(2))2 22n Zntl
FOLGERUNG: Wegen = = z~* gilt die Formel (2*)" = ka*~! fir alle k € Z.
19.1.13 Satz: (Kettenregel) Es seien 1,0 < Roffenund f: Q) — Qyund g: Q2 - R
seien differenzierbar. Dann ist auch die zusammengesetzte Abbildung h = go f : ; — R
differenzierbar, und es gilt fir alle z € {2,

W(z) =g (f(x))- f(z).
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19.1. Eindimensionale Differentialrechnung

Beweis Sei (z,) eine Folge mit x,, — x, fir n — o0. Wegen der Stetigkeit von [ folgt
dann auch y,, := f(z,) — y« := f(x,). Daher gilt

(g0 f)(an) = (go f)(ws)

(g © f)/(x*) = lim

)~ gf)

_ iy 9WR) —ng(y*)*' Flan) — flzs)
e Yn — Yx Ly — Ty

- g'(y*)f’(x*).

(Genau genommen muss man hier noch den Fall f(z,) = f(x,) gesondert betrachten. Wenn
dies aber fir z, # x, — x, eintritt, so muss aber f’(z,) = 0 sein, und man sieht, dass dann
auch bereits der urspriingliche (nicht erweiterte) Differenzenquotient verschwindet.)

Beispiele
o f(z) =cos(x?) = f'(x) = —2xsin(z?).
o f(x) = eostm@) = f(g) = ecos6M@)(_gin(sin(x))) cos(z).
19.1.14 Satz: Sei f :]a,b[—]c,d| bijektiv und stetig. Wenn dann f im Punkt = €]a,b|

differenzierbar ist mit f(z) # 0, so ist auch die (stetige) Umkehrfunktion g := f~! :]c, d[—
]a, b[ im Punkt y = f(x) differenzierbar und es gilt (zusatzlich zu y = f(x))

BEMERKUNG: Zur Anwendung dieser Formel muss man normalerweise noch eine der beiden
Variablen z,y mittels y = f(x) oder x = f~'(y) eliminieren. Dies fiihrt dann z.B. zu

Y0 =
Beweis Man leite die Gleichungen
FU(f (@) -
bzw.
FU W) =y

mit Hilfe der Kettenregel ab.

19.1.15 Bemerkung: Die Voraussetzung f’(z) # 0 des Satzes ist notwendig, wie man an
dem Beispiel f : R — R,z — 23 sehen kann.
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19. Differentialrechnung

Vorsicht Im vorhergehenden Satz bezeichnet f~! die Umkehrfunktion von f und nicht die
Funktion % DX ﬁ und auch nicht die mengenabbildende Urbildfunktion. Fir f(z) = e”
ist beispielsweise X
-1 —T
f(x) =In(x) #e @)
BEACHTE: Die Umkehrfunktion ist fiir beliebige bijektive Abbildungen zwischen Mengen de-
finiert, der Kehrwert nur, wenn im Bild eine , Inversion” definiert ist, wie z.B. fiir Abbildungen

mit Werten in R oder C.
Beispiele
o Die Ableitung des natiirlichen Logarithmus = — In(x) erhalt man als

/ _ 1 = ! :1
M (@)~ eplin@) @

e Die Umkehrfunktion des Tangens

tan :]—g,g[—ﬂ&, x

nennt man den Arcustangens

T

“oal

arctan = tan™' : R —]

lhre Ableitung erhilt man wegen tan’ = 1 + tan® gemaB

1 1 1

tan’ = = = .
arctan () tan’(arctan(x)) 1+ (tan(arctan(z)))? 14 22

o Ahnliche Formeln findet man fiir die Umkehrfunktionen Arcussinus arcsin und Arcus-
kosinus arccos von Sinus und Kosinus.

19.1.3. Stetige Differenzierbarkeit

Beobachtung Falls eine Funktion f : {2 — R in allen Punkten der offenen Menge 2 < R
differenzierbar ist (also nicht wie bei der Betragsfunktion Punkte existieren, wo sie es nicht
ist), so ist f' normalerweise auch stetig in ). Leider gilt die Stetigkeit der Ableitung aber
nicht immer aufgrund , pathologischer” Gegenbeispiele wie

{xz sin(2) x#0

fR->R, f(x)= 0 PP

UBUNG: Man berechne f'.
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19.1. Eindimensionale Differentialrechnung

19.1.16 Definition: f : 2 — R heiBt stetig differenzierbar, wenn f in €2 differenzierbar ist
und f’ stetig ist. Den Raum der stetig differenzierbaren Funktionen bezeichnen wir mit

CHQ,R) := {f : Q — R differenzierbar| f' € C°(Q2,R)} .

19.1.17 Bemerkungen: o Aus der Summen- und Skalierungsregel folgt, dass C'(Q, R)
ein Vektorraum ist (abgeschlossen unter Addition und Skalierung).

o Ebenso zeigt die Produktregel, dass fiir f,g e C1(Q,R) auch f-ge C'(Q,R) gilt.
» Die Quotientenregel zeigt, dass fir f € C'(Q,R) und g € C'(2,R\{0}) auch 5 €
CH(Q,R) gilt.

e Auch Potenzreihen sind stetig differenzierbar innerhalb ihres Konvergenzbereichs, wie
man aus einer genaueren Analyse des Differenzierbarkeitsbeweises von Potenzreihen
sieht.

19.1.18 Bemerkung: o Es gilt offenbar
CHQ,R) c {f:Q — R f differenzierbar} = C°(2,R).

~—

e In Anwendungen kommen fast nie Funktionen wie das obige , pathologische” Beispiel
aus X\C'(Q, R) vor.

o Funktionen f € C°(Q,R), die nicht in X (und damit auch nicht in C*(Q,R)) liegen,
kommen allerdings haufiger vor. Dies liegt daran, dass einige wichtige Operationen
wie Absolutbetrag, Minimum- und Maximumbildung nur stetig, aber nicht (iberall)
differenzierbar sind.

19.1.4. Mehrfache Differenzierbareit

Beobachtung Oft ist die Ableitung f’ einer differenzierbaren Funktion f : 2 — R nicht
nur stetig, sondern sogar wiederum differenzierbar.

19.1.19 Bezeichnung: Die héheren Ableitungen von f bezeichnet man mit f” = (f'),
f™ = (f"),....Gebrauchlich ist auch der allgemeine Ausdruck f*) wobei k die Ordnung der
Ableitung angibt: O = f f = ¢/ £ = " Von Leibniz stammt die Schreibweise

k k k
(%) 1, %f oder 37{.
Beispiele
o Die Ableitungen des Polynoms f(z) = 323 + 22% + z + 4 sind

() = 32°+22° +2+4

() = 92°+4x+1
@) = f"(z) = 18z +4

() = 18

@) = 0 (k>1)
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e ALLGEMEIN: Die k-te Ableitung eines Polynoms f vom Grad d ist fir k < d ein
Polynom d — k-ten Grades. Fiir k = d ist f*) ein konstantes Polynom, fiir k > d ist
%) das Nullpolynom.

e Normalerweise werden hohere Ableitungen von Funktionen wegen Ketten-, Produkt-
und Quotientenregel schnell hasslich, z.B. fir f(x) = e®7:

f(x) — eCOS.’E

f'(x) —e“Tsinx
f”(ZE) = C08Z sin2 T — %% cog 1
@) =

19.1.20 Bezeichnung: Wenn f : 2 — R n-mal differenzierbar ist, und die hochste Ab-
leitung (™) stetig is, sagt man f e C"(Q,R). C"(Q,R) bezeichnet den Raum der n-mal
stetig differenzierbaren Funktionen, den man prazise rekursiv definieren konnte als
C'(,R) n=0

Cm(Q,R) = {{f c On_l(Q,R) ’ f/ e C”—l(Q,R)} n >0 .

19.1.5. Extremalpunkte
19.1.21 Definition: Die Funktion f : Q — R hat/besitzt im Punkt z, €  ein
e globales Minimum, wenn f(z,) < f(z) fir alle z € Q,
e globales Maximum, wenn f(z,) > f(z) fur alle x € ©,
e lokales Minimum, wenn es ein € > 0 gibt, so dass f(z,) < f(x) fir alle z € U.(x),

o lokales Maximum, wenn es ein € > 0 gibt, so dass f(x,) = f(x) fiur alle x € U.(z.).

19.1.22 Bezeichnung: Extremum ist der Oberbegriff fir beides (steht also fir , Minimum
oder Maximum®"). Den Wert f(z,) an solchen Punkten nennt man Minimalwert, Maximalwert
oder allgemein Extremalwert. Den Punkt x, selber nennen wir Minimalstelle, Maximalstelle
oder allgemein Extremalstelle.

Beispiele
¢ Die Funktion f: R — R,z +— 22 besitzt in z = 0 ein globales Minimum.

e Die Funktion f: R — R,z +— z(x — 1)(x + 1) = 2° — x besitzt ein lokales Maximum
1 1

im Punkt =z = 7 und ein lokales Minimum im Punkt z = et

e Die Funktion f : R — R,z — sin(x) besitzt lokale und globale Maxima in den Punkten
x = 5 +2rk (k € Z), sowie lokale und globale Minima in den Punkten 2 = —7 + 27k
(k e Z).

*Man beachte, dass fiir Ableitungen f(*) mit k < n die Stetigkeit aus der Differenzierbarkeit folgt.
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o Fiir konstante Funktionen f: Q — R (z.B. f(x) = 1) liegt in jedem z € Q ein lokales
und globales Minimum/Maximum vor.

19.1.23 Satz: Wenn die Funktion f : Q& — R in z, € € ein Extremum hat und in z,
differenzierbar ist, so gilt f'(z.) = 0.

Beweis Wenn f'(z,) # 0, so gilt

i @) = S

T—>Tx ‘/L‘—x*

= f/<x*) )

woraus man sieht, dass f(x) — f(z4) in einer Umgebung von z, sowohl positive als auch
negative Werte annehmen muss (je nach Vorzeichen von = — x,).

19.1.24 Bemerkungen: e Punkte z, € Q mit f'(x,) = 0 nennt man kritische Punkte.
Solche Punkte sind oft Extremalstellen, miissen es aber nicht sein, wie das Beispiel
f(x) = 2° zeigt.

e Wenn f : [a,b] — R so sind auch die Randpunkte a und b Kandidaten fiir (lokale)
Extremalstellen, die man gesondert untersuchen muss.

e Diese gesonderte Untersuchung kann beispielsweise mit sogenannten ,einseitigen” (rechts-
seitig oder linksseitig) Ableitungen in a bzw. b geschehen.

o Manchmal sieht man es aber auch einfach durch Auswerten: Falls z.B. fiir f € C([a, b])
gilt f'(x) # 0 fir alle x €]a, b[, so muss das Maximum /Minimum in den Randpunkten
vorliegen, und ein einfacher Vergleich von f(a) und f(b) reicht aus.

19.1.25 Anwendung: Wir wollen eine zylindrische Konservendose mit Radius r und Hohe
h konstruieren, fir welche die Oberflache S(r, h) (S fur “surface”) bei gegebenem Volumen
Vo moglichst klein ist. Die Blechstarke wird dabei als vernachlassigbar diinn angenommen.
Das Volumen berechnet sich allgemein als V(r, h) = 7r?h und die Oberfliche als S(r,h) =
27r? 4+ 2mrh. Weil V, vorgegeben ist, kann man setzen h = % und die Oberflache als
Funktion nur einer Variablen r betrachten:

v
S(r) = 2mr? + 22
r
Hier sieht man nun, dass S(r) — +oo0 sowohl fir r — +4c0 als auch fir » | 0. Hieraus
schlieBt man (wie?), dass S mindestens eine Minimalstelle r, in R* haben muss. Die genaue
Lage der Minimalstelle errechnet man nun mittels Losen der Gleichung

Vo 3/ Vo
S’(r)=47rr—2§=0 = =l

3/ Vo
21

»Durchmesser=Hohe" gelten muss.

Hieraus erhalt man dann A = 2 , was bedeutet, dass fiir die ,,optimale” Konservendose
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19.1.6. Mittelwertsatz

Voraussetzung Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dass f : [a,b] — R stetig ist, und
auBerdem stetig differenzierbar im offenen Intervall ]a, b[. Dafiir schreiben wir der Einfachheit
halber

feCl(la,b]) := C°([a,b]) n C'(Ja, b]),
obwohl wir in den Punkten a und b nicht differenzieren wollen.

19.1.26 Satz: (Satz von Rolle) Essei f € C'([a,b]) mit f(a) = f(b) = c € R. Dann gibt
es ein x, €la, b mit f'(z,) = 0.

Beweis Es sei m := mingepe ) f(2) und M := max,ep. ) f(2). Falls m = M = ¢, so ist
f konstant und die Ableitung tberall 0. Andernfalls ist m oder M ungleich ¢, woraus wir
folgern, dass (mindestens) eine Extremalstelle z, in |a, b[ liegt. Fiir solch eine Extremalstelle
ist aber —wie im vorigen Abschnitt gezeigt— die Bedingung f’(z.) = 0 notwendig.

19.1.27 Satz: (Mittelwertsatz der Differentialrechnung, 1. Form) Es sei f € C'([a,b]).
Dann gibt es ein z, €]a, b mit

19.1.28 Satz: (Mittelwertsatz der Differentialrechnung, 2. Form) Seien f,g € C*([a,b])
mit f(a) = g(a) und f(b) = g(b). Dann gibt es ein x, €|a, b mit

f'(@e) = g'(2) -
Beweis Wende den Satz von Rolle an auf die Funktion h(x) = f(x) — g(x), fir die ja
h(a) = h(b) = 0 gilt.

19.1.29 Satz: (Mittelwertsatz der Differentialrechnung, 3. Form) Seien f,g € C'([a,b]).
Dann gibt es ein z, €]a, b mit

f'(@)(g(b) — g(a)) = g'(:)(f(0) = f(a)).
BEMERKUNG: Falls f(a) # f(b) und g(a) # g(b), so ist die letzte Gleichung aquivalent zu

flles)  _ g'(@)
f) = f(a)  g(b) —g(a)
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Beweis Falls f(a) = f(b) oder g(a) = g(b), so folgt das Ergebnis sofort mittels des Satzes
von Rolle. Andernfalls betrachten wir die Funktion
o) - 2 =@ (o)~ o(a)
f() = fa)  g(b) = g(a)
Diese erfillt offenbar h(a) = h(b) = 0, so dass wegen des Satzes von Rolle fiir ein z, €]a, b[
gilt A'(z) = 0. Wenn man A’ nun ausrechnet, liefert das sofort die gewiinschte Gleichung in
T

19.1.30 Bemerkungen: e Die erste Form des MWS folgt aus der zweiten, wenn man

wahlt.
e Die erste Form des MWS folgt aus der dritten, wenn man
glx) = x
wahlt.

e In den meisten Anwendungen reicht die erste Form des MWS aus.

19.1.31 Bemerkung: e Sehr oft wird der erste Mittelwertsatz in der Form

f(0) = f(a) = f'(x)(b—a) firein x4 €la,b|

verwendet, um aus Informationen (iber die Ableitung etwas tber die Differenz f(b) —
f(a) zu schlieBen (z.B. Kleinheit oder Vorzeichen).

o Entscheidend fiir die Anwendungen ist oft, dass man fiir f € C'(Q,R) mit Hilfe des
MWS die Differenz f(x1) — f(x2) fir beliebige Punkte 1, x5 € Q kontrollieren kann,
sofern [z1,x5] < Q gilt. (Man wahlt dazu einfach [a,b] := [z, 23] und wendet den
MWS auf fli, 2, an.)

e Im folgenden zeigen wir drei Anwendungen dieses Prinzips.
19.1.32 Satz: Wenn firr f € C'([a,b]) gilt f'(z) = 0 fir alle z €]a, b[, so ist f konstant.

Beweis Fiir a < 1 < x5 < b gilt nach dem MWS fiir ein £ €]z, 25|:

f(z2) = f(x1) = (2 —21) f'(§) = 0.

19.1.33 Ubung: Es sei f : R — R. Man zeige:
1. Wenn f’ ein Polynom k-ten Grades ist, so ist f ein Polynom k + 1-ten Grades.

2. Wenn f(™(z) =0, so ist f ein Polynom héchstens n — 1-ten Grades.
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19.1.34 Losung: 1. Wenn f/(z) = 3 a?, so gilt mit g(z) := S} “=1z" die Be-
ziehung (f —¢g) = f'— ¢ = 0. Somit ist f — g konstant (gleich « € R), und
f(@) = g(x) + a.
2. Aus dem ersten Teil folgt durch Induktion, dass fir k = n —1,n—2,...,0 die k-te
Ableitung f*) ein Polynom vom Grad n — 1 — k ist.

19.1.35 Satz: Wenn fir f € C'([a,b]) gilt | f'(x)] < C fiir alle z €]a, b[, so ist f Lipschitz-
stetig mit Konstante C'.

(Und aus der Lipschitz-Stetigkeit folgen ja auf erfreulich einfache Weise die fiir Anwendungen
wichtigen e-0-Abschatzungen.)

Beweis Fiir a < 27 < x5 < b gilt nach dem MWS fiir ein £ €]xy, xof:

|f(22) — f(z1)] = [(22 — 21) f/(§)] < Clag — 4]

19.1.36 Satz: Fur f € C'([a,b]) gilt

1. Vx €la,b r) >0 <= [ ist monoton wachsend.

2. Vx €la,b

'(z)
() > 0 = f ist streng monoton wachsend.
'(z)

la, bl
la, o[ f
3. Vx €la,b[: f'(x) <0 <= [ ist monoton fallend.

4. Yz €la,bl: f'(r) <0 == f ist streng monoton fallend.

In den Aussagen 2 und 4 gilt die Aquivalenz nicht (Gegenbeispiel: f(z) = x3).
Beweis Die Richtung = folgt fiir alle Aussagen aus dem Mittelwertsatz, weil fir 1 < x5
gilt
I elry, al: flaz) = flar) = (22 — 1) f(§) -
Die Riickrichtung < in den Aussagen 1 und 3 erhalt man, weil die Nichtnegativitat (Nicht-

positivitat) eines Differenzenquotienten im Limes die Nichtnegativitat (Nichtpositivitat) der
Ableitung impliziert.

19.1.7. Die Regel von I'Hospital
19.1.37 Satz: Es seien f,g € C1(Q,R) und fir z, € Q gelte f(z.) = g(z4) = 0. Wenn

/
dann der Grenzwert lim f/(x) existiert, so existiert auch lim f(x)
2 g'(z) e g(2)

flz) o ()

lim ——= = lim .
e glo) e g(a)

und beide sind gleich:

Beispiele
. sinz . cos(x)
o lim = lim =1
z—0 z—0 1
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oot —a" . nx
e lim — = lim
T—a pm — gMm T—a g™ m

Beweis (der Regel von I'Hospital)
o Weil Q offen ist, gibt es ein € > 0 mit U.(x,) =|zs — €, 24 + €[ L.
e Sei nun z,, eine Folge in U.(x,), die gegen x, konvergiert.

o Dann gibt es nach der dritten Form des MWS eine Folge (&,)neny mit &, — 74| <
|z, — x|, so dass
fa)  fen) = f@)  fE)
9(@n)  g(zn) —g(zs)  g'(&)

e Nach Voraussetzung konvergiert aber die rechte Seite fiir n — oo, folglich muss auch
die linke Seite konvergieren.

19.1.38 Bemerkungen: o Falls lim,_,,, f(z) € {£oo} und lim,_,,, g(z) € {0}, so
gilt ebenfalls

8
|
8
*
Q
—
8
SN~—
8
|
8
*
Q
—~
8
N~—

e Auch z, = +o0 ist (bei geeignetem Definitionsbereich wie z.B. Q = R) erlaubt: Zum
Beispiel gilt fir 1ig1wf($) € {0, +00} und 1irJrr100g(x) € {0, +oo}

TP ACOR N C)

T—+00 g(q;) - T—>+00 g’(x) )
(Beweis: Wende die alte Regel auf f := f(3),g=g(%)an))

o Falls f,g e C"(£2,R), so kann man I'Hospital auch n-mal anwenden.

Beispiele
e Man kann manche Grenzwerte der Form oo — oo ausrechnen:

(1 :imxln(x)f(x—l):
glcl—% (m —1 ln(m)) 916—’1 (z —1)In(z)

In(x) lim xIn(x) . l+In(x) 1

e =1 1 n(z)  aol (z— 1) +xln(z) =12+ In(z) | 2

e Man kann auch (noch einmal) erhalten, dass die Exponentialfunktion schneller wéchst
als alle Potenzen:
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19. Differentialrechnung

e Und man kann auch die uns schon bekannten Grenzwertbetrachtungen fiir rationale
Funktionen noch einmal erhalten: Beispielsweise gilt nach I'Hospital

2x2+3x+1_ . 4z + 3 . 4 2

im = lim — = lim — = —.
z>+o Hy? —p —1 z—>+0 [0x —1 «>+010 5

(lim,, o0 25’;;:% muss dann natirlich ebenfalls % sein, weil x,, = n nur eine spezielle

Folge ist, die gegen +0o0 strebt.)

Vorsicht Die Regel von I'Hospital ist kein Allheilmittel zur Untersuchung von Quotienten-
Grenzwerten, fiir welche Zahler/Nenner gegen 0 oder oo konvergieren. Dies liegt vor allem
daran, dass Ableiten in vielen Fallen Funktionsausdriicke komplizierter und nicht einfacher
macht.

19.1.8. Taylorentwicklung

Beobachtung Die Definition der Ableitung kann man als lokale Approximation einer belie-
bigen Funktion durch eine (affin-)lineare interpretieren:

oo 1) = f()

ToTx T — Xy

= f'(z4)

ist offenbar aquivalent mit

lim f(@) = [f (@) + f'(74) (2 — 24)]

Ty T — Ty

=0.

Frage Kann man eine Funktion f(z) mit Polynomen hoéheren Grades noch besser approxi-
mieren?

Antwort Ja, wenn f e C"(2,R) mit n > 1.

19.1.39 Definition: (Landau-Symbole, Landausche O-Notation) Es sei €2 offen und z, € €.
Wir nennen eine Funktion 7 : {2 — R

o von der Ordnung O(|z — z,|*), wenn es ein ¢ > 0 und ein C' > 0 gibt, mit |r(z)| <
Clr — x| fir alle 2 € U.(x,), und

o von der Ordnung o(|x — z,|¥), wenn gilt lim,_,,, % =0.

19.1.40 Schreibweise: Wenn eine Funktion r diese Eigenschaften in der Umgebung eines
Punkts z, aufweist, so schreibt man einfach r(z) = O(|z — z4|¥) bzw. r(z) = o(|z — z.|*).

19.1.41 Interpretation: o Wenn 7 = O(|z — x,|¥), so verlauft der Graph von r in der
Nihe von z, zwischen den Kurven b (z) = £C|z — x4 |*.
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19.1. Eindimensionale Differentialrechnung

o Wenn 7 = o(|z — x.|*), so verlauft der Graph von r in der Nahe von x, zwischen
Kurven der Form b (z) = +C|x — x,|*. AuBerdem kann man durch Wahl eines hin-
reichend kleinen ¢ = £(C) sogar erreichen, dass diese EinschlieBung fiir ein beliebig
kleines C' > 0 gilt.

19.1.42 Definition: Es sei f € C"(2,R) und z, € Q. Dann heiBt das Polynom

n ) (g,
Tyrn) = 3 0 0y

k=0

das Taylor-Polynom n-ten Grades zu f an der Stelle x,.

Beobachtung Fiir kK = 0,...,n stimmen die k-ten Ableitungen von f und 7%, ,, an der
Stelle z,. uberein, d.h.

f(k)<x*> = T;?*n(ff*), k=0,...,n.

19.1.43 Satz: (Taylorentwicklung) Fir f e C™(2,R) und z, € Q gilt fir den Approxima-
tionsfehler
r(x) := f(x) = Ttpun(z) (,Restglied")

das Limes-Verhalten

i @)

T—T (1; — SL’*)” — 7”(.1') = 0("7: - x*‘n) .

Falls f € C""1(Q,R), so gilt sogar

(n+1)
xling;l* (z jgvi))n+1 B f(n + (IQ;T) = (@) =0z -z,

Beweis Fiir k =0,...,n gilt 7™ (z,) = 0. Somit liefert die n-fache Anwendung der Regel
von |'Hospital
r(z)

f(x) — ()

;EILI?* (r —z0)" JHQ* o — 0,
weil fW e C°(Q,R). Fir f € C"*1(Q,R) kann man ein weiteres Mal differenzieren und
erhalt i) i)
vorx (x — 1) ok (n+ 1) (n+1)!

19.1.44 Bemerkungen: e Die Differenzierbarkeit einer Funktion f : & — R in einem
Punkt z, € Q hatten wir als den Spezialfall

F(@) = Traun(2) = of| — 2.])

der Taylorschen Fehlerabschatzung bereits kennengelernt.
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19. Differentialrechnung

e Auch die Stetigkeit einer Funktion f : 2 — R in einem Punkt z, € € kann man
als Spezialfall der Taylorschen Fehlerabschatzung auffassen: Fiir n = 0 lautet diese ja

einfach -
lim J(@) = Trs0(2) = lim (f(x) — f(z4)) =0,

T—Tx (g; — .I'*)O T—Tx

was gerade die Definition der Stetigkeit im Punkt x, ist.

19.1.45 Bemerkung: e Wenn man nicht mit der Regel von I'Hospital argumentiert,
sondern direkt den MWS anwendet, so erhalt man folgende Fehlerdarstellung: Es gibt
ein zwischen x, und x liegendes & mit

FD(E)

(n+1)! -

f(@) = Trawn(r) = (x —
e Diese Form ist unter anderem deshalb wichtig, weil man durch Voraussetzungen an die
n + 1-te Ableitung die Differenz f(x) — T}, »(2) quantitativ abschatzen kann.

o Falls etwa |f(+1)(€)| < C fiir alle zwischen = und z,, liegenden Punkte &, so gilt

C
(n+1)!

|x7x*|n+1.

f(2) = Ttapn(@)] <

19.1.46 Beispiel: Das Polynom p(z) = 1 — % ist das Taylorpolynom sowohl zweiten als

auch dritten Grades fir die Kosinusfunktion f(x) = cos(z). Der Approximationsfehler lasst

sich fiir z € [—3, 3] daher wie folgt abschatzen
|=|* (4) ||* Zl4 -3
lcos(z) — p(z)] < of . Sup (6] < o S 0.0416]z|* < 2.61- 10
56]—%,%[

Diese Abschatzung ist bereits sehr genau: Der Fehler ist namlich maximal groB fir x = +
und betragt dort

1 1
|cos(=) —p(i)] = |0.87758 ... — 0.875| ~ 2.58 - 1073

2
19.1.47 Definition: Wenn [ unendlich oft stetig differenzierbar ist, d.h. f € C*(Q,R), so
definiert o 109 (z,)
S (s
Tf,m*,oo<x) = kz_;) k! (‘1. - x*)k

eine Potenzreihe um x,. Diese nennt man Taylorreihe von f im Punkt z,.
Beispiele

o Sei f(x) = 2%+ 2z + 1. Wegen f'(z) = 32> + 2, f"(x) = 6z, f"(z) = 6 und
f®)(x) = 0 fir k > 4 ist die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt =, = 1

Tiieo(r) =4+5(x —1) + 26!(1; — 1)+ g(g; 1) =
4+5(x—1)+3(x—1)" + (x —1)%,

was natirlich nur eine andere Darstellung von f ist.
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19.1. Eindimensionale Differentialrechnung

Diese andere Darstellung kann man alternativ (aber umstandlicher) mittels wiederholter
Polynomdivision durch (x — 1) erreichen.

Fiir f(z) = e® gilt Vk = 0: f®(z) = f(z). Somit ist die Taylorreihe an der Stelle
z,. = 0 einfach
Lok lhas v + v +
—'=1l4x+—4+—+...

2 6

=

was natlrlich wieder die uns bekannte Exponentialreihe ist.

Ebenso ergibt sich die Taylorreihe der Sinusfunktion um x = 0 zu

3 x° z’

in(z) =2 — — + — — +...
sin(z) = =5+ 155 ~ 5010

und die der Kosinunsfunktion zu

[ v

cos(x)=1—3+ﬂ—ﬁi....

Manchmal kann man mit Taylorreihen auch Grenzwerte einfacher erhalten als mit der
I'Hospital-Regel:

m((

1 1 . 2% — (sinz)?
2—0 " (sin x)

2 P) = x?(sinz)?

i 22— (z— & + O(2%))? ’ -+ S 42 0% 1
= lim = lim =_.
2—0 zt 4 O(2°) 2—0 zt + O(25) 3

Eine Taylor-Reihe einer Funktion f braucht nicht auf dem ganzen Definitionsbereich
von f gegen f zu konvergieren. So ist zum Beispiel fir f(z) = ﬁ die Taylorreihe
um z, = 0 einfach Y7 ;(—1)*2%*, was nur im Intervall | — 1,1[< R (oder im Kreis

B1(0) € C) gegen f konvergiert.

Es gibt sogar Funktionen f € C*(R,R), fir welche die Taylorreihe die Funktion in
keiner Umgebung des Entwicklungspunkts vollkommen beschreibt. Ein solches Beispiel
ist
0 <0
f"R->R, z~ { L v ,
ez x>0
bei dem sich T () = 0 ergibt (siehe auch Ubung).

3

19.1.48 Beispiel: Im vorigen Abschnitt hatten wir die Extrema der Funktion f(z) = z° —z
als Lésungen von f'(xz) = 0 bestimmt und die Extremalstellen x; = —% und zp = —i—%
erhalten. Die Taylorentwicklung erlaubt nun eine Bestimmung, ob wir ein Maximum oder
Minimum vor uns haben. Das Taylor-Polynom zweiter Ordnung ist ja

f" ()
2

Tfﬁv*ﬂ(x) = f(ZB*) + f,(iﬂ*)(iﬁ - 37*) + (37 — ZB*)Q.
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19. Differentialrechnung

Wenn nun z, ein kritischer Punkt mit f'(x,) = 0 ist, so zeigt das Vorzeichen von f”(z,)
an, ob f in z, durch eine nach oben oder nach unten gedffnete Parabel approximiert wird
und demnach ob ein Minimum oder ein Maximum vorliegt. In unserem Fall ist f”(x) = 6z,

so dass bei x; = \_/—% ein lokales Maximum und bei 25 = % ein lokales Minimum vorliegt.

19.1.49 Bemerkung: Wenn auch f”(z,) = 0 sein sollte, so kann man fast immer durch
Betrachtung von Taylorpolynomen noch hoheren Grades bestimmen, ob ein Minimum, Maxi-
mum oder keins von beiden vorliegt. Diese Prozedur versagt nur, falls die Taylorreihe von f in
einem kritischen Punkt x, konstant ist und zusatzlich die Funktion f nicht lokal approximiert
(wie im fritheren Beispiel mit ¢~ ).

3

19.1.50 Beispiel: Die Taylorreihe von 2?sin(z) ist 2°(z — % +...) = 2% —
sieht die Funktion nahe x, = 0 wie 2 aus und hat in 0 kein Extremum.

5

T Somit

19.1.9. Das eindimensionale Newton-Verfahren

19.1.51 Problem: Sei f : R — R. Gesucht ist eine Lésung x, € R der nichtlinearen
Gleichung

f(z)=0.

Idee  Angefangen von einem Startpunkt zy € R, ersetzen wir die Funktion f durch ihr
Taylorpolynom ersten Grades Ty, 1 (eine Gerade). Fiir dieses kann man eine Lésung der
Gleichung

Tf,xoﬂl(x) = f@o) + f/(l‘o)(l' — ZL“()) =0
leicht bestimmen (sofern f’(xq) # 0), namlich
. (o)
C )

Der so berechnete Punkt x € R wird dann als (hoffentlich) verbesserte Approximation an die
tatsachliche Losung x, verwendet.

r =2

19.1.52 Algorithmus: (Newton-Verfahren, NV)
1. Gegeben seien f : R — R, ein Startpunkt x5 € R und eine Toleranz ¢ > 0.

2. Fir k=0,1,2,... fuhre durch:
a) Wenn |f(zx)| < ¢, brich die lteration ab.

f(xn)

b) Setze zy1 = x) — Pl
19.1.53 Bemerkung: o Die Losung einer nichtlinearen Gleichung wird also mit Hilfe
einer Methode approximiert, welche das mehrfache Losen von linearen Gleichungen

bendtigt.

o Der Algorithmus versagt, wenn fiir ein zy, gilt f'(z)) = 0.
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19.1. Eindimensionale Differentialrechnung

19.1.54 Beispiel: Berechne die Lésung von f(x) = 22 — 2 = 0. Die Iterationsvorschrift ist

offenbar ,
Ti—2 R

Tpy1 = Tk — 22 9
Wir erhalten dann fiir zy = 1:
3
T, = %72 1.5
Ty = é%7: 1.416
T3 = 108 = 1.4142157. ..
Ty = igg:g; = 1.414213562374 . ..

Beobachtung Im vorhergehenden Beispiel hat sich die Anzahl der korrekten Ziffern in
jedem Schritt verdoppelt. Dieses Phanomen nennt man quadratische Konvergenz.

19.1.55 Satz: Es sei f € C'(2,R) und z, € N sei eine Lésung der Gleichung f(x,) = 0
mit f'(z,) # 0 (regulare Lésung). Dann gilt:

1. Es gibt ein € > 0, so dass das NV fir alle Startwerte 2y € U.(x,) konvergiert, d.h.

ro € Us(zy) = klgrgoxk = T,.

2. Wenn f zusatzlich in C?*(Q,R) liegt, so liegt sogar sogenannte quadratische Konver-
genz vor: es gibt ein C' > 0 und € > 0, so dass

Io € U5<.T*> = |xk+1 - ZE*| < Clxk - l‘*|2 .

Beweis

f(z)
f'(z)

1. Wir betrachten die Newton-Abbildung & : = — = — . Wegen f(x,) = 0 erfullt
diese ®(z,) = x,. Fir z — z, gilt nun

=0

o 1
(x)_w*zl_f<x)_f<x*) 0 (z— z4)
T — Ty T — T* f'(x)

—_—
—f(zx) 1
Fzy)

Dies bedeutet aber, dass man zu beliebigem p < 1 ein € > 0 wahlen kann, so dass
aus |z — x| < € folgt, dass |21 — 24| = |P(2k) — 24| < plzk — 24|, woraus wir die
Konvergenz der Folge (z) gegen x, ersehen.
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19. Differentialrechnung

2. Wenn f € C*(R,R), so gilt
O(z) —aw _ f(2)(@ —xs) — (f(2) — f(4))
(z — 24)? f'(@)(x — x4)? '

Die Fehlerformel der Taylorentwicklung um z liefert nun die Existenz eines zwischen x
und z, liegenden &, mit

P =) - (F@) - f@) = L @2,

Weil f € C?(Q,R) folgt dann
D(z) — w4 (&) _ f" ()

lim — = =
voms (2 —aa)?  ooms 2f(z)  2f ()

woraus man die quadratische Konvergenz ersieht.

19.1.56 Bemerkung: Das Newton-Verfahren kann unter verschiedenen Umstanden versa-
gen:

o Es kann auf singulare Punkte mit f'(zx) = 0 laufen.

o Die Folge (zx)ren kann divergieren. Ein Beispiel dafiir ist eine Nullstellensuche fir
f(z) = tanh(x), welche fir groBe Startwerte divergiert (z¢ = 1.1 reicht).

19.1.57 Bemerkung: Das genaue Verhalten der Newton-Iteration kann hochst komplex
sein. Das gilt umso mehr, wenn man das Newton-Verfahren zur Nullstellensuche fiir komplexe
Funktionen f : C — C oder zur Losung nichtlinearer Gleichungen f : R™ — R" einsetzt.
BEISPIEL: Konvergenzbereiche in C beim Lésen von f(z) = 23 — 1 = 0.

19.2. Mehrdimensionale Differentialrechnung

19.2.1. Motivation

Beobachtung Obwohl Funktionen f : R — R ein wichtiger Spezialfall sind, decken Sie nur
einen eher kleinen Teil der Anwendungen ab.

Beispiele Die allgemeinere Situation f : R” — R™ wird benétigt in folgenden Anwendun-
gen:

en=1m>1 f: R — R"t — f(t). Dieser Fall tritt auf vor allem bei der
Beschreibung von Zeitentwicklungen ohne raumliche Auflésung wie etwa:
— Mechanische Systeme (Roboterarme, Planetenbewegungen, etc.)
— Chemische Reaktionen in voll gemischten Systemen
— Biologische Modelle (z.B. Rauber-Beute-Modell)

270



19.2. Mehrdimensionale Differentialrechnung

— Einige Wirtschaftsmodelle

en>1m>1 f:R"— R" z+— f(x). Dies beschreibt unter anderem Phanomene
mit Raum- und Zeitauflésung wie etwa

— Mechanische Probleme (z.B. Roboterarme oder Balken, deren Deformation mit-
beriicksichtigt wird).

Chemische Reaktionen, wenn der Mischvorgang wichtig ist (z.B. Stofftransport
in der Atmosphére oder im Ozean).

Biologische Modelle, sofern die raumliche Verteilung der Spezies wichtig ist

Wirtschaftsmodelle mit rdumlicher Auflésung (etwas problematisch)

e Besonders schwierig und komplex wird es, wenn weitere Dimensionen im Urbildraum
durch die Parametrisierung von Zustanden entstehen, wie z.B. die Alters- und/oder Ein-
kommensstruktur der Bevolkerung, oder die Aktienkurse verschiedener Unternehmen.
In solchen Fallen gilt n » 1 und die Behandlung solcher Probleme ist hochaktuelle
Forschung.

19.2.1 Beispiel: e Parabolische Flugbahn eines Balls ohne Reibung:

t2

7 R—-R>, F(t)=tv+ 57

Allgemeiner (auch mit Reibung) ergibt sich die Bahn als Lésung einer gewohnlichen
Differentialgleichung.

e Auslenkung einer belasteten kreisformigen Membran
u:B1(0) > R, wu(xy,ze) =...
Diese erhalt man durch Losung einer partiellen Differentialgleichung.

e Und zuletzt ein explizites Beispiel ohne tiefergehende Bedeutung

T )
£ R® RQ, x; . <f1(371,$2;563)) _ (373 sin(xy + xz))

fa(x1, o, x3) r1 + x%xg
T3

19.2.2. Definition der mehrdimensionalen Ableitung

19.2.2 Definition: (Mehrdimensionale Ableitung, totale Ableitung)
Sei (2 < R" offen und f: Q2 — R™.
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1. f heiBt differenzierbar im Punkt z, € () : <= es existiert eine (eindeutig bestimmte)
Matrix Df (x,) € R™*" (die sogenannte Jacobi-Matrix), so dass beziiglich irgendwel-
cher Normen ||-||g» im R™ und ||-||gm im R™ gilt

o 17@) = f(2) = D) (@ = 22) e

T5T4 |z — z4||Rr

=0.

2. f heiBt differenzierbar, wenn f fiir alle x € ) differenzierbar ist. Die Abbildung Df :
Q — R™" z +— Df(z) bezeichnet man dann als Ableitung (manchmal auch: totale
Ableitung) der Funktion f.

3. f:Q — R™ heiBt stetig differenzierbar (f € C1(£2,R™)), wenn Df stetig ist.

19.2.3 Notation: Wir hatten auch hier f’ statt Df schreiben konnen. Es ist in der Literatur
allerdings eher uniiblich: Meist wird die Bezeichnung f’ nur fiir den Fall n = 1 verwendet,
bei dem nur nach einer Variable abgeleitet wird.

19.2.4 Bemerkung: Stetigkeit fiir die matrixwertige Funktion Df : 2 — R™*" kann
man entweder mit Hilfe von Normen auf R™*" definieren (z.B. die Euklidische Norm in
R™*™ ~ R™" welche man in diesem Zusammenhang auch Frobeniusnorm nennt) oder man
fordert einfach, dass die Komponentenfunktionen

(Df)ir : Q@ >R,z (Df(2))an
fuiri=1,...,mund k =1,...,n stetig sind.
19.2.5 Bezeichnung: Die Beziehung

=0
=T [ = ]

kénnte man mit Hilfe der o-Notation auch schreiben als

f(x) = fws) = Df () (2 = 24) = o( ||z — 2]} -

Manchmal vereinfacht man diesen Ausdruck sogar noch weiter zu

f(@) = f(24) = Df (2:) (v — ),
wobei = fiir ,,in flihrender Ordnung gleich” steht.

19.2.6 Beispiel: Es sei b € R™, A € R™*™ und €2 < R" offen. Dann ist die affin-lineare
Abbildung
f:Q->R" z—b+ Ax

stetig differenzierbar, und die Ableitung ist die konstante Abbildung
Df:Q—->R™", xw— Df(x)=A.

BEWEIS: Es gilt immer f(z) — f(z.) — A(x — x,) = 0.

272



19.2. Mehrdimensionale Differentialrechnung

19.2.3. Partielle Ableitungen

Frage Wie berechnet man denn fiir ein gegebenes f : 2 — R™ die Eintrage der Jacobi-
Matrix Df (x)?

19.2.7 Definition: (Richtungsableitung) Essei f: Q — R™, x € Q und v € R". Dann
besitzt f in x eine Richtungsableitung in Richtung v, wenn der Grenzwert

z+ hv) — f(z
) e iy L) 1)

e R™

existiert.

Beobachtung

o Die Richtungsableitung D, f(x) erhalt man offenbar, indem man die Einschrankung

f:l—¢ce[>R"™, h— f(h):=f(x+ hv).

von f auf ein Geradenstiick durch x mit Richtung v betrachtet, und dann

f(0) := Cibf() _ i LW = f(0)

h=0  h—0 h

bildet.

e Man beachte, dass die Folge und ihr Grenzwert hier vektorwertig sind, was unsere
Theorie aber erlaubt.

2
19.2.8 Beispiel: ['| Firr f(zy,x9) = (xx; ) und v = < 11> ist
142 -

d
va(‘rla'rQ) = 7]’L f(xl + hUh«TQ + hUg)‘hzo

<($1 f Zﬂff_ h)) ’hzo

d
_ an (21 + 0’ ’h=0
() + h)(xy — h)(h

i 25['1
 \ae—m

19.2.9 Satz: Falls f € C*(Q2,R™), so gilt D,f(x) = Df (z)v.

fWir verwenden in diesem Beispiel anstelle von f(<§1>) die klammersparende Notation f(x1,x2).
2
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Beweis
Df(x) = lim f(“h;fl)—f(fv)
_ iy £ @)+ (DF (@) (ho) + o(ho) — f(2)
h—0 h
i (DF@)(0)
h—0 h
= Df(x)v.

19.2.10 Definition: (Partielle Ableitung) Es sei f: Q2 — R™. Wir definieren die partielle
Ableitung von f an der Stelle x als Richtungsableitung in Richtung des Standardbasisvektors

of - [zt hey) — flx

67:;6@) =D, f(x) = }L{% h ~
INTERPRETATION: Wenn f(z) = f(x1,...,2,), so erhadlt man a%(w), indem man den
Ausdruck f(xy,...,x,) nach x; € R ableitet und dabei die anderen Variablen x; mit i # k

als konstante Parameter ansieht.
Beispiele
e Die partiellen Ableitungen der Funktion
FiRZS R, (21, 39) — " sin(zd)
sind

of

8x2

of

Oy

4

(z) = 2z,€" sin(zd) (z) = 423 cos(ad)e™ .

e Die partiellen Ableitungen von
e e () ()
Tw-(0). Lw-(2r).
0xy 229 0T 21
fi(z)

19.2.11 Satz: Sei Q < R" und f € C'(Q,R™) gegeben als f(z) = : |- Dann ist

()

oI (1) gerade die k-te Spalte der Jacobi-Matrix Df(z), und die einzelnen Matrixeintrage

berechnen sich folglich als

sind

0fi

:axk(x>7 izl,--.,m,kzl,...n.

(Df () )i
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Beweis Man erhilt die Spalten der Matrix Df (x), indem man sie auf die Einheitsvektoren
e, anwendet. AuBerdem wissen wir, dass Df (z)e, = Dfe, (x). Letzteres ist aber gerade die

2
&vfk (x).

Beispiele

e Die Ableitung von

£ i; . (;1(951,352,1’3)) _ (xg sin(xl;—mg))

. 5(z1, T2, x3) T1 + 2573
3

ist die matrixwertige Funktion

J | 2o 9

“ (s cos(xy + xy) wzcos(xy + x2) sin(x; + xg)
- 1 22973 x5 ’
3

« Die Ableitung der Funktion ¢ : R — R? ¢+ (Zi‘j;) ist

cost

—sint
¢ =200 - (')
was die Tangentialrichtung im Punkt ¢(¢) an den Einheitskreis angibt.

e Die Ableitung der Funktion
fR" SR, x> f(z) = |a]? = Zx

im Punkt z € R"” ist

Df(x) = (2x4,...,22,) = 227 e RV™,

e Die Ableitung der Funktion

JiR SR, w~f@=Wﬂ=<Zﬁ)

in einem Punkt x € R™"\{0} ist

21 2z, 1 5

D) = G 3l ™ Tl ™

(Man beachte, dass dies auch fiir n = 1 Sinn macht.)
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19. Differentialrechnung

19.2.12 Bemerkung: Die Existenz der partiellen Ableitungen 7(:16*) im Punkt z, € Q ist
nicht hinreichend fiir die Differenzierbarkeit einer Funktion f : 2 — R™ im Punkt z,. So ist
beispielsweise die Funktion

T1T2

_may T .
FiR R, f<x1,x2>={m o= (aan)” # (0,0
0 (z1,72) = (0,0)

inz = (0,0)” zwar stetig (warum?), aber nicht differenzierbar (warum?), obwohl (;’Tfl(o, 0) =

21(0,0) = 0! Allerdings gilt folgende wichtige Aquivalenz:

feCH{Q,R™)

0
— VYi=1,...mVk=1,...,n: ot e C°(,R)
01}
Hieraus folgt insbesondere, dass die in den vorhergehenden Beispielen berechneten Matrix-
funktionen Df (x) tatsachlich totale Ableitungen mit der gewiinschten Approximationseigen-
schaft sind.

Beweisskizze Die zuletzt angegebene Aquivalenz ist nicht selbstverstiandlich, so dass wir
der Vollstandigkeit halber eine Beweisskizze liefern: Die Richtung ,=" folgt aus der Ket-
tenregel (nachster Satz), weil die Extraktion von Matrixeintragen linear (und damit stetig
differenzierbar) ist. Fiir die Richtung ,,<=" kann man wie folgt vorgehen: Zuerst vereinfacht
man durch Abziehen einer linearen Abbildung auf den Fall ai:—];(ac*) =0firk=1,...,nund
Df (z,) = 0. Dann verwendet man die £-J-Stetigkeit, um |g§k
Fir o € Us(z,) erhalt man zuletzt || f(z) — f(x4)||o < €lx — x4||1 durch kompon