Poligonos Magicos

Danniel Dias Augusto
Universidade Estadual do Goias - UEG, Formosa, GO
nieldiasguto @gmail.com

Josimar da Silva Rocha
Universidade Tecnolégica Federal do Parana - UTFPR, Cornélio Procépio, PR
jrocha@utfpr.edu.br

Resumo: Neste trabalho definimos Poligonos Mégicos P(n, k) e Poligonos Mégicos Degenerados D(n, k) e suas
principais propriedades, tais como a soma magica e o valor que corresponde ao vértice raiz. Discutiremos também
a existéncia de poligonos mégicos P(n, k) e poligonos mégicos degenerados D(n, k) para determinados valores de n e k.
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1 Introducao

Quadrados Magicos que sao conhecidos desde tempos antigos em que povos de diferentes culturas tém atribuido,
muitas vezes, caracteristicas misticas [1, 2, 10]. Além de serem utilizados para fins recreativos, atualmente podemos
encontrar aplicagoes para quadrados magicos na Fisica, na Ciéncia da Computagdao, no Processamento de Imagem
e na Criptografia [4, 5, 8], dentre outras. Desta forma, tem sido desenvolvidos diversos métodos para construgao
de poligonos magicos satisfazendo diversas propriedades particulares e diversas generalizagoes tém sido apresentadas,
como podemos ver em [3, 7].

Observando que quadrados magicos de ordem 3 podem ser representados por pontos representados por vértices,
pontos médios e o centro geométrico de um quadrado, podemos observar em [6] uma extensdo da mesma idéia para
poligonos méagicos de ordem 3, onde algumas propriedades foram obtidas, bem como a condigao de existéncia para
tais poligonos, apresentando-se uma construgao para tais estruturas. No entanto, mesmo antes deste trabalho outras
tentativas de construgdo de estruturas semelhantes a quadrados mégicos foram propostas, como pode ser visto em [9].

No presente trabalho abordaremos uma generalizagido do trabalho apresentado em [6] e mostraremos que proprie-
dades validas para poligonos mégicos de determinada ordem podem nao ser validas para poligonos magicos de outras
ordens. Além disso, abordaremos um novo padrao de estrutura através de uma variagao do conceito de poligonos
magicos, o que chamaremos de poligonos magicos degenerados.

2 Poligonos Magicos P(n, k)

Um poligono maégico P(n,k) de n lados e de ordem k + 1, é formado por ’“27” + 1 pontos, constituidos pelos

vértices de g poligonos regulares de tamanhos variados com n lados e com lados correspondentes paralelos e centrados

num vértice raiz (ou central) e pontos de interse¢do de %” segmentos de reta com extremidades nos lados do poligono

maior e que interceptam este vértice raiz com os lados dos poligonos envolvidos de modo a particionar estes lados em

2 ~ / 2
k segmentos; os an + 1 pontos sao rotulados por niimeros de 1 a an + 1 de tal forma que a soma dos valores corres-
pondentes a k + 1 pontos sobre uma mesma aresta ou sobre os segmentos determinados pelos pontos diametralmente
opostos do poligono maior é um valor fixo, chamado de soma magica. Nas figuras 1 e 2 vemos exemplos de Poligonos

Mégicos P(4,4) e P(8,2), respectivamente.

Teorema 1. Num poligono mdgico P(n, k), temos as sequintes propriedades:



Figura 2: Exemplo de Poligono Magico P(8,2)
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(i) a soma mdgica é (k+ 1) ;

k2n+4 .
4

b

(i) o valor correspondente ao vértice raiz € ¢ =

(i1i) a soma S; dos valores que representam os j-ésimos pontos que particionam cada aresta no poligono mdgico
tomados no sentido hordrio, satisfazem
kn[k?*n + 4]

S = ——

Para o caso particular onde k = 2, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2. Ezxiste um poligono mdgico P(n,2) se, e somente se, n € par maior ou igual a 4.

3 Poligonos Magicos Degenerados D(n, k)

Um poligono mégico degenerado D(n, k), de n lados e de ordem k + 1, é formado por k?(n —2) + k + 1 pontos
rotulados por valores distintos do conjunto {1,2,---,k*(n — 2) + k + 1}, dos quais n sdo vértices de um poligono de
n lados, sendo um destes vértices o vértice raiz, pontos que dividem cada aresta deste poligono em k segmentos de
mesmo comprimento e pontos de intersecao de segmentos de retas com extremidades no vértice raiz e em pontos sobre
o poligono original que estao fora das arestas adjacentes ao vértice raiz com k — 1 poligonos regulares semelhantes ao
poligono original, com um de seus vértices no vértice raiz e outros dois vértices nos pontos que particionam a aresta
adjacente a este vértice no poligono original de tal forma a soma dos valores atribuidos a k+ 1 pontos que se encontram
nas arestas dos poligonos ou sobre os segmentos que partem do vértice raiz é constante, chamada de soma magica.
As Figuras 4, 5 e 6 ilustram a existéncia de poligonos méagicos degenerados.



Figura 5: Exemplo de Poligono Méagico Degenerado D(3,2)

Teorema 3. Um poligono mdgico degenerado D(n, k) possui as sequintes propriedades:

(i) a soma mdgica € (k + 1)w;

k2 (n—2)+k+2 .
)

(ii) o valor correspondente ao vértice raiz € ¢ = 5

(iii) a soma S; dos valores atribuidos aos i-ésimos pontos sobre as arestas na representacdo do poligono mdgico
degenerado, satisfazem

2(n —
Si:(n—Q)kk n—2)+k+2

Corolario 1. Se k e n sao numeros inteiros positivos, tais que k é impar e n € par, entdo nao eristem poligonos
mdgicos degenerados D(n, k).



4 Conclusao

Os Poligonos Mégicos P(n, 2) j& haviam sido estudados em [6] onde obteve-se condigoes necessérias e suficientes para

a existéncia de poligonos mégicos P(n, 2) tais como as apresentadas neste artigo. No entanto, ndo temos ainda condigoes
necessérias e suficientes para a existéncia de Poligonos Mégicos P(n, k) e para os Poligonos Magicos Degenerados
D(n, k) apresentados neste trabalho, para todos os valores de n e k, embora discutimos a ndo existéncia de exemplos
para n e k satisfazendo algumas condigoes. Desta forma, este tema constitui um campo fecundo para estudos futuros,
estando em aberto construgoes para determinadas classes de Poligonos Mégicos e Poligonos Mégicos Degenerados,
bem como a determinacao da quantidade de Poligonos Mégicos e Poligonos Magicos Degenerados nao isométricos,
para determinados valores de n e k.
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