
delle 
Sopra l'algebra 

funzioni permutabili di 2. specie. 

(Memoria postumc~ di GIUSEPPE LAURICELLA, t~ Calania.) 

1. Nella mia Nota: Sopra i nuclei reitcrali (~) ho stabilita la condi- 
zione necessaria e suffieiente affinch5 esista uua funzione (reale) simmetrica 
K ( x ,  y), ht eui reiterata d'ordine n, K ('') (x, y), sia uguale ad una funzione 
(reale) simmetrica data H(x ,  y); ossia la condizione necessaria e sufiieiente 
affinch~ sia risolubile (mediante funzioni reali) l 'equazione funzionale: 

K("' (x, V) = H V). (i) 

Nella medes ima Nota ho pure data la regola per scrivere la funzione 
(reale) pifi generale che soddisfa a questa equazione. Tale regola pub sostan- 
zialmente esprimersi dicendo che le funzioni simmetriche K ( x ,  y), le quali 
soddisfano all 'equazione (1), hanno per autovalori le radici n e~'° reali degli 
autovalori delia funzione H(x ,  y) e per eorrispondenti autofunzioni (norma- 
lizzate) combinazioni lineari omogenee (i cui coefficienti sono elementi di 
una sostituzione ortogolmle) delle corrispondenti autofunzioni (normalizzate) 
di H(x ,  y) appartenenti  ai corrispondenti au[ovalori, che sono uguali fra di 
loro. In questo modo per n dispari si ha una soluzione solamente, mentre 
per n pari, se gli autovalori di H(x ,  y) sono, come 5 necessario, tutti po- 
sitivi, si hanno inii[fite soluzioni, dovute alle infinite combinazioni dei segni 
~- e --, che possono essere assegnati alle radici n ~'~' .... aritmetiche degli au- 
tovalori di H(x ,  y). Importa osservare che queste intlnite soluzioni possono 
aggrupparsi in coppie di funzioni due a due uguali e di segno contrario. 

La questione cosi risoluta ~ analoga al problema della ricerca de]le ra- 
dici n °~''° reali (positive e negative) dei numeri  reali, ossia al problema della 

(~) Rendiconti della R, Acc, dei Li~cei, vol, XX, serie  5. a, 1. ° sere. anno 191[, pp. 885-896. 

40* 
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rieerea delle soluzioni regtli del l 'equazione binomia di grado n. In virth di 

tale analogia  ci si pub domandare  : es is teranno soluzioni non reali dell 'equa- 

zione (1) ? 

Qui mi propongo appunto  di d imost rare  ehe la condizione neeessaria  e 

sufficiente affinch~ la (1) ammet t a  soluzioni non reali, aventi  autofunzioni  

tu t te  reali (~:') (quelie corr ispondent i  a l l 'eventuale autovalore  ~ ~---~ incluse), 

quella s tessa r ichiesta per l 'esistenza di soluzioni reali, e che la regola per 

scrivere tut te  le possibili soluzioni reali e immaginar ie ,  ad autofunzioni  tu t te  

reali, del i 'equazione (1) ~ la natm'ale es tensione di quella t rovata  per il caso 

delle soluzioni ,'eali. Questa  regola generale pub sostanzia lmente  esprimersi  

dicendo che tut te  ]e soluzioni s immetriche (reali ed immaginarie)  dell 'equa- 

zione (1) hanno  })el" autovalor i  le radici n °~' .... (reali ed immaginarie)  degli 

autovalor i  della funzione H (x, y), e per corr ispondent i  au tofunzioni  (norma- 

lizzate) tut te  reali combinazioni  l ineari  omogenee (i cui coeflicienti sono ele- 

ment i  di una  sost i tuzione or togonale  ) delle autofunzioni  (normalizzate) di 

H(x, y) relative ai corr ispondent i  autovalori ,  che sono ugual i  fra di loro. 

In questo modo si hanno  sempre intinite soluzioni dell 'equazione (I), dovute 

alte eombinazioni  delle n differenti radici u *''''~ dei varii autovalor i  della fl.m- 

(~) Effettivamente esistono pure soluzioni delFequazione (l) aventi autofunzioni non reali, 
aventi cio~ autofunzioni di cui la parte reale e la parte immaginaria, prese separatamente, 
non sono antofunzioni della soluzione stessa. La loro considerazione non presenta pitt il van- 
taggio di usufruire delle eleganti proprietg~ delte funzioni ortogonali reali e dei nuclei aventi 
autohmzioni tutte rea|i. Basterh pensare che esistono dei nuclei simmetrici non aventi auto- 
funzioni tutte reali, i cui nuclei reiterati sono tutti ideuticamente nulli. 

Per darne un esempio semplieissimo, si considerino due funzioni reali ? (x), ~(x) del 
eampo a b normalizzate, cio~ tali ehe si abbia: 

si eostruisea il nueleo shnmetrieo: 

t 
7 Si ha, o, ~ iamente : 

K~(x, y) .... l ?(x)+i'b' (x)l l?(Y)+i~(Y)lji~I~(~)+i~b(~)l I ~(~)+i~(~)ld~O" 

Nel presente lavoro le autofunzionl saranno supposte sempre reali, a meno che in qualche 
ptmto non risulti il contrario o non si supponga esplicitamente il contrario. 
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zione H ( x ,  y) ; e queste  soluzioni possono sempre  aggruppars i  in sistemi di ~, 
funzioni eiascuno, aventi  la partieolarit 'a che le n funzioni di un  sistema si 
possono ot tenere  da una  qua lunque  di esse molt ipl icandola success ivamente  
pe r  le n radici n ~'~° dell'unit&. Un sis tema cosiffatto di soluzioni dell 'equa- 
zione (1) sara detto ciclico. 

Eviden temen te  il p rob tema  generale  cosi risoluto equivale al problema 
delia risoluzione generale  del l 'equazione b inomia  di grado n, e la propriet'g 
di cui godono te n funzioni  di un  s is tema ciclico di soluzioni dell 'equa- 
zione (1) ~ identica alia proprieth di cui godono le ~ soluzioni del l 'equazione 
b inomia  di grado n. 

2. Pifi in generale,  nell ' indirizzo delia teoria algebrica delle funzioni 
permutabi l i  istituita dal prof. VOf,TI~RnA (~) e u l t e r io rmente  sviluppata dal 
D." EvaNs (*~'), ei si pub propor re  la risoluzione, per  mezzo di funzioni 
K ( x ,  y ) ( n u c l e i ) ,  aventi  autof lmzioni  tut te  reali, de]] 'equazione funzionale 
di a a specie:  

~*o R,~ (x, v) + ~ ,  R,,_, (x, y) + . . .  + ~ , , _~  f ( , ,  y) + <, (x, :,j) - o, (e) 

dove, conformemente  alia notazione in t rodot ta  dal prof. VOLTERt(A (*~'*), S[ 
6 posto : 

L 'equazione (!) ~ stata r isoluta in un caso assai in teressante  dal prof. VO[,- 
TEm~:~ (****). Volendo approfondi re  ta quist ione generale  della, r isoluzione di 
questa  equazione nella sola ipotesi the  tut te  le funzioni t h e  en t rano  in con- 
s iderazione siano s immetr iche,  5 necessario,  secondo i[ concet to del I). ~ E w e s ,  
formulare  le operazioni  che in tendiamo sost i tuire  atle ordinar ie  operazioni 
dell 'algebra (%). A tal uopo faremo le seguenti  eonvenzioni :  

(~) Q~estio~ti ge~terali sulle equazioni integrali ed it~tegro-differenziali (Rendiconti delh~ 
R. Ace. dei Lincei, voL XtX, serie 5.% 1.o sere. 1910, pp. 169-180). 

(**) Sopra l'algebra delle fu~tzioni permutabili (Memorie della R. Acc. dei Lincei, serie 5.% 
vol. VIII, anne tgI1, pp. 7-~-0). 

(**~) 1. c., § 8. 
(~'~) Sopra le funzioni permutabili di 2.a specie e le equazioni integrali (Rend. delia 

R. Acc. dei Lincei, vol. XX, serie 5. a, 1. ° sere. i911, pp. 5~[-527). 
(%) G. C. EvAns, 1. c., § 1. 
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12 all 'addizione e sottrazione si sostituiscano rispettivamente le ordi- 
narie operazioni di addizione e sottrazione deUe funzioni; 

2. ° alla moltiplicazione si sostituisca Foperazione di composizione di 
~.'~ specie di VOLTERRA, espressa anatiticamente dalla (3), ed alia proprieth 
commutativa della moltiplicazione si sostituisca l 'al tra:  

ossia, secondo la nomenclatura del prof. VOLTEtiRA, la proprieth della per- 
mutabilith ; 

3. ° alla divisione si sostituisca la risoluzione dell 'equazione integrale 
di 1. ~1 specie a Iimiti costanti;  

$.o alla risoluzione dell'equazioJm binomia si sostituisca la risoluzione 

dell 'equazione (1). 
Osserviamo anzitutto che, in virtfl della, 1. a convenzione, alle espressioni 

che occorrer~ considerare sono applicabili tutte le proprieth dell 'addizione 
e della sottrazione; e si pub osservare, in particolare, c h e l a  moltipticazione 
di un numero iatero per una quantith costaute risulter~ qui sostituita dalla 
moltiplicazione di un numero intero per una funzione. 

In virtfl poi della 2. a convenzione, all ' innalzamento a potenza verrb~ so- 
stituita l 'operazione di reiterazione delle funzioni; e, conformemente alia se- 
conda parte di questa medesima convenzione, tutte le volte the per la riso- 
luzione di ua  problema avremo determinata mm certa funzione incogaita, 
la quale si ~ supposta permutabile con attre funzioni, occorrer£ verificare se 
essa soddisfa effettivamente alte presupposte condizioni d i  permutabilitK 

In causa della 3. ~ coavenzione, l 'operazione inversa della composizione 
non ~ sempre possibile; perch~ devono ogni volta essere verificate le con- 
dizioni necessarie e sufficienii per l 'esistenza delle soluzioni delle equazioni 
integrali di 1. ~ specie a limiti costanti (*). Quando queste condizioni sot~o 
verificate l 'operazione si pub sempre eseguire, ossia la fuuzione incognito 
pub sempre scriversi, mediante la regola indicata al § $ della mia Noia test5 

citata. 
Similmente non ~ sempre possibile eseguire l 'operazione da sostituire 

alla risoluzione de]le equazioui bioomie; perch,,  infatti, ogni volta deve essere 

(~) LAURICELLA, S~dla risoluzioue dell'equazione il~tegrale di l a specie (Relld. della. R. Acc. 
dei Li~cei, vol. XX, serie 5. a, 1. ° sere. i9! l, pp. 5o-8-536). 
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soddisfatta la condizione necessaria e sufficiente, accennata al numero pre- 
cedente, per l'esistenza di soluzioni dell 'equazione (1). 

Osserviamo ancora che, supposte verificate sempre le condizioni che 
hanno origine dalle quattro convenzioni test~ fatte, e supposto inoltre di so- 
stituire al sistema di soluzioni di un'equazione binomia, un qualunque si- 
sterna ciclico di soluzioni dell 'equazione (1), potrh realizzarsi un'algebra per- 
fettamente analoga all'algebra ordinaria. In particolare, per approfondire il 
problema della risoluzione dell 'equazione funzionale (2), potr'h applicarsi, 
senza modiilcazioni sostanziali, Ha teoria di GALOIS; e per effettuare la ri- 
soluzione della medesima equazione, nei casi in cui questa pu6 eseguirsi 
operando sulIe funzioni note ao (x, y), al (x, y),..., a, (x, y) mediante le 
quattro operazioni precedentemente formulate, potr5 simibnente applicarsi 
la teoria delle risolventi di LAORANGE. 

Naturalmente bisogner~t ogni volta, a calcoli compiuti, e possibilmente 
anche a priori, verificare se le condizioni di permutabilith e le condizioni 
richieste per eseguire le operazioni inverse indicate nelle convenzioni 3. ~ 
e $.a sono veriticate; oppure bisogner~t fissare ogni volta quali condizioni 
devono essere verificate in proposito dalle funzioni che nel problema con- 
siderato si suppongono note. Le condizioni che in tal modo vengono a tro- 
varsi per le funzioni note, o supposte tall, sono condizioni necessarie e suf- 
ficienti da aggiungersi a quetle che ta teoria di GALOlS suggerisce per la ri- 
solubilit& delle equazioui della forma (2) mediante le quattro operazioni 
elementari anzidette; e l'analisi per eseguire tall operazioni ~ da aggiungersi 
all'analisi c h e l a  teoria delle risolventi di LAGRANGE suggerisce per eseguire, 
nei casi in cui ~ possibile, ta risoluzione dell 'equazioue (°2-). 

Tutte queste considerazioni di indole generale saranno qui illustrate ri- 
solvendo l 'equazione (2) nei casi d i n  ~-~, 3. 

Noteremo in iine che i risultati qui contenuti, oltre che per le funzioni 
di due variabili indipendenti, valgouo senz'altro per le funzioni di un nu- 
mero pari qualsiasi di variabili indipendenti. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXI. 41 
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C A P I T O L 0  I. 

Equazioni integrali binomie. 

§1 .  

TEOREMI SUGL1 AUTOVALORI E SULLE AUTOFUNZIONI DEI NUCLEI REITERATL 

3. Sia  K ( x ,  y) u n  nuc l eo  s immet r i co ,  r ea le  o no,  def inl to  nel  c a m p o  

a b ~-- I a ~ x ~ b 1, e sia IC ") (x, y) il suo  r e i t e ra to  di o rd ine  n. Esis tano per  
ipotesi u n a  funzione ? (x) del campo a b e u n a  Costante ~ tale che sia : 

si avr~ allora : 
f 

b 
(x) = k K (x, y) ~ (y) d y ;  

? (~) = x ~' K'"' (x, v) ? (y) d y. 

4. Suppon iamo  che esistano u+u~ funzione ~ (x) nel campo a b e d  u n a  
costante reale ~. tale che sia : 

~, (x) = y.,,fb K ('~ (x, y) ~ (y) d y. 

I n d i c a t a  con  ~ u u a  gene r i ca  rad ice  n ~~+'" dell 'unifft  e p o s t o  con SCHMIDT ($) : 

6~ (~) 

r i su l t e r~  
n 

+ (x) = 2, ?, (~), (51 
1 

(*) Zur  Theorle tier linearen und  nichtlinearen lntegralgleichungen (Math. Annalen, 

B. LXIII, pp. 433-676). 
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b 
?, (a~) = s, ~. K (x, y) ?, (y) d y. (6) 

Osserv iamo che non  tu t te  le ?, (x) pos sono  essere iden t i camen te  nulle,  
in virtfi della (5); per  cui se ne conc lude  che esisleranno n funz ion i  % (x), 
?~ (x) , . . . ,  %, (x), non tulle idenlicamenle nuUe, che si possono esprimere me- 
diante la formola (~), le quali  sono soluzioni delle equazioni  (6), e sono legate 
alla funz ione  ~ (x) dalla relazione (5). 

.5. S i a n o :  g. u n a  (:ostante, ~ =]= 1 u n a  radice n ~'''" dell 'unit~,  t, u n  nu- 
mero  intero posi t ivo o hul lo n o n  super io re  ad r t - -  1, e ~, (x) u n a  funzione  
tale che si abb ia :  

~, (~) = :.~ :,. K (x, y) ~, (y) d y. (7) 

Vogl iamo d imos t ra re  che tra le diverse ?~ (x), corrispondenti  ai possibil i  
valori di t,, per  cui le corrisl)ondenti espressioni ~ s iano tulle differenti ira 
di loro, non esiste alcuna relazione lineare a coefficienti costanli. 

Infat t i  s iano t~, t~,..., t,. valor i  di t, tali t h e  ~',, ~'~,..., z'~ s iano h u m e r i  
tut t i  d i sugual i  e che, per  le co r r i sponden t i  ,% (x), ?~ (x), . . . ,  %.(x), si abbia  in 
tu t to  il campo  a b : 

a, ~, (x) ÷ a.  ,~ (x) ÷ . . .  + aj %. (x) = O, (8) 

con a , ,  a~,. . . ,  aj coefficienti  cos tan t i  diversi  da zero. Molt ipl ichiamo a m b o  
i m e m b r i  delia (7) per  a~ ~"-'-, facciamo success ivamente  z =  I, 2 , . . . ,  j ,  e 
s o m m i a m o  m e m b r o  a m e m b r o  le equazioni  che cosi si o t tengono.  T e n e n d o  
conto de l l ' equazione  ~"-~ 1, r i su l te rh :  

f b  j 
'~o a ,  ~'~-'o v,  (x) = 7 K (x, y) Xo a ,  ,~o (y) d y = ' 0 .  (8") 
i a i 

Simi lmente  si mol t ip l ich ino  a m b o  i m e m b r i  del la  (7) per  a ,  ~"<"-'~), si faccia 
success ivamente  z---- 1, 2 , . . . ,  j e poi si so mmi  m e m b r o  a membro .  Si o t ter r~:  

v ,  ao ~("-'o) ,% (x) - -  7 K (x, y) >:., , ~-"-'. ? ,  (y) d y = 0. (S") 
1 a 1 

Segu i t ando  sempre  nella s tessa  guisa,  si avrfi, in tu t to  il c ampo  a b :  

J J i 
'~'q e . ,  a~ ?, (o~) = o, 2o ao ~"-'~ ,~o (~) = 0 , . . . ,  I:o . o  ~"- ' )  ~''-'o' ~.  (o~) = o. 
1 l 1 

(s") 
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II valore del de t e rminan te  dei coefficienti di questo s is tema di equazioni  

l ineari  omogenee  helle y~ (x), ~= (x) , . . . ,  y; (~) ~ uguale  a 

1 ° ° ° 1 

. . - t o  a'~-9 
¢~  ~ . , o  

~ ( " ' - t ° .  ) • . . g ~ ( " - ' j )  

, • • . . . .  o ° ° ° • ° ° ° • ° ° ° * • 

~ ( , i - 1 )  ( , , - q )  $ ( j - 1 )  ( . - t . . )  . . . $ ( J - D  ( n - t  t) 

(~ =I= s ) ;  

ed ~ diverso da zero;  quindi  dovr& aversi  in tut to il caInpo a b: 

,e, (x)  = ~ (~)  . . . . .  ~.; (x) = o ;  

e questo d imost ra  appunto  il t eo rema  enuneiato.  
Da questo t eo rema  r isul ta  come coro]lario che, se il nueleo K ( x ,  y) am- 

m e t t e  m, autofunzioni  l inearmente  indipendent i  corr ispondent i  a l l ' auto-  

valore ~,., m~ corr i spondent i  a l l 'autovalore ~,., m3 al l 'autovalore ~'°tJ.,..., m,, 
a l l 'autovalore ~"-' ~., queste  m~ ~- m~ q - .  • • ~ m,, autofunzioni  sa ranno linear- 

men te  indipendenti .  
6. Indichiamo con m il n u m e r o  delIe autofunzioni  del nucleo K ('~) (x, y) 

eorr i spondent i  al l 'autovalore /J.". Poich~, come fu osservato al n. ° 3, le 
m, --[- m~ q-  . . . .  t- m,, autofunzioni  l inearmente  indipendent i  del nucleo K (x, y), 
di eui ~ parola  nel eorotlario precedente ,  sono ancora  autofunzioni  del nucleo 

K (')(x, y), dovr'~ avers i :  

,m ~ m, -t- ,m~ ÷ .  • • ÷ m,,. (8 +) 

D'altra parte, indicando con +,(w), ~ ( x ) , . . . ,  ~,~(x) le anzidet te  m 
autofunzioni  di K ('~ (x, y), in virtfl del r isul tato al n. ° a,, si potr'h scr ivere :  

,~, (x)  = L % (x),  (t - 1, ° 2 , . . . ,  , 0 ,  (9) 
1 

e le %, (x) sa ranno  autofunzioni  del nucleo K ( x ,  y). corr ispondent i  agli au- 
tovalori  delia forma ~u., a lcune delle quali possono even tua lmente  essere 
iden t ieamente  nutle in tut to  il campo a b. N0tiamo ehe, essendo le ~n X n 
funzioni  9,, (x) autofunzioni  del nucleo K °° (x, y) corr i spondent i  al l 'aurora-  
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lore ~,.", non potranno essere tutte t inearmente indipendenti, ma dovranno 
essere legate da n ( n - - 1 )  relazioni lineari omogenee a eoefficienti eostanti 
e l inearmente indipendenti. Notiamo aneora the, all'infuori di queste rela- 
zioni, non potr/t sussisterne aleun'altra della medesima natura;  pereh~ altri- 
menti, in virt~ delle (9), te ~, (x), ~ (x),. . . ,  ~.~ (x) non sarebbero l inearmente 
indipendenti, eontrariamente all'ipotesi fatta. Quindi m e d  m solamente delle 
m X n funzioni ,~t~ (x) saranno l inearmente indipendenti;  e pereib sat'a: 

m ~ m~ -i- m~ -47" • • -4:- m,,. 

Questa e la (8*) ci d'anno t inatmente:  

m ----- m, -}- m= ÷ . . .  -I- m,,. 

Dalie (9) si possono poi ricavare le m funzioni ,ot, (x) che sono linea> 
mente indipendenti, espresse l inearmente ed omogeneamente per le m fun- 
ziorJi ~ (x). 

Riassumendo, si ha il seguente teorema:  S i a  K (x, y) un  nuoleo (non 

neeessariamenle reMe), il quaIe abbia per  reiterate di ordine .n Ia funzione 

K (~) (x, y). Se K (') (x, y) ammette m auto funz ion i  l inearmente indipendent i  cor- 

r ispondenti  all 'autovMore ~.~ ed m solamenle, il nucleo K (x, y) aw'& m auto- 

funz ion i  l inearmente indipendent i  ed m solamente, eorrisl)ondenti complessi- 

vcamente c~gli n autovalori  ~ ~., ~ ~.,..., ~,, ~., essendo ~ ,  ~ , . . . ,  ~,~ le radici  n ~'~''' 

dell 'unit&; e viceversa. Le  m auto funz ion i  del nucleo K ( x ,  y) si esprimono 

linearmente ed omogeneamente mediante le m auto funz ioni  del nucleo K ('') (x, y). 
t~ ovvio c b e s e  le au to funz ion i  di K (') (x, y) sono normalizzate e le auto- 

funz ion i  di K (x, y) sono pure  normalizzate,  i eoefficienti delle espressioni li- 

neari, di cui ~ parola nel teorema precedente, costituiseono gli elementi di 
una  sostituzione lineare. 

7. Se 5̀ (x) g soluzione dell 'equazione: 

j b K y) `5 y = o ,  (lO) 

ovvero, come pub dirsi, se 5 (x) ~ autofunzione del nucleo K(x ,  y) corrispon- 
dente all 'autovalore ),----oc, sat'h: 

~b 

i (x, V) + (Y) a y = O. (10') 
a 
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Viceversa, indichiamo con 0 (x) una  soluzione del l 'equazione (10'), e for- 
miamo la ser ie :  

ib ,~b ! 0 (x), l~ (~, y) 0 (y) a u , . . . ,  I K~-"~ (~' y) 0 (y) c~y, 

• O, 
Indiehiamo con ~ (x) la pr ima di queste funzioni ehe non sia ident ieamente  

nul la  in tutto il eampo c~b. Questa funzione esister'~ eer tamente ,  perehg per 
lo meno eoineiderk con la 0 (w); e, come ~ ovvio, soddisferh al l 'equazione (10). 

8. Vogliamo ora d imost rare  ehe se i l  nucleo 

K (~, y) = K' (x, y) -+- i K" (x, y) 

simmetrico,  se le soluzioni  dell 'equazione (10) sono tutte reali, nel senso cio~ 
ehe la parte reale e la parte immaginar ia  di una  qualsiasi soluzione 4 (x) 
del l 'equazione (10) sono separa tamente  ~ soluzioni della medes ima equazione,  
e se 0 (x) ~ una  generica soluzione dell 'equazione (10'), si  ~vr~ per  t --~ n - -  1, 

n - - ~  . . . .  , 1 : 

-I ~ ~:(~)(x, y) 0 (y) a y = O. 

Iafatti,  supposto : 

[~ K (~+', (x, y) 0 (y) d y = O, 
! 6b 

e posto : 

(~ K(" (x, y) 0 (y) a y = y (x) + i 4" (x) = 4 (x), (le) 

si avrh, in virt~h dell ' ipotesi fatta, 

.( j K y) (y) a K (x, y) 4' (v) a v = o, (x, 4" = o,- 
Cb . Cb 

ed a f o r t i o r i :  

t r +' -b I f  (') (x, y) +' (y) d y ~- 0, K (') (x, y) (y) d y = 0. (13) 

Da queste  risulta,  ia virtfi della supposia  s immetr ia  e della posizione (12), 

;f r b b K ( ' ) ( x , y ) O ( y ) , b ( x ) d x d y ~ - -  O(y) d y  K " ) ( x , y ) 4 ( x ) d x - ~ - - O ;  
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e per eonseguenza: 

~ +'(x)  l ~ d ~ =  o (~)~  a x ,  . o  (~) ( ~ ) a ~ = O .  

Per altro si ha, dalla (1~) e dalla prima delle (13): 

; ri ,¢' (x) ,~ ( . )  a ~ = K(" (~, y) 0 (y) (~) a ~ d y = 0 ,  

e quindi, tenuto conto delle (14,), si avr~: 

b d x  -b ~,' (x) l~d oe - -  O, ~" (w) = O, 

ossia : 

j *oK ~o (~, y) 0 (y) a a  = o, 

e. d. d. 

Questo risultato e quello del numero precedente ci d'hnno: se il nucleo 
K (ze, y) = K" (x, y) -~ i K "  (x, y) ~ simmelrico e se le soluzioni~ delI'equa- 
zione (10) sono tutte reaIi, net senso dianzi spiegato, queste soluzioni coinci- 
deranno con quelle dell'equazione (10'). 

TEOREMA GENERALE SUGLI SVILUPPI IN SERIE DI FUNZ[ONI ORTOGONALI. 

9. Sia : 
U~(w, y), U~(x, y ) , . . . ,  (15) 

una serie infinita di funzioni ortogonali reati in un campo piano tinito ~ di 
forma qualsiasi; siano eio~ U1 (x, y), U~ (x, y),.., funzioni sommabili insieme 
ai loro quadrati e ai loro prodotti due a due, tali ehe si abbia:  

t'~ I 1 p e r t L = v '  l (16) . U~(x, y) U~(x, y) d x g y =  0 per tJ.=l=v. 
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Sia ancora K (x, y ) =  K, (xi y ) +  i K~ (~, y ) u n a  funzione complessa del 
campo ¢r tale che le due funzioni K~ (x, y), K~ (x, y) siano nel campo ~ som- 
mabili insieme ai loro quadrati e insieme ai prodotti di ciascuna di esse per 
una qualunque delle U, (x, y). 

Posto : 

:¢,=( K~(x, y) U~(x, y) d x d y ,  

sar~ : 

K(x, y) V,(x, y) d x d y  ~ , + i ~ ,  

O__ . i K , ( x ,  Y)--X':~'U'(x'. 1 y) d x d y =  . i K , ( x , y )  d x d y - - ~ . , ~ , ,  

Dalle due ultime formole risulta intanto la convergenza delle due serie 
OO t~O 

v., ~ ,  Z, ~ ;  sicch~, posto : 
I 1 

si avr'~ c h e l a  serie : 

P 

f~, (x, u) - -  X, ~ u~ (x, v), 
1 

f, (~, u), f~(~, u ) , . . .  

convergente in ~edia neI campo ~. Allora, in virtfi del teorema di WEYL, 
sat&, possibile determinate (ed in infiniti modi) una serie di humeri, interi e 
positivi e crescenti indefinitamente, n~, n~,..., in modo chela serie : 

F~(x, y ) -=Z~,U~(x ,  y ) +  ~ ~.,U~(x, y ) + . . .  (t7) 
1 nl+l 

sia in tutto il campo z convergente uniformemente in generale. 
Cib premesso, si ponga.  

n~ q 

v~ (x, y) --- ~ 9, E (~, y), % (x, y) = y., v~ (~, y). 
u,r_l+ i i 
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Sarh, in virth della (16), 

l 15 ~,  v,(~, y) Vo(x, y ) ~ x d y = O ;  

e quindi : 

I I Jl : I j V, (x ,y )  d x d y - - - -  %+~ (x, y) - -  % (x, y) d x d y = ~+~ 

q+~ "-c ",/+~ 
= . ~  ~, ~ =  ~, ~ .  

c/-}-1 n~__l-{-i nV-{-I 

Da quest 'u|t ima uguaglianza risulta, avuto riguardo alia eouvergenza 
oo 

della serie E, ~ ,  c h e l a  serie: 
1 

% (~, y), ®,(x, y) , . . .  

convergente il~ media nel campo ~; quindi, in virt~l del teorema di ~¥EYL, 

potr~ determinarsi (ed in infiniti  modi) una serie di numeri,  iltteri positivi 
e crescenli indefinitamente, v:, v~_,..., in  modo che la serie: 

~'t V2 
F>(x, y)---  v ,  v, (x, y) + Z~ v~ (x, y) + . . . .  

1. rl-{-1 

= Z, ~, u,(x,  y ) ÷  ~, ~, V,(x,  y ) + . . .  
I nrl-~t 

sia in tutto il campo a convergente uniformemente in generale. 
In virtfi della dimostrata convergenza della serie (17) si avr5 a fortiori 

che la serie : 
Irl lZ'l " )~"2 

F, (x, y ) =  ~, ~, u, (x, y ) +  ~:< ~, ~], (x, y ) + . . .  (177 
nrl+l 

b in  tutto il campo z convergente uniformemente ' in, gel,erale; e quindi, in fine, 
che anche la serie : 

DY/ ~#Y'2 
F (x, y) --~ ~ a, 5~ (x, y) ~, v a~ U, (x, y) -~- . . .  (19) 

convergente uniformemente in  generale in tutto il campo ~. 
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10. Moltiplieando ambo i membri delte (17), (18) per U~(x, y) ed in- 
tegrando per serie, si h a :  

e quindi : 

f , I K~ (x, y) - -  F~ (~, Y) I U, (x, y) d x d y --~ O, 

f o l K s ( x ,  y) - -  F~ (x, y) i U~ (x, y) d x d y ----- O. 

Di qui risulta che, se la serie (15) ~ chiusa, si dovr~ avere : 

K~ (x, y) = tf, (x, y), K~ (x, y) ~--~ F~ (x, y);  

e quindi  ancora : 
K (x, ~) = F (x, y) 

in  tutto il campo z, eccettuati al pile i ~unl i  di un  insieme di misura  nulla. 
Supponiamo invece c h e l a  serie (15) non sia chiusa, ossia che esista una 

serie iinita o infinita (numerabile)(*) di funzioui ortogonali:  

0, (~, y), 0~ (~, y ) , . . .  

sommabili insieme ai loro prodotti con le U~ (x, y), tall che 

O¢ (x, y) V, (x, y) d x d y - - ~ O ,  (~__-_ 1, ~ , . . . ) .  

Poich~ le U~ (x, y) sono funzioni reali, lo stesso avverr~, o potr'h farsi 
in modo che avvenga, delle 0~ (x, y), 0~ ix, y ) , . . .  

Intanto perch~ sia:  
K (~, y) = F (x, y), (~0) 

necessario, in virtfi della (19), che si abbia:  

f~K(~v, y) 0~(x, y) d x d  ~-~0 ,  ( ~ = 1 ,  ~ , . . . ) ;  (21) Y 

(~) Cfr. la mia Nota: Sulla chiusurv~ dei sistemi di fu, nzioni ortogonali, ecc. (Rend. della 
R. Acc. dei Lincei, serie 5. a, t. XXI, I. ° sere. 1912). 



L a u r i c e l l a :  Sopra  l'algebra delle funz ion i  permutabi l i  di 2? specie. 331 

e quindi  : 

(~ = l, %...). J 

Viceversa, se la (21), e conseguentemente  anche le (~2), sono soddisfatte, 
sarh (*): 

K~ (~, y) = F, (x, y), K~ (x, y) = G (x, y); 

e quindi  sar~ veriiicata Ia (~0). 
Adunque  nel easo e h e l a  serie (15) non sia chiusa, eondizione necessaria 

e sufficiente affinch~ sia verifieata la (20) ~ e h e l a  funzione K (x, y) soddi- 
sfaceia axle condizioni (21). Riepi logando si ha il seguente t eo rema :  se Ia 

funzione K (x, y) ha la par le  reale e la 2ar te  i m m a g i n a r i a  separatame~de 

sommabil i ,  insieme ai  loro quadrat i  e insieme ai prodotti di ciascuna di esse 

per  una  quaIsiasi  delle U~ (x, y), in  tutto il eaml)o % e se, nel caso in  eui la 

serie (15) non ~ chiusa, soddis fa  inoltre, come ~ rteeessario, alle condizioni (21), 
sarO~ seml)re possibile, ed in inf ini t i  modi, determinate  una  serie di humeri ,  

interi posi t ivi  e crescenti indefinitamente n.,~, n~. , . . . ,  in  modo tale ehe si abbia : 

K (x, y) : V~ a, G (x, y ) ÷  Z, a, u~(~, y ) +  . . . .  

e e h e l a  serie al secondo membro sia in  tutlo il campo ~ convergente unifor- 
memente in generale. 

§ 3. 

SVILUPPO DI UN NUCLEO IN SERIE DELLE CORRISPONDENTI AUTOFUNZIONI. 

11. Premet t i amo il seguente  t eo rema :  se le due serie orlogonali del 

eampo a b : 

(~) Cfr, la mia citata Nota: Sopra i nuclei reiterati, § % 
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sono reali  e chiuse, let serie : 

(r, s = l, ~ , . . . )  (U~) 

sar~  .nel campo ~ -~- { a ~_ x - t  b, a ~ y ~_~ b } pure  ortogonale e chiusa. 

Infatti osserviamo anzitutto che si ha ovviamente:  

. ~ u, .~(x,  y) u,.,:(x, y) d x d y =  0 in tutti gli altri cask 

E con eib ~ dimostrata l'ortogonalit/t, della serie (~-~). 
Per di~mostrare poi ehe questa serie g ehiusa, baster~ dimostrare ehe 

qualunque funzione reale f ( x ,  y) sommabile insieme al suo quadrato hal 
eampo z, e sommabile n'et eampo a b rispetto ad y per ogni valore di x, e 
rispetto ad x per ogni valore di y, 13 quale soddisN alle infinite equazioni: 

l 
"b "b 

i f (~' y) u ,  (x, 9) ~ x ~ y = o, (r, s = 1, ~, . . . ) ,  (~5) 

identieamente nulla nel eampo ~, eselusi al pi~:t i pun[i di un insieme di 
misura piana nulla. 

Intanto, seritta la (~5) sotto la forma: 

'b "'b 

i %. (~) d ~j, f (~, y) 4~ (y) d y = o, (2~') 
Cb 

risulta, in virt5 della ehiusura della prima delle due serie (~3), 

t f (x, y) ~.. (y) d y = O, (s = l,  2 , . . . ) ,  
• Of,  

per tutti i valori di ~ d e l  eampo a b, eeeezione fatta 31 pi~ per i punti di 
un insieme di misura nutla; e quindi, in virtfl della ehiusura della seeonda 
della serie (_o.3), sar~ per eiaseuno dei dett[ valori di x :  

f ( x ,  9) = o, 

per tutti i valori di y nel campo a b, ogni volta eseluso al pifl un insieme 
di valori di m[sura nu[ta. Allora potremo serivere, per eiaseuno dei medesimi 
vatori di x :  

I , f ( x ,  y) d y = = 0 ;  
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e quindi  aneo ra :  

• 5 .  

x d y  --~0, 

e. d. d. 

1~. 8 ia  K (x, y) = K '  (x, y) + i K "  (x, y) u n a  f, ,~zio~e tale the K '  (x, y), 
K "  (x, y) s iauo sommabil i  insieme ai loro quadrat i  net campo 

z = l a ~ x ~ b ,  a ~ y ~ b  I ,  

ed ammetta  essa come auto funz ioni  gli elementi di due serie di fui tz ioni  orto- 
gonali  reali e chiuse, i corrispondenti  atdovalori  (dei quali  intendia~)w the 
eventualmente possa far  parte il valore ~ )  potendo essere in  tutto od in parte  
non reali. 

Siano : 
?, (~), q,, (v); > (~), +.~ ( y ) ; . . .  

le topple  di autofunzioni  eorr ispondent i  r i spet t ivamente  agli autovalori  finiti: 

ossia si abb ia :  

e siano : 

~ = ;~', q- i ),", , ),2 ----- ),'2 -q- i ),"~ , . . . , 

ob 

,% (x) = x,,j o I< (x, v) ~, (v) g ~, 

+,, (v) = x , , / ~ <  (*, v) % (x) a . .  
. / ( ~ ,  

t~ ( , ) ,  t~ ( , ) , . . .  ; ":, (y), ":2 ( v ) , . . .  

le eventuali  autofunzioni  corr ispondent i  al l 'autovalore ~c. ossia le eventuali  
funzioni per le quali si abbia :  

i ~ K (x, Y) t,, (x) d x = O, 

'*b 

t K i x ,  y ) % ( y ) d y = O ;  

ed inoltre siano le due ser ie :  

?, (x), % : ( x ) , . . . ,  t, (~), t_, ( ~ ) , . . .  

4,(y),  ~ '~ ( :2 , . . . ,  ~1 (y), ~ .~(v) , . . . ,  

confo rmemente  all ' ipotesi fatta sopra, ortogonali  e chiuse. 
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Posto : 

,,~, (x, v)  = v,, (x) +~, (v), 

o,,, (o~, y) = t, (x) +, (v), 

in r i f t6  del t eo rema  precedente,  le due serie:  

, ~  (x, v), u, ( , ,  v ) , . . .  ; o, ( <  v), o. (x~, v) , - - -  

insieme prese cos t i tu i ranno nel campo : una  serie or togonale  e chiusa, e 

sarh : 

j-b j ~ K ( x ,  y) O,,,(x, y) d x d y - - ~ O .  

Di qui avremo,  eonfo rmemente  al r isul tato del n. ° 10 (paragrafo prece- 

dente), che ~ sempre possibile ed iJ~ infiniti modi, determinate uno~ serie di 
humeri, interi positivi e crescenti indefinitamente, m~, m~,..., in modo ehe si 

abbia : 
.... % (x) +,, (y) ' ,, 

K (x, y) = X~ + X~ % (x) +~ (y) ÷ . . . ,  

e che lc~ serie al seco~do membro sia in tutto it campo ~ co,~vergente unifor- 

memente in  generale. 
13. Da questo  t eo rema  segue, come corollario: (~) due nuclei, che hanno 

re parli reaIi e re parl i  immaginarie  sommabili insieme ai loro quadrati  nel 
campo z, e che hanno i medesimi autovalori reali o complessi (l'autovalore 
eventualmente incluso), ai quali corrispondono come autofunzioni gli elementi 
di due medesime serie ortogonali reali e chiuse, coincido~w. 

Ci6 premesso,  sia: 

una  serie di costanti ,  a leuoe delle quali (ill numero  finit, o) possouo anehe 
oo 1 

eoincidere t ra  di loro, tale t he  la serie X,=-..--~=, sia convergente.  Alia ser ie ;q ,  
, ] Z , i  ° 



L a u r i c e l I a  : Sopra l'algebra delle funzioni  permutabili  di 2? specie. 335 

X~,... si faeeia corr ispondere  una  qualsiasi eoppia di funzioni ortogonali :  

~i (~), +1 (y); %. (~), +~ (v); . . .  (-06) 

Osserviamo ehe, in virtfi della supposta  eonvergenza  della serie ~' 1 

sa ranno  pure  eonvergent i  le due serie:  
t2 00  

t l^~t 

e quindi,  in vir[fi del t eorema dimostra to  al n. ° 9, abbiamo:  (~) si pub de- 
terminare, ed in  infiniti  modi, indipende~temente daIle (-06), una ser'W di humeri 
interi positivi e crescenti indefinitamenle m~, m ~ , . . . ,  i,~ modo tale che la 

sia in tutto il canwo z convergente uni[ormemente in generale; la funzione f (x, y), 
cos~ determinala, ha per coppie di autofunzioni ortogonali quelle della serie (_06) 
e per corrispondenti autovalori le )u, ;%0,... In forza poi del preeedente  teo- 
r ema  di unici th (a), r i su l ta  the  la funzione f ( x ,  y), cos~ determi~,ata, ~ la 
sola funzione (di cui la parle reale e la parle immaginar ia  siano sommabili 
nel campo z insieme ai loro quadrati), la quale abbia per col)pie di autofu~- 
zioni ortogonali, corrispondenti agli autovalori ;%, ;%,..., quelle della serie (-06), 
e per autofunzioni, corrispondenti all'autovalore ;~ ~ ~c, quelle delle eventuali 
due serie rispettiva~nente complen~entari alle due serie: 

~, (~), ?~ ( ~ ) , . . . ,  

+1 (x), +. ( ~ ) , .  . . 

§ 4 .  

R.ISOLUZI~ONE DELL'EQUAZIONE INTEGRALE B1NOMIA. 

l&. Sia ), ~--- ),' + i ?." autovalore  dei nucleo, in genera le  non simmeh' ico,  

K (x, y) = K' (~, y) + ~ K" (x, y); 

e siano ? (x), + (a~) due funzioni  reali e tall ehe si abbia :  
X ~b 

? ( ~ ) =  j a l(~ (ge, y) * (y) d y, '~ (x) = )~.j'ba K (y, ge) ? (y) d y. 
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Queste  u l t ime ei d imno o v v i a m e n t e :  

? (o~) = ~' I; '  (~, y) ~ (.v) a v - x" I~" (o~, y) ~ (v) a ~, 
~i  c6 j o~ 

o = z  K" (~, v) ,p (~) a y + x" K '  (x, y) ,~ (u) a ~, 

( ( + (x) = x' K '  (y, ~) ? (y) d y - "a" K "  (v, ~) ~ (y) a v, 
J f~ J 

(° f o=>, '  K"(y,  ~ ) ~ ( y ) a y + x "  bK',y,~ 0~)~(y)av; 

e quindi  aneora  per  ;~'=i= O, ;¢ =!~0: 

= K (o~, y ) + ( v ) d y ,  

), 1;' (v, o~) ? (v) d V, 

;t'- ~ ?"~ j 
,, (m) - {-, ~ K" (,a, *) ~ (v) d v ; 

per  ;~' = 0 : 

i "~ K' (x, v) + (y) d y = o, 

pet" X" = 0 : 

j.bo K" (~, y) + (y) a v = o, 

t 'b K ' ( y ,  . )  v (v) a v = o;  

t 'b K" (y, x) ~ (y) g y = 0. 

15. Sia % (x), % (x), . . .  ta serie ehiusa  delte au to funz ion i  or togonat i ,  
per  ipotesi  tu t te  reali, del nueleo  s immetr ieo  H(x, y) (quelle eo r r i sponden t i  
a l l ' eventuate  au tova lo re  ;<---=~ ine luse) ;  e s iano ~,,, ;~,. . .  i eo r r i sponden t i  
au tova lor i  tiniti, aleun[ dei quali,  in n u m e r o  finito, possano  anehe  essere ugual i  
fra di loro. S ia :  

K (x, y) = K'  (x, y) ÷ i K" (x, y) 

una  soluz[one,  reale o no, s immet r i ea  e con le au to funz ion i  tu t te  real[ (quelle 
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eo r r i sponden t i  a l t 'eventuale  au tova lore  ;~ = ~ incluse),  del t ' equazione : 

K,, (x, y) = H(x ,  y). (~7) 

La funzione  K ( x ,  y) ammetter 'a  come au tova lore  ,~, u n a  ahneno  delle n 
radici n ~~''"~ di ?,, (eft. n. ° 6, § 1); e per  eonseguenza ,  pos to :  

~ /? , , - -z , . ,= ,u . ,÷ ,y .  , ,  (/?,, -----p,, 

s a r anno  (err. n u m e r o  preeedente)  au tova lor i  di K ' ( x ,  y) le costant i  della 
o 

fo rma -~- ed au tovalor i  di K"  (x, y) le cos tant i  della forma - -  ,d__~_~.,, , siech~ 
Lu., y., 

le due  ser ie :  

convergent i ,  e quindi  dovr'h pure  essere convergente  la d o v l ' a l ] l l O  e s s e r e  

serie : 
1 

5:' 7 (  t 2s) 

Vieeversa ,  s u p p o n i a m o  che ques ta  serie sia convergente .  Si indi- 
chino con 

(x), 

le r, au to funz ion i  or togonal i  del nucleo  H(x ,  y), cor r i sponden t i  agli r, auto- 
vatori  ugual i  a ?,,: si indiehino epn 

~ o  1 C~o~ . . . C~2-, / 

C//-,~i ~-¢~ • • • @'-¢:0 

I}" " ~h e lement i  della pitk genera le  sos t i tuz ione  or togona le  di ordine  z, ossia il 
pitt genera le  s i s tema di h u m e r i  a,.~ tall che si abbia :  

e si ponga:  

'~ ---_I t per  r = s ,  

~a.,,.  a,~ t O per  r =[=s: 

i 
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Le ~, (x), ~. (x ) , . . .  eostituiranno un sistema di funzioni ortogonali; e, 
in virtfi del teorema (fl), si deve poter determinare, ed in infiniti modi, in- 
dipendentemente dalle ~,. (x), una serie di humeri interi, positivi e erescenti 
m,, m~, . . . ,  tali the la serie: 

1 

sia eonvergente nniformemente in generale nel solito eampo z; atlora la fun- 
zione K(x,  y), cosi determinata, avr'h per autoflmzioni le ,~, (x), ,~ ( x ) , . . . ,  
corrispondenti rispettivamente a gli autovalori reali o no: ~/L, ~/~-~,... 

Essendo n i valori di ~/)V,,, se 1 (il valore l =  ~ incluso) g il numero 
delle diverse ),~, le possibili serie di autovalori delle differenti funzioni K(x,  y) 
saranno l". Per ogni serie di possibili autovalori si avranno poi generalmente 
varii nuclei K(x,  Y), corrispondenti ai varii sistemi delle a,.~ ehe si possono 
considerare. E da osservare perb che non tutte ]e K (x, y) corrispondenti a due 
diversi sistemi dia,., saranno differenti tra di loro. fiosi, supposta seomposta 
la serie delle ;% in gruppi i cui elemeuti hanno tutti e soli il medesimo valore, 
nel caso, ad esempio, ia cui gti autowflori di K(x ,  y) si scelgono in modo 
che quelli corrispondenti agli elementi di uno dei detti gruppi abbiano lo 
stesso valore, si avr'~ sempre il medesimo nucleo K (x, y), qualunque sia il 
sistema delle a,.~; infatti, in questo caso, le autofunzioni di K(x,  y), relative 
ad un medesimo autovalore, sono sempre una combinazione lineare delle 
autofunzioni di H(x,  y) relative agli autovalori di uno stesso gruppo. Lo 
stesso non si pub ripetere negli altri casi; bench~ anche qui, in generale, il 
numero delle funzioni K(x,  y) distinte 6 inferiore all'ordine di arbitrarieth 
dei coefficienti a,.~. 

Comunque, poich6 tutti i nuclei K(x,  y), dati dalla fornmla (~9), hanno 
per autofunzioni le ,}~ (w), ~,,~ ( x ) , . . . ,  i loro nuclei reiterati di ordine n, mentre 
hanno per autovalori le L,  )~, , . . . ,  avranno per autofunzioni corrispondenti 
le +, (x), +~ ( x ) , . . . ,  e d  ancora, poich~ le ~(x), corrispondenti ad un eerto 
gruppo g di valori delle ~ ,  ~ . , . .  uguali tra di loro, sono espressioni li- 
neari omogenee delle %. (x) corrispondenti allo stesso gruppo g, i cui coeffi- 
eienti coincidono con gli elementi di una sostituzione ortogonale, ne segue, 
in ~,irt~t del teorema di unieith (~.), che tutti i nuclei reiterati di ordine n, 
dei nuclei dati dalla formola (19), coineideranno con H(x,  y). 

Per attro 6 evidente, in forza dei teoremi dei n? 6, 8 ed in forza ancora 
del teorema di unicit'h (~), the qualunque nuc]eo K(x ,  y), avente le autofun- 
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zioni tutte reali ed avente per reiterate di ordine n la funzione H ( x ,  y), deve 
essere ine]uso nella formola (~29). 

Riepilogando si ha:  eondizione .necessaria e sufficiente a~neh~ l'equazione 
integrale binomia (~7), nell'ipotesi the le autofunzioni  di H (oc, y) sialw tutte 
reali, sia risolubile mediante f~.tnzioJti simmetriche aventi le autofu~,zioui o f  
togonali tulle real.i, ~ ehe la serie (~8) sia eonvergente; quando questa co~di- 
zione ~ soddisfatta, si hanno infinite di tali 80tuzio*~i, tulle conten~te neIla 
for,~ula (0.9). 

1'6. 0sserviamo c h e s e  K(x ,  y) ~ una soluzione dell 'equazione (a_.7), ed 
z,,, -:~, . . . .  z,~ sono le radial n °°' .... dell 'unith diverse da 1, saranno pure solu- 
zione dell 'equazione (°2-7) le funzioni:  

~.~ K ( . ,  v ) ,  -:~ K (~, v ) , . . . ,  -:,, K ( . ,  y). 

0sserviamo aneora ehe, se questa operazione si ripete sopra una qua- 
lunque di queste funzioni, si ottiene sempre la medesima serie di soluzioni: 

K (x ,  v ) ,  ~ K (x ,  v )  , ~ K (x,  y )  , . . . , ~,, K (x ,  v )  

ordinata diversamente. 
Un sistema eosiffatto di soluzioni lo diremo ciclico. 
in  virtfi delle osservazioni preeedenti si ha ehe due soluzioni dell'equa- 

zione (27) aI)l)artenenti a due diversi sistemi ciclici non possono mai  essere 
uguali ; pereh~ altrimenti, operando su queste due soluzioni uguali nel mode 
anzidetto, si otterrebbe lo stesso sistema, eel quale dovrebbero allora cola- 
cidere i due sistemi cicliei supposti diversi. 

Osserviamo in line ehe le soluzioni dell'equazioue (~7), date dalla for- 
~,tola. (O~9), possono scindersi in sistemi ciclici d.i n soluzioni ciascuuo, i quail 
eostituiranno tutte le possibili soluzioni dell 'equazione (~7) aventi autofun- 
zioni tutte reaIi. 
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C A P I T O L O  lI. 

Equazioni integrali di secondo e di terzo grado. 

§ 5 .  

TEOREM[ SULLA PERMUTABtLI.T~,. 

17. R a m m e n d a m o  anzituLLo (*) che  se le fnnzioni p (x, y), q (x, y) sono 
permutabili, sctranno permutabiIi le loro reiterate p("),(x, y), q~") (x, y) ;  ossia 

se si ha: 
b ~ (x, y) = ~2 i~(x, y), 

si aw~& : 
io(,~) ~(',) (x, y) = ~(") ~("') (x, y). 

Osse rv i amo  poi che se le fto~zioni p (x, y), q (x, y) souo permutabili, varr~ 
la formola analoga ct queUa del binomio di Newton: 

I p (x, y) + q (x, y) 
(3o) 

+ ~ ~("'-~,~ (x, y) + . . .  + d '') (x, y), 

e l 'a l t ra  : 

f :  i p("-" (x, .~)-[-,i£'-~) ~ (x, "~)-~- j~('-~) (j~'~) (x, "t,)-~. . .~-q~"-') (x, y) l t 
, , (31) 

ttp (.,~, y) - -  q (-,~, y ) la -~  =p~,,~ (x, y ) - -  ~") (x, y). ] 

R a m m e n t i a m o  a n c o r a  (**) t h e  condizione neeessaria e sufficiente a, ffinch~ 
due fttnzioni simmetriche p (x, y), q (x, y) siano permutabiti ~ ehela fienzione : 

"b 

f(.~, y) = .[,P (x, -,,) q (-~,, y) d .,~ 

(~) VOLTERRA, Qt t e s t i o l t i  g e n e r a l i  . , . (l, e.). 
(**) L,CUR~CELLA, S o p r c t  le f ~ n z i o n i  p e r m u t a b i l i  d i  2 .  a s p e c i e  (Rendiconti della R. Aeca- 

demia dei Liueei, vol. XXII, serie 5. a, 12 sere. anno 1913, pp. 3363~6). 
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risulti  simmetrica ; ovvero : condizione necessaria e sufficiente affinch~ due fun- 
ziorti simmetriche 1)(x, y), q (x, y) sic~no permufabil i  ~ che esista4w qu(dtro 
funzioni  p'  (x, y), p" (x, y), q' (x, y), q" (x, y) tali the p" (x, y), q" (,% y) ab- 
biceno le stesse autofunzioni,  p'  (x, y) sia ortogoncde a p" (x, y), q" (x, y) a 
q" (x, y), q' (x, y) ~ q" (x, y), q' (x, y) ~ p" (x, ~), ~," (x, y) c~ q" (x, y), ~ t~ti 
ctncora che sia : 

p (x, y) = Z)' (x, y) + p "  (x, y), 

q (x, y) --~ q' (a~, y) ~I- ~/" (x, y). 

Le autofu~tzimd di f (x, y ) s o n o  quelIe comu~.d c~ p'(x ,  y), q' (x, y). 
Questo teorema equivale angora a ques t ' a l t ro :  condizione necessaria c 

s~efficiente affinch6 due funzioni  simmetriche 1) (x, Y), q (x, y) sic~o permutabili  
che esistc~ una serie .q di f u~z io , i  ortogoncdi contenente le ctutofunzioni di 

p (x, y) e di q (x, y). Le autofunziol~i di f ( x ,  y )sono quelle comuni c~ p (x, y), 
q (x, y). 

18. Converrh r ammenta re  pure  il seguente proeedimento  atto a deter- 
minare  una  serie f~ e quindi  anehe te funzi(mi 1/(x,  y), 1)" (x, y), q'(x,  y), 
q" (x, y). 

Si indiehi con f ( x ,  y) il r isultato della eomposizione d[ p (x ,  y) e di 
q (x, y), con P "  l ' insieme delle autofunzioni  ?). (x) d[ 1)(x, y) tall ehe 

t "b f (x, y) ?~ (x) d x = o, 

con u" i[ eorr ispondente  insieme di autovalori ,  con Q" l ' insieme delle auto- 
funzioni 5,, (x) di q (x, y) tall ehe 

"b 

t f(x, y) ,b(x)clx=o,  
, ,  C ,  

con X"  il corr i spoudente  insieme di autovalori .  Si formino due funzioni sim- 
metr iehe aventi  r i spet t ivamente  una  per autofunzioni  le funzioni  dell'in- 
sieme P" e per eorr ispondent i  autovalori  quelli dell ' insieme n ' ,  un 'a l t ra  pet' 
autofunzioni  le funzioni  dell ' insieme Q" e per eorr ispondent i  autovalori  quelli 
dell ' insieme X ' .  Le funzioni,  eosi formaLe, sono appunto  It riehieste funzioni 
~/' (x, y), q" ix, y). 

Siano (?, (x), % (x ) , . . .  le autofunz[oni  d i p  (x, y) non eomuni  a 1/" (x, y), 
e p , ,  17~,... i eorr ispondent i  autovalor i ;  e siano ~ ( x ) ,  '),(x) . . . .  It auto- 
funzioni  di q(x ,  y) non eomuni  a q ' (x ,  y), e q,, q~,. . ,  i corr ispondent i  au- 
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tovalori. Supponiamo,  in generale,  ehe sia:  

! 

P~ =--P~ . . . . .  P,, =1) 1 , 

qi ~-- q2 . . . . .  q,q ~ q'l 

e poniamo : 

H, (x, y) = ll), -, ~ ?, (x) ?:,.(y), 

T t I >2:,. +~ (~) +,,,, (v), 1(~ (x, y) = q. , 

o .  . ~  

H, K~ (x, y) = f~ (~, y). 

Pq+t = i),,+~ . . . .  - -  p,~+~: ~ 1  ) ~, • . . ,  

l-i t~q-tz 
H~ ( , ,  V) p ~ ,Y.+; ?, (~) ?~ (V), . . . ; 

_ ~, + (~) +,, (y) ; Ko (x, y) = q .~ ~,+t 

12insieme F detle autofunzioni  di tut te  le diverse /%(x, y) ~ appun to  
l ' insieme delle autofunzioni  eomuni  a 1)(x, y) e a q (x, y), ovvero l ' insieme 

delle autofunzioni  appar tenent i  ai tre nue]ei  p' (x ,  y), q' (x, y), f (x ,  y) ;  e 

si avr'a : 

§ 6 .  

R[SOLUZIONE DELL~EQUAZ1ONE INTEGI/ALE DI ~.o GIIAI)O. 

19. Proponiamoci  di r isolvere l 'equazione integrale di ~.o g r ado :  

K(~-'(x, v ) + b R ( x ,  y ) + ~ ( ~ ,  y ) = o ,  (3~) 

mediante  nuetei s immetriei  K(x ,  y) aventi  autofunzioni  tutte reati, nell'ipo- 
tesi ehe p (x, y) e q (x, y) siano fttnzioni simmelriehe ad autofumzioni tutte 
reali. 

Supposta  t 'esistenza di una soluzio:m K, (x, y) s immetr ica  detl 'equa- 

zione (32), ossia se si h a :  

K 7  ( <  y ) ÷ ~ ;  R,  (~, y) + ~ (x, v) = o ,  (3~') 
si aw'h. : 

t5 & (x, y) . . . . .  K ~  , (~, y) - -  ~ (x, y) = f ( x ,  y), 
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con f ( x ,  y) funzione simmetriea come te funzioni K(~ ) (x, y) e q (x, y) e h e l a  
eompongono,  quindi  si ha :  qualunque soluzim,te simmetrica, dell'equazione (3~) 

permutabile con let funzione p (x, y). 
In virt~ della dimostrata  permutabil i th di p (x, y) e di K, (x, y), segue 

ehe p (x, y) g permutabi le  con ]a funzione 

q (x,  y) = - -  IC~ ) (x,  y) - - i )  1~, (x, y), 

ossia se l' effuazione (3~') ammette una soIuzio~e simmetricct, p (x, y) e q (x, y) 
sono permutc~bili. 

Notiamo aneora ehe se l'equazione (3~2 ') atom erle una, soIuzione K~ (x,, y), 
ammetterit pure l'altra soluzione: 

K. (x, y) = - p  (x, y ) -  K~ (x, y). i33) 
Infatti si h a :  

K(~)(x, y )+ i~) i : , (x ,  y ) + q ( ~ ,  y) K ,~ (x ,  y ) + u ~ ) R ~ ( ~ ,  y) - , - ,  (: (.% y) 

Due soluzioni cosiffatte hT, (x, y), K., ix, y) del l 'equazione (32) saranno 
dette eiclich.e. 

]~ evidente, in virtfi della permutabi l i th  di K, (x, y) e di I) ( x, Y), ehe d~e 
soIuzioni cicliche I~2~ (x, y), I~  (x, y) dell'equazio~e (32) sono permutabili  fra 
di loro. 

0sserviamo poi c h e s e  K~ (x, y), K~ (x, y) sono soluzioni cicliehe dell' equc~- 
zione (32), si ha:  

K~ I ~  (x, y)  = q (x, y). ( ~ )  

Infatti, valendosi  della (32'), si o t t iene :  

. . . .  ; I I sq It,, (x, y) . . . .  K, (x, .,,) p (.~, y) ÷ K, (.~,, y) (z .~, = - -  

- -  K(~" (x, y) - - /~  1(', (x, y) .... q (x, y), 

e. d. d. 

Osserviamo iufine ehe, se s[ suppone ehe le funzion[ s imme[riche p (x, y) 
e Ks (x, y) sia~o nuclei ad a.utofunzioni tutte reali, ill virt~t della Ioro per- 



3 ~  L a u r i e e l l a :  Sopra  l'algebra delle funz ioni  permutabi l i  di 2." specie. 

mutabilit'5, esisterh una  serie ~-~ di funzioni ortogonati  tutte reali, eontenente  
le autofunzioni  di p (x, y) e di K~ (x, y); ed allora, in forza della i33), la 
serie ,q eonterr~ pure le autofunzioni di h:~ (~, y), ed in forza della (34~) eon- 
terr~ aneora quelle della funzione q (w, y). Adunque  si ha : per  ogni sistema 
ciclico K,  (x, y), I(~ (x, y) di so~uzioni deU'effuazione (32) esiste un  sistemc~ n 
(atmeno) di  funzion, i ortogoncdi, contenente le auto fu~zioni  d i p  (x, y), q (~, y), 

"[~-1 (X, y), ~-2 (~', Y)* 
20. Volendo ora risolvere l 'equazione (32) col metodo di LAGII.'tNGE, 

dovremo eercare di esprimere la differenza I(~ (x, y) - -  K~ ( x, y) di due solu- 
zioni cicliche mediante  gli e lementi  noti p (x, y), q (x, y). 

A tale uopo not iamo anzitutto che si ha, in forza delle (33), (3z~), 

2 

(35) 

e ehe le au tohmzioni  del l 'espress ione:  

y) = y) - ¢ q (x,  .v), 

che potremo chiamare discr iminatde  del[ 'equazione (32), sono contenute  cer- 
t amente  nella serie f~; e poich~ t 'espressione K~ (x, y ) -  K~ (x, y) ~ una  so- 
luzione ad autofunzion[ tutte reali del l 'equazione binomia di 2. ° grado (35), 
indicando con &,  A~,... la serie degli autovalori  del diseriminante ~ (x, y), 

1 
risulta dalla teoria delle equazioni integrali b[nomie ehe la, serie ~' 

I A,I 
deve essere converge~#e. 

Da eib che precede si pub concludere:  se l'equa.zione (32)," nella quale 
p ix, y) e q ix, y) sono funz ion i  simmetriche aventi  le c~utofunzioni reali, am- 
melte u.n(~ soluzione simmelrica, ad auto funz ioni  reali, le fu~z ioni  p (x, y) e 

1 , formata  con gli autova- q (x, y) devono essere permutabiI i  e la serie Y-~I~I, 

lori del d iscr iminante  p("-) (x, y) - -  ~ q (x, y), deve essere convergente. 
21. Vieeversa, si suppo~,gc~ che p (x, y) e q (x, y) s iano permutabi l i  e che 

la serie ~., ~ , fbrma, ta, con gli  a utovalori del d i ser imina  nte p ~) (x, y ) - -  ~ q ( x,  Y J, 

s ia convergente. 
Osserviamo anzitutto ehe, essendo p (x, y) e q (x, y) funzioni permuta- 

bill, esisterh una  serie -Q di funzioni ortogonali  eontenente  le autofunzioni 
di p (x, y) e di q (x, y); siech~ le autofunzioni di p~ (x, y) - -  4~ q (x, y) saranno 
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l 
pure contenute  in n; e poieh6 la serie E~ ] ,T2-~. I 6 eoavergente ,  l 'equazione bi- 

nomia  : 
H(" (x, V) = P(" (0~, V) - -  ~ q (~, V) (aS') 

ammetter~t iniinite soluzioni aventi  le stesse autofunzioni  de] diser iminante  
a (x, y), ossia aventi le autofunzioni  eontenute  in -q. Indieando con H(oc, y) 
una  quatsiasi di tali soluzioni, e ponendo:  

K, (x, y) ÷ G (x, y) = - p (x y), 

K, (., y) -- K~ (x, y) = H ( .  y), 
risulter'a : 

K, (x, y) = - p (x, y) ÷ ~ (x, y). 

e lc~ fe~nzione K,  (x, y), cos] determinata ,  soddisferg~ ef/ettivamente all'eq~a- 
zione (3~). 

Infatti  ie hmzioni  p (x, y), H ( x ,  y) sono permutabil i ,  per it fatto d ie  le 
loro autofunzioni  sono contenut.e nella medes ima serie D.; e quindi,  tenendo 
conto delia (35% si avrfi: 

• . l i (x, y) 4 7 H ( x ,  y) 47 I<~"-' (x, y) 47 ;l'J I<, (x, y) 47 q (x, y) = v- i - -  p 

' i  I ÷ w b  -p(~ ,  y)47 fi(x, y) 47q(a~, y ) =  

1 1 
It (~, (x, y) - - -~- i , /S ix ,  y) ~ S '  (x, y) 47 =- /T  p{~, (a~, Y ) 4 7 T  . - - T  

q_ 1 . . /~(x,  y) 47q (x, y) - q p  = 

1 (x, y) --p{~) (x, y) -~ ~ q (x y) { =  0, = - ~ 1  

e. d. d. 

Riepi logando si ha. dunque :  eondizione neeessaria e su/ficiente a.ffineh~ 
l 'equazione (32) ammet ta  soluzioni ad auto funz ioui  tutte reali ~ el~e le fuJ~zioni 

l 
p (x, y), q (x, y) sit, no permutabi l i  e the la serie E~, ~7~,~' formata  con gli au- 

tovalori A,, & , .  . .  gel suo diser iminante  p("-) (x, y) - -  ~ q (x, y), sia eonvergeJde. 
Le infinite soluzioni ad auto funz ioni  tutte recdi dell 'equazione (32)possono ag- 
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grupparsi in coppie di soluziorti cicliehe. Per ogni coppia di soluzioni cicliche 
dell'equazione (3o~) esiste un sistema almeno di funzioni ortogonali contenente 
le autofunzioni di questa coppia di soluzioni, d i p  (x, y) e di q (x, y). 

Da eib ehe precede si ha aneora: date ad arbitrio due funzioni simme- 
triche ad autofunzioni tutte reali p (x, y), q (x, y), condizione necessaria e suf- 
fieiente affinch~ esistano due funzioni simmetriche ad autofunzioni tutte reali, 
che abbiano per somma p (x, y) e per risultato della loro eomposizione q (x, y), 

the le funzioni p (x, y), q (x, y) siano permutabili e c h e l a  serie deUe in- 
verse dei moduli degli autovalori del diseriminante p(~) (x, y ) -  ~ q (x, y) sia 
convergente. Quando queste condizioni sono soddisfatte, esistono infinite coppie 

di funzioni cosiffatte. 
22. Mostriamo ora come si pub proeedere alla formazione delle auto- 

funzioni e dei corrispondenti autovalori delle soluzioni dell 'equazione (32). 
Si appliehi alle funzionip (x, y), q (x, y) il metodo rammentato al n o 18 

(§ 5) per la rieerea di una serie .Q di funzioni ortogonali eontenente tulle 
e sole le autofunzioni di p ( y  x) e di q (x, y); e sia: 

(x, y), (x, (36) 

una tale serie. Indiehiamo con p, ,  p~ , . . ,  ta eorrispondente serie di autova- 
lori della hmzione p (x, y), e con ql, q~ , . . ,  la eorrispondente serie di auto- 
valori detla hmzione q (x, y), con l 'avvertenza the aleune delle p,. e aleune 
delle q., possono essere infinite, senza ehe ei6 possa mai avvenire eontempo- 
raneamente  per una po. e una p~ aventi indiei uguali. Allora il diseriminante 
A (x, y ) =  p(-~)(x, y ) -  4 q (x, y )avra  per autofunzioni le funzioni della serie 

(36) e per autovalori rispettivamente: 

t I 

P~ q~ P~ q~. 

sieehb qualunque funzione avente per autofunzioni le funzioui della serie (36) 

e per autovalori rispettivamente: 

2 
, , . . .  (37) 

sartt soluzione dell 'equazione (3~). 
• Le iniinite soluzioni simmetriche ad autovalori tutti reali dell 'equazione (3~) 
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si otterranno eonsiderando i varii sistemi a di funzioni ortogonali, ehe il 
metodo rammentato ei dar'a, e eombinando in tutti i modi possibiti, per ognuno 
di tali sistemi, le eoppie di autovalori della serie (37). 

§ 7 .  

I°tISOLUZIONE 'DELL'EQUAZIONE INTEGIIALE DI 3. ° GtlADO. 

0_3. Passiamo ora alia risoluzione dell'equazione integrale di 3. ° grado 
e, pet" semplieith, si eonsideri l 'equazione: 

K' ~) (x, y) + b ii ~ (~, v) + q (x, v) = o, (3s) 

nella quale le funzioni p (x, y), q (x, y) siano simmetriehe e a d  autofunzioni 
tutte reali. 

Anzitutto si pub osservare, anehe qui, the qualunque soluzim~e simme- 
trica K, (x, y) deIl'effuazione (38) ~ permutabile con Ic~ funzione p (x, y); e 
quindi aneora ehe se l'equazione (38) ammette u~a soluzione simmetrica, le 
f~nzioni p (x, y) e q (x, y) devono essere permutabili. 

Cib premesso, sia K1 (x, y) una soluzione simmetrica dell'equazione (38), 
e sia K~ (x, y) una soluzione simmetriea dell'equazione di 0..0 grado: 

. . . .  

K(:, (x, y) + K, K(~ ,  v) + p (~, v ) +  :rc~, ( . ,  y) = o. (39) 

La funzione K~ (x, y) sarh eertamente permutabile con K~ (x, y); e per 
conseguenza, in virtfi della (39) stessa, permutabile con p (x, y); di modo 
che si pub serivere: 

0 :  1 i ~ - -  i~>~ I [1(_'-(~ ~ (x, y)-}- 1~'1K~ (x, y)-~-', ~i (x, y)-+- 1~'(~)(x, y ) 1 1 =  
/ 

= K(~, (x, y) + i) i/', (~, y) + q (x, y) - 

dalla quale risul{a, che la flmzione K: (x, y) veriiica l'equazione (38). 
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Siano K~ (x, y), K~ (x, y) soluzioni cietiehe dell 'equazione di ~.o grade (39); 
allora saranno soluzioni dell 'equazione (38) le funzioni K, (x, y), K~ (x, y), 
K~ (x, y), le quail saranno ancora due a due permutabili ; e, in virt,5 della (39), 
st avr5 : 

~(~ (x, y) ÷ K.~ (x, y) ÷ K, (x, y) = 0, t 
(~0) ? 

ii~ R, (x, y) = p (x, y) ÷ K(~' (x, y) ; 
e quindi : 

Tre soluzioni cosiffatte K, (x, y), K,~ (x, y), K~ (x, y) de 1 equazmne (~8) 
si diranno soluzioni cieliohe. 

Osserviamo the, ill virt~ della teoria dell'equazione integrale di ~.o grade, 
esisterh un sistema ~ di funzioni ortogonali contenente le autofunzioni di 
K, (x, y), K~ (x, y), K~ (x, y) e d i p  (x, y) ÷ If(l ) (x, y); sicchb, il sistema a 
conterrb, certamente le autofunzioni di 

p (x, y) = - ~'~)(x ,  y)  - R ,  R ,  (x, ~) - -  K(~' (x, v ) ,  

e conseguentemenie conterr5 pure le autofunzioni di 

g (x, y) . . . .  ;~(:) (x, v) - - p  R, (~, V)- 

Aduuque se l' equazione (38) ammette un sistema di soluzioni cicliche 1~7~ (x, y), 
I~  (x, y), K~ (x, y), esister~ un sistemc~ (-). (almeno) di funzioni  ortogoncdi con- 
tenente le autofunzioni  di p (x, y), q (x, y), K~ (x, y), K~ (x, y), K~ (x, y). 

2~. Volendo risolvere l 'equazione integrale (38) valendosi del metodo 
di LAORANOE, indichiamo coTl ~ una radice cubica primitiwt dell'uniff~, e cer- 
chiamo di esprimere le funzioni: 

H, (o~, y) = t,', (x, y) + . :  ;<  (<  v) + ~,-' 1(~ (~, u), 

mediante gli elementi analitici relativi atle funzioni note p (x, y), q (x, y). 
A tal uopo si osservi che le funzioni Hi (x, y), H., (x, y) sono permutabili 

e the, facendo use delle (~0), (~1) ed eseguendo ealeoli perfettamente ana- 
loghi a quelli noti dell'algebra, si ottiene: 

1t(~ , (x, y) ÷ H(~' (x, y) = - -  ~7 q (x, y), ('+3) 

9~ :L (*, y) = - 3 p (a,, ,j) ; (¢~) 
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e per  e o n s e g u e n z a :  

k/(~' JT(:' (a~, y)  = - -  e7 p(~' (x, y). 

Si osservi aneora  e h e l a  serie -q eontiene,  in virt6 delle (4~), le auto- 
funzioni di H, (x, y) e di H.  (x, y); sieeh6 te funzioni H(~, ) (x, y), tt(~ ~ (x, y) 
eosti tuiseono, in forza delte (~3), (~$)', ula sistema di soluzioni eicliehe deI- 
l 'equazione di o_2 grado (risolvente di Lagrange): 

Z ('-' (x, y) + 27 ~ 2 (~c, y) - -  ~.7 p(" (x, y) ----- 0. 

~,o. Ci6 posto, indiehiamo con 

a - -  ~,, (x), o,.., ( ~ ) , . . .  

una  serie di funzioni ortogonali  eontenente  tutte e sole le autofunzioni  di 
p (x, v), q (x, y), K, (x, y), K~ (x, y), K~ (x y), e con 

_•01 } ~02 ~ • . • 

q,, q~, . . - ,  

k',, /¢0 , . . . ,  

k",, k"o., . . . ,  
l g "  1 ~ I g "  2 ~ . . . 

le eorr ispondent i  serie di atttofunzioni, potendo aleune di queste autofunzioni  
essere infinite. 

In virttt delle (4~2), te funzioni  H, (x, y), /-L, (x, y) avranno  per autoflm- 
zioni le funzioni della serie a;  sieehg, indieando con 

,i h"~, h ,~,... 

le eorr ispondent i  serie di autovalori  e t enendo  conto delle (~5), (~4,) e delle 
(40), (~2), r isultera:  

3j 

'i ~j~, - ~ - T -  ~ f + ~ -  , 

t 1 1 
h ,  h', ~ - - t  . . . . .  
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e quindi  : 

1 2 1 ± 1 1 1 __, / , ,1  , 1 
~---+- V ~ q, :i~q~ T ~7 p~ 

I I ÷ t[:,__~ ~ _ _  /1  1 
- + p , `  

1 1 1 + ~- + ~ ,  
:~i p; 

1 ! 1 ± 1 
i,,, - ~ q ,  ~ - 7 ~ - +  ~ - -  ~7~, + ~ ~T p~ 

(~;) 

In queste formole i segni ± ,  ~_ s tanno ad indic~tre ehe se il pr imo ter- 
mine si fa precedere  dal s e g n o - ~ ,  il seeondo dovr'~ farsi preeedere  dal 

1 1 
segno -- ,  e vieeversa;  i segni -~ , -:-~ s tanno poi ad indicate  ehe, se nel- 

l 
l 'espressione primo o,~ ~, il di k,: il termine si t'tt preeedere  da uno dei segni l, 

seeondo termine dovrh farsi preeedere  r ispet t ivamente  da uno dei segn[ 1,-~, ~, 
1 

il primo termine del l 'espressione di ~ ,  dovr'~ farsi preeedere  r ispet t ivamente 

da uno dei segni ~, ~, l, il seeondo r ispet t ivamente  da uno dei segni -:'~, 

-c, 1, il primo termine dell 'espressione di F,, dovr'5 farsi preeedere  rispetfi- 

vamente  da uno dei segni P, 1, ~, il seeondo r i spegivamente  da uno dei segni 

Finahnente ,  dal fatto ehe le funzioni K, (x, y), K~ (x, y), K~ (x, y) sono 
sommabi l i  insieme ai loro quadra t i  in tutto il eampo 

segue ehe Ia serie : 

- ,  \]h,]~ -~ l]e", 

formcetc~ con le espressioni (~,6), deve essere convergente. 
Conviene osservare ehe la serie (~7) b indipendente  dalle diverse eom- 

binazioni dei s e g n i - ~  e - - ,  1, -: ed £', ehe s[ possono fare helle espres- 
sioni (&6). 
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26. Reeiproeamente ,  si supponga che le funzioni  p (x, y), q (x, y) sia~o 
per,mutcebili e che, costmdta una serie ~ di funzioni  ortogonali conte~ente tutte 
e sole le autofunzioni  di p (x, y), q (x, y), la~ serie (4~7), costruita con i corri- 
sponde~di autovalori di p (x, y) e di q (x, y), sict convergente. Si pub costruire,  
ed in iniini[i modi, una  terna di funzioni K~ (x, y,), K~ (x, y), K~ (x, y) avente 
per autofunzioni  le funzioni o),(x) della serie .q e per  corr ispondent i  autova- 
lori r ispet t ivamente i valori h',, k" ,  k ' , ,  dati  dalle formole (46), accoppiate 
nel modo auzidet to;  e si verifiea facihnente che questa  terna  di ful~zioni, 
cost ot tenuta ,  costi tuisee appurlto un sistema di soluzioni cicliehe dell 'equa- 
zione (38). 

Adurlque, r iassumendo,  si ha :  condizione necessaria e sufficiente a ffi.ncl~,~ 
I'equazione integrale di 3. ° grado (38) abbia soluzioni cicIiche, ad autofunzioni 
tutte reali e sommabili nel campo ~ insieme ai loro quadrati, ~ che le fun- 
zio~i p (x, y), q (x, y) siano permutabil i  e che, per unc~ serie 9. di funzioni  
ortogonali, eontene~te tutte e sole le autofu~zioni d i p  (x, y) e di q (x, y), la 
corrispondente serie (~7) sia convergente. Per ciascunc~ delte eventuali serie gt, 
per le quali queste condizio~zi sono soddisfatte, si hanrto infiniti sistemi di so- 
luzio~zi eicliehe dell' equazione (38), dovuti a tulte le possibili combinazioni deUe 
terne di vcdori di k'~, k"~, h",. 

(Dopo che questa Memoria era st~tta presentata, la Scienza ebbe a sopporta~re ia grave 
perdita del|'Autore, Prof. Lauricell,% mo~to dopo brevissima malattia nel gennajo scorso.-  
La revisione delle bozze di stampa fu gentilmente ~ssul~ta dal sig. Prof. LtT.cio Silla, a Roma). 


