Sopra l'algebra
delle funzioni permutabili di 2.* specie.

(Memoria postuma di GIUSEPPE LAURICELLA, o Catania.)

1. Nella mia Nota: Sopra i nuclei reiterati (*) ho stabilita la condi-
zione necessaria e sufficiente affinche esista una funzione (reale) simmetrica
K (o, 9), la cui reiterata d’ordine n, K (x, y), sia uguale ad una funzione
(reale) simmetrica data H(x, y); ossia la condizione necessaria e sufficiente
affinché sia risolubile (mediante funzioni reali) I'equazione funzionale:

K (@, y) = H (=, y). (1)

Nella medesima- Nota ho pure data la regola per scrivere la funzione
(reale) piti generale che soddisfa a questa equazione. Tale regola pud sostan-
zialmente esprimersi dicendo che le funzioni simmetriche K (x, g), le quali
soddisfano all’equazione (1), hanno per autovalori le radici =™ reali degli
autovalori della funzione H (wx, y) e per corrispondenti autofunzioni (norma-
lizzate) combinazioni lineari omogenee (i cui coefficienti sono elementi di
una sostituzione ortogonale) delle corrispondenti autofunzioni (normalizzate)
di H (%, y) appartenenti ai corrispondenti autovalori, che sono uguali fra di
loro. In queslto modo per » dispari si ha una soluzione solamente, mentre
per n pari, se gli autovalori di H (x, y) sono, come & necessario, tutti po-
sitivi, si hanno infinite soluzioni, dovute alle infinite combinazioni dei segni
-+ e —, che possono essere assegnati alle radici »*™ aritmetiche degli au-
tovalori di H (, y). Importa osservare che queste infinite soluzioni possono
aggrupparsi in coppie di funzioni duc a due uguali e di segno contrario.

La questione cosl risoluta & analoga al problema della ricerca delle ra-
dici »*™ reali (positive e negative) dei numeri reali, ossia al problema della

(*) Rendiconti della R. Acc. dei Iincei, vol, XX, serie 5.2, 1.° sem. anuno 1911, pp. 885-896.
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ricerca delle soluzioni reali dell’equazione binomia di grado ». In virth di
tale analogia ci si pud domandare: esisteranno soluzioni non reali dell’equa-
zione (1)

Qui mi propongo appunto di dimostrare che la condizione necessaria e
sufficiente affinche la (1) ammetta soluzioni non reall, aventi autofunzioni
tutte reali (*) (quelle corrispondenti all’eventuale autovalore X = oo incluse),
¢ quella stessa richiesta per l’esistenza di soluzioni reali, e che la regola per
serivere tutte le possibili soluzioni reali e immaginarie, ad autofunzioni tutte
reali, dell’equazione (1) ¢ la naturale estensione di quella trovata per il caso
delle soluzioni reali. Questa regola generale pud sostanzialmente esprimersi
dicendo che tutte le soluzioni simmetriche (reali ed immaginarie) dell’equa-
zione (1) hanno per autovalori le radici »”™* (reali ed immaginarie) degli
autovalori della funzione H (x, ), e per corrispondenti autofunzioni (norma-
lizzate) tutte reali combinazioni lineari omogenee (i cui coefficienti sono ele-
menti di una sostituzione ortogonale) delle autofunzioni (normalizzate) di
H (x, y) relative ai corrispondenti autovalori, che sono uguali fra di loro.
In questo modo si hanno sempre infinite soluzioni dell’equazione (1), dovute
alle combinazioni delle n differenti radici »*™ dei varii autovalori della fun-

(*) Effettivamente esistono pure soluzioni dell’equazione (1) aventi autofunzioni non reali,
aventi cioé¢ autofunzioni di cul la parte reale e la parte immaginaria, prese separatamente,
non sono autofunzioni della soluzione stessa. La loro considerazione nou presenta pilt il van-
taggio di usufruire delle cleganti proprieta delle funzioni oriogonali reali e dei nuclei aventi
autofunzioni tutte reali. Basterd pensare che esistono dei nuclei simmetrici non aventi auto-
funzioni tutte reali, i eui nuclei reiterati sono tutti identicamente nulli.

Per darne un ecsempio semplicissimo, si considerino due funzioni reali ¢ (x), ¥(x) del
campo @ & normalizzate, cio® tali che si abbia:

fbaq:(;c)fdx:l, ji}&(w);zdmzl, fl;qa(x)1p(.;o)dx2 ;

[42 o
é si costruisca il nucleo simmetrico:

K, p={r@+iv@llsw+ivm|.

Si ‘ha, ovviamente:
b
<2

K@ ={e @+t @ e+l [ e @+ o] fe@+ivola—o

Nel presente lavoro le autofunzioni saranno supposte sempre reali, a meno che in qualche
punto non risulti il contrario o non si supponga esplicitamente il contrario.



Lauricella: Sopra Valgebra delle funzioni permutabili. di 2. specie. 319

zione H (x, y); e queste soluzioni possono sempre aggrupparsi in sistemi di »
funzioni ciascuno, aventi la particolaritdy che le » funzioni di un sistema si
possono ottenere da una qualunque di esse moltiplicandola successivamente
per le n radici »””” dell'unitd. Un sistema cosiffatto di soluzioni dell’equa-
zione (1) sara detto ciclico.

Evidentemente il problema generale cosi risoluto equivale al problema
della risoluzione generale dell’equazione binomia di grado n, e la proprieta
di cui godono le n funzioni di un sistema ciclico di soluzioni dell’equa-
zione (1) & identica alla proprietd di cui godono le n soluzioni dell’equazione
binomia di grado n.

2. Pitt in generale, nell’indirizzo della teoria algebrica delle funzioni
permutabili istituita dal prof. VorLTERRA (¥) e ulteriormente sviluppata dal
Dr Evaxs (**), ¢i si pud proporre la risoluzione, per mezzo di funzioni
K (x, y) {nuclei), aventi autofunzioni tutte reali, dell’equazione funzionale
di 2.2 gpecie:

*0&*0 Kn (w, .?/) + *OL*, Kn—l (ma Z/) + e _I”‘ *a*u_l ]( (m, y) T!“ a, (6\0’, '3/) = Oy (Q)

dove, conformemente alla notazione introdotta dal prof. VOLTERkA (¥%), si
¢ posto:
. "D
o K, (%, y) = ‘ 2 (¢, n) K,_; (a, y) d . (3)
L’equazione (2) & stata risoluta in un caso assai interessante dal prof. Vor-
TERRA (***). Volendo approfondire la quistione generale della risoluzione di
questa equazione nella sola ipotesi che tutte le funzioni che entrano in con-
siderazione siano simmetriche, & necessario, secondo il concetto del D.F Evaxs,
formulare le operazioni che intendiamo sostituire alle ordinarie operazioni
dell’algebra (*,). A tal uopo faremo le seguenti convenzioni:

(*) Questioni generali sulle equazioni integrali ed mtegro-diﬁ"arenziali (Rendiconti della
R. Ace. dei Lincei, vol. XIX, serie 5.2, 1.0 sem. 1810, pp. 169-180).
(¥%) Sopra Valgebra delle funzioni permutabili (Memorie della R. Acc. dei Lincei, seric 3.7,
vol. VIII, anno 1911, pp. 7-20).
***y L c, § 8.
(**2%) Sopra le funzioni permufabili di 2.2 specie e le equazioni infegrali (Rend. della
. Ace. dei Lincel, vol. XX, serie 5.%, 1.° sem. 1911, pp. 521-527).
(*.) G. C. Evarws, L. e, § 1.
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1.9 all'addizione e sottrazione si sostituiscano rispettivamente le ordi-
narie operazioni di addizione e sottrazione delle funzioni;

2.2 alla moltiplicazione si sostituiseca operazione di composizione di
2.* specie di VOLTERRA, espressa analiticamente dalla (5), ed alla proprieta
commutativa della moltiplicazione si sostituisca l'altra:

*a* b (%, y) = b*a* (x, y),

ossia, secondo la nomenclatura del prof. VoLTERRA, la proprietd della per-
mutahbilita ;

3.9 alla divisione si sostituisca la risoluzione dell’equazione integrale
di 1.2 specie a limiti costanti;

4.° alla risoluzione dell’equazione binomia si sostituisca la risoluzione
dell’equazione (1).

Osserviamo anzitutto che, in virtt della 1.* convenzione, alle espressioni
che occorrerd considerare sono applicabili tutte le proprietd dell’addizione
e della sottrazione; e si pud osservare, in particolare, che la moltiplicazione
di un numero intero per una quantitd costante risulterd qui sostituita dalla
moltiplicazione di un numero intero per una funzione.

In virth poi della 2.* convenzione, all’innalzamento a potenza verrd so-
stituita Poperazione di reiterazione delle funzioni; e, conformemente alla se-
conda parte di questa medesima convenzione, tutte le volte che per la riso-
luzione di un problema avremo determinata una certa funzione incognita,
la quale si & supposta permutabile con altre funzioni, occorrera verificare se
essa soddisfa effettivamente alle presupposte coudizioni -di permutabilita.

In causa della 3.2 convenzione, 'operazione inversa della composizione
non & sempre possibile; percheé devono ogni volta essere verificate le con-
dizioni necessarie e sufficienti per lesistenza delle soluzioni delle equazioni
integrali di 1.2 specie a limiti costanti (¥). Quando queste condizioni sono
verificate 'operazione si pud sempre eseguire, ossia la funzione incognita
pud sempre scriversi, mediante la regola indicata al § 4 della mia Nola teste
citata.

Similmente non & sempre possibile eseguire I'operazione da sostituire
alla risoluzione delle equazioni binomie; perche, infatti, ogni volta deve essere

(*) LiauniceLna, Sulla risoluzione dell’equaszione infegrale di 1. specie (Reund. della R, Ace.
dei Lincei, vol. XX, serie 5.%, 1.9 sem. 1911, pp. 528-5630).
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soddisfatta la condizione necessaria e sufficiente, accennata al numero pre-
cedente, per l'esistenza di soluzioni dell’equazione (1).

Osserviamo ancora che, supposte verificate sempre le condizioni che
hanno origine dalle quaiiro convenzioni testé fatte, e supposto inoltre di so-
stituire al sistema di soluzioni di un’equazione binomia, un qualunque si-
stema cielico di soluzioni dell’equazione (1), potra realizzarsi un’algebra per-
fettamente analoga all’algebra ordinaria. In particolare, per approfondire il
problema della risoluzione dell’equazione funzionale (2), potrd applicarsi,
senza modificazioni sostanziali, la teoria di Garois; e per effettuare la ri-
soluzione della medesima equazione, nei casi in cui questa pud eseguirsi
operando sulle funzioni note a, (@, ¥), a,(x, ¥),..., a,(x, y) mediante le
quattro operazioni precedentemente formulate, potrd similmente applicarsi
la teoria delle risolventi di LAGRANGE.

Naturalmente bisognerd ogni volta, a calcoli compiuti, e possibilinente
anche a priori, verificare se le condizioni di permutabiliti e le condiziont
richieste per eseguire le operazioni inverse indicate nelle convenzioni 3.%
e 4.* sono verificate; oppure bisognerd fissare ogni volla quali condizioni
devono essere verificate in proposito dalle funzioni che nel problema con-
siderato si suppongono note. Le condizioni che in tal modo vengono a tro-
varsi per le funzioni note, o supposte tali, sono condizioni necessarie e suf-
ficienti da aggiungersi a quelle che la teoria di Garors suggerisce per la r1-
solubilitd delle equazioni della forma (2) mediante le quattro operazioni
elementari anzidette; e Panalisi per eseguire tali operazioni & da aggiungersi
all’analisi che la teoria delle rigolventi di LaGRANGE suggerisce per eseguire,
nei casi in cui & possibile, la risoluzione dell’equazione (2).

Tutite queste considerazioni di indole generale saranno qui illustrate ri-
solvendo 'equazione (2) nei casi di n=2, 3.

Noteremo in fine che i risultati qui contenuti, oltre che per le funzioni
di due variabili indipendenti, valgono senz’altro per le funzioni di un nu-
mero pari qualsiasi di variabili indipendenti.

Annali di Matewmatica, Serie III, Tomo XXI. 41
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CAPITOLO L

Equazioni integrali binomie,

§ 1.

TEOREMI SUGLI AUTOVALORI E SULLE AUTOFUNZIONI DEI NUCLEI REITERATI

3. Sia K (», y) un nucleo simmetrico, reale o no, definito nel campo
ab=|a=wx=>}, e sia K (x, y) il suo reiterato di ordine ». Esistano per
ipotesi una funzione ¢ (x) del campo ab e una costanie X tale che sia :

f?(w}f:lfiff(m, yewdy;

st avra allora:

b
P () = 7\"J K (x, y)o(y)dy.

L. Supponiamo che esistano una funzione § (x) nel campo ab ed una
costante reale v tale che sia :

4
V@)= [ K@ )b dy.

Indicata con & una generica radice »™* dell’'unita e posto con ScamipT (*):

A

ne @ =4 @+opf K@iy +

(%)
b b
+83?-2[ K* (@, 9)§ (@) dy -+ + [ Ko (@, )4 @) dy, |
risultera
¢ (@) = X o0 (), ()

(*) Zur Theorie der linearen und wnichilinearen Integralgleichungen (Math. Annalen,
B. LXIII, pp. 433-476).
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o (@) =se K@ 9)50) dy. ©

Osserviamo che non tutte le o, (#) possono essere identicamente nulle,
in virtd della (5); per cui se ne conclude che esisteranno n funzioni o, (x),
0, (),..., 9, (x), non tulle idenlicamenie nulle, che si possono esprimere me-
diante la formola (%), le quali sono solugioni delle equazioni (6), e sono legate
alle funzione § (x) dalla relazione (5).
5. Siano: g una costante, ¢=]=1 una radice »*"* dell’unitd, {f; un nu-
mero intero positivo o nullo non superiore ad » — 1, e 95 (x) una funzione
tale che si abbia:

b
bol@) =00 | K (@, 4)9s(9) dy. ™)

Vogliamo dimostrare che fra le diverse ¢, (x), corrispondenti ai possibili
valori di ts, per cui le corfispo'ndenti espressioni t's siano tulte differenti tro
di loro, non esiste alcuna relazione lineare a coefficienti costanti.

Infatti siano ¢,, £,,..., ¢; valori di ¢, tali che &', ¢-,..., ¢¥ siano numeri
tutti disuguali e che, per le corrispondenti o, (%), 9, (x),..., ¢, (), si abbia in
tutto il campo a b:

s 9y () 4 3 0y (@) 4=+ -+ a; 9, () =0, (8)

con a,, ,,..., &, coefficienti costanti diversi da zero. Moltiplichiamo ambo
i membri della (7) per a,¢" s, facciamo successivamente ¢=1, 2,..., 4, e
sommiamo membro a membro le equazioni che cosi si ottengono. Tenendo
conto dell’equazione ¢" ==1, risultera :

. , .
Yo o 10 g () = f K (@, y) S a0 95 () d y =O. (8)
1 o 1

Similmente si moltiplichino ambo i membri della (7) per aq¢*"~'¢, si faccia
successivamente ¢ =1, 2,..., j e poi si sommi membro a membro. Si otterri:

J rb i
S 0070 g, (@) = | K (@, ) Bo s 50 00 () dy =0, (8"
1 Ja 1

Seguitando sempre nella stessa guisa, si avra in tutto il campo ab:

i i i .
oot (@) =0, SotoeTop(@)=0,..., Foasc D0 (@)=0. (&)
1
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Il valore del determinante dei coefficienti di questo sistema di equazioni
lineari omogenee nelle ¢, (x), 9, (x),..., 3; (©) & uguale a

1 1 ... 1
e "R Ut
oy Qg oo O 2=t g2ty L. gy —
a(j*l) (=t (=1} (nty e J—1) Gty
=1 P fpmend N R PRPR
=00 ... 0, 11 (" — "), (’i"—-l~6),

7,8
ed & diverso da zero; quindi dovrd aversi in tutto il campo ab:
9, () = ¢, () = - =9, () =0

e questo dimostra appunto il teorema enunciato.

Da questo teorema risulta come corollario che, se il nucleo K (x, y) am-
mette i, autofunzioni linearmente indipendenti corrispondenti all’auto-
valore p., m, corrispondenti all’autovalore ey, m, all’autovalore &*y.,..., m,
all’autovalore ¢ ', queste m, + m, -+ - - - + m, autofunzioni saranno linear-
mente indipendenti.

6. Indichiamo con e il numero delle autofunzioni del nucleo K (x, y)
corrispondenti all’autovalore p". Poiché, come fu osservato al n.® 3, le
m, ~- 1, = - - - - m, autofunzioni linearmente indipendenti del nucleo K (x, ¥),
di cui & parola nel corollario precedente, sono ancora autofunzioni del nucleo
K (x, y), dovrd aversi:

m== By, . (8%)
Daltra parte, indicando con ¢, (), ¢ (®),..., ¢.(®) le anzidette m
autofunzioni di K (x, y), in virtd del risultato al n.° 4, si potrd scrivere:

L(@) =Seon (@), (t=1,2,..., m), ©)
i

e le 9, (x) saranno autofunzioni del nucleo K (x, y), corrispondenti agli au-
tovalori della forma s, u, alcune delle quali possono eventualmente essere
identicamente nulle in tutto il campo ab. Notiamo che, essendo le m X
funzioni o, (x) autofunzioni del nucleo K (», y) corrispondenti all’autova-



Lauricella: Sopra Valgebra delle funzioni permutabili di 2.“ specie. 325

lore p.”, non potranno essere tutte linearmente indipendenti, ma dovranno
essere legate da = (»— 1) relazioni lineari omogenee a coefficienti costanti
e linearmente indipendenti. Notiamo ancora che, all'infuori di queste rela-
zioni, non potrd sussisterne alcun’altra della medesima natura; perche altri-
menti, in virtd delle (9), le ¢, (%), ¢, (®),..., ¥, (®) non sarebbero linearmente
indipendenti, contrariamente all’ipotesi fatta. Quindi w ed m solamente delle
m X n funzioni g4 (x) saranno linearmente indipendenti; e percid sara:

W=, + Wy - - M, .
Questa e la (8%) ci danno finalmente:

mo== 1, - My - 0, .

Dalle (9) si possono pol ricavare le s funzioni ¢4 (x) che sono linear
mente indipendenti, espresse linearmente ed omogeneamente per le m fun-
zioni ¢, ().

Riassumendo, si ha il seguente teorema: Sia K (x, y) un nucleo (non
necessariamente reale), il quale abbia per reiterato di ordine n lo funzione
K® (x, y). Se K (@, y) anunette m autofunzioni linearmente indipendenti cor-
rispondenti all aulovalore p.* ed m solamente, il nucleo K (x, y) avris m aulo-
funzioni linearmente indipendenti ed m solamente, corrispondenti complessi-
vamente agli n aulovalori ¢, p., ¢, p.,..., €, ., essendo ¢, ¢,,..., ¢, le radici n*™*
dellunita ; e viceversa. Le m aulofunzioni del wnucleo K (x, y) si esprimono
linearmente ed omogeneaimente mediante le m autofunzioni del nucleo K (%, y).

I ovvio che se le autofunzioni di K™ (x, y) sono normalizzale e le auto-
funzioni di K (x, y) sono pure normalizzate, i coefficienti delle espressioni li-
neari, di cul ¢ parola nel teorema precedente, costituiscono gli elementi di
wna sostituzione lineare.

7. Se Y (@) & soluzione dell’equazione:

| K@, y)¢)ay=0, (10)

ovvero, come puo dirsi, se ¢ (o) & autofunzione del nucleo K (x, y) corrispon-
dente all’autovalore ) = oo, sard :

b
| K@, 9)d@) dy=0. (19
a
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Viceversa, indichiamo con 6 (x) una soluzione dell’equazione (10'), e for-
miamo la serie:

V@ [ K@ dWdy..., [ K@ pi@dy, |
: . i 5 (11)
|bK("‘” (x, y) 8 (y) dy. 5

Indichiamo con ¢ () la prima di queste funzioni che non sia identicamente
nulla in tutto il campo a . Questa funzione esisterd certamente, perché per
lo meno coincidera con la 0 (x); e, come & ovvio, soddisferd all’equazione (10).

8. Vogliamo ora dimostrare che se il nucleo

K(x, y)=K'(x, y) +i K" (o, y)

¢ simmelrico, se le soluzioni dell’equazione (10) sono tutte reali, nel senso cioe
che la parte reale e la parte immaginaria di una qualsiasi soluzione ¢ (x)
dell’equazione (10) sono separatamente soluzioni della medesima equazione,
e se O (x) ¢ una generica soluzione dell’equazione (10°), si avrd per t=mn—1,
n—2,...,1:

(b KO (@, y) 0 (y)dy =0.
Infatti, supposto: a
| K @, )0 ) dy =0,
e posto:
(K@ )0 dy=9 @ +i¢ @ =@ (19
si avrd, in virth dellipotesi fatta,

b ~b
K@ ny@dy=0 | K@y @dy=0;

ed a fortiori:

b ~b
(Ko@ p¥way=0, [ K@ ¥ @wdy—0 (13
S Ja
Da queste risulta, in virtt della supposta simmetria e della posizione (12),
bg; %2 — 1b§g' (2 — ~b§ ” (2 _ : bgl 17 —
@) (do=] ¥ @) | de—] | @ [det2i] Y@V @de

b b b b
~[[[Ko@oprws@aizdy—=[ 0@ ay| K@i @de=0;
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€ per conseguenza:

"V I i I PPy
[lv@iaa~[v@|an [v@y@ar=0 @
Per altro si ha, dalla (12) e dalla prima delle (13):

[v@r@ae=[ (K@ )00 ¢@doay=0;

27

e quindi, tenuto conto delle (14), si avra:

nbs Y (2 — b‘ ” (2 —
“aigb(w)sdw_o, Ja;gb(w)sdm_(),
ossia :

"b
| KO (@, )8 @) dy=0,
c. d. d.

Questo risultato e quello del numero precedente ci dinno: se il nucleo
Kx, y))=K'(x, y) +iK"(x, y) ¢ simmelrico e se le soluzioni dell’equa-
zione (10) sono tutle reali, nel senso dianzi spiegato, queste soluzioni coinci-
deranno con quelle dell’equazione (10').

g 2.

TEOREMA GENERALE SUGL1 SVILUPPI JN SERIE DI FUNZIONI ORTOGONALIL

9. Sia:
U, y), Uiz, y),..., (15)

una serie infinita di funzioni ortogonali reali in un campo piano finito ¢ di
forma qualsiasi; siano cioé U, (x, ), U, (x, y),... funzioni sommabili insieme
ai loro quadrati e ai loro prodotti due a due, tali che si abbia:

: 1 per o =v,
| O ) O paway =} O (16)
¢ 0 per p=[=w.
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Sia ancora K (x, y) =K, (x, y) +¢ K, (¢, y) una funzione complessa del
campo ¢ tale che le due funzioni K, (x, y), K, (%, y) siano nel campo s som-
mabili insieme ai loro quadrati e insieme ai prodotti di ciascuna di esse per
una qualunque delle U, (x, ¥).

Posto :

w=| K (@ y) U y)dedy,

bo—| K@ 9) U@, p)awdy,

sard :

“’zf,K(w, y) U(w, y) dwdy=o +if,
Off %K; @ ) =%« U (@, 9) (dmdyz[‘,;K' (m,y)%dwdy—ijta?,

Oéfuglﬁ(m, ?f)““’E:;Bt Ut(% y)%dmdy:jczlg (2, y)% dmdy—glegg,

Dalle due ultime formole risulta intanto la convergenza delle due serie

*® & . .
};,, of, %} g2; sicché, posto:

V4
f (@, y) = 12: o, U (, y),

si avrd che la serie:

fi (=, ?/), fz(w, :l/),

& convergente in media nel campo c. Allora, in virth del teorema di Wgvi,
sara possibile determinare (ed in infiniti modi) una serie di numeri, inleri e
positivi e crescenti indefinitamente, n,, n,,..., in modo che la serie:

Fi(w y) =S U@ 9+ % « U@+ (17)

sia in tutto il campo ¢ convergente uniformemente in generale.
Cio premesso, si ponga.

ny g
Ve (@, y) = Et_HBt U, (2, ), ®, (@, y) = %‘f Vs (2, )-

L |
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Sard, in virth della (16),

f‘;VT(Q% y)%gdmdez ;.fi &, ; Vele, y) Vo(z, y)daody =0;

Wy g1 J 7
e quindi:

| Y outates ) — @, )| away = V5 Voo ) [dway—

g +w My
zﬂ-’ 21 @? 2.&} pt
g1 np_441 g+

Da quest’ultima uguaglianza risulta, avuto riguardo alla convergenza
0
della serie Y, P, che la serie:
1
o, (%, ¥), P (x, 9),. ..

¢ convergente in media nel campo 5; quindi, in virtl del feorema di Weyr,
potra delerminarsi (ed in infiniti modi) una serie di numeri, interi positivi
e crescenti indefinitamente, v, v,,..., in modo che la serie:

¥y v, \

Fyfw, y) =3 Ve(@, 9)+ 3 Ve(@ )+ = |

He

— é:'r Z:‘ Be U, (99 J) -+ S“t E:+iaz U, (9.’9, ?}) L — (18)

121-__1 1 12,[_‘1
y, Ny,
22,;” Bflj;(w) ?])+ E_ri_leUf(mo?/)—F

sia in tutto il campo o convergente uniformemente in generale.
In virtt della dimostrata convergenza della serie (17) si avrd a forliori
che la serie:

Fife, )= % « U@ 0+ % % 0. o)+ (7

¢ in tutto il campo o convergente uniformemente in generale; € quindi, in fine,
che anche la serie:

F(wﬂ J)"“z::t CL(U(T 7 + yj: atUt(m? ?/)_I‘ (19)
9,,1—{—1

¢ convergente uniformemente in generale in tutto il campo o.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXI. 42



330 Lawuricella: Sopra Ualgebra delle funzioni permutabili di 2. specie.

10. Moltiplicando ambo i membri delle (17), (18) per U, (x, y) ed in-
tegrando per serie, si ha:

J Fl(m7 ?f)Ut(‘Ba ?})d“’d’?f:“t: J Fz(m>?f) Ut({*v»?f)dmd@f‘:ﬁt;
[ ¢
e quindi:

quKl(w,y)—- %U' (2, y)dawedy =0,

31{ @, y)— F, (x, 9) % U, (w, y) dwdy—0.

Di qui risulta che, se lo serie (1) & chiusa, si dovra avere:
K (x, y)=F, (z, y), K, (@, y)=F, (®, y);

e quindi ancora :
K (@, y) = F (%, y)

in tutto il campo o, ecceftuali al pie i punti di un insieme di misura nulla.
Supponiamo invece che la serie (15) non sia chiusa, ossia che esista una
serie finita o infinita (numerabile) (*) di funzioni ortogonali:
91 (50, ?,/), 62 (w7 y) 3
sommabili insieme ai loro prodotti con le U, (=, y), tali che

[ 0:@ o) Vo, ppawdy=0, (=1,2,..).

Poichd le U, (, y) sono funzioni reali, lo stesso avverrd, o potra farsi
in modo che avvenga, delle 8, (z, ¥), 0, (x, ¥),...

Intanto perché sia:
K (@, y)=F (x, y), (20)

& necessario, in virth della (19), che si abbia:

J"K(m, §) (@, y)dedy =0, (t=1,2,..; (21)

(#) Cfr. la mia Nota: Sulla chiusura dei sistemi di funzioni ortogonali, ecc. (Rend. della
R. Ace, dei Lineei, serie 5,2, t. XXI, 1.° sem. 1912).
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e quindi:

K, (2, y) b (x, ) dxdy =0, K, (x, y) b {x, y) dc d y =0,
. Y Yy Y .

(22)

(v==1,2,...).

~.

Viceversa, se la (21), e conseguentemente anche le (22), sono soddisfatte,
sard (*):
K, (@, y)=F, (w0, y), K, (z, y)=1F, (%, y);

e quindi sard verificata la (20).

Adunque nel caso che la serie (15) non sia chiusa, condizione necessaria
e sufficiente affinché sia verificata la (20) é che lo funzione K (x, y) soddi-
sfaccia alle condizioni (21). Riepilogando si ha il seguente teorema: se la
funzione K (x, y) ha lo parte reale e la parte immaginaria separalamente
somanabili, insieme ai loro quadrati e insieme ai prodotli di ciascuna di esse
per una qualsiasi delle U, (x, y), in tutlo il campo o, e se, nel caso in cui lo
serie (15) non & chiusa, soddisfa inolire, come & necessario, alle condizioni (21),
sard sempre possibile, ed in infiniti modi, delerminare una serie di numeri,
intert positive e crescenti indefinitamente n., , ny,,..., in modo tale che si abbia :

K@, )= a9+ % a U g)+

11,,1+l

e che la serie al secondo membro sia in tutfo il campo s convergente unifor-
memente in generale.

§ 3.

SVILUPPO DI UN NUCLEO TN SERIE DELLE CORRISPONDENTI AUTOFUNZIONI.

11. Premettiamo il seguenle teorema: se le duec serie orfogonali del
campo ab:

e (@), 0o (), s b @), Ya (@), (23)

(*) Gfr. la mia citata Nota: Sopra i nuclei reiterati, § 2.
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sono reali e chiuse, la serie :
U (2, ) =9, () ¢, (¥) (rps=1,2,...) (24)

sard nel campo s ={a=wx="0, a =y =0} pure orlogonale e chiusa.
Infatti osserviamo anzitutto che si ha ovviamente:

- 1,

b 1 per r=r, s=3,
‘ J . (@, y)us (@, Ndaedy =

0 in tutti gh altri casi.

E con cio & dimostrata Portogonalitd della serie (24).

Per dimostrare poi che questa serie & chiusa, basterda dimostrare che
qualunque funzione reale f(x, y) sommabile insieme al suo quadrato nel
campo 6, e sommabile wel campo a b rispetto ad y per ogni valore di o, e
rispetto ad « per ogni valore di ¢, la quale soddisfa alle infinite equazioni:

b
} ‘f(ag, Du (e, dawdy=0, (r,s=1,2,..), (25)

¢ identicamente nulla nel campo s, esclusi al pitt i punti di un insieme di

misura piana nulla.
Intanto, scritta la (25) sotto la forma:

|b ,-b
| e@ae| f@ 9b@)dy=0, (25
SO J

risulta, in virtl della chiusura della prima delle due serie (23),

| T, )by dy=0, (s=1,2,..),

per tutti i valori di @ del campo ab, eccezione fatta al pitt per i punti di
un insieme di misura nulla; e quindi, in virtd della chiusura della seconda

delle serie (23), sara per ciascuno dei detti valori di «:
f(ﬁt‘, !/) =0,

per tutti i valori di y nel campo ab, ogni volta escluso al pill un insieme
di valori di misura nulla. Allora potremo serivere, per ciascuno dei medesimi
valori di «:

| (@) dy=0;

of !
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e quindi ancora :
b (D 2
f | ‘f(w, y)%dwd;u=0,

atal

c. d. d.

12. Sia K (2, y) = K’ (x, y) -+ & K" (2, y) uha funzione tale che K’ (x, y),
K" (x, y) siano sommabili insieme ai loro quadrati nel campo

c==a£mfb, afyfbg ,
ed ammetla essa come aulofunsioni gli elementi di due serie di funzioni orio-
gonali reali e chiuse, ¢ corrispondenti autovalori (dei quali intendiamo che
eventualinente possa far parte il valore o) potendo essere in tutlo od in parte
non veali.
Siano:
P4 (), b ()5 Ve (90), be ()5

le coppie di autofunzioni corrispondenti rispettivamente agli autovalori finiti:

11:X,1+i1/,17 )‘2:)"2+i)\1/97"'v
ossia si abbia:

"0
o (@) =% K@ )b dy,

;G-
=
I

.-b

| K@ g)e, @) da:
SO

e siano:

by (), &y (%), .. .5 = () (),

le eventuali autofunzioni corrispondenti all’autovalore oc, ossia le eventuali
funzioni per le quali si abbia:

‘b
’ K (a0, y)t, () da =0,

“
‘ K (@, y) =, (y)dy=0;

ed 1noltre siano le due serie:

o0 (@), o(@),..., Li(m), & (
‘ibl (@/)7 q”-’ (f'/) yesey Ty (Z’J), 7, (

) I
Y seoos

conformemente all’ipotesi fatta sopra, ortogonali e chiuse.
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Posto:
u, (2, ¥) = 9, (@) b, (¥),

9. (@) = (),
b, (@, y) =1 t. (@) ¥ (),
V(@) (),

in virti del teorema precedente, le due serie:
w, (x, ), W (2, ¥),. .. 0, (@, ¥), 0, (x, 9),...

insieme prese costituiranno nel campo ¢ una serie ortogonale e chiusa, e
sara :
b b

o, ==

K (e, y)u, (e, y)dacdy :)\i,

AR/ VAN 2

b
J..
Di qui avremo, conformemente al risultato del n.° 10 (paragrafo prece-

dente), che & sempre possibile ed in infiniti modi, determinare una serie di
nmmmeri, interi positivi e crescenti indefinitamente, m,, m,,..., in modo che si

~b
K, )0, (@, y)dwdy=0.

abbia :
Z (o w9, (@) b, (y_) w9, (@) Y, (y)
]X ( ’ y) %’P 'Ap ﬂ%‘—}—pl 7‘1’ t

e che la serie al secondo membro sia in tutlo il campo s convergente unifor-
memente in generale.

13. Da questo teorema segue, come corollario: (&) due nuclei, che hanno
le parti veali e le parti immaginarie sommabili insieme ai loro quadrati nel
campo o, e che hanno i medesimi autovalori reali o complessi (Fautovalore co
eventualmente incluso), ai quali corrispondono come autofunzioni gli elementi
di due medesime serie ortogonali reali e chiuse, coincidono.

Cio premesso, sia:

3

Ao=2 H=id Ay =Wy -H4R, . ..
1 L 1 2 g 23

una serie di costanti, alcune delle quali (in numero finito) possono anche

. . A B .
coineidere tra di loro, tale che la serie }“"’W“"j’ sia convergente. Alla serie 2,
1 v
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%,... si faccia corrispondere una qualsiasi coppia di funzioni ortogonali:

o (@), $0(¥); e ()% (0); .- (26)
Osserviamo che, in virta della supposta convergenza della serie }_‘” R
1 Y

saranno pure convergenti le due serie:

o0 k'i o }‘”Il2 )
2{»!}‘”4’ 1“\?149

e quindi, in virtd del teorema dimostrato al n.° 9, abbiamo: (8) si puo de-
terminare, ed in infiniti modi, indipendentemente dalle (26), una serie di numeri
inleri positivi e crescenti indefinitamente m,, m,, ..., in modo tale che la
o = 2@ B0 F a@be)
1 » w41 ]

sta in tutto il campo ¢ convergente uniformemente in generale; la funzione f (x, y),
cost delerminata, ha per coppie di autofunzioni ortogonali quelle della serie (26)
e per corrispondenti autovalori le ), %,,... In forza poi del precedente teo-
rema di unicitd («), risulta che la funzione f(x, y), cosi determinaia, & lo
sola funzione (di cui la parte reale e la parie immaginaria siano sommabili
nel casmpo o insieme ai loro quadrali), la quale abbia per coppie di autofun-
zioni ortogonali, corrispondenti agli autovalori X, %,,..., quelle della serie (26),
e per autofunzioni, corrispondenti all’ autovalore N = oo, quelle delle eventuali
due serie rispettivamente complementari alle due serie:

D1 (w)v ) (90), R
"Ill (.CU), ‘!’2 (a/'), e

§ 4.

R1ISOLUZIONE DELL’EQUAZIONE INTEGRALE BINOMIA.

14. Sia A =17"-142" autovalore del nucleo, in generale non simmetrico,
K (@, y)=K'(x, y) +i K’ (@, y);

e siano o {x), ¢ (x) due funzioni reali e tali che si abbia:

b b
@) =1 K@)y, $@=2] Ky o)ewdy
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Queste ultime ci danno ovviamente:
b . b
@(w):l'[ K’ (a, 'y)a’d(@/)dy—l”] K" (=, y)b(y) dy,

b *b
0—#[ K@ pyway+| K@ i) dy

b b
@) =Y| K'@o)e@dy—| K" @ 2)e@dy,

b b
0=2| K" a)o@)dy+2| Ky @)o)dy:

e quindi ancora per X' ==0, " =l=0:

72 vz b
9 (@)= )\——i;l | K@ y)¢@)dy,

” B2 ‘b
—«iji)‘— [ K" (x, y) ¢ (y) 2y,

J o

¢ (@) =

9 na b
V@)= E KW oy,

7\/2 + )\//2 ’Ab

¥ (o) = N Ky e dy;

o

per ¥ ==0:

b b
| K @ 9)d@dy=0 | K'(y @)o@dy—0;
PN <2 a

per X' =0:

% -
| K"@ pd@ay=0 | K'(y )o@ dy=0.

15. Sia ¢, (@), 9, (),... la serie chiusa delle autofunzioni ortogonali,
per ipotesi tutte reali, del nucleo simmetrico H(x, y) (quelle corrispondenti
alleventuale autovalore X == oo incluse); e siano %, %,,... 1 corrispondenti
autovalori finiti, alcuni dei quali, in numero finito, possano anche essere uguali
fra di loro. Sia:

K(x, y)y =K' (2, y) +i K" (%, y)

una soluzione, reale o no, simmetrica ¢ con le autofunzioni tutte reali (quelle
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corrispondenti all’eventuale autovalore A = oo incluse), dell’equazione :
K, (@, y) = H (@, y). @)

La funzione K (», y) ammetlerd come autovalore v, una almeno delle n
radici ™ di A, (cfr. n.° 6, § 1); e per conseguenza, posto:

n ? 3 ”
\/N“—'—“‘!lt:}/-f—}—@lf- t

,\l/)‘f 1 =Py

saranno (cfr. numero precedente) autovalori di K'(x, y) le eostanti della

a 2

: . . > 1 : iy Pt M h
forma i ed autovalori di K (x, v) le costanti della forma — -; sicche
. A
[y e
le due serie:
12 15
o it ~ Ut
21 LT * Xf "
Pe Pe

dovranno essere convergenti, e quindi dovrd pure essere convergente la
serie :
1 ]

Viceversa, supponiamo che questa serle sia convergente. Si indi-
chino con
Pits (), Gpre (@) 5000y 90 ()

le » autofunzioni ortogonali del nucleo H (z, y), corrispondenti agli w auto-
valori uguali a %,: si indichino con

By Byy . . . Oy
(e, oy - o
Qg1 Gy o o g

gli elementi della pil generale sostituzione orlogonale di ordine =, ossia il
pitt generale sistema di numeri «,, tali che si abbia:

0 { 1 per r=s,

249 a"Dr By, = . |

L { o per r=|-s:
e si ponga:

”
! Jy b (m> = >1-«‘t 40 ?J'z/-” (%)
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Le ¢, (®), ¢, (), ... costituiranno un sistema di funzioni ortogonali; e,
in virtd del teorema (8), si deve poter determinare, ed in infiniti modi, in-
dipendenlemente dalle ¢, (x), una serie di numeri interi, posilivi e erescenti

Wy, W, ..., tall che la serie:

gy (; ‘-bv . N0y ,by , d/” 1
K (x, ?}):}1:”4/ () ¢ (‘w“}“ N WL). (Z/)+ (29)

- N
sia convergente uniformemente in generale nel solito campo ¢; allora la fun-
zione K (%, y), cosi determinata, avrd per autofunzioni le ¢, (x), {; (x),...,
corrispondenti rispettivamente agli autovalori reali o no: v, V2,,...

Essendo n i valori di V/3,, se I (il valore I=o00 incluso) & il numero
delle diverse X, le possibili serie di autovalori delle differenti funzioni K (x, y)
saranno I”. Per ogni serie di possibili autovalori si avranno poi generalmente
varii nuclei K (=, y), corrispondenti ai varii sistemi delle a,, che si possono
considerare. Il da osservare perd che non tutte le K (x, y) corrispondenti a due
diversi sistemi di a,, saranno differenti tra di loro. Cosi, supposta scomposta
la serie delle ), in gruppi i cui elementi hanno tutti e soli il medesimo valore,
nel caso, ad esempio, in cui gli autovalori di K (x, y) si scelgono in modo
che quelli corrispondenti agli elementi di uno dei detti gruppi abbiano lo
stesso valore, si avra sempre il medesimo nucleo K (x, y), qualunque sia il
sistema delle a,; infatti, in questo easo, le autofunzioni di K (=, y), relative
ad un medesimo autovalore, sono sempre una combinazione lineare delle
autofunzioni di H (x, y) relative agli autovalori di uno stesso gruppo. Lo
stesso non si pud ripetere negli altri casi; bencheé anche qui, in generale, il
numero delle funzioni K (x, y) distinte & inferiore all’ordine di arbitrarietd
dei coeflicienti a,,.

Comungque, poiche tutti i nuclei K (e, y), dati dalla formula (29), hanno
per autofunzioni le ¢, (%), ¢ () ,. .., 1 loro nuclei reiterati di ordine », mentre
hanno per autovalori le %, %,,..., avranno per autofunzioni corrispondenti
le ¢, (®), ¥, (x),..., ed ancora, poiché le ¢, (x), corrispondenti ad un certo
gruppo ¢ di valori delle %,, %, ,.. uguali tra di loro, sono espressioni li-
neari omogenee delle o, (z) corrispondenti allo stesso gruppo g,i cui coeffi-
cienti coincidono con gh elementi di una sostituzione ortogonale, ne segue,
in virtl del teorema di unicitd (), che tutti i nuclei reiterati di ordine n,
dei nueclei dati dalla formola (29), coincideranno con H (z, ¥).

Per altro & evidente, in forza dei teoremi dein.l 6, 8 ed in forza ancora
del teorema di unicitd (2), che qualunque nucleo K (x, ¥), avente le autofun-
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zioni tutte reali ed avente per reiterato di ordine » la funzione H (x, #), deve
essere incluso nella formola (29).

Riepilogando si ha: condizione necessaria e sufficiente affinché Uequazione
integrale binomia (27), nell’ipotesi che le autofunzioni di I (x, y) siano tutte
reali, sia risolubile mediante funzioni simmetriche aventi le autofunziont or-
togonali tulte reali, ¢ che la serie (28) sia convergente; quando questa condi-
zione & soddisfatia, si hanno infinite di tali soluzioni, tulle conlenute nella
formula (29).

16. Osserviamo che se K (x, y) & una soluzione dell’equazione (27), ed
Sy, Sy4.0.y &, s000 le radici n®™ dell’unitd diverse da 1, saranno pure solu-
zione dell’equazione (27) le funzioni:

& K(x, 4), &K 9),..., = K(x, 9).

Osserviamo ancora che, se questa operazione si ripete sopra una qua-
lunque di queste funzioni, si ottiene sempre la medesima serie di soluzioni:

Kz, ), Kz, y), s K@ 9),..., & Kz, y)

ordinata diversamente.

Un sistema cosiffatto di soluzioni lo diremo ciclico.

In virtlt delle osservazioni precedenti si ha che due soluzioni dell’equa-
zione (27) appartenenti a due diversi sistemi ciclici non possono mai essere
uguali ; perche altrimenti, operando su queste due soluzioni uguali nel modo
anzidetto, si otterrebbe lo stesso sistema, col quale dovrebbero allora coin-
cidere 1 due sigstemi ciclici supposti diversi.

Osserviamo in fine che le soluzioni dell’equazione (27), date dalla for-
mola (29), possono scindersi in sistemi ciclici di n soluzioni ciascuno, i quali
costituiranno tutte le possibili soluzioni dell’equazione (27) aventi autofun-
zioni tutte reall.
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CAPITOLO 1L

Equazioni integrali di secondo e di terzo grado.

TEOREMI SULLA PERMUTABILITA.

17. Rammentiamo anzitutto (*) che se le funzioni p (%, y), q (x, y) sono
permutabili, saranno permuiabili le loro reiterate p™{x, v), 9" (x, ¥); ossia
se st ha:

o Pii (e, 9) = i@, y),
8h aurd :
PG (@, y) =4 P (2, y)-
Osserviamo poi che se le funzioni p (xz, y), q (%, y) sono permutabili, varre
la formola analoga o quella del binomio di Newlon :

(m) }
|pe g +a )| =7 w0+ i) + 2
(30)
- ( /’C’;L ) 1")(’““‘2) Q (“"7 i’/) + -t Q(M) (90, f’/)? S
e laltra:
.
f =p<u—x> (@, 0) 4 PO G (2, 1)+ FO GO (w0, 1) 4 A g0 (, ) z 2
© (31)

31) {(ny #) — q (0, ¥) gd'ﬂ = p" (w, ¥) — ¢ (@, y). S

Rammentiamo ancora (**) che condizione necessaria e sufficiente affinché
due funziowi simmetriche p (x, y), q{x, y) siano permutabili é che la funzione:

b
F@,y) =] p n)qm y)dn

(%) VourteRrRA, Questioni generali . . . (L e.).
(**) Lavrwcerra, Sopra le funzioni permutabili di 2.# specie (Rendiconti della R. Acca-

-

demia dei Lincei, vol. XXII, serie 5.2, 1.° sem. anno 1913, pp. 331-346).
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risulli simmetrica; ovvero: condizione necessaria e sufficiente affinché due fun-
zioni simmetriche p (x, 4), q (v, y) siano permutabili é che esistano quatiro
funzioni p' (v, y), p" (2, ¥), ¢ (=, ¥)s ¢ (%, y) tali che p' (=, y), ¢ (x, y) ab-
biano le stesse autofunzioni, p'(x, y) sia ortogonale o p"(x, y), ¢ (x, y) @
Q" (@ ), ¢ @ y) o d @y, qd @y op @y p@ ¥ aq @y, el
ancora che siq :

P (@, y)=p (@ 9 +p" @ y),

q (e, v)=q (@, y) -+ ¢ (%, y).

Le aulofunzioni di f{x, y) sono quelle comuni o p' (x, ), ¢ (x, y).

Questo teorema equivale ancora a quest’altro: condizione necessaria ¢
sufficiente affinché due fungioni sinvnetriche p (x, 1), q{x, y) siano permatabili
¢ che esisla una serie Q di funzioni orlogonali conlenente le aulofunzioni di
plw, y) e di q(x, y). Le autofunzioni di [(x, y) sono quelle comuni a p (x, y),
q(x, y)-

18. Converra rammentare pure il seguente procedimento atto a deter-
minare una serie @ e quindi anche le funzioni p'(x, ), p" (%, ¥), ¢ (x, ¥),
q" (@, y).

St indichi con f(x, #) 1l risultato della composizione di p(x, y) ¢ di
q(x, y), con P” l'insieme delle autofunzioni o) (x) di p («, y) tali che

K7
] f{x, y) or{z)dao =0,

con 11" il corrispondente insieme di autovalori, con Q" Vinsieme delle auto-
funzioni ¢, () di q (x, ¢) tali che

b
| ri, g) g ) dw =0,

con X" il corrispoudente insieme di autovalori. Siformino due funzioni sim-
metriche aventi rispettivamente una per autofunzioni le funzioni dellin-
sieme P” e per corrispondenti autovalori quelli dell'insieme n”, un’altra per
autofunzioni le funzioni dell’insieme Q" e per corrispondenti autovalori quelli
dell’insieme X". Le funzioni, cosi formate, sono appunto le richieste funzioni
(e, y), 4" (2, y).

Siano ¢, (), ¢, (x),... le autofunzioni di p (x, ) non comuni a p” (w, ¥),
€ Py Po,... 1 corrispondentt autovalori; e siano ¢, (x), 4, (%),... le auto-
fanzioni di ¢ (%, y) non comuni a ¢" (%, ¥), e ¢, ¢.,... i corrispondenti au-
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tovalori. Supponiamo, in generale, che sia:
Pi=ps=" =P, =P, Popt =Pute = =Dy =Py ey
pr— — w—— — 4 o P — .
Qg ==y == ==z, =(, Qo1 == Qoo =+ '_QTI*FT‘::Q’?" BRI

e poniamo:

1 u | bkt
H(@, )=+ Y 0. @2 (), H@y)=— Y oal@on(y),..;
D P, 4
- I u - 1zt
K, (ma ?f) = )—4.’1 4’!* (60) (‘E‘P' (f’j)» K, (m7 3’) =~ X Ve ("'U) (‘Z’!f' (y) PRI
g1 qo 741

H, K, (@, y)=f. (@, y).

I/insieme F delle autofunzioni di tutte le diverse f.(x, ) & appunto
Vinsieme delle autofunzioni comuni a p(x, ) e a ¢ (x, y), ovvero l'insieme
delle autofunzioni appartenenti ai tre nuclel p' (@, ¥), ¢ (@, ¥), f(x, ¥); e
sl aved :

O=F-1+P" "+ Q"

§ 6.
RISOLUZIONE DELL'EQUAZIONE INTEGRALE DI 2.° GRADO.

19. Proponiamoci di risolvere l'equazione integrale di 2.° grado:
K@ (x, y) + 9 K (, y)+aqlx, y) =0, (32)

mediante nuclei simmetriei K (2, ) aventi autofunzioni tutte reali, nellipo-
tesi che p(x, y) e q (z, y) siano funzioni simmetriche ad autofunzioni tutle
reqli.
Supposta 'esistenza di una soluzione K, (x, ) simmetrica dell'equa-
zione (32), ossia se si ha:
K (@, g) -+ K (@, y) +q @ y) =0, (32)

siavri:
P K, (93, 3/) = — K9 (GU, .?j) —q (/’& ?/) == f(mv ?7’)7
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con f(x, y) funzione simmetrica come le funzioni K% (x, y) e ¢ (%, y) che la
compongono, quindi si ha: qualunque soluzione simmetrica dell’ equazione (32)
¢ permutabile con la funzione p (x, y).

In virtt della dimostrata permutabilita di p (=, ) e di K, (x, y), segue
che p (2, y) & permutabile con la funzione

q (@ y)=—K? (@, y)—D K (@, y),

ossia se Uequazione (32') ammette una soluzione simmetrica, p (x, y) ¢ q(x, y)
sono permuiabili.
Notiamo ancora che se Vequazione (3%2) aminette una soluzione K, (x, v),

ammellerd pure Ualira soluzione:
K, (z, y) = —ple, y) — K, (@, y). (33)
Infatti si ha:

K (@, 9) 4 Ko @ 9)+ 0@, 9) = K9 @, ) +25 K, (0, 9) + 9 (@, y) —
— i) B @, )+ Ko 9) [0 (o ) = K9 @, 9) 5 K. @, 9)+ 0 @, ) =0

Due soluzioni cosiffatte K, (x, ), K, (x, #) dell’equazione (32) saranno
dette cicliche.

E evidente, in virtd della permutability di K, (x, y) e di p (&, y), che due
soluzioni cicliche N, (@, y), K, (x, y) dell’equazione (32) sono permutabili fra
di loro.

Ogsserviamo poi che se K, (x, y), K, (x, y) sono soluzioni cicliche dell’ equa-
zione (32), si ha :

K\ K, (@, y)=q (=, 9) (3%)

Infatti, valendosi della (32'), si ottiene:

ee e 4
N K, (%, y)= w—f K, (x, ) %p (n, ¥) + K, (n, 9) : dn=—

— K® (ma ?j) —p ]\rl (T7 !/) =q (:1?, y),
c. d. d.

Osserviamo infine che, se si suppone che le funzioni simmetriche p (, #)
e K, (x, y) siano nuclei ad aulofunzioni tutte reali, in virtt della loro per-
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mutabilitd, esisterd una serie 2 di funzioni ortogonali tutte reali, contenente
le autofunzioni di p(x, y) e di K, (x, y); ed allora, in forza della (33), la
serie Q conterrd pure le autofunzioni di K, (x, ), ed in forza della (34) con-
terrd ancora quelle della funzione ¢q (w, ). Adunque si ha: per ogni sistema
ciclico K, (x, ), K, (@, y) di soluzioni dell’equazione (32) esiste un sistema Q
(almeno) di funzioni orfogonali, contenente le autofunzioni di p (x, ), g («, y),
K, (z, y), K. (2, y).

20. Volendo ora risolvere l'equazione (32) col metodo di LAGRANGE,
dovremo cercare di esprimere la differenza K, (x, y) — K, (%, y) di due solu-
zioni cicliche mediante gli elementi noti p (%, ), q (x, ¥).

A tale uopo notiamo anzitutto che si ha, in forza delle (33), (34),

g K, (@ y)— K. (@, y) {——— PO (@, y)— kg, 4); (35)

e che le autofunzioni dell’espressione:

A (w, y) =p (@ y) —La(®, y),

che potremo chiamare discriminante dell’equazione (32), sono contenute cer-
tamente nella serie Q; e poiche Uespressione K (x, y) — K, (@, y) ¢ una so-
luzione ad autofunzioni tutte reali dell’equazione binomia di 2.° grado (35),
indicando con A,, A,,... la serie degli autovalori del discriminante A (@, y),

risulta dalla teoria delle equazioni integrali binomie che la serie Evm
¥V

deve essere convergente.

Da cid che precede si pud concludere: se Uequazione (32),” nella quale
p(x, 4) e q(x, y) sono funzioni simmetriche aventi le autofunzioni reali, am-
melte una soluzione sinumetrice ad autofunzioni reali, le funzioni p (x, y) e

- . 1 ;
q (x, y) devono essere permulabili e la serie ¥ ™k formata con gli autova-
¥

lori del discriminante p® (x, y) — 4 q (x, y), deve essere convergente.
21, Viceversa, si supponga che p (x, y) e q (x, y) siano permutabili e che

lo serie ¥, » formata con gli autovalori del discriminante p™ (x, y)--4q(x, y),

1
sia convergente.
Osserviamo anzitutto che, essendo p (%, y) e ¢ (%, y) funzioni permuta-
bili, esisterda una serie @ di funzioni ortogonali contenente le autofunzioni

di p (e, 9) e di q (%, y); sicehe le autofunzioni di p* (x, y) — 4 ¢ (@, y) saranno
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pure contenute in Q; e poiché la serie ¥, — & convergente, 'equazione bi-

™
nomia :
H® (@, y) =p@ (w, y) — 4 q (2, y) (35")

ammetterd infinite soluzioni aventi le stesse autofunzioni del diseriminante
A (x, y), ossia aventi le autofunzioni contenute in Q. Indicaudo con H(x, »)
una qualsiasi di tali soluzioni, e ponendo:

Ko, o)+ K, (@, y) = —p (2 y),

K (®, y) — K (v, y) = H{x y),
risulterd:

. — P (2, 1 H(x,

K, (w, y)— —P J)®+ (@, y) .

e la funzione K, (x, y), cosl determinata, soddisferd effettivamente all’ equa-
zione (32).

Infatti le funzioni p (=, ), H (x, y) sono permutabili, per il fatto che le
loro auntofunzioni sono contenute nella medesima serie Q; e quindi, tenendo
conto della (35"), si avra:

}

b, )+ Hiw )|+

+q (@, y) =

K® (@, y)+d K, (%, y) +q @, y) =

| -

—+

ro| —

=”1—p”’ (o, )+ 1 pe (@, 4 ﬁii) H{w, y) — 1 p® (e, ¥) +
4 4 2 )

%lx—\ DD

| 1O (@, ) = (@, 5)+4 (e )| =0
c. d. d.

Riepilogando si ha dunque: condizione necessarin e sufficiente affinche
Uequazione (32) annetto soluzioni ad autofunzioni lutle reali & che le funzions

|
p(x, ¥), q(x, y) siano permutabili e che la serie ¥, ™k formaia con gli au-
i ¥

tovalori A,, A,,...del suo discriminante p' (x, y) — & q (x, v), sia convergente.
Le infinite soluzioni ad aulofunzioni tutte reali dell’equazione (32) possono ag-
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346 Lawuricella: Sopra Ualgebra delle funzioni permutabili di 2.° specie.

grupporst in coppie di soluzioni cicliche. Per ogni coppio di soluzioni cicliche
dell'equazione (32) esisle un sistema almeno di funzioni ortogonali confenente
le autofunzioni di questa coppic di soluzioni, di p (x, y) e di q(x, ).

Da cio che precede si ha ancora: date ad arbilrio due funzioni simme-
triche ad autofunzioni tutle reali p (x, ¥), q (%, y), condizione necessaria e suf-
ficiente affinché esistano due funzioni simmetriche ad autofunzioni tutle reali,
che abbiano per somma p (x, y) e per risullato della loro composizione q (x, y),
& che le funzioni p (%, ¥y), q (¢, y) siano permutabili e che la serie delle in-
verse dei moduli degli autovalori del discriminante p® (%, y) —4q(x, y) sic
convergente. Quando queste condizioni sono soddisfalte, esistono infinite coppie
di funzioni cosiffatte.

23, Mostriamo ora come si pud procedere alla formazione delle auto-
funzioni e dei corrispondenti autovalori delle soluzioni dell’equazione (32).

Si applichi alle funzionip (x, ), ¢ (¢, ) il metodo rammentato al n.? 18
(§ b) per la ricerca di una serie @ di funzioni ortogonali contenente tutte
e sole le autofunzioni di p(y =) e di ¢ (x, y); e sia:

@y ((E, (tj), NG (36)

una tale serie. Indichiamo con p,, p,,... la corrispondente serie di autova-
lori della funzione p (x, ¥), € con ¢, ¢s,... la corrispondente serie di auto-
valori della funzione q (x, y), con lavvertenza che alcune delle p, e alcune
delle ¢, possono essere infinite, senza che ¢id possa mai avvenire contempo-
raneamente per una p, e una p, aventi indici uguali. Allora il discriminante
A, y) = p® (@, y) — % q (&, y) avrd per autofunzioni le funzioni della serie
(36) e per autovalori rispettivamente:
1 1 .
T 47 1 &7
Pl 4 P

sicche qualunque funzione avente per autofunzioni le funzioni della serie (36)
e per autovalori rispettivamente:

2 2
e (37)
N Sy I S S DIy .

p. VP 1 P YPi 4.

sard soluzione dell’equazione (32).
‘Le infinite soluzioni simmetriche ad autovalori tuttireali dell’equazione (32)
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si otterranno considerando 1 varii sistemi @ di funzioni ortogonali, che il
metodo rammentato ¢i dard, e ecombinando in tutti i modi possibili, per ognuno
di tali sistemi, le coppie di autovalori della serie (37).

§ 7.

RISOLUZIONE: DELL’'EQUAZIONE INTEGRALE DI 3.° graDO,

23. Passiamo ora alla risoluzione dell’equazione integrale di 3.° grado
e, per semplicita, si consideri I'equazione:

K® (%, y) +p K (@ y) +q @, y) =0, (38)

nella quale le funzioni p (z, 9), q (%, y) siano simmetriche e ad autofunzioni
tutte reall.

Anzitutto si pud osservare, anche qui, che qualunque soluzione simme-
trica K, (%, y) dell’equazione (38) & permutabile con la funzione p (x, y); e
quindi ancora che se Pequazione (38) amunetle una soluzione simmetrica, le
funzioni p (x, y) e q(x, y) devono essere permulabili.

Cid premesso, sia I, (x, y) una soluzione simmetrica dell’equazione (38),
e sia K, (», y) una soluzione simmetrica dell’equazione di 2.° grado:

K® (x, )+ K, K (%, y)+ } p (e, )+ K (2 y) : = 0. (39)
La funzione K, (x, y) sard certamente permutabile con K, (x, #); e per

conseguenza, in virth della (39) stessa, permutabile con p (x, y); di modo
che si pud scrivere:

0= &, — B || @ )+ R R, )+ )5 o)+ B9 ) || =
— K@, 5)— K9 (@ 9)+5 | K, @, 9) — Kl )| = _
=K (@ )+ K (@ ) +q @, y)—
— K2 @ 9+ Ko ) 0, )]

dalla quale risulta che la funzione K, (z, y) verifica Vequazione (38).
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Siano K, (#, y), K, (x, y) soluzioni cicliche dell’equazione di 2.° grado (39);
allora saranno soluzioni dell’equazione (38) le funzioni K, (x, y), K, (=, ¥),
K, (2, y), le quali saranno ancora due a due permutabili; e, in virtt della (39),
st oavrd :

Ky @, y) + K. (%, y) + K (o, y) =0, )
N ; (40)
KK, (w0, y) =p (@ 9) + KD (@ 9); )
e quindi:
K R K (o, ) = K9 (2, 9)+D K (@, y)=—q (@ ). (41)

Tre soluzioni cosiffatte X, («, v), K, (%, y), K, (%, y) dell’equazione (38)
si diranno soluzioni cicliche.

Osserviamo che, in virtlt della teoria dell’equazione integrale di 2.° grado,
esisterd un sistema Q di funzioni ortogonali contenente le autofunzioni di
K, (x, ), K, (x, ), K, (%, y) e di p (@, y)+ KD (@, y); sicche il sistema 0
conterrd certamente le autofunzioni di

» (mﬂ ,l/) =— K7 (mﬁ ?/) - 1(1 ]{-’ (mv y) — K (9&‘, y) ’
e conseguentemente conterrd pure le autofunzioni di
q(® y)=—K9 (@, y)—b K @, y).

Adunque se Pequazione (38) ammette un sistema di soluzionicicliche K, (x, y),
K, (x, y), K, (x, y), esistera un sistema Q (almeno) di funzioni ortogonali con-
tenente le aufofunzioni di p(x, y), q(x, y), K, (@, 1), K, (x, 9), K, (=, y).
24, Volendo visolvere I'equazione integrale (38) valendosi del metodo
di Lacranee, indichiamo con ¢ una radice cubica primitiva dell’unitd, e cer-
chiamo di esprimere le funzioni:
H, (mv U) =N, (OG, '.’/) +3 K, (90, y) ¢’ 1{4(“}7 y)a )
Hy(w, ) =K, (@, )+ K, (&, 9)+=< K (2, 5) |
mediante gli elementi analitici relativi alle funzioni note p (@, ¥), ¢ («, ¥).
A tal uopo si osservi che le funzioni H, (=, %), H. (x, y) sono permutabili
e che, facendo uso delle (40), (41) ed eseguendo calcoli perfettamentie ana-
loghi a quelli noti dell’algebra, si ottiene:
HY (0, )+ HS (@, y) = — 27 q (=, y), (43)
H o H, (&, 9)=—3p( 9); (44)

(42)
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e per conseguenza:

HO 7Y (@, y) = — 27 p (=, ). (4)
Si osservi ancora che la serie O contiene, in virti delle (42), le auto-
funzioni di H, (x, y) e di H,(x, y); sieche le funzioni HY (x, y), HP (@, 1)
costituiscono, in forza delle (43), (44), un sistema di soluzioni cicliche del-

Pequazione di 2.° grado (risolvente di Lagrange):
2% (@, y)-+ 274 % (@, y) — 2T p (w, y) = 0. (45)

25. Cio posto, indichiamo con
Q=o,(x), @ (®),...

una serie di funzioni ortogonali contenente tutte e sole le autofunzioni di
p (@, u), (2, y), K, (2, 9), K. (2, y), K,(x y), e con

Doy Pesees
Qs 2seery
’ L

k’l) k‘_’:"':

kﬂxa k"‘za-"a
]g!/ll , k///2 ye
le corrispondenti serie di aulofunzioni, potendo alcune di queste autofunzioni
essere infinite.
In virth delle (42), le funzioni H, (x, y), H, (%, y) avranno per autofun-
zioni le funzioni della serie Q; siccheé, indicando con
B,, k,,.

h/ ”

ooy

”
1 h‘zv--'

le corrispondenti serie di autovalori e tenendo conto delle (45), (44) e delle
(40), (42), risultera:

1 i g 8
1 & 1 1 1 - E:Q S ——
31, 52\/~5qt 4qt+ 0 p; Jh”,_e\/ 2q ™ \/M +oﬁp
t, 1 T
-§_ —— e 0, ’k’,: } J/g + %M; }’Q: 3 ‘Z}/l; ..]l,
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e quindi:
3 3
1 _ 1 —
1 c 1 \/ 1 1 ? 1 1 1
— — -+ _— _ e —_ e - !
K, g® 2q, 4q§+ ‘271)?_’_3 Qq,“*‘ iaq‘-;_'—‘:?pj ’
sl T L] 1
‘_:Ez [ - _'___ r € T — T - 4‘6
R T e R e e
825 z 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1
= — ~+ _ [ R e o - — .
T %q,—\/4qz+97pf+” 9q,+\/4gz+°z7ps

In queste formole i segni ==, & stanno ad indicare che se il primo ter-
mine si fa precedere dal segno -, il secondo dovrd farsi precedere dal
1

segno —, e viceversa; i segni * stanno poi ad indicare che, se nel-

b

(SRS Y

2

g
2

€

W il primo termine si fa precedere da uno dei segni 1, ¢, ¢, il
t

secondo termine dovra favsi precedere rispettivamente da uno dei segni 1, &% ¢,

I'espressione di

il primo termine dell’espressione di W dovra farsi precedere rispeltivamente

t
2

da uno dei segni :, ¢ I, il secondo rispettivamente da uno dei segni ¢,
s, 1, il primo termine dell’espressione di 7 dovra farsi precedere rispetti-
t
vamente da uno dei segni <%, 1, ¢, il secondo rispettivamente da uno dei segni
g, 1, .
Finalmente, dal fatto che le funzioni K, (%, y), K, (%, %), K, (2, y) sono
sommabili insieme ai loro quadrati in tutto il campo

\

c=.0a=x=ba=y=>,

l \

segue che la serie:

1 1 { ) }
X (s + v ) )

formata con le espressioni (46), deve essere convergente.
Conviene osservare che la serie (47) & indipendente dalle diverse com-
binazioni dei segni + e —, 1, = ed ¢°, che si possono fare nelle espres-

sioni (46).
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26. Reciprocamente, si supponga che le funzioni p (x, y), q (2, y) siano
permutabili e che, costruita una serie Q di funzioni ortogonali confenente tutle
e sole le autofunzioni di p(x, y), q (%, y), la serie (47), costruita con & corri-
spondenti autovalori di p (x, y) e di q (%, y), sia convergente. Si pud costruire,
ed in infiniti modi, una terna di funzioni K, (x, y,), K, (=, y), K, (x, y) avente
per autofunzioni le funzioni o, (x) della serie @ e per corrispondenti autova-
lori rispettivamente i valori %', %7,, k”,, dati dalle formole (46), accoppiate
nel modo anzidetto; e si verifica facilmente che questa terna di funzioni,
cosi ottenuta, costituisce appunto un sistema di soluzioni cicliche dell’equa-
zione (38).

Adunque, riassumendo, si ha: condizione necessaria e sufficiente affinche
Vequarzione integrale di 3. grado (38) abbia soluzioni cicliche, ad aulofunzioni
tutte reali e sommabili nel campo ¢ insieme ai loro quadrati, & che le fun-
zioni p (x, ), q (¢, y) siano permutabili e che, per una serie Q di funzioni
ortogonali, contenente tutle e sole le autofunzioni di p (x, y) e di q(x, y), lo
corrispondente serie (47) sia convergente. Per ciascuna delle eventuali serie Q,
per le quali queste condizioni sono soddisfalte, si hanno infiniti sistemi di so-
luzioni cicliche dell’equazione (38), dovuti a tutle le possibili combinazions delle
terne di wvalori di ®,, k",, k",.

{Dopo che questa Memoria era stata presentata, la Scienza ebbe a sopportare la grave
perdita dell’ Autore, Prof. Lauricella, morto dopo brevissima malattia nel gennajo scorso. —
La revisione delle bozze di stampa fu gentilmente assunta dal sig. Prof. Lucio Silla, a Roma).



