
U e b e r  d~s v o l l s ~ m d i g e  S y s t e m  e ine r  bin:,~ren F o r m  ~ch te r  
O r d n u n g .  

(Fortsetzung der gleichnamigen Abhanc~ung p. 31--51 dicses Bandcs.) 
V o n  

vo~ GALL in l~Iainz. 

Nachdem mir durch Entgegenkommen der Annalenredactlon 
S yl v e s te r's Publicationen fiber bini~re Foralen achter Ordnung zugiing- 
lich geworden sind, habe ieh meine Grundformen nochmals einer eia- 
gehenden Sichtung unterzogen~ deren Erfolg eine f a s t  vSllige Ueberein- 
stimmung beider vollst~ndigen Systeme gewesen ist. Es hat sich nicht 
nut gezeigt, dass aueh (pk)2 ~ P 2  und ( H A ) a ~ H " '  aus~ulassende Formen 
sind, sondern dass auch /t.4 und (pA) 4 ._~__pzr reduclrende Factoren 
sin& Hiermit ihllen die meis~en F o r m e n / / u n d / ~  fort. Endlich folg~ 
noch aus zwei allgemeinen Siitzen fiber biquadratische Formen, dass 
eine Reihe weiterer Formen fiberfliIssig ist. Zum Schlusse wurde eine 
Re}ation zwischen D und (i k2) s entwickelt und die noch vorhandene 
Differenz beider vollstiindigen Systeme besproehen..Ich habe drei der 
Sy lves te r ' sehen  Formen ansscheidea zu mfissen geglaubt, eine bei 
S y 1 v e s t er ausgesehiedene Form vermoehte ich nieht zu reduciren~ auch 
konnte ieh reich leider nicht iiberzeugen, dass bei mir Fehler vortiegen. 

w 9. (2k)2. 
Dutch Vertauschung yon i und f erh:ilt man aus den Formelu 

pag. 42 der angeffihrten Abhandlung d. J. die beiden gleichartigen: 

1 ' 61'"- "~- 2[(f i ) '~k]~ -F ~1 (/ ' i )~ . k  - -  t'.i~ = 4(ti~i), -- 5 /'~.i 

1 6~2 - -  2[ ( / ' i )~k] ,  + 7 (fi).,.]~ _ / , . i  = 4(iJ ') ,  - -  y i z.f, 

welche die Relation ergeben: 
1 

(I) (f3i), - -  (iJ ') ,  : [(/'/):', l~], - - -~  ~f.i,--i.tl). 
Beniitzen wir dieselbe und die Identitiit: 

( t lk) ,  ~ t l  �9 k - ~ - f .  ~ ,  

so erhalten wir aus den ~us pag. 42 folgenden verwandteu Formeln: 
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4 f(fi)3k],  + ( f i ) , . k  + f.i~ -~ 6(f~i)~ - -  (f~i) ~ + ~ t ; .  i 

23 
- 4[(/~W~],  + ( /~)~.k + i . s  ~-  6(i,~t') ~ - -  (,~/')' + ~ i~. f ,  

die zwei~e Relation: 
�9 3 7  

Eine weitere Relation zwischen (f2i)~ und (i~[') ~ ergiebt sich aus 

oo   roo oo  
Formeln des w 1. : 

(III) ~- [(ii')4f]2 + ~s ( i i ' ) ~ ' f ~ - -  V 

5 �9 15 
+ ~- (s + ~ . ~  t~ �9 i, 

wenn wir hierin die leicht zu bestimmenden Werthe yon (ii') 4 und ( i i ' )  6 

einse~zen. (ii') ~ entnehmen wit dem w (ii') 4 finder man a u s ( ~  4 f ~)  
mi~ Hilfe des w 1.: 

7 (~,)4 _~ i~2_ j~ .  67 a i - - ~ B f - ~  - -  54 (f,f), .  -- 12(f3f)3 + 'r (fd")2 - 

Mit Benfitzung der aus (0  f k f )  (0  f k 3/' ) ( f  k f )  folgenden Glei-  
chungen: 

~ k ~ (f2f)4 + ( f f f)3 + -7- (t'~t')~ = i~ + ~- , 

1 3 5 k~ ( f J )3  + ~ (f4f)'~ -~ ~ is + , 

is ~ k'- 
(t4t')~ = H~ + -~ i.~ + 

und der im w 3. entwickelten Darstollung yon/-/4, kann m~n die Glieder  
(fcf)~-e successive eliminiren und erh~l~ endlich: 

a5 - -  ~ A i + B f +  

Dementsprechend geht (IIl) fiber in: 
v 9 + + f . A  + 75 5 (V) - -  12 ( i~ f )2 - -~  A p  + -~ B H +  T f : . k  ~ f .  i,~ --  ~ A k f  

75 ~- -- 5(t] i)3--6(f~i)2 + 25(f~i), + ~ h ' i ,  

wenn wit fiir (f, ~)2 ~- f2.1c -- e f .A,  wie sich aus der Po la ren-  7- 
entwiekelung 

4 2 (,) (,) 
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ergiebt, setzen. Stellen wir nun die tier Entwickelung yon 03 pag. 42 
vorhergehenden Formeln mit Benfitzung der Rdationen des w 1. urn, 
so gehen diese fiber in: 

4 1 . . 23 . gsf 2 .k+g6 Afk-- f .,,-~- 4(f, i).~-- ~ (fj)~ + 2(f3,),--~f4.* 

( V I )  ~ 1 . 2 . 6 i . ~3 Tf2"~+~6Afk+f '~---q/ 'A= (5 )~ - -  ( s  
7 7 1 �9 1 6p2+Kgf2.1~+gg6Afk_f.i,---q-f.A= 4(fa,) __gf4.i , 

Setzen wir endlich aus (II) den Werth  yon (i2f')2 in (g) ein, so ver- 
wandelt sich letztere in:  

( ' V I I )  ~ 7 9 .1 .~  . l ~ - - ~ - f  7 ~ . ,  367 . 5 ---~ Ap +-~ B H + - ~  f~ A--,a-g~. at. h +~7~f~.,--~ A k f 
= -- 5(f,  i)a--  6 (f,i)= + 25(f a i)t. 

Durch successive Elimination der Glieder auf der rechtcn Seite der 
Gleichungen (VI) und (VII) erhalten wit die Identitllten: 

8 Ap-~- ~.Btt.-l--fffff2k-- .~ f'~4+ ~f4 .i-- 
55 

= - -  9 (f~ i)~ + ~ (fai)t, 
7 7 l l S  ~ f .  2 5 r  �9 , 9 , . 7 8Ap+-g.BH-[-~f~k-- A--~l.~4.5-Tl~.~--g6Afk 

= 2 6  ( s  i)t,  
124 ,. �9 37 87 Ap+~7 BH+tTO9s 52 f " A +  "2i ~ ' ~  --- 472 f4" i  

4 A ['k = 3 9 p ~ .  
55 

(VIII) 

E s  ist also auth,,p2 iiberflfissig. 

w 10. 

Die iibrigen Formon (p, k ~. A~. Tr)< 

Aus 4 m ~ 5 erhglt man: 
2 

2 

o d e r  

- -  [(~ok)~+~kp-~ 

( [ )  (~2 /~ )a  + 6 - , , ,  8 - 2 ~  
(r + (m-1)(m-2)  (~4k)* ----- 0. 

Verbinden wir hiermit die Formel  des w 2. 
m - -  4 

(~zx) a ----- - -  (~a/~)~ + , ~ _ - g  (~4k)t, 



142 

so ergiebt' sich 

(H) (~Zx) ~ = - -  

Es is~ mi~hin (/oA)a 

~'. ~ALL. 

m (m~3) (m--4) 
: m  (9~k)a - -  (m-~)(~-~n)  (94k)~" 

durch (p2k)a und (~oflc)~ erse~zbar. Wegen der 
Darstellungen yon p~ und/o 4 in den w 7. und w 9. ergiebt sieh hieraus, 
dass, yon zerfallenden Formen und Formen E abgesehen, (pA)a als 
eia Aggregat von Formen 

((f.i4)k)a und ((i.f4)k)a 
erscheint, und zwar sind die dabei auftretenden zerfalleaden Formen, 
die nicht unter F zu rechnen sind, Producte yon Invarianten mit an- 
deren Formen, was wit mit Inv. �9 bezeichnen wollen. ((fi4)k)a s~etlt 
sieh als ein Aggregat von Formen f.(i~k)a , ((fi4)'k)2 , ( ( f i J k ) t  uf[d 
(fi~)'~.k dar. Analog der 3. GMchung pag. 44 des w 5. finder man 
aber, dass ((fit)lk)2 auf zerfallende Formen und ((fi~)2k)t zuriick- 
kommt. Nach einer Bemerkung des w 5. pag. 43 ist aber (fi4)~ wie 
(if4) 2 durch Pk und Formen/7' erset'zbar und mithin auch ((f/~)k) a wie 
((if4}k)a durch zerfallende Formen und (_pkk)l und hiermit (pA)a aus- 
zulassen. 

oder 
s (re+e) (u--5) 

woraus sich in Verbindung mit' dem Ausdruck fiir (r des w 2. 
ergiebt, dass (P&)4 durch (p4k)2 und (p~k)4 darst'ellbar isL Wir 
fo]gern hieraus analog dem Vorhergehenden: 

(pA)~ ~ 2 : [ F +  Inv. ~ + ( f .  i4, k)4 + ( f4. i ,  7c),]. 
( f~. i ,  k), ist' aber gleich einem Aggregat' yon Formen: 

[;~. i + ((fj)'tOa + ((fS):k)~ + ((fj)3k), + (f4i)4. ]~. 
23 

Wegen der Gleichung ~ (f4i)4 �9 k -q- �9 �9 �9 pag. 44 w 5. is~ nun ((f4i/k)a 
durch die anderen Formen nnd i~. fk erset'zbar. Da aber 

(f4i)2--=p~ + 2Y(2 '+  Inv. r  
so ist auch 

((f , i)~)~ =__ ~ ( ~  + In~. 0 ) .  
Die fibrigen Formen sind in Folge des w I. Formen $~ und Inv. r 
und mithin endlich: 

da ffir ( f .  in, k)4 das gleiehe Result, at erhalten wird. 
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Zur weiteren Betrachtung aller Formen: 

( p ,  A ~ T~)Y 

beriicksichtigen wir die Beziehungen: 

(f~i)t und (i4f)t - -  27F + e ,  +p:~} vergl.pag.43, ~5. 
(f, i), und (id'),, ~ V, + Z~F 

und die aus _(~ ~ ~) folgende Relation: (p,, ],'), ~--~ :~r, (p,k'):,; es crgiebt, 
dana die zwei~e der Gleichungen (i~/'~)t pag, 45, w 5. 

(ikfk)t - 0 ~  "3C- t)~.:~ + L'T'== Z I " .  (Vergl. ~ 14.) 

Ebenso erhMt man aus 2 

(fi-fk)2 ~, P-.  + 22!,'--~- "2I,'. 

Ohae Wei~eres folgt ads den Formen des w 2. 

( f ~ i k ) ~ + i ~  Z F .  
Es sind mithia auch a|le weit;eren Ueberschiebungen 

(p . .  A.),* und (p.~, ~")~ 
auszulassen. Aus allgemeinen Griinden folgt; die UeberftfissigkeiL aller 
Formen : 

(p T)". 
Wir erhMten n[imlich aus der PolarenenLwickehmg 

(1 
k~a(kcp)(A~)' ~-~- ( k . a ,  9) '~ - -  :~ (Tr 4 + 7 (kg) '~ 

und ebenso aus der Polarenbfldnng A,'lAvkvt: 

A , . ( A ~ )  (~) '  = (k. , ' , ,  ~);' + ~, (T~)" + c . ~ - ( t~m)",  

woraus wir sofor~ die Rela~ionen ableiten: 

(IV) 3(tpT)* ~ (cp.~k), --- (r �9 
Verbinden wir diese und die Gleichungen (4) und (.5) des ~ 2. mit, 
dem Obigen, so folgt sofort die Zuriicldfihrbarkeit aller Formea 
(pT)% (pAT) 4 wird sofor~ zu 

2,'(Inv. �9 + 1 " +  ('/~T) s �9  

In Folge der [felationen (4) und (5), des w 2. ist endlich auch 

(~o,~T) ~ ~ Z ( t n v .  �9 + F + i u  . (ffl~)~ - -  i ,~ . (f~A)'O, 

(p,tT) ~ = 27(Inv. �9 + F + i,.,~ �9 (ffl,0" - -  i~ �9 (/iA)D. 
Alle Ueberschiebungen (~,~.4 T) ~ f~llen nach dem 0bigen ohne Weiteres fort. 
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w  

(HA)  4 und dio iibrigen Formon H. 

Man hat naeh w 2.: 
7 (]_/ak) ? und naeh w 3.: 

H~ ~:  22(i 2 + k 2 -J- Inv. 4)), 
1 7 

H3 = y ( M ) ,  - ~ i , ,  

so dass H~ iiquivalent mit einem Aggregat yon Formen: 

((f4f) I k)a -{- Z J  + Z K  -{- ZInv.  4) 

wird. Man erhiil~ aber analog w 5. pag. 4: 

und nach Formel (1) w 3.: 

,s  5 k2 (f~f)~, H~ + H i., +-s = 

so dass wir der Reihe naeh die Bezlehungen haben: 

((/i.f?k)2 ~ 2 : (d+ F +  K + 22Inv. 4)), 
((f~f)%), = [(ak)4(a b) 3 a.~ b~ ~, k~, = 22 ( J +  K +  Inv. q)) 

und endlieh 

(I) H~ ~ 22(J + F +  K +  ~ Inv .  4 ) + s  .fk) . 
Da aber, wie ohne Weiteres einleuehtet, die Relafionen bestehen : 

(fk, fk) 2 = (ab)2(ak)4(bk')4a2b, ~ --~ Hk~ + Z J  + Z K  + 2~Inv.  r 
= 2 2 ( J + K + I n v .  4)) 

( f j ,  5 ) ' =  (ab)4(ak)a(b k') ' = Z(ik~ + J +  K + Inv. 4)), 

so is~ ferner auch 

(II) (H~A~)a und (H.~k~)a ---~ 22 ( J +  K +  Inv. q)). 

Hiermit fallen auch analog dem vorigen Paragraphen alle F o r m e n  : 

(H, jT) 4+', (H.4,~T)" 
ibrt. 

Es isr ferner: 

4 ('~4 k) ,  //m = (//3 k)~ - -  

und wegen des obigen Ausdruckes ftir H 3 
1 

(H~, k)~ = ~  ((fd),~) 2 - ~  (i, ~)~, 
d . i .  

//• ~ 2 2 ( J +  K +  Inv. 4)) + ( ( fd ) '  k)2. 
Der Entwickelung yon ((/~i) t k).~ (w 5., pug. 44) en~sprechend, isL abe l -  : 
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6 1 
( (fkf)'k)2 + -5 ((fkf)~k), + ~- (f~f):~. k + h"  1~ ~- (/'kk),~. f 

und  da fiir 
18 5 

( f~f ) ,  --= Hk - -  H i~ - -  a~ K=', 

(fkfh --: d + K + h~. r 

gese tz t  werden darf~ so ist endlich 

( H A ) 3  -~_ 2 J ( J +  K + I n f .  O) + / i  �9 1'~ +/ i ,~"  i 

und  h ie rmi t  auszulassen.  

w 

@T)~, (~1) ~ una @ ~ ) ' .  

Es bestehen die Polarenentwiekelungen: 
4 ) 

aus welchen die Gle ichungen folgen:  

k (~A)4  ( k . A ,  q))' - -  2(T~o)" -I- ~ C .  ~p.~ --[- 1 1 ) .  cp 
�9 ~ 7 5 

1 D .  ~ ZX- ( , k )  ' = @.LX, ~)~ + 2 ( 1 ~ )  '~ + -~ O -  ~o~ + 

oder :  
(1) k �9 ~o,, - -  A �9 9k = 4(opT) 3- 

Ebenso  folgen aus den Polarenen~wickelungen:  

die Relakionen:  

das is~: 
(2) 3(9T):~ : ~ .  ~o m -  A �9 ~.~. 

Mathematisch~ &nnalen. X'VII. 10 
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Es zerfallen demnach alle zweiten und dri~ten Ueberschiebungen 
yon T m i t  jeder beliebigen Form r deren Ordnung resp. hSher als 
4 oder 3 isk 

Aus den Formeln (2) und (5) des w 2. folg~ 

m - - 6  

und 

oder 
~z',', = 2(q~T) ~ -F ~ H ,  

(A m~,)' = 2[(wT)r, kh + (r kh  "~-- ~ m - -  4 r a �9 I t .  

Ebenso finde~ man aber auch: 

,, 2 2 m -  7 1 C~p~ 

und es wird mithin: 
2 (I) (Aep~)' - -  2 [ - ( m T ) ' ~ k l '  - -  a [(~%ak)'kJ* + a-'~/'a ~ 75 [(~,~.  k), k], 
1 m - - 6  

- -  ~ C ( ~ / ~ )  ~ -  % _  ,, ma,.~,  k. 

Nach einer bekannten Formel ( C l e b s  oh :  bingre Formen laag. 117) 
ist aber 

m - - l O  / ~ ,  1 
( (r  = ~ ( , , ~ - -4 )  k �9 (~pk,.~ ')- - -  ~ ( c pk ,3A  - -  k -  (~k ,~k)  ~ 

m - -  4 2 

Das hier auf~retende ~o~,a,~ is~ leicht auf einfachere Formen zu 
reduciren; man erhiilt aus: 

1 

and hiermit 
m - - 7  ( . , - - 8  ) 

(II) ( ( cp t :ak )*k f  - - ~ - m - : T g  " k �9 -m------g qok~t ---  cpk"' __  -ffl A . ~k3 .  

Dus in (I) auftre~ende [(r k)k]t verschwindet~ sobald m = 8 
ist; ist abet m > 8 [m ist hier selbs~redend ~ 8],  so liefert die Po- 
larenbildung : 

�9 = �9 ( q ~ . ) ~ - ~ ,  ( x y ) ~ ,  

(~k~" k, k) i ,,~ - s = - m - - - - g  ~kk~ ' k. 

Endlich ersetzen wir noch cPa.a in (I) dutch 
(IV) (~oT),, + ~ " '  
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und e rha l ten  n u n m e h r :  

2 (m--7) (m--S) k �9 q o ~  (V) (a ~ , ) '  ---- 2[(~T)~/4, - -  :~ ~,;~--4)~,--~)(m-6)- 

1 k . q o ~ ' " +  t t C ~ m - 6  
s ~- & " r  - -  6 ~ _ ~  (rpT) ~ �9 k. 

(Z q? !) 
Aus 6 m ei'hi[~ man  t'erner mi[ Ber(icksich~igung der For -  

0 1 

meln  (1) w 2. :*)  

m - -  5 l C 
(V I )  - -  [ (gT)Sk] ,  + ~ ~ ( r  k ----- -E (A~g))~ - -  -l~ (k:g?)'~ 

5 C .  r 
i~ + ~ - D  . % .  

Aus den Po la renen twieke lungen  I c~kvku  '4 und A,~ZXuA u' ~ orh~ilL m a n  

abe t  aucb.: 

g q,,, D tp~) (VII) . ~ r - - J  __ (tpA")~ + -~- ( - - - g  -4- d- ' 

und endl ich:  
m - -  5 l , t {p,,, 

+ E ~ a - ) ~ k ] ,  - -  - _ ~ ( , T p .  ]~ = -2 e~, + ~ -  O .  - -  
l 

y D ,  ~o.j 

' 

12 l,t 
oder  

m --- 5 t 
(VI I I )  ~J-~-  2[( cPT)~k], Tfi--4 (cPT)G" # - -  ~ Cop"" 

1 
+ y D q ~  3 + ~ d .  ~k~. 

Verbinden wir hiemfi~ die umges te l lb  Gle iehung (V),  so erhalten wit 

'2 (m--7) (m--8) 
t k - (~  T) ~ 4-  ~ ~ m ~ - ~ ) ~  - 5).( ,~- 6) " k .  Ck~J (,IX) 2 . ~ J  = ,,~ - ,t 

t ~ l t C .  go"' t D % .  
JF ~ k " cPk" ' - -  ~ A " cP~3 -[- T C " eP~-t - -  - "+-'2 

Es zerfalien daher alle Formen  (q)A)~ (q~A') t 9'~ -5 A(~;  f J  liefer~ 
z, B, ein A g g r e g a t  yon Gliedern:  

k. ( / 'T)~:  k - / Y ' ;  & ' A 4  O'./~:; C ' I " " ;  b . / ~ .  

*) A a m e r k u n g :  In dora &bdruck is~ durch ein Versehen art ~ngef(ihrtem 
0ri; der Ausdruck yon (&T)~ mit dem yon (kT)3 vertauschl wordenl es isi~ dem- 
gemi~s zu corrigiren: 

1 l (#T)3 : =  - -  .[, C A  --[- ~4 D k .  

10" 
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Ein Versuch auf demselben oder ilhnliehem Wege ein ZerfaUen 
yon r zu zeigen, scheitert, well die analogen Endgleichungen ftir 
(p~r diese Form und das entsprechende [(fT)~k]l mit denselben Coef- 
ficienten besitzen. 

w 13. 

Die Invariante D und das redueirte System. 

Wir erhalten aus ( ~ 6 f ~ ) "  

( t t i ) s  + -ii-t8 (ii,)~ + _ ~  (ki) 4 _~ ((t~l~f)4, 

odor mit Beniitzung der Relationen flit ( i i ' )  6 und (fi)6: 

18(3  , ' A I ~ ) +  ~ " 3 (Hi)~ + -ii- ,,T i,  + -~- a - -  ~- ~ ** = -i~- ( M )  4" 

( f ' f )4  finder man aus (~k44f) in der Form: 

1 
(f~f), -~ i~ + 2~_ LX + x A k  

und dami~ auch: 
i 3--ff W A + ~  Ak" 

Schieben wit nun die Identitiit (7) des w 2. achtmal fiber i ,  so 
geht diese fiber in: 

a (Ek)4 ( / t i )s  14 (i2i,)~ + t ~ -  - -  ~ ~ @,i), + -,',s .4(ii ')~ - ~ B~. 

Es ist abet 

(i,i'). -~ 6k) , f f r  ( i 'k) ,  ---- [(~')~k].  ----- y ik~ + -~- 1) - A ~  

und 
(Hk) 4 (Hi) s --.-- ~o i , i  + is - -  s - - ~  - ~ - D +  AC. 

Mit Hinzunahme der Relation flit ( i i ' )  s des w 6. erhalten wit nuamehr: 

63 7 A C  -+- 7 A3 7 2{2 

Wir erhalten also mit 8 y l v e s t e r  nut  die 9 Invarianten: 

C'~ ~ •ffi A •. ( f f ) s ,  e3o •= .17 •ffi ( f i )  s, c o ~ c .= (kk ) , ,  05 o = f ,k ,  

C,~ C;~ V~~ C . ~  G o ~  

wean wir mit C~ eine Covariante i ten Grades in den Coefficient.n 
yon f~* and ~ kter Ordnung in x ,  also mit C~ 0 eine Invariante i ten 
Grades bezeichnen wollen. Das vollsfiindige System ist nunmehr in 
folgender Tafel zusammenzufassen: 
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~b 

b~ 

~q 

-j 

C9 f I I 

- - - I !  . . . .  

II I1 
I t 

b -  ' - 

x~ j  
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w 14. 

Die stroitigen Formen. 

Aus vorstehender Zusammenstellung ergieb~ sich, dass S y 1 v e s ~ e r's 
Abz~hlung his auf 4 F~lle mit dem aufgestellten Formensystem iiber- 
einstimmt. S y l v e s t e r  behaupte~ die Existenz yon 3 Formen (77 6 gegen- 
(iber den zwei angefiihrten f,' und (fT) 4, yon 3 Formen C~ ~ gegenfiber 
de1/ obigen f~' und (fkT)1; er besitzt keine Form Clo ~, er h~it also 
i9" fiir zurfickffihrbar und nimm~ endlich neben (f~lT) ~ noch eine weitere 
Form C~ an. Eine einfache Abz~hlung ergiebt abet, dass die mSg- 
lichen Formen C~ 6 die folgenden sind: 

Ok~, p~3, fk', t : -  und (fT)L 

Iu Folge der analog w 2. zu findenden Relation 

/:JL - -  f~' = 3 ( fT) '  

ist f~sl auszulassen. Es bleiben also nut noch weiger m5glich: 

Okk und p~. 

Nach w 6. isg aber _Pk durch ein Aggregag yon Formen fl'~ fk '  1% Cg 
.Bi~ A[~,~ A2f ersetzbar oder yon der Form: 

2~(F + Inv. "~). 

Dies ist in Uebereinstimmung mit S y l v e s t e r ,  der nut eine Form 
(35 s zul~sst~ also ebenfalls eine lineare [~elation yon der Form 

i,k = -1 "  + r �9 �9 

behaupteL Eine Abz~ihlung ergiebt aber~ dass die Producte ~ .  ~ nut" 
die augefiihrten sein kSnnen und dass mithin die Gleichung 

p~ _-- Z(F + Inv. O) 

richtig ist. Es sind daher alle Formen mit dem symbolisehen Factor 
(pk)  4 ebenfalls zweifellos yon der Form 

z ( F  + Inv. r 

Es bleibt daher nut O~k als weitere Form (27 ~ fibrig. Wit wollen demgem~ss 
noch einmal kurz den etwas zerstreu~ in mehreren Paragraphen ent- 
haltenen Beweis yon der Ersetzbarkeit yon Okk recapituliren. Es liefer~ 

ilk ) und ( f ~  1 A) die Relationen: 

21 
Ok + '2s -[- Tg [(fi)Ucj, + -~- [(fi)'k]~ + :6- (fi)~ " k --~ (f~i), 

0,~-]-- 22;"+ ~ _~ [(fi)~A]~-~- ~ [(/'i)~A], + ~ (t~)~ . A~-.~. (/~i)~, 
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oder symboliseh : 

Ok-~ ~3 + (fk i)1 -+- ST', 

Aus diesen erh~olt man sofort die weitere: 

e ~  :--~3.~ + [(r + ,;~'. 

Nun liefern die Entwiekehngen 

die Relat ion : 
~t ' 2  169 ((i/~)4k)1 + __ ((i/;)~lc)e nt - ((i[~)~k).~ = ~1 (ix 1"~), 

7 

( i f~ k )  die erg~nzende: und 0 4 I 

l 6 
1 ((i/;),7~), + ~,i ((if~Vlc)2 + ~ ((if~?~)3 + ((it~)'k), = (i~h)~, 14 

aus welchen sofor~ die IdenLit~t sicll ergiebt: 

lt7 1975 
((if~),k)~ + -,ir ((i5)~7~) 3 + - ((ih)'~k)~ 

1775 
+ 7- ((if~,l~), = o. 

Bedenken wir nun, dass alle aus (fi)3+z durch Ueberschiebung ndt, 
Formen K entstehende Ableitungen wegen der Relationen des w 1. 

Formen /~' -t- Inv. cO geben, und benfi~zen wir weiter die aus 4 

fliessende Beziehung 

(f~i) ~ ~ p, + 2;F, 

so geht die vorsteheade Identit~t fiber in: 

((ifk)tlc)~ ---~o~,~ + Z F =  X F  
nnd erhalten endlich 

Oz~----:-Pa,~ + 2~T'_-~_ L'F, 

da wie oben w 10. bewiesen P,,~,a ~ "~ 5 Pk,,~ gesetzt werden darf. Es 

sind daher alle dureh Uebersehiebung yon O~ mit Formen K resul- 
r Ableitungen ebenfalls durch Formen ~ ersetzbar. Es bleiben 
daher als Formen C76 nffr f~' und (fT) ~ fibrig. Da auch ganz 
analog 

erhalten wird, so folgt im Ansehluss an w 11. aueh die Re0ueirbarkeit 
aller Formen ( 0 ~  K). 
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Die mSglichen Formen C92 sind: 

Ok~k, p ~ ,  f;;', (s 4, 
yon denen abet nach dem Vorhergehenden die beiden ersten wegzu- 
lassen sind. Von Formen CI~ existiren: 

O~kk~, iol;, @kT)~, (f~T) t, 
die sich sofort auf die eine Form (f jT)  4 reduciren. Wie schon oben 
bemerkt, ist es mir nicht gelungen die Form C1~ ~-i.~" zurfickzu- 
ffihren. 

M a i n z  im August 1880. 


