Ueber das vollstéandige System einer biniren Form achter
Ordnung.
(Fortsetzung der gleichnamigen Abhancgung p. 31—51 dicses Bandes.)
Von

voN Garr in Mainz,

Nachdem mir durch Entgegenkommen der Annalenredaction
Sylvester’s Publicationen tiber binire Formen achter Ordnung zuging-
lich geworden sind, habe ich meine Grundformen nochmals einer ein-
gehenden Sichtung unterzogen, deren Erfolg eine fast vollige Ueberein-
stimmung beider vollstindigen Systeme gewesen ist. Hs hat sich nicht
nur gezeigt, dass auch (pk), =p, und (HA)>==H" anszulassende Formen
sind, sondern dass auch H, und (pA)* = p?” reducirende Factoren
sind, Hiermit fallen die meisten Formen H und P fort. Endlich folgt
noch aus zwel allgemeinen Sitzen iiber biquadratische Formen, dass
eine Reihe weiterer Formen iiberfiiissig ist. Zum Schlusse wurde eine
Relation zwischen D und (k%)% entwickelt und die noch vorhandene
Differenz beider vollstindigen Systeme besprochen. - Ich habe drei der
Sylvester'schen Formen ausscheiden zu miissen geglaubt, eine bei
Sylvester ausgeschiedene Form vermochte ich nicht zu reduciren, auch
konnte ich mich leider nicht iiberzeugen, dass bei mir Fehler vorliegen.

§9. (pk),.
Durch Vertanschung von ¢ und f erhilt man aus den Formeln
pag. 42 der angefihrten Abhandlung d. J. die beiden gleichartigen:

6p, -+ 20K + [ (Db — fody = (3 — 5 firl
60, — 2018k + 11 (Fidh — firi = 4G — 5 ity
welche die Relation ergeben:
) (Fsi)i — (s = L{F)% )y — - (f-iy—i-f)-
Beniitzen wir dieselbe und die Identitit:
(hR)s =15 fo-b— o f- A,

so erhalten wir aus den aus pag. 42 folgenden verwandten Formeln:
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L(FIPRY, + (FO)b R + iy = 6(Fi) — (' + 3 w0 fi e
— 4L(FPEL + (fiy kA i fy = 6(inf): — G+ T d-
die zweite Relation:
@) (fod)y — Gof )y = o fo b — s - — iz (i — ify).
Eine weitere Relation zwischen (f,i), und (¢,/)* ergiebt sich aus
(6 é {9) und Ersetzung der‘ (fi)t durch fi,_» entsprechend den
Formeln des § 1.:
D) L[l S GO = s () — e (i g5 4D
5 . 1 .
+“7‘(f3'b)1+’§“%§ s+ %,
wenn wir hierin die leicht zu bestimmenden Werthe von (¢¢)* und (2¢7)°

einsetzen. (¢¢')° entnelimen wir dem § 6.; (¢¢')* findet man aus ( g 1 Zi)
mit Hilfe des § 1.:

T(0)y 4 12dg g Ai —3 Bf =— { (hh— 12+ T (il s

4
5
Mit Beniitzung der aus (6 i 5) 6 g ?{) ((’; Zj Z) folgenden Glei-

chungen:
2

Faf)s 4 (s + o (i =iy + 2 12,
(Fof)s + & (Faf)e = o iy + 55 57,
(Fife=H,+ 36+ 5

und der im § 3. entwickelten Darstellung von H,, kann man die Glieder
(fof)8-¢ successive eliminiren und erhilt endlich:

av) (“)4——583 A+15Bf+549 k.

Dementsprechend geht (Ill) iiber in:

V) —12(f)— s Ap+~ BHA 2k Ao f- D+ o friy— oy AES
= = 5(f, 0y — 6(F) B i)+ i,

wenn wir fir (f, #%)? = f,-k — 3‘ f-A, wie sich aus der Polaren-

6

bt P R? = ] (57) *E)j—: (@)

entwickelung
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ergiebt, setzen. Stellen wir nun die der Entwickelung von ©, pag. 42
vorhergehenden Formeln mit Beniitzung der Relationen des § 1. um,
so gehen diese tiber in:

Ly b A i, = 40 D — (D 20— i
(VD) ”g‘fzk+3—16Afk+f@4__§fA=—‘ (2@)2 (f%'”)l'l"mf:;
60yt g5t bt go A h—F-iy— 1A= 40y —3firi,

Setzen wir endlich aus (II) den Werth von (3,/), in (V) ein, so ver-
wandelt sich letztere in:

(VID) — g Ap+ 4 BHA232, b 3 f A—glf it 20 frim D ARF
-—--5(ﬂz)3~6(f2@.)2+39(70.2@)1'

Durch successive Elimination der Glieder anf der rechten Seite der
Gleichungen (VI) und (VII) erhalten wir die Identitiiten:

— s Ap+ BEA R ok — A= i B i— L ARf

= —9(faih+ 2 (fyi),
1 25 , . .
— g Ap+g BHA G Lk~ T A—Gf it lyi—g A fh
=26(f31);,
—MAP-I" BH+17609/»2 fA_*_l;lJ, i — ;f-.%ﬂ'"
(VIID) — g5 ATk =39,

Es ist also auch:p, tiberfliissig.

Aus (
(i

2 ( :T )) [(q;']”)g_}-z ]2 P Z—WQE“)’ [( k>2+t J3~{
oder

6 — _
(D N = (P3k)y + (T,,;ﬁ—l‘)‘(%?:g)‘(%k)l =0.
Verbinden wir hiermit die Formel des § 2.

(@A) = — (pyk), + 2L (g, ),

§ 10.
Die iibrigen Formen (p, %*. Af.T7)e,

NERNg S

b4

m ) m < 5 erhilt man:
0

1

1

o~ DO
sm

v
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s0 ergiebt sich

~—3) (m~—4)
) (A = 52 (@ — == (),
Es ist mithin (pA), durch (p,k), und (p,k), ersetzbar. Wegen der
Darstellungen von p, und p, in den § 7. und § 9. ergiebt sich hierans,
dass, von zerfallenden Formen und Formen F abgesehen, (pA)® als
ein Aggregat von Formen

(F-igk); und  ((-fh)s
erscheint, und zwar sind die dabei auftretenden zerfallenden Formen,
die nicht unter F zu rechnen sind, Producte von Invarianten mit an-
deren Formen, was wir mit Inv. ® bezeichnen wollen. ((f/%,)%), stelit
sich als ein Aggregat von Formen f-(4,k);, ((f4,)'R),, ((f4,)2k), wid
(fi)* -k dar. Analog der 3. Gleichung pag. 44 des § 5. findet man
aber, dass ((f%,)'k), auf zerfallende Formen und ((f4,)*k), zuriick-
kommt. Nach einer Bemerkung des § 5. pag. 43 ist aber (f4,)* wie
(if)? durch p; und Formen I ersetzbar und mithin aunch ((f7,)%), wie
((Ef) k), durch zerfallende Formen und (p:k), und hiermit (pA); aus-
zulassen,
o kk
Aus ('m 4 4) m < 6 erhdlt man weiter
042
2
¥ )

G

oder

(o 16)y + (‘7’%7‘5)’; (z—ﬁ%_—_g) (@4k), = 0,

woraus sich in Verbmdung mit dem Ausdruck fiir (@A), des § 2.
ergiebt, dass (pA), durch (p,k), und (p,k), darstellbar ist. Wir
folgern hieraus analog dem Vorhergehenden:
(pA), = Z[F + Inv. ® + (friy, &)y + (fy-4, k)]

(fy-4, k), ist aber gleich einem Aggregat von Wormen:

fir s i+ (0B + (A9°8)y + (A8, 4 (£ - &
Wegen der Gleichung g (fuf)y - k4 - - - pag. 44 § 5. ist nun ((f;9)'F),
dorch die anderen Formen und 4 - f; ersetzbar. Da aber

(fi¥): =pe + Z(F + Inv. &),

((fy3)°k), = Z(F + Inv. @).

Die iibrigen Formen sind in Folge des § 1. Formen F und Inv. ¢
und mithin endlich:

Ly (pa)y = Z(F 4 Tnv. £ 4 - ),
da fiir (f. 4,, k), das gleiche Resultat erhalten wird.

go ist auch
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Zur weiteren Betrachtung aller Formen:
(p, A Tey
beriicksichtigen wir die Beziehungen:
(fyd)y wnd (iyf), == ZF 4+ 0, + p,
(Fii)s wnd (iyf)y = p, + 2F

und die aus 1()) il g) folgende Relation: (p,, L), == : {p )5 es ergiebt

} vergl. pag 43, §5.

dann die zweite der Gleichungen (iifi), pag. 45, § O,
(i) - Our 4+ puy -+ 2F == XF. (Vergl. § 14.)

Ebenso erhilt man aus ( 6 Zé {f )

Gef)y - pax + 2F = XTI

Ohne Weiteres folgt aus den Kormen des § 2.
(fayti = ZF.

Es sind mithin auch alle weiteren Ueberschiebungen

(p.1, A®) und  (pag, k)
auszulassen. Aus allgemeinen Griinden folgt die Ueberfiissigkeit aller
Formen:

(p T

Wir erhalten niimlich aus der Polarenentwickelnng

3 4
kethy DY = 2 ((It,);( ,i)) (,"A)',," NEINE
i

3 ¢
kA he) (D) = k-8, 9)°— , Tey + ; (ko)
und ebenso ans der Polarenbildung A4, k'
. X : (4
A L) (ko) = k-8, 9) + 5 (To) + = (o),
woraus wir sofort die Relationen ableiten:
(1V) 3(@T)t = (pab) — (@sd),.
Verbinden wir diese und die Gleichungen (4) und (H) des § 2. mit
dem Obigen, so folgt sofort die Zuriickfithrharkeit aller  Formen
(pT)®= (p4T)* wird sofort zu
2(Inv. @ + F 4+ @Ty - 1)
In Folge der Relationen (4) und (5), des § 2. ist endlich auch
(paTY = E(Tav. & 4 I+ by - (B — tue - (D)),
(paTY = E(Inv. @ + F 4 by« (i) — x - (D))
Alle Ueberschiebungen (p s 4 T)* fallen nach dem Obigen ohne Weiteres fort.
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§ 11.
(HA)Y und die tibrigen Formen H.

Man hat nach § 2.:
Hy=— 2(Hkp 4 } (H,k)? und nach § 3.:
Hy = 20, + k? 4 Iov. @),
1 .
Hy — 5 (i) — 5,
so dass H, #dquivalent mit einem Aggregat von Formen:

(fif) )y + 2J + ZK 4 Zlnv. &
wird. Man erhélt aber analog § 5. pag. 4:
RO+ 2U68), 2R, + () B + £ = frx - F
und nach Formel (1) § 3.:
H; + :_;3 i + ;1% B = (fif)?,
so dass wir der Reihe nach die Beziehungen haben:
(il PK) = 2 + F+ K + ZTav. 9),
(PR, = [(ak)*(ab)?asb’ k] = X (J+ K- Tav. @)
und endlich
I Hy=Z(J+F+K+ZInv. ©fi-f2) .
Da aber, wie ohne Weiteres einleuchtet, die Relationen bestehen :
(fe, [0 = (ab)*(ak)* (k) a,2b? = Hy + ZJ 4+ T K + Z1Inv. &
= X(J+ K +Inv. ®)
(fy; o)t = (ad) (ak)* K} = Z(ipr+ J+ K+ Inv. ©),
so ist ferner auch
(1D (HsA%¢ und (H k¥ = Z(J+ K-+ Inv. 9).
Hiermit fallen auch analog dem vorigen Paragraphen alle Formen :
(H 4T+, (iH_,MT)“

fort,
Es ist ferner:
H™ = (Hyk), — § (HB),

und wegen des obigen Ausdruckes fiir H,

(Hy, )y =+ (GOE)? — o (B,

HI = Z(J4 K4-Inv. ®) + ((ff) k)2.
Der Entwickelung von ((£i%)'k), (§ 5., pag. 44) entsprechend, ist apey- .

d. i
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(A + & AR B + 5 (Bl b4 fo- £ = (fik)y - f

und da fiir
(fif)y = He — 3 1 — 4 K2,

(fif)y =4 + K—I—Inv.(D

gesetzt werden darf, so ist endlich
(HAY = E(J+K+4+Tnf. &) 4 fi - 1+ fis-
und hiermit auszulassen.
§ .12.
(T, (p7)* und (ps8)".

Es bestehen die Polarenentwickelungen:

kAt = g%L) (k A)"y/;-i (y),
Aotk .._.2 ( )( ) Al)u—q(x?/) )

aus welchen die Gleichungen fo]gen.

b (@A) = (kA 9 —2(Te) + 3 0o+, D g,

A (k= (b-A, 9) +2(Te) +2Co9.+  D-o
oder:
1) kega— A g=4(pT).
Ebenso folgen aus den Polarenentwickelungen:

ket APA, = 2 ( )( ) (kAY 5i (2Y),

D Py = 2 ((q)( ) (A/‘y s (2Y)

die Relationen:
— g = (k8,9 — 5 (T} + ¢ Co),

— Ay =D, 9P + 2 (T o) ++ Clho),
das isb:
@) TN, =1L - o — A ¢;.

Mathematische Annalea. XVIL 10
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Es zerfallen demmach alle zweiten und dritten Ueberschiebungen
von T mit jeder beliebigen Form ¢, deren Ordnung resp. hoher als
4 oder 3 ist.

Aus den Formeln (2) und (5) des § 2. folgt

— 6
(Apn) = (pash), — =y P45k

und

‘PA',Z == Q(q)T)r, + (pkllj
oder

(Bga) = 2[(@Tyk), + (g kg — e - gp - .
Ebenso findet man aber auch:
P 1
QP = — 5 ((Puk); + 2 m (Pkk k- 6 Cor,
und es wird mithin:

@) (Do) =2[(@TV k], — © [gusk) k] + 5 2= [gn - F), K,

3 k) — g gus - k.

Nach einer bekannten Formel (Clebsech: biniire Formen pag. 117)

ist aber
(Prsb)'B) = Jor2 b (pusk? — § (Prsh — k- (k)

m—17

== ok g — 2 A - @,

m— 4

Das hier auftretende g3 ist leicht auf einfachere Formen zu
reduciren; man erhilt aus:

[k PR 5 -
(411 m T 4 %) P52 = — @ + e Prr
und hiermit
—q -
@) (@) = =p b (2T o — @) — LA - g

Das in (I) auftretende [(g:x - k)k:h verschwindet, sobald m = 8
ist; ist aber me > 8 [m ist hier selbstredend = 8], so liefert die Po-
larenbildung

m — 8Y (1
(HI) Qrrx me-8 k k3 = 2 Em_ 3)~( @) (‘Pkkk) L (x,?l)”;

(Prr- K, k), =% ‘Pucx ' k.

Endlich ersetzen wir noch ¢ 3 in (1) durch

av) (@T)e + o™
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und erhalten nunmehr:

V) Agay =20@Tr8, — 5 i o _(”;;? o b P

1 A ot ‘_‘6
— 5k +3A'¢‘k3-— o L O — Tn:[(‘PT)G"&

015
meln (1) § 2.:%)

(VD) — [@T¥W) + B3 (pTp b= (A% — -5 (g
.—“1514_ C /II + D (P3

Aus den Polarenentwickelungen £,34, %, und A3 A, A, 1 erhilt man
=] vy Y =Y
aber auch:

Tok
Aus (6 m 4) erhiilt man ferner mit Beriicksichtigung der For-

I R
" G C D
J= (g + 3 (=5 97+ )
und endlich:
FpTYk), — oy @T) k= pat g O 9"~ Doy

5 oot 4, 08"+ O — 5 Do,

oder
(VID) g =2(eT)H — 5=g (9T — 5 Cp"
+‘2‘D(P3 + Tg U+ Que
Verbinden wir hiermit die umgeste}lte Gleichung (V) , 80 erhalten wir
¢ (m 7) (m —
(IX) 2-95= {‘_“ BTV 45 3 (m— 1) (m — ). (m—— 0 b
+7; k"Pka—s—A : ‘Pks+10' Par— TU' 9?'"—{——: Do,

Es zerfallen daher alle Formen (pA) (@ &) @2 A,3; f1 liefert
z. B. ein Aggregat von (liedern:

BT b5 B fis Cofay Cf75 Dofy

#) Anmerkung: In dem Abdruck ist durch ein Versehen an angefihrtem
Ort der Ausdruck von (AT), mit dem von (¥ T); vertauscht worden; es ist dem-
gemfss zu corrigiren:

(BT =— | CA+ ;| Dk,

10¥
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Ein Versuch auf demselben oder ihnlichem Wege ein Zerfallen
von @i zu zeigen, scheitert, weil die analogen Endgleichungen fiir
@ diese Form und das entsprechende [(/T)%k], mit denselben Coef-
ficienten besitzen.

g 13.
Die Invariante D und das reducirte System.

Wir erhalten aus (/2 g 2)

(Hip + 7 () + 45 FiD) = (FiPY,
oder mit Bentitzung der Relationen fiir (¢¢")® und (f4)5:
18 1 5 . 3 ,
(Hi)® + 57 ? Lty 49 ~ 30 Ak)+ B =17 (K"
(f+f), findet man aus (U 4£ in der Form:

(A =i+ 5 A+ 4k

und damit auch:
(Hi) = — 224 4 5 Do Ak
Schieben wir nun die Identitdt (7) des § 2. z;chtmal iiber ¢, so

geht diese iiber in:

T ERVHEDS = 17 o) + 5 B0 + 5 438 — =5 B
Es ist aber

(") = @R () ('R = [ )R] = 3 e + o5 D — ;_0 AC
und

(HEY (Hif = — R iut 1o D4 2 4
Mit Hinzunahme der Relation fiir (¢¢")® des § 6. erhalten wir nunmehr:

D= By — T A0+ L 43— T B

Wir erhalten also mit Sylvester nur die 9 Invarmnten:-

G =A=(ffP, G'=B={(fi)}, C°=C=(kk?, O=fy,
Col =i, Cl=fis, O =1tra; O =fs4; G =44,
wenn wir mit C# eine Covariante iten Grades in den Coefficienten
vonr f;* und-Zter Ordnuug in 2, also mit C® eine Invariante iten

Grades bezeichnen wollen. Das vollstindige System ist nunmehr in
folgender Tafel zusaramenzufassen:
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§ 14
Die streitigen Formen.

Aus vorstehender Zusammenstellung ergiebt sich, dass Sylvester’s
Abzihlung bis auf 4 Fille mit dem aufgestellten Formensystem tiber-
einstimmt. Sylvester behauptet die Existenz von 3 Formen C.* gegen-
tiber den zwei angefiihrten fy und (fT)%, von 3 Formen O, gegeniiber

den obigen 17 und (f;T)'; er besitzt keine Form Cj%, er hilt also

¢ fiir zuriickfiihrbar und nimmt endlich neben (7, T)! noch eine weitere
Form C2 an., Eine einfache Abzihlung ergichbt aber, dass die mog-

lichen Formen C;® die folgenden sind:
Orx, Prs, fk/, f4r wnd (fTHL
In Folge der analog § 2. zu findenden Relation
fau—fi =3(T)

ist fyy auszulassen, Ks bleiben also nur noch weiter moglich:

O und  pys.
Nach § 6. ist aber p, durch ein Aggregat von Formen (7, fi &, Cf,
Bi, Af,, A*f ersetzbar oder von der Form:

(T + Inv. O).

Dies ist in Uebereinstimmung mit Sylvester, der nur eine Form
C,® zuldsst, also ebenfalls eine lineare Relation von der Korm

Peaaf AW

behauptet. Eine Abzihlung ergiebt aber, dass die Producte @ . ¥ nur
die apgefithrten sein kénnen und dass mithin die Gleichung

b= Z(F + Inv. @)

richtig ist. Es sind daher alle Formen mit dem symbolischen Factor
(pk)* ebenfalls zweifellos von der Form

Z(F 4- Inv. ).

Es bleibt daber nur ©;; als weitere Form C,® tibrig. Wir wollen demgemiiss
noch einmal kurz den etwas zerstreut in mehreren Paragraphen ent-
haltenen Beweis von der Ersetzbarkeit von @y, recapituliven. Es liefert

(6 i ]16) und 63_ ?) die Relationen:

Ot 2y + o [(FiP L, + < [(F)'E)y + g (F3) - k= (fii)y
O 20" 4 25 [(FiP Bl 17 [(FD AN+ 55 (i) - A== (fai)y,
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oder symbolisch:
Or = p; + (fii), + ZF,
Os=p"+ (fri + ZF.
Aus diesen erhilt man sofort die weitere:
Our =1p3,4 + [(FiihE), + 2T

Nun liefern die Entwickelungen
ifx b i fx ke P K i fik
032)7 \023)7 \O14)” \113
die Relation:

22 (G + T GRR + (, = — 5 (),

und (('; {2‘ 7{ ) die erginzende:

L (GFE), o GRPR), + 5 (GRRR) + ('R, = ey,
aus welchen sofort die Identitiit sich ergiebt:
G R + Sy (k) + 1 (R,
+ TP (lifetk), =0,

Bedenken wir nun, dass alle aus (/4)* durch Ueberschiebung mit
Formen K entstehende Ableitungen wegen der Ilelationen des § 1.
Formen I -} Inv. ® geben, und beniitzen wir weiter die aus (6 Z’L 17/:,)
fliessende Beziehung

(fi)* =p, + XF,
so geht die vorstehende Identitit tiber in:
(Gf8), == pis + SF = SF
und erhalten endlich
Gm::pm + ZF = ZF,

. . 3
da wie oben § 10. bewiesen p,,, = 5 Prs gesetut werden darf. Es

sind daher alle durch Ueberschiebung von ©p; mit Formen K resul-
tirende Ableitungen ebenfalls durch Formen F' ersetzbar. Ks bleiben
daher als Formen C,° nur fi und (fT)! dbrig. Da auch ganz
analog

Osa=ps + ZF

erhalten wird, so folgt im Anschluss an § 11. auch die Reducirbarkeit
aller Formen (04 K).
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Die moglichen Formen C,? sind:

Okir, Prre, fa, (HT),
von denen aber nach dem Vorhergehenden die beiden ersten wegzu-
lassen sind. Von Formen C2 existiren:
Orrrz, pxx, (PeT)s, (faT)Y
die sich sofort auf die eine Form (fT)* reduciren. Wie schon oben
bemerkt, ist es mir nicht gelungen die Form C@} = i} zuriickzu-
fithren.

Mainz im August 1880.



