
und 
Das Uniformisierungstheorem 

seine Bedeutung ftir Funktionentheorie 
und nichteuklidische Geometrie. 

( Vo,~, P,~o~, l(o~m~:, i~ Leipzig.) 

Das atlgemeine Uniformisierungstheorem, welches 1907 gleichzeifig dureh 
H. PO1NCam,': (~) und P. KOEBS (*'~) begrandet worden ist, l~tsst sieh folgender- 
massen formulieren. 

Allgemeines zentrales U~iformisierungstheo~'em (~*): 1. Es bezeiehne y (m) 
e[ne beliebige ana]ytisehe Funktion, (x, y) das betreffende analytisehe Gebilde, 
enthaltend alle und nut diejenigen Stelten, an welehen die Funkion y (m) und 
damit zugleieh aueh die inverse Funktion m (y) den Charakter einer alge- 
braisehen Fuaktion besitzt; es sei ferner F die Riemannsehe Flftche der 
Funktion y(m), welehe, entspreehend der erw~thnten Auffassung des analy- 
~isehen Gebildes (x, y), dutch ihre Pankte eine eineindeutige Ileprgtsentation 
alter Stetlen algebraisehen Charakters der Funktion y (x) tiefert und also nur 

(~) H. PoracARt::, &er l'urti[ornzisatio~ des foJ~ctions analytiques, Acta math., t. XXXI, 1907. 
(*~) P. Kin,ms, Uber die Uniformisier~eug beliebiger a~alytischer Kurven, erste und zweite 

~Iitteihmg, Nachrichten der Kgl. Ges. der Wisseasehaften zu GSRingen, 1907; s. auch die 
scitdem erschienenen zahlreichen weiteren Abhondlm~gen des Verfassers in den G~#t. Nachr., 
Math. A ~ . ,  Crelles Journal, Jahresbericht tier Deutscheh Math.-Vereinigung. 

( ~ )  Die Bezeichnung als ze~ztrales 5~niformisierm~gstheore,z ist gewghlt im Hinblick da- 
rauf, dass es ausser der in diesem Theorem definier[en wichtigsten Ut~iformisierungstranscen- 
dentert der Kurve (x, y) noch andere Uni~ormisierungstranscendentcn fttr dieselbe Kurve gibt, 
weiche in ihrer Gesammtheit durch ein yon I(OE~E i908 ~ufgestelltes allgemeines Uniformisie- 
~'ungsprinzip umS~sst werden ; vgl. dessen Rdmische~ Vortrag (i908) <( Ueber ein allgemeines 
Uniformisierungsprinzip >>, erschieuen itl den Atti del IV  Congresso internazio~ale dei mate- 
matici (Roma, Lincei, 1909). Das Uniformisiermlgsproblenl bezw. die damit zusammenhiin- 
gcnden allgemeinea Abbildungsprobleme sind seit i907 Gegenstand ausgedehntercr Entwick- 
lungen geworden, welche yon der Deutschen Mathematiker Vereinigung (D. 5][. V.) [9ll  auf 
der Jahresversammlung in Karlsruhe zum Mitteipunkte einer besonderen Verhandlung gc- 
maeht wurden; vgl. hiertiber den Berieht im Jahresberieht der D. i~I. V., 191~, PiN. 1531[66, 
insbes, das Ileferat yon P. KOEBE aaf  pag. 1571163. 
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von inneren Punkten gebildet zu denken ist. Alsdann 15sst sieh auf der Rie- 
mannschen Fl~tehe f eine relativ zu /? unverzweigte und im Innern yon F 
tiberall den Charakter einer algebraisehen Funktion yon x besitzende F u n d  
tion t (m, y) ermittelu, welehe so besehaffen ist, dass x (t) und y (t) zwei si- 
multan eindeutige Fuuktiouen yon t sind mit dem Charakter rationaler Funk- 
tionen von t, deren genauer  simultaner Existenzlmreieh T, das ist der Be- 
reich a~ller derjenigen dureh die anaIytisehe I~ortsetzung sigh ergebenden 
Stellen, au welehen diese beiden Funktionen gleiehzeitig den Charakter ra- 
tionaler Fuuktionen von t behalten, entweder dutch das Inhere (exklusive 
Peripherie) des Einheitskreises oder dutch die gauze Ebene exklusive des 
mleudlieh fernen Puuktes oder dureh die ganze Ebene inklusive des unend- 
lieh fernen Punktes gebildet wird. ~ !. Weleher der genannten drei Falle 
eintritt, ist in jedem einzelnen Falle dutch die Problemstelhmg selbst mit- 
entsehieden und kann nieht yorgesehrieben werden. Der dritte Fall tritt dann 
und nut' dana ein, wenn (x, y) eine algebraisehe Kurve v°m Gesehleeht 0 ist, 
also F eine gesehlossene einfaeh zusammenhttngende Flaehe; der zweite Fall 
tritt nu t  dann ein, wenn (a~, y) entweder eine atgebraisehe Kurve yore Ge- 
sehleeht i i s t ,  also F eine gesehlossene dreifaet* zusammenhtingende l)~]~i.ehe 
oder, wenn (x, y) eine tra nseendente analytisehe Kurve ist yon der Art, dass 

i i  o* die zugehtirende IRiemannsehe t laehe F eutweder eine ungesehlossene einfaeh 
zusammenhangende Fl~tehe ist, welehe vermSge einm: umkehrbar  eindeutigen 
konformen Abbitdung auf die ganze Ebene (exe]. ~c) abgebildet werden kann, 
oder abet eine zweifaeh zusammenhttngende Flttehe, weleh.e umkehrbar  ein- 
deutig konform anf die ganze Ebene exklusive des unendlieh fernen Punktes 
und de~ Nullpunktes abgebildet werden kann. - -  3. Die Gr6sse t (x, y) ist in 
jedem Falle dutch ihre genannten Eigensehaften Vollst'andig bestimmt bis auf 
eine lineare Transformation, welehe je naeh dem vorliegenden Falle entweder 
das Innere des Einheitskreises oder die ganze Ebene exklusive oder die ganze 
Ebene inklusive des unendlieh fernen Punktes in sieh t r a n s f o r m i e r t . -  i .  Die 
Funktion t (x, y) ist rel ativ zu /~ stets unendlieh-vieldeutig, sofern nieht der 
Fall vorliegt, dass iv eine gesehlossene oder ungesehlossene einfaeh zusam- 
menhangende Flttehe ist, in we]ehem Falle die Funktion t (x, y) relativ zu F 
eindeutig ist. Die versehiedenen relativen Zweige tier Funktion t (x, y) sind 
dureh tineare Substitutionen mit einander verkntipft, deren einzelne eine 
umkehrbar  eindeutige konforme Abbildung des jeweiligen Gebietes T in sieh 
vermittelt und inn.erhalb/ 'keine Fixpunkte hat. Die Gesammtheit der anf dlese 
Weise erklarten linearen Substitutionen bildet eine im G ebiete 2/' eigentlieh 
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diskontinuierliche Gruppe (T-Gruppe) welche, jenaehdem der Zusammenhang 
von F endlich oder unendlieh gross ist, aus endlieh oder unendlieh vieten 
Erzeugeuden entspringt. 

Zu tier Funktion t (x, y) geh6rt eine Riemannsehe Fl~iehe $, welehe man 
sieh iiber F ausgebreitet zu denken hat  und welehe daher als eine Ueber- 
lagerungsflO.che der F~ehe F bezeiehnet wird. Auf dieser Fl~iehe (~ ist die 
Funktion t (x, y) eindeulig, u n d e s  wird dutch die Funktion t (x, y) eine um- 
kehrbar eindeutige koni%rme Abbiidung der Fl~che * auf den Beveieh T ver- 
mittelt. Dee Beweis des allgemeinen zentrale~ Uniformisierungstheorems zer- 
fiel dementspreehend in zwei Aufgaben, namlieh eine Analysis-situs-Aufgabe, 
die Aufgabe der Konstruktion der einfaeh zusammenhgingenden Flliche ~, 
fiber .iv', und eine Abbildungsaufgabe, die Aufgabe der konformen Abbildung 
der FlSehe ,z, auf den Bereieh T. Insbesondere alas ]etztere Problem stellte 
den Kardinalpunkt der Poinear(~schen uad  der Koebesehen Beweisffihrung 
dar. Die Erledigung dieses Problems gelang den genannten Autoren durd l  
die Aufstellung und Begrrindung eines allgemeinen Abbildungssatzes der ein- 
faehzusammenhangenden Bereiehe, weleher als eine it~ gewissem Sinne ab- 
sehlfessende Erweiterung des yon 1RmMA~" selbst in seiner Dissertation auf- 
gestellten Abbildungssatzes der berandeten einfaeh zusammenh~tngenden 
Bereiehe zu betraehten ist. 

Allgemeiner Abbildungssatz tier eiJ~/~ch zusammenhg~ngenden Bereiche. 
Jeder als Riemannsehe Fl~tehe fiber der Ebene ausgebreitete einfaeh zusam- 
menh~i.ngende Bereieh, weleher endlich-odei" unendlich- vielblltttrig sein kann 
und yon welehem nut  die itmeren Punkte (als solehe kommea nur  gewShn- 
liehe Punkte und Windungspunkte endlieher Ordnung in Betraeht, die jedoch 
aueh im Unendliehea liegen kSnnen), sis zum Bereiehe gehSrig betraehtet . 
werden, llisst sieh umkehrbar  eindeutig und konform entweder auf das gauze 
Inuere de~ Einheitskreises oder auf die gauze Ebene exklusive oder auf die 
gauze Ebene inklusive des uuendlieh fe~'nea Punktes abbilden. Die Fuuktion, 
welehe die Abbildung leistet, ist bis auf eine lineare Substitution bestimmt (~). 

(*) Der Riemannsehe Abbitdungssatz kemlt  seiner Beselx-gakung eutspreehend n ur den 
ersten Fall .  Die dutch dea drit ten Fair gelieferte Erggnzung zum Riemannschea Satze wurde 
sehon 1870 von H. k .  Sc~waRz gegeben, weleher aueh den ersten exakten Beweis des Rie.- 
mannsehen Abbildungssatzes erbraehte. (Berllner ~Ionatsberiehte, 1870.) 

Nieht unerwShnt bleiben mSge an dieser Stell.e, dass LaGm~GE es ist, bei welehem die 
Keime des far  die Entwieklung der modernen Mathematik so Duehtbaren Gedankens (let' 
konformen Abbi ldung zu finden sind. Vgl. die Sehrii'ten vou LAGBANGE: Sur  la co~st~'~tc- 

tio,~ des cartes gdographiques, premier  et deuxi~me Mdmoire ; 1779, Oeuvres, t. IV, pag. 637-699, 
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Allgemeiner kann an Stelle eiaer eigentlichen Riemannschen Flli~che auch 
eiae beliebige ehffach zusammenhitngende (< Riemannsche Ma,mig[altigkeit >, 
als abzubitdender Bereieh gegebeu seiu. 

Die Bedeu, tung des allgemeinen zentr~den Uniformisierungstheorems fl~r die 
Uniformisieruugstheorie als solche. Die Bedeutung des ailgemeinen zentralen 
Uni~ormisierungstheorems l~isst sich nach verschiedenen Seiten charakteri- 
sieren, niimlieh nach seiten der Uaiformislerungstheorie als solcher, ferner 
,,aeh seiten der Riemannschen Funktionentheorie tiberhaul)t, sowie schliess- 
Iich nach seiien der BOLY,.~>LOBATSt:mcl,'SK['schen Oeometrie bezw. der Rn~- 
MAN N-I-I ELM tfO LTZS e, hel~. ]_~_~t L1111 l,h e o l ' ie.  

Fasseu wit zun'aehs[ die erste Seite der Bedeutung unseres Theorems 
ius Auge. Wit" bemerken die Tatsache, dass nicht nur die OrSssen x und y 
(-indeutige analytische Funktionen der in I' ver~inderlich zu de tfl(enden Gr6sse t 
sind, sondern jede relativ zutn Gebihte (x, y) ~berall mit dem Charakter einer 
algebraischen Funktion erld'~trte Funktion f ( x ,  y), welche relativ zum Gebilde 
nieht verzweigt ist. Eine solcbe GrOsse f wird in der Tat, aufgefasst als 
Funktion yon t, eine im Gebiete T unverzweigte analytisehe Funktion f(t) 
sein, welche in diesem Gebiete (iberall den Charakter rationaler Funktionen 
darbietet uud folglich wegmt des einfi, chen Zusammenhanges des Bereichs T 
in diesem Bereiche eindeutig ist. Die Funktion f (x ,  y) kann insbesondere 
ihrerseits eine Uniformisierungstranseendente ftir alas Gebilde (x, y) sein, d. h. 
eine Gr(isse yon der Art, dass x (f) und y (f) zwei simult~m eindeutige Funk- 
tionen werden, deren Existenzbereich dann allgemeiu zu reden unendtic}> 
vielfach zusammeuhS~gend ist; es wird dann wiederum f in T eine eindeutige 
Funktion yon t sein. lnsofern nimmt die in dem zentralen Uniformisierungs- 
theorem definierte Uniformisierungstranseendente in der Tat eine zentrale 
Stcllung unter den Cd)erhaupt mSglichen Unifot 'misierungstranscendenten e[n. 

Die Bedeutung des cdlfleme~nen ze~ttralen, Uniformisiemtngstheorems fiir 
(lie Riemannsehe Funktionentheorie iiberhaupt. Um nu,~mehr die Bedeutuug 
des allgemeinen zentralen U,fifomnisiet'ungstheorems nach seiten tier i~lie- 
mannsehen Funktionentheorie ~ibet'haupt zu sehildern, gehea wi~: v(m dem 
Atlgemeinbegt'ifl" der zweid[mensionalen }Janl~igfaltigkeit aus. Zur I)elinith)lt 
einm" solche~l Ma.unigfalt[gkeit stellmt wh' mit lltJ.'~.~x~ (*) die For(let'uug an 
die Spitze, dass es m(iglieh sein soil, die Umgebung jeder einzelnen Stelle de~' 

(+) R~IAN~,  Uther die Hypothesen+ welche tier Geomeh'ie zugm+ude liegen, Habil i ta t ionsrede,  

abgedr, in Ge~. Wcrke, pag. 272 ft, 
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Mannigfaltigkeit eineindeufig und stetig auf ein sehliehtes Kreisfl~ichensttick 
abzubilden und verm0ge diesel" Abbildung aufzufassen. Die ganze Mannig- 
faltigkeit kann da.bei endlieh- oder unendlieh-vielfaeh zusammenh~tngend, ein- 
seitig oder zweiseitig sein. Von diesem allgemeinen rein topologisehen Begriff 
dee Mannig~altigkeit gelangen win zu dem spezielleren Begriff dee allge.meinen 
Riemannschen Mannigfaltigkeit, wig wir solche Mannigfaltigkeiten in Erwei, 
terung einer yon KLmN {Ann. ~1, t883) eingef~hrten Terminologie nennen 
wollen, indem wir f~ir jeden einzelnen Punkt tier Mannigfaltigkeit und desse[l 
Umgebung die M(Sgliehkeit einer Winkelbestimmung postulieren in dee Ge- 
stalt, ,lass es mSglieh sein soil, eine Umgebung jedes einzelnen Punktes dee 
Mannigfaltigkeit nun nieht mehr nur stetig eineindeutig, sondern honform 
eineindeutig auf ein sehliehtes KreisflSehenstOek abzubilden, wobei nat~irlieh, 
sofern nun ein St~ick dee Mannigfaltigkeit als Tell vo~l Umgebungen zweier 
versehiedener Stellen der Mannigfaltigkeit betraehtet wird, welehe beide vm~ 
aussetzungsgem~iss eineindeutig konform auF je Gin sehliehtes Kreisflaehen- 
stock abgebildet sind, die dem erwahnten Sttieke verm¢~ge dee genannten 
beiden Abbildungen zukommende Winketdefinition dieselbe sein muss, was 
darauf hinauskommt zu verlangen, dass die genannten beiden Abbildungen des 
betraehteten Sttiekes dee M.annigfaltigkeit auf einander im gewShnliehen Sinne 
konform bezogen sein sollen. Ausser den genannten Voraussetzungen haben 
wit noeh dig Forderung dee Zweiseitigkeit der Mannigfaltigkeit hinzuzuffigen, 
um den Begriff dee Riemannsehen Mannigfaltigkeit i~ dee zweekentspre- 
ehm:~dsten Form zu haben. 

Eiue Riemannsehe Mannigfaltigkeit kann auf diese Weise in versehiedener 
Form definiert sein, insbesondere I. als nati~rliche FlO~che im Raume eventuet[ 
mit Kante'n und Eeken bezw. vermSge definiter quadratiseher Differential- 
for'men (idea.le Ft~tehe), ~. als .Riemannsche FlUte, he, 3. a ls analytisehe Funktion 
bezw. a,~alytisches Gebihle, g. als eigentlich di.s'ko,#inuiertiche GruI~pe Iinearer 
Substitutionen, insbesondere als eine eigentlieh diskontinuiecliehe Gruppe dee 
drei oben beim zentralen Uniformisierungstheorem betraehteten Kategorieen 
(TGruppe), wetche aueh verm{Jge einer yon KLEIN Ut'ld Pol~car,~ eingeffihrten 
geometrisehen Deutung als Bewegu,~gsgrupl~.eu der nichtez~hlidischen Geome- 
trie interpretiert werde~l kOnnen (vgl. welter unten). 

Neben den Begriff dee allgemeinen R[emannsehen Mannigfaltigkeit stellen 
wit' nun in Erweiterung des yon Rm~.,ANN flit die algebraisehen Funktionen 
aufgestellten Klassenbegviffs den Klassenbegriff dee allgemeinen Riemanl> 
sehen Ma.nnigfattigkeiten. WiN reehnen zwe[ Riemannsehe Matmigfattigkeiten 
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zu einer und derselben Klasse, wenn es mSglieh ist, beide Mannigfaltigkeiten 
dutch eine umkehrbar  eindeutige konforme Abbildung auf einander "zu be- 
ziehen, wobei wir daran erimmrn, dass gem~iss unserm Begriff der Rieman,> 
schen Mannigfaltigkeit nur die inneren Punkte der Mannigfaltigkeit, nieht 
auch etwa vorhandene B.and- oder Grenzpuukte in Berricksichtigm~g kommen. 
Wit formulieren nun das Ha~pttheorem der t~ie.mc~nnsch.en Mannigfaltigheite~t 
in tblgender Weise: In jeder Klasse yon Riemannschetl ~IannigNltigkeiten 
finden sieh I leprasentanten jeder der oben bezeichneten Kategorien, d. h. : 
Es kann jede in irgend e[ner Form definierte Riematmsel,~e 2~lannigNltigkeit 
(ihrer ganzen Ausdetmung naeh) in der Form I. ats nat{irliehe oder ideale 
[qache (sogar konstanten Krfimmungsmasses), ~, als l l iemannsehe Flaehe, 3. 
als aualytisches Gebilde, 4,. als eigentl[eh diskontinuierliehe Gruppe linearer 
Subslitutioneu, insbesondere als eigentlieh diskontitmierliehe:/ '~Gruppe dar- 
gestellt werden. Die [etztgenannte t-tepr~tsentation dutch eine T-Gruppe ist 
dabei ffir jede Klasse eiuzig in ihrer Art, wenn man (]ruppen, die vermSge 
einer linearen Transformation des betreffenden Gebietes/7 in sieh in einander 
fibergeffihrt werden kOm~en, nieht als versehieden betrachtet. 

Bemerkt man, dass das Problem der Aequivalenz Riemannseher FlSchen 
vm'mOge konformer Abbihtung, welches im Gebiete tier algebraisehen Funk- 
tionen als Problem der KIassenmoduln erseheint f~tr das VerstSndnis d er 
RLEMaNNschen Ideeng'~tnge einen Hauptgesiehtspunk~ geben mag, so erkennt 
man nuumehr,  dass mit dec L{}sung des Unifbrmisieruttgsproblems in dieser 
t{iehtung ein Oipfdpuukt der Itiemannsehe~:~ Funk[ionetltheorie erreieht ist, 
indem dieses Theorem setbst wie eine tiefste Offenbarung RtJ~5,aN~sdlen 
Geistes erscheint. Umsomel~r mag man dieser Bewertung B_aum geben, wenn 
man bedenkt, dass unser Ut~iformisierungstheorem Oberhaupt (his einzige 
wMdieh atlgemeine Theorem der Funktionentheorie ist, welches zugleich n ufs 
engste mit dem Wesen der aualytisehen Forl, setzung und dem Begriff des 
vollst~indigen ana lytisehen G-ebihles verkuapft ist. 

Die Bedeutung des cdlgemeinen zentralen Uniformisierm~gstheorems fiir 
die BoIycd-LobatschefJd'schen Geometric bezw. Riemc~nn-Helmholtzsche Raum- 
theorie. Die B,~reehti~,'un ~ der soeben vorgetragenen Bem'[eihm.g' mag in re)ell 
helleres Licht gesetzt wet'den, wenn man auch die Bedeu)m~!g uHseres all- 
gemeinen Uniformisierungstheorems f{h" die nichteuklid{sehe Geometrie be- 
tt'aehtet. Auf diese Seite des Theorems wi~'~! man gef~thrt, wenn man in 
bekannter Weise das hmere  des Einheitskt'eises niehteuklidiseh misst ver- 

d s  
mSge der Formel f(ir das Lilfienelement d ~ , - - 1 - - r  =' wobei d s das it, 
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der Ebene des Einheitskreises euklidiseh gemessene Linienelement ist, w~th- 
rend r der Abstand des Elements d s vom Mittelpunkt bezeiehnet. Im Falle 
der ganzen Ebene exklusive des unendlieh fernen Punktes hat man d ~ = d  s, 

d s  
im Falle der ganzen Ebene inklusive des unendtieh fernen Punktes d e - -  1 ~ - ~  

zu setzen. Verm6ge dieses absoluten Messungsverfahrens k6nnen nun zunSchst 
(lie genanuten bei der Uniformisierung auftretenden diskontinuierliehen 
l'-Gruppen als diskontinuierliehe Bewegungsgruppen der absoluten Geome- 
trie gedeu[et werden und wit erkennen, dass tiberhaupt die disko~,tinuier- 
lichen BeweguJ~gsgruPl)en der absoluten Geometrie sozusagen als die b¥bilder 
(~< Platonisehe Ideen >~) der Riemam,~schen Mannigfaltigheiten aufgefasst warden 
k6nnen, indem jeder Klasse Riemannseher  Mannigfaltigkeiten eine und nut  
eine solehe Beweguagsgruppe entsprieht und umgekehrt  aus jeder derartigen 
Bewegungsgruppe eine Klasse Riemannseher  Mannigfaltigkeiten entspringt. 
[n diesem Zusammenhange sei aueh der Satz erwahnt,  dass as m6glieh ist, 
alle diese Bewegungsgruppen, sowohl die mit endlieh vielen als aueh die mit 
unendtieh vielen Erzeugenden, aus independenten Bestimmungsstfieken zu 
konstruierea und explieite in Evidenz zu setzen. 

Noeh eine andere Seite der Beziehung zwisehen Uniformisierung und 
niehteuklidiseher Geometrie sei hier genannt. Man kann sieh das in der 
T-Ebene konstruierte Linienelement d a  auf eine in irgend weleher Form 
vorgelegte Riemannsehe Mannigfaltigkeit M ~berpflanzt denken vermSge der 
Abbildungsbeziehung, welehe dutch die Uniformisierung zwisehen tier Man- 
nigfaltigkeit und der T-Ebene gesehaffen ist. Auf diese Weise wird in der IVIan- 
nig fal tigkei t M die z~ M geh6rende absolute Massbestimmm.~.g deft n iert, verm 5ge 
deren die Mannigfaltigkeit gem~tss den Forderungen des PtIEMANN-HI~]LM- 
HOLTZ'sehen Raumproblems die freie Bewegliehkeit in sieh erh~tlt, wenn aueh 
nieht als Gauzes so doeh im Sinne der freien Bewegliehkeit der hinreiehend 
klein gewahlten Stfieke (~ nichteuhlidisehe Ra,~imformen ~,)(~), wobei bei der 
Bewegung aueh die Winket erhalten bleiben. Es sind nun die ax[omatisehen 
13edingungen aufzustellen, dutch welehe das in M erkl~trte absolute Linien- 
element, d,~ vo[1st:~tndig' und rein geometriseh definiert werden kann. Dadureh 
wird das U~ifor~nisieru-~gsl)roble~n geradezu als ein Problem tier niehteuklidi- 

(~) Diese allgemeinen hier definierten niehteuldidischen Raumformen fallen, wetm die 
M~mnigfa[t.igkcit M geschlossen und daher endlichvielfach zusammenhgngend vorausgesetzt 
wird, mit den sogenanut.en CLIe'I~ORD-KLmNSchen Raumformen zusammen. 
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s&en Geometrie interpretiert, n~tmlich als das Problem, eine beliebig vorge- 
legte Riemam~sehen Matmigfidtigkeit M als niehteuklidische Raumform zu 
eharakterisier'en. Diese Bedingungen sind, wenn wit far die Umgebung jeder  
einzelnen Stelle der Mannigfaltigkeit die vorausgesetzte konforme H~flfsab- 
bildung auf die sehliehte Ebe~le in Bertteksiehtigung nehmen, die folgenden: 
1. Es soll in der ganzen Mannigfaltigkeit eiu durchweg regut~tres unverzweigtes 
Linieuelement d a ausgebreitet werden, so (lass den Bedingungen der freien 
Bewegliehkeit der kleinen Teile im Sinne der Festhaltung der Winkel und 
Massbestimmung genfigt ist. 2. Es sollen for diese Massbestimmung die 
karzesten Linien (niehteuklidisehe Geraden) nach beiden Seiten unendliehe 
Lftnge besitzen, sofern sie nicht in sieh zurticklaufen. Die Bedingung ~, welehe 
gewissel'massen als Grenzbedingung aufzufassen ist, ist wesentlieh, um das 
Problem zu einem bestimmtea zu maehen. Sie kann dann und nur dann 
fortgelassen werden, wend die Mannigfaltigkeit Mgesehlossen ist (Riemannsehe 
Fl~tehe einer algebraisehen Funktion). Nieht erforderlieh ist es zu verlangen, 
dass das Linienelement d~ der Bedingung der Eindeutigkeit in 21I gen~ige. 
Die Eindeutigkeit des Elements d ~ ist viehnehr bereits eine Folge der ttbrigen 
gestellten Bedingungen. 

Das Problem kann aueh so formuliert werden:  Es soil in der Mannig- 
hlt igkeit  M in ihrer ganzen Ausdehnung eine relativ unverzweigte, auf die 
Mannigfattigkeit M durehweg konform bezogene Mannigfaltigkeit konstanten 
Kvfimmungsmasses erklart werden, auf welctmr jede geod~ttisehe Linie naeh 
beiden Seiten unendliehe Lange besitzt, sofern sie nieht in sieh zur'aekl~tuft. 

Der Beweis der hiermit aufgestellten Behauptung ergibt sieh unter Be- 
nutzung des Unifovmisierungstheoren~s dutch getraehtung des auf die T-.Ebene 
~iberpflanzt zu denkeuden Etementes d ~, wetm man beaehtet, dass die far M 
vorausgesetzte freie Bewegliehkeit der him'eiehend kteinen Teile in dem einfaeh. 
zusammenhangenden T-Gebiet sich Zttl" freien Bewegliehkeit im Ganzen ausge- 
staltet, eine Bewegliehkeit, welche dann nut  noch durch lineare Transf'orma- 
tionen vermittelt sein kann (*). 

(~) Ausf(ihrticher beabsichtige ich auf den hier besprochenen Gegenstand im demuiichsL 
zu ver6ffentiicheuden (lriLten Teiie meii~er Abhand[ung: /fber die 5~nifi)rmisievu~,9 beliebiger 
anal, ytischer Kurven zur[ickzukommen ; Crelles, J,)~rnal fi~r Mathemrdit~, et'stm" Tel{ erschienen 
in Bd. 138 (1910), zweiter Ti',i[ in Bd. '139 (I91l). 


