
Ueber die Differentialgleichungen der F - R e i h e n  4 L'~ 0 rdnung .  

Von 

L. POCH~AMMSR in Kiel. 

w 

Die naehstehenden Entwickelungen sehliessen sich nach Inhalt und 
Form an die im 46 ten Bande dieser Annalen verSffentliehte Abhandlung 
des Verfassers ,,Ueber die Differentialgleichungen der F-Reihen 3 te~ Ord. 
nung" an. Nach derselben Methode wie dort und unter Anwendung 
der gleichen oder der entsprechenden Bezeichnungen werden die Diffe- 
rentialgleichungen der F-Reihen 4 ter Ordnung durch bestimmte Inte- 
grale gelSst, indem die Substitution eines bestimmten Integrals die 
Aufgabe auf die Differentialgleichung einer F-Reihe 3 te~ Ordnung zurflck. 
fiihrt. Da nun die partieul~iren Integrale der Differentialgleichungen 
der F-Reihen 3 t~ 0rdnung in Gestalt bestimmter Doppelintegrale (mit 
complexem Integrationsweg) hergestellt wurclen~ so erh~|t man bei den 
Differentialgleichungen der •-Reihen 4 t~r 0rdnung dreifaehe bestimmte 
Integrale als particul~ire LSsungen. 

Als allgemeine ~'-Reihe n t~r Ordnung wird die unendliche Reihe 

(1)  .F (~ , ,  ~2 . . . .  ~,,,; 01, 02, �9 . .  O,,-~; x) 

- 1 ~ " "  ~,~ ,~(~--F1)~t(~,~-F I) : - -  ~,,,(,~,,,-F1) x ~ == x - - ] -  
1 -F  l.e~(,~,...o,,_~ 1 -s 'odQ~ ' t -1 )os(e .+ l ) . . -o , ,_~(o , ,_ l -F1 . )  "t-" " ' "  

bezeichnet, deren Differentialgleichung im 38 tnn Bande dieser Annalen 
(pag. 586) abgeleitet wurde, und in der m ~ n  vorausgesetzt wird. 
Fiir n ~ 4 hat diese Differentia]g]eichung die Form 

d4y dSY d~y dy 

(2) 
- - - -  + E, + . . .  + lrmy, 

woselbst die GrSssen K ,  und L, Constante bedeuten. In die Glei- 
ehung (2) werden fiir mim Folgenden die Werthe. 1, 2 und 3 nach 
einander eingesetzt. Von dem Falle m .~ n m 4 (hypergeometrische 

Mathem&tisehe Annalen, /~. | ~  
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Reihe 4 t~ 0rdnung mit 2 endlichen singul~ren Punkten) wird hier 
abgesehen, da der Verfasser auf die bezfigliche Differen~ialgleichung 
im 102 t'" Bande des Cre]le'schen Journals (pag. 101--113) nigher ein- 
gegangen ist. Ebenso bleibt der Fall m =~ 0 (~-Reihe 4 ter Ordnung) 
ausgeschlossen, welcher bereits im 41 re. Bande dieser Annalen (pag. 208 
his 218) behandel~ wurde. 

Start L l , L2, L 3 fiihrt man in (2) drei neue Constan~en (~, o, v 
ein, die mit Ll, L~, L 3 durch die Gleichungen 

{ LI=O-{-o-}-~-{-3 , 

L s = Q ~  

verb~nden sind, und hinsichtlich deter die Voraussetzung gemach~ 
wird, dass keine der GrSssen ~, o, z, ~)--a~ O - - v ,  a - - v  ganz- 
zahlig sei. 

Es sollen zuniichst einige Htilfsformeln recapitulirt werden, welche 
in der erwghnten Arbeit im 46 re" Bande dieser Annalen vorkommen. 
Wende~ man f~ir die Integrale mit geschlossenem Integrationsweg die 
abgektirzte Bezeichnung an, welche in dem Aufs~,tz ,Ueber  ein Inte- 
gral mit doppeltem Umlauf"~ Band 35 dieser Annalen (pag. 472)~ an- 
gegeben is~, und versteht man unter .E(a, b) das Euler'sche Integral 

erster Art, unter .E(a~ b), ~(a, b), ['(a) die im 35 t~. Bande dieser 
Annalen pag. 510, 499 und 514 definirten geschlossenen Integrate, so 
gelten (pag. 586--587 des 46 L'" Bandes) die Gleichungen: 

f: (~) (w - x)~-~-~w~-~(Zo + Z,w. �9 �9 + ~,w" + . . . ) ~ 0  

=(-~)~-~-~x~-,~(p,q-~)(Zo+~+...-~ ~(~*~)'"(~+'-~)~ ~,+...), 
p(~) 

(5) J o  ( w - -  x)q-~-'w~-~(lo § Zlw § �9 - �9 § ~,w" § �9 �9 .) dw 

• ~(p § x)... @§ ~-- ~)l x" = ~'-~ ~(~, ~-~)(~o + ~ +"" ~ ~ - ~ - - ~ r ~ : : ( ~ _ ~ ,  + ...), 

? ( x , O , ~ - - , O - - )  

( w -  x)~-'-~" -~ (lo + l, w + . . .  + ~,w" + . . . ) d w  (6) .]r 

= ~ ' ( , - ~ ) ~ , - ~ e ( ~ , q - ~ ) ( ~ o + ~ , ~ , + . . . - ~  ~(~+~)(~+'- ~)z,~-+...), q(q§ 1) ... (q§ v-- l )  

7.(o) ~_ 
(7) J_j"w~-'(~o § ~,~ + . . .  § ~w~ + . ..)du, 

( & ) = x ~ ( - - p )  lo-}- § 2 4 7 2 4 7 2 4 7  

Die GrSssen s q, r ~0, ~t, " �9 " sind constant; ia (4) werden die reellen 
Theile yon p und q -  2, in (5) der reelle Theil yon p a l s  posiliv vor- 
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(8) 
andererseits 

ausgesetzt. In (7) bedeutet e eine unendlieh kleine reelle positive 
Oonstante. 

Wie in der Abhandlung fiber die 2'-Reihen dritter Ordnung wer- 
den in die Differentialgleiehung naeh einaader zwei versehiedene be. 
stimmte Integrale ffir y substituirt. Man setzt niimlieh einerseits 

f y =  (w - -  x ) - ~ w  ~-~ W d w  , 

woselbs~ W eine Function yon w allein bezeichnet. Bei beiden Sab- 
stitutionen entsteh~ aus (2) - -  naeh Benutzung der Formel der theil- 
weisen Integration - -  ftir W eine lineare Differentialgleiehung 3 t~r Ord- 
hung, die wiederum zu den ~-Gleiehungen geh~rt. 

Wegen der MSglichkeit~ sowohl die Substitution (8) als aueh die 
Substitution (9) anzuwenden, liefert die genannte Methode fiir die ein- 
zelnen Hauptintegrale der hier behandel~en Differentialgleichungen 
4 ter 0rdnung eine Anzahl versebiedener Darstellungen als dreifaehe 
bestimmte Integrale. Diese Eigenthfimliehkeit derMethode machte sigh 
sehon bei den Differentialgleichungen der 2'-Reihen 3 ter Ordnung gel- 
tend; die Mannigfaltigkeit der Ausdrfieke ist indessen bei den Diffe- 
rentia]gleiehungen 4 t~ Ordnung eine noch erheblieh grSsser% da die 
zwei versehiedenen Substitutionen auf's Neue in Betraeht kommen. 

Es m5ge bemerkt sein, dass im Folgenden~ wie in den frfiheren 
Arbeiten des Verfassers~ fiir ein beliebiges z und ffir ein positives 
ganzzahliges v die abgekiirzte Bezeichnung 

{ [ Z ] , , = z ' ( m - -  l )  (z - -  2) . . . (z - -  ~, -at- I ) ,  [Z]o = I ,  

(10) [z]+= z (~ + 1)(z q- 2) (~ -1- v -- 1), [z]+ = 1, 

angewendet wird. Die Reihe (1) lllsst sigh dann als die Summe 

�9 = o  [ ] ,  ] ,  " ' "  
sohreiben. 

Der Fall m = 1 der DifferentialgleiGhung (2) wird im naehstehen- 
den w 2, der Fall r a -  2 in w 3 und der Fall m ~ 3 in w 4 behandelt. 
Fiir den letztgenannten Fall der Differentialgleiehung (2) hat der u 
fasser in der Abhandlung ,,Ueber eine lineare Differentialgleichung 
mte~ Ordnung mi~ einem endlichen singul~irea Punkte" im 108 t~" Bande 
des Crelle'schen Journals bereits LSsungen in Gestalt dreifaeher be- 
stimmter Integrale angegeben, welehe auf den Substi~utionen yon der 
Form (8) beruhen. Als Ergiinzung dieser Reehnung werden im naeh- 

19" 
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stehenden w 4 die aus der Substitution (9) folgenden Integrale ab- 
geleitet 

w 

Fiir m ~ 1 entsteht aus (2), wenn man gem~iss (3) die Constanten 
p, a~ v einffihrt und Km ~ KI ~ a setz~ die Differentialgleichung: 

3 ~4y 3 )  x ~ 

d~y  
( 1 1 )  + ( q ~ §  q ~ § 2 4 7  q +  ~ +  ~ +  1) x dx~ 

- ~ - - a y ~ O .  

Die Hauptintegrale derselben werden als Potenzreihen dureh die 
.F-Reihen 

y t ~ F ( a ;  q,(r~; x)--~ l -[--~.q-d~ x.-{-1.2.o(q.Jl_l)a(a_j~_l)v(z_~ l ) x . . . ~  

(12) Y ~ x L - O F (  ~ - - ~ - 1 ~  2--Oj o - - ~ - [ - 1 , ~ - - ~ - ~ 1 ;  x), 
y3~x~-~ .F(a - -a~  1; 2 - o ,  0 - - ~ - ~  l, ~ - - a ~  1; x), 

dargestell~ (Band 38 dieser Annalen, pag. 588 u. f.), die fiir jeden end- 
lichen Werth yon x convergiren. 

Wenn in die Gleichung (11) der Ausdrack (8) for y eingefiihrt 
wird, so ergieb~ sigh nach w167 3 und 4 der Abhandlung des Verfassers 
,,Ueber die Eeduetion der Differentialgleichung der allgemeineren 
2'-Reihe" im 112 re" Bande des Crelle'schen Journals ftir die yon w 
abhiingige Function W die Differentialgleiehung 

( 1 3 )  w~  ~ s W  . . . .  d~W , , dW dw~ q- (O'q- a"~- J)W-d-~ q- Oa -d~- -  W-----O' 

in welcher zur hbkfirzung 
0'== 0 ~ ~ ~t- 1, a'-~- a - -  z -aL 1 

gesetz~ ist. Die Gleiehung (13) ist tier zu n ~ 3~ m ~ 0 gehSrige 
Pall der erw~hnten allgemeineren Differen~iMgleichung. Die drei Haup~- 
integrale yon (13) lauien in t~eihenform (Band 38 dieser Annalen, 
long. 596): 

r ~o ~ 
'" w ) ~  1 q - ~  q- 1. e. q'(e'q-~)~'(e'q-1)"-I- "" ", 

y) 
w~-e'q~( 2 -- 0", a '--  O'q" 1; w) = wt-e'{ 1 -]- x.(e_ q , ) ( a , : e , ~  q - . . . } ,  

wt-~'q~(2 --  a', O'-- a"~r" 1; w)---~ wX-a'{ 1 "-t-- 1.(e_ d)(Ow,_ d._l_ 1 ) - ~  "" "}" 

8etz~ man in das Integral (8) eine der let;zteren Reihen ffir W ein, 
so kommen bei entspreehender Bestimmung des Integrationsweges die 
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Formeln (4), (5), (6) zur Anwendung,  deren rechte Seiten dann 
$'-~eihen yon der in (12) bezeichneten Art enthatten. Von den obigen 
Reihen unterscheiden sieh die Doppolintegrale, die nach Band 41 dieser 
Annalen, pag. 197~208, der Gleichung (13) geniigen und daher f~r 
W gese~zt werden diirfen, nur dureh eonstante Factoren. 

Wird zwoitens gemiiss (9) die Substitution 

04) v --f~e~ w- �9 W~ dw 

auf die Differentialgleichung (11) angewendet, so erhlilt man flit W t 
(naeh Band 112 des Crelle'sehen Journals, pag. 79--83) die Difforential- 
gleichung 

"2 d~Wt - -  a" d2Wl"I- " dWl ~ a ' W l  ~ O ,  (15) w x ~ t - ( ~ ' +  + l ) w a w , _ ( d , r  

deren HauptlSsangen die Reihen 

�9 a' a ' ( d +  1) w~ F(d ;  0, ~'; w) ---- 1 + ~.--:~-~w + i-.9__d(r162 ) + . . . ,  

w~-r '.F(a" - -  O' + 1 ; 2 - -  O', a' - -  q' + 1; w) 
a ' - - o ' + l  

= ~,-,'{1 + i  ('~" r r  + ' "  "}' 
w l - ' . F ( a ' - -  a' + 1; 2 - -  a', O ' - - a ' +  1;w) 

a ' - - a ' + l  
~-" W l - a ' { l  + l .  (2__a,)(O, ~,+ l) vv + " " "} 

sind, w]ihrend a', p', a' die Constanten 
a'----- c~ - -  v-{- 1, p ' ~  Q --  ~-}- 1, a'----- a - -  v -]- 1 

bedeuten. Die Gleiehung (15) en~steht aus der Differen~ialgleichung 
der allgemeinen F.Reihe ffir die Werthe n ~ 3, m ~ 1. Die LSsungen 
derselben in Gestalt bestimmter Doppelintegrale, die im Folgenden be- 
nutz~ werden, finden sich im Band 46 dieser Annalen, pag. 590--598. 

Es sollen zunllehs~o diejenigen dreifachen Integrale angegeben wet- 
den, welche mehrdeutige HauptlSsungen der Differentialgleichung (11) 
sind, indem sie mi~ den in (I2) genannten Reihen Y2, Ys, Y4 his auf 
constante Faetoren iibereinstimmen. Man bemerke, dass die Reihen 
Y~, Y~ Y4 in einander iibergehen, wenn man die Constanten Q, a ,  v, 
in Bezug auf welehe die Differentialgleichung (II) symmetrisch ist, mit- 
einander vertauscht. Werden also Y2, Ya, Y4 in wesen~lieh verschiedener 
Weise dutch bestimmte Integrale ausgedrtickt, so sind hierdarch filr 
jede einzelne dieser Reihen verschiedene Darstellungen gegebem 

Bei dem bestimmten Integral (8) wird hier, soweit es sieh um die 
mehrdeutigen LSsungen yon (11) handel~ als [ntegrationsweg yon w 
stets der Doppelumlauf um die Punkte 0 und x genommen, was dem 
allgemeinen Fall entspricht; jedoch ist darauf hinzuweisen~ dass ftir 
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gewisse specielle Wer~he der Constanten a, q, ~, ~ der Doppelumlauf 
(damit sieh nieh% das ResuRat Null ergebe) dutch einen einfachen Um- 
lauf, resp. durch einen geradlinigen Integrationsweg erse~z% werden 
muss. Bei Substitution des Integrals (14) erhiilt man mehrdeutige 
LSstmgen yon (11), wenn man fiir w den in der Formel (7) vorkom- 
menden Integra~ionsweg benutr~t, der in einem dem Nullpunkte un- 
endlieh nahen Pankte beginnt und endigt und den Nullpunkt einmaI 
umkreist. 

Zur Abkiirzung m5gen durch (1) uncl (I)~ die Fuactionen 

f~ ~ ( W  m $)--o~wa-r  e~-V*-a--i e~-+UUO-q--I ~ 

r  ~" (w - -  x ) - "w~ ' - ' e ' ; v  z-a-1 e-~l/~(v - -  u) a-~ 2u ~ 

bezeiehnet werden. Dann ergeben sich mi~ Hiilfe der Substitution (8) 
die folgenden Gleiehungen 

j c j -eu, j --e~ 

i.(~,o,~-.o-,du, f(O)dv fco) 
(17) .](c) ,]-e~ ~]-| t d u  

= e ~ ' c ~ - ~  - q ) F ( ~  - -  , ) ~ ( ~  - -  ~ + 1 ,  1 - ")v~ ,  

p(.,o,.-,o--~ p(o)  p{~',~') 
( 1 9 )  

= e~'(a-e+'~) 2~q-~a+'r ( a - - , ) F  (2a - -  2 Q ) ~ ( a - -  ~ + 1, 1 - -  a)y~, 

p(~ ,o ,~ - ,o - )  p(o,o) p o  
(~o) 

2q ).~(q--v+~, o'--q+~ ~ (a- ,+ 1,1--a)y,, 
in denen y~, ys, Yt die geihen (12) bedeuten. 

Die Formela  (16), (17), (19) gelten f~ir beliebige Werthe tier Con- 
staaten r q, a, v. Ia (18) mad (20) wird der reelle Theil yon a - -  q + ~, 
in (20) ausserdem der reelle Theil yon O -  v als posRiv vorausgesetzL 
In (19) wird durch 9~' die Verbiodungslinie der Punkte 0 und v be- 
zeiehne~. 

Man beweist die Gleichungen (16) bis (20) mi~ ttiilfe der vor- 
stelaenden Formel (6), indom man in le~ztere naeh einander ftir W 
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die der Gleichung (13) gentigenden Doppelintegrale substituirt, welche 
in Band 41 dieser Annalen, pag. 202 und 205, unter Nr. (22), (23), 
(24), (25) und (39) bezeiehne~ sind. Wie dor~ ent~ickelt wird (start 
~, a~ x is~ bier ~', a, ~,~ zu nehmen), bestehen die Identitiiten: 

,{o) ~ 7 *(~ E4. 
eZv~-'*-Idv I e" "~u'*-o-*du 

e w  ,~ j - -  e v  

-(o) ~ (o) -~+u 
f_~,fi" v~-'*- 'dv~ e" ua-e-ld~ 

= ~ ( a  - -  O ) r ( a  - -  ~:) w , - a ~ ( O  - -  a -[-- 1, v - -  a -[- 1;  w ) ,  

j~(o) _~ p(o) , 
r I e-~VZ(v .~-e-~du 

~ - - 2 F ( O - - v ) . E ( ~ , a - - O + � 8 9  1 , ~ - -  q +  1; w), 

I e~ v "-'-'~ dv  I e-~Y~(v - -  

j --ew j ~ ~ 

= j"(~-~+-~) ~-~, ,+ ,  ~ (~ - ~) ~ (2 ~ - ~ q) ~ , - o  ~ (~, - a + ~, , -  ~ + ~; ,~), 

uad 
j~(0 ,0)  ~ f*~  1 

jo  ,a-q-~d~ eZv'-"-l dv e-~Yg'(v -- u) "~u 

�9 - 1 1 = e ~m('-~ 2~-~+~ Y(2~--20).E(P--~'-F~, a--O'-F~)~(q--~-F 1, a-v-t- 1 ;w). 

]ndem man in (6) flit die Coefficieaten 1. nach einander die (den reeh- 
Cen Seiten der leCz~e~en 5 Gleiehungen entpreehendeu) Ausdr[icke 

[i]2D-q+l]2-[~-e+~] +' [ ~]+ [q--,~-t- ~]~ [,-- a-l- 1] + ' 

[ 2 ] + [ q - , + ~ l + [ ~ - , + , ~ , +  

uud ffir 2, q die beziiglieheu, nach Berticksichligung you (8) sieh er- 
gebenden Werthe 

~ p = a - - 0 - { - 1 ,  a - - , - F 1 ,  ~ - - 0 - { - 1 ,  a - - a - { - 1 ,  a - - , + l ,  
2 - -  ~ ,  2 - - a ,  2 - - q ,  2 - - a ,  2 - -  

einse~zt~ gelang~ man uumittelbar zu den fiinf Gleichungea (16) his (20). 
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Die Anwendung der Substitution (14) fiihr~, wenn durch r  (I)a, 

(P~, (P5 die Functionen 
== !+~ 

r  = e ~ w - ~ ( v  - -  w)~-~-~v~-~e'~ u~-~-~,  
x 1 1 

ep~ ~ e~w-~(v_w)~-~ , - l v , - -ae-~V~ ( v w  u) ~-~ ~u ~, 
X *0 

r 4 ~ e~ w-* e" v ~-~'-l e~' (u - -  v )a-" - l  u~'-e , 

@5 ~ e~w-~e" v~-e-1 eu~'( u --  1) q-a-iua-q 

bezeichnet werden, zu den nachstehenden 8 Gleichungen: 

f ( ~  [ ' ( ~ . ~ 1 7 6  f ( ~  (21)  , J - ~  , ,..,~ r % d u  

= e'~("-e)F(q -- 1)r(O--a)@(~ -- q -F 1, v -- a)y2, 

7,(o) 
<.,.) 

= e " " " - ' ) P ( ~  - -  1 ) F ( a  - -  O ) ~ ( a  - -  ~ + 1, ~ - -  ~ ) Y s ,  

?CO)dw f(,~,o,,o-,o-, ]'.(o) 
(23) , ) -e~ . jc d v J ~  Oadu 

= 2e*~,(c,-r (O - -  1 ) . E ( 1 , 6 - - ~ ) + l ) e ( a - - O - + -  i ,  z - -  a ) y  2, 

.-,. f,o, f,~176 '% 
1 

= (--l)=-q+B2'e-'a+xP(~-- I)F(26 -- 2O)~(a -- a -{- 1, v -- a)ya, 

(~5) f(O, dw f(~") , f(o) r  

l )F(2 O)-E(O 1 1 \ = - - ~ - e - ~ + ~, ~ - ~ + ~)v,, 
7-,(o) p(o) ~,(~,o,~-,o-) 

= e~'~("-e)F(q - -  1)F(q -- z ) ~ ( a  --  q + 1, a - -  ct)y~, 

7,(o) p(o) p(~') 

= P ( , ~  - 1 ) ~ ( ~  - ~)~((~ - ~)v.~, 

? ( ~  i ' (~  i "(*) (28) ~ , - , ~  ~ , - |  d o  (I)~du 

==F(,-- 1)F(v -- q ) ~ , ( a  -- ~ + 1,  a - -  a)y,. 
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In (21), (22), (24), (26), (27) sind die Constanten a, Q, a, v keinen 
Einschr~inkungen unterworfea, wenn man davon absieht~, dass gewisse 
Werlhe derselben die Integrale ideniisch Null machen, in welchen 
F~illen (wie bereits erw~ihnt wurde) ein einfacherer Integrai~ionsweg an- 

1 zuwenden is~. In (23) wird der reelle Theil yon a - -  • -{- ~ als positiv 
1 vorausgesetz~, in (25) nimm~ man ~ - -  q-~-~ und 0 - -  v, in (28) 

a - - Q + l  und a - -  v -~  1 als positiv im reellen Theil an. Durch 
91" wird in (25) die Verbindungslinie der Punkte 0 und w bezeichnet; 
93' ist wiederum die Verbindungslinie der Punkte 0 und v. 

Die Gleiehungen (21) his (28) folgen ohne Weiteres aus der Formel 
(7), wenn mau in (14) ftir W l nach einander die acht Doppe|integrale 
nimmr welche in der Abhandhmg fiber die F-Reihen 3 ter Ordnung im 
46 t~n Bande dieser Annalen (pag. 592--598) in den Gleichungen 

(37), (36), (35), (33), (38), (42), (41), (43) 

geaannt sind, wobei man jedoch die deft vorkommenden Werthe a, ~, a, x 
durch a', 0', d,  w zu ersetzen hat. Die be~reffenden Formeln sollen 
bier nieht wiederholt werden, da, wenn die bezeichneten Ausdrfieke 
ffir WI substituir~ werden, die ganze gechnung vSllig analog zu der 
vorstehenden En~wickelung der Gleichungen (16) bis (20) ist. 

Es sell sodann ein dreifaches bes~immtes Integral angegeben wet- 
den, welches mit der eindeutigen particuliken LSsung der Differential- 
gleiehung ( l l )  

M = F(a ;  e, ~, ~; x) 

bis auf einen constanten Factor identisch ist. Man bilder zu diesem 
Behuf ein dreifaches Integral der obengenannten Function ~1, bet 
welchem die Variable w yon dem unendlich entfernten Punkt der po- 
sitiven reellen hchse ausgeht, die Yerbindungslinie !l~ der Punkte 0 
und x zweimal hint;er einander im posi~iven Sinne umkreist und hier- 
auf zum Ausgangspunk~e zuriickkehrt. Um den In~egra~ionsweg der 
Variable v zu bezeichnen, definirt man r and r als die Producte 

(29) r = te'*, r = r x , 
q~ 

in denen u eine zwischen ~- und ~ liegende reelle ConstanCe, u n d c  

(wie oben) einen unendlich kleinen positiven reellen Werth bedeute~. 
Man nimmt den Punkl, weleher das Product q w  darstellt, zum Aus- 
gangspunkt und den Punkt r zum Endpunkt den Integrationsweges 
der Variable v und liisst letztere den Nullpunk~ in posi~iver Drehungs- 
richtung umgehen. Das dreifaehe Integral 

dw r du,  
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in welchem die reeUen Theile yon 0 - -  1 und ~ --  O + ~ als positiv 
vorausgesetzt werden, geht dutch die Substitution 

V ~ W b ,  ~ ~ Vlt = W b l I ,  

d v  -~ w d ~ ,  d u  ~ vd l t  = w~)dtt ,  

in den Ausdruek 

fiber. Der Weg yon v kann naeh Fig. 1 aus zwei geradlinigen Streeken 
qbl ,  k~% und einem Kreisbogen k~lk 2 zusammengesetzt werden, so 

8 

AX 

dass er dutch 
r e2 bezeich- 
net wird. Indem 
man sodann um 
den Nullpunkt 
einen Kreis 
besehreibt~ der 
den Punkt x um- 
schllesst, und der 
die positive reelle 
Achse im Punkte 

s schneiden mSge, w~hlt man als Weg yon w einerseits den Absehnitt 
der reellen Achse yon + oo bis s (der in beiden Richtungen durch- 
laufen wird), andererseits den Kreis .K (der zweimal hinter einander 
durchlaufen wird). Fiir ( w -  x)-" gilt dana, da rood w stets grSsser 
als rood x ist, die convergente F, ntwiekelung: 

a X  ee (a -I- 1) xz "l"  . . . .  1 

Also ist das obigo dreifaehe Integral gleieh der Reihe 

~(~ + ~ ] + .  , 
h o + ~ h l x +  i : - 2 1 ) A ~ x 2 + ' " + 0 ~ + A , x  + . - - ,  

wenn unter A~ (ftir v = 0, 1, 2, . . . )  das constante Integral 
7~(o,0~ [.e~ 1 /~1 1 A,=J  w-,-,awJo, e ~ b * - e - l d b J o  e - ~ u ~ ( 1 -  It) * - e - V d t t  

verstanden wird. Aber nach pag. 212-,-217 des 41 t*" Baades dieser 
Annalen hat A, den Wer~h 

1 

oder, wenn die Reduetionsformeln fiir die Integrale E und F beriiek- 
siehtigt werden, 
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^ ,  = [~+ c~] + [~+ 

Man gelang~ somit zu der Gleichung 

/.,' S (30) d w % �9 / |  ~, dv  d u  

in der Yl die in (12) angefiihr~e ~-Reihe bedeutet. 

w 
Dot Fall m ~ 2 der Differenfialgloichung (2) ffihrt zu tier Glei- 

chung 
a d~Y x Z ~  + ( q  + ~ + v +  3) X ~ d?.Y dxa 

d2y dy  
(31) -4- (Qa --}- Qv -1- av "4- ~o -~- a + v -}- 1) x ~--~ -+- ~avh-- ~ 

x 2 d~Y (t~ l ) x  ay  

deren Haul~flSsungen dureh die Reihen 

~ = F( . ,  ~; ~, ~, v; x) = 1 + ~ x  + . . . ,  

(32) ~2 - ~ - x ~ - e F ( a - - q - J - l , l ~ - - O " J - l i 2 - - ~ , a ~ q " J - l , v - - q - { " l i x ) ,  

V3 = Xl-a-F( a -  a-t- 1 , /~ -  a-J-- 1; 2 - - a , 0  --a--}-- 1 , v -  a.3r - 1; x),  
~la = x ' - *  ~ ' (  a - -  a: + l ,  ~ - -  v-I-  1; 2 - - v ,  Q--r . -} -  1, a - - v +  1 i x) 

angegeben werden. Setzt man in (31) nach einander die Ausdricke 

(33) y ~ w - -  x ) - t ~ w ~ - ~ W ~ d w  , 

t J g .  

ein, so erhil~ man fiir W~ (Crelle's Journal, Band 112~ pag, 65~71)  
wiederum die Differentialgleichung (15) und flit W~ (1. c. pag. 79~83) 
die Differentialgleiehung 

w~ cl~W~ a ~ W~ _ , j  a W ,  + (r a '+  ~)w--x~ + v ,, 
(35) ~ d=W, . .  a W ,  a '~'  

= w  W ~ + ( , r  ~ + W~, 

in der a', f ,  ~', a' die Cons~anten 

{ r  / r = ~ - - ~ +  1, 
O ' = O - - ~ + l ,  a ' = a - - ~ +  l 



bedeutem Die Gleichung (35) enksprich~ dem F a l l e n  == 3, m---~ 2 
der allgemeinen F-Reihe. 

Um die mehrdeutigen Hauptlbsungen yon (31) als dreifache be- 
stimmte Integrale herzustellen, l~iss~ man (analog za w 2) die Variable 
w in (33) einen Doppelum}auf am die Punkte x and 0, in (34) einen 
bei - - e x  beginnenden einfachen Umlauf um den Nul]punk~ machen. 
Man finder durch die Substitution (33) uIs Lbsungen yon (31) acht 
dreifaohe Integrale, welche den in (21)his (28)angegebenen Integralen 
entsprechen, indem ffir Wj der Reihe nach dieselben Doppelintegrale 
wie dort genommen werden. Die Rechnung unterscheidet sich yon 
der auf die Forme]n (21)  bis (28) bez(iglichen allein dadurch, dass s~att 
der Gleiehung (7) die Gleichung (6) angewendet wird. Es soil hier 
nut  die erste dieser acht Gleiehungen 

t p(~,o,~-,o-) Z.Cw,O,w-,o-) 7~ (o) 

{ = e.,{~+~- ~} ? (e - ~) ~ ( , , -  o + 1 , , , -  ,~) ~ ( #  - o + 1, 1 - - # ) . h ,  

in der qs die Function 

'~  = ( w -  x) -~w~-~(v  - ,,)~ . . . .  ~ v ~ - ~ e ~ + % ~  -~ 

und ~h die in (32) genunnte Reihe bedeutet, angefiihrt werden. 
Bei Anwendung der Substitution (34) mbgen ftir W 2 naeh einander 

diejenigen Doppelin~egrale gese~zt werden, welche in den Gleichungen 
(49), (51) und (54) der genannten Abhandhng im 46 t~ Bande dieser 
Annalen angegeben sind (mit a', ~', Q', #', w stat~ der dort stehenden 
Werthe a, fl~ ~, o, x). Dann gewinnt man dutch Benutzung der 
Formel (7) aus (34) die Gleichungen 

F.(o) p(o) pi~,o#-,o-) 

j_, d j_j jo v,d. 
= e " ( " - ~ + ' ) r ( e  - 1 ) F ( e  - , : ) ~ ( #  - e + 1, o --O)rh, 

7~(,,S',,-,~'-} 

f '~ cZ w ]'(~ ~ v f(~' (39) .j_,~ j_~ ~,~ Yldu 

woselbst ~j das Product 

~/~ = e ~ ' w - ~ e ' v  " -~-~ (v  - -  u/-#-~u#-,~ - -  u )~-" -  

bedeute& 
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Ausserdem k5nnen fiir W 2 Doppelin~egrale yon der im 108 ~e. Bande 
des Crelle'sehen Journals, Fag. 54--64,  angegebenen Form gewi~hlt 
werden. Hieraus folgen, wenn man ~ die Function 

nennt, die Formeln: 

(40) f(O)d w f(~,o,~-,O-)d 1_7'("~176 d ~] -e= ,] c vale 

= e " ' ( " + ~ - ~ ) - f ( q  - -  1 ) ~ : ( , ~  - -  q + 1 ,  a - -  ~,) ~(~ - q + 1,  �9 - ~)~,  

(41) f~o, f,~176 p~,, d v J _ ~  ~ d u  j--e~ d c 

7.(o) 7,(~") p~ 

= ( - -  1 ) a - ' ~ - ' V  (~ - -  l ) F ( v  - -  ~ ) ~ ( a  - -  v -+- 1 ,  a - -  a )~  h .  

Die Gleichungen (37), (38), (40), (41) bleiben fiir beliebige Werthe der 
Constanten a, fl, ~, a, ~ in Kraft. In (39) mfissen die reellen Theile 
yon a - -v -~ - i  und f l ~ z . + - l ,  in (42) die reellen Theile yon a - -~-J -1  
and a -  a positiv sein. Dutch c und r werden wiederum willkiirliche 
(jedoch yon 0 versehiedene) ConstanCe, durch !~" die Verbindungslinie 
der Punkte 0 und v, durch W' die Verbindungslinie der Funkte 0 und 
w bezeichneL 

Es werde endlich ein dreifaches In%egral der Function W~ betrachtet, 
in welehem die Variable w yon - - ~  aus einen Umlauf um den Null- 
punkt maeht~ wEhrend nach v zwischen den Grenzen 0 und w, nach 
u zwischen den Grenzen 0 und v in~egrirt wird. Setzt man 

e~ ---- 1 + ~ r  + ~ . ~  + �9 �9 �9 + ~o" ~ - ~ - : . ~  + ""  " '  

so verwandelt sieh das Integra] 

f,o,f~ dw dv  ~ du  

in die Reihe 
~v 

~o+ ~,~ + w ~  + . . .  + ~ ' ~  + - . . ,  
we !~, das eonstante Integral 

_ . .  _ _  

bedeutet, Durch die Substitution 
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dv ~ w d v ~ ,  d u ~ v d u l  ~ w v ~ d u ~ ,  

geht 1~, in das Integral 

fiber. Letz~eres isl abet nach Band 107 des Crelle'schen Journals, 
pag. 253 (G1. (23)), gleich dem Producte 

(-- 1 ) . + ~ - ~ - ~  ~(~ - q - ~ ) ~ ( ~  + ~, ~ - ~ ) ~ ( ~  + ~ , .  - ~) 

= ( _  ~)~+,-~-~ ~ + ~ ] +  ~ (~_q )~ (~  ~ - ~ ) ~ @ , ~ - ~ ) ,  
[d + [~1 + [,1 + 

wobei die reellen Theile der Constanten a,  8, 6 - -  a, v - -  8 als positiv 
vorausgesetz~ werden. Man finde~ auf diese Weise die Gleiehung 

in welcher ~2, die in (32) angeffihrte eindeutige Reihe ist. 

w  

Fir  m ~ 3 wird aus (2), wenn man stat~ K1, K2, K 3 drei andere 
Constaate a, ~, 7 mittels~ der zu (3) aualogen GIeichu~gen 

einfthrt, die Differentialgleichung 
d4y 

(44) . gsy - d'y 

dy 
-}- (aft q- a7 Jr- fig "{- a -}- fl q- 7 Or- 1 ) x ~ - ~ -  a ~ T y 

erhalten, die dutch die Reihen 

[~t--~.Z'(a, 8,7; @,a, ~;; x) ~--- l + ~ x  + : " ", 

(45) {~ ~ x~-eF(a--O + 1,8- -0-{-1 ,  Y--#dv 1; 2 - - ~ ,  a - -  (~-  1, v - -  0A- 1 ; x) ,  

[.~4 --~ * * - ' F ( a  -- ,-+- 1, f l - - , a v  1. ? - - * - { -  1~ 2 - -  ~, 0 - -* - [ -1 ,  a - -  ~-{-- 1 ; x) 
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befriedig~ wird. Auf (44) wende~ man bier (s. den Schluss des w 1) 
die Substitution 

/,7, 
(46) v w3dw 

an. Dann ergieb~ sich fiir W 3 (Band 112 des Crelle'schen Journals, 
pag. 79--83) die Differentialgleichung 

w 2dgw" w'~'w' e" dw, 

(47) .~ d3w, . '8' 7' ~ w ,  

dw, 
+ (a'~' n u a'7' ~- ~'7'+ s '8'-]-f'+ I) w-3~- + a''8"7'W~, 

r in der a', '8', 7, @, 6" die Constan%en 

' - -  ,8' ~, * + 1 ,  

d =  e - -  z-J- 1, ~ ' = a - ~ q -  1 

bezeichnen. Die Gleichung (47) is~ eine hypergeome~rische Differen~ial- 
gleiohung 3 t'~ Ordnnng mi~ den zwei endlichen singulgren P~nkten 0 
und 1. Die LSsung derselben durch bestimm~e Doppelintegrale finde{ 
sich in der berei~s erwiihnten Kbhandlnng im 102 t*" Bande des Crelle- 
scheu Journals, pag. 84--100; jedoch is~ zu bemerken, dass man, nm 
Ausdrficke, die f(ir beliebige Wer~he der Constanten gelten, zu erhalten, 
die dort benutzten geradlinigen Integrationswege dutch Doppelumliiufe 
zu erse%zen ha l  

In (46) nehme man ffir Wa zun{ichst das parficulgre Ins der 
Gleichung (47) 

f 
(~,o,w-~o-) 7.(~,o,.-,o-) 

= ~w' -e /~(a  - -  @-Jr- 1, '8--  0-{ - 1, 7-- t~-[-1;  ~ - - #  nt-1; z - - e n t - l ;  wh 

wo zur &bktirzung 

gesetz~ ist. Dann entsteht durch Anwendung der Formel (7) die 
Gleichung 

(lO, d w ~(~,o,,~-,o-) p(,,o,.-,o-) 
(48) 

= e"( r+=o-~-~-e+*)~(e  - -  1) r  e + 1, ~ - # ) ~ ( 7 - - ~ +  1., ~--  7)~,  

in der Q die Function 

Q = e'7'W-'(v - -  w)'-~'-zv~'-#(u - -  v)~ (u - -  1)r - '#-' 
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und ~2 die in (45) bezeichnete Reihe bedeute~. Durch eine ~hnliche 
Rechnung ergiebt sich, wenn man unter ~ '  wiederum die Verbindungs- 
linie der Punkte 0 und v versteht, die Identit~t 

(50) ,l['(~176176 'w'l'~'-''-) -e~ ,]c f2d~t 

Ffir W a werde ferner das Doppelintegral 

(51) (v--w)~-r-*vr-~'dvd, (u--v)'r-a-lua-e(u--1)e-~'-ldu 

gewghlt, das dnrch die Substitution 
1 1 ~ ~ v  t 

v ~-~-" l - -  v-----~' u--~ i q - (v  - -  1 ) ( 1 - - % ) =  l - - v ,  

die Ges~al~ 

- -  1 ( ' - # ) f l v l e - ~ + ' - ~ - i  (1 - -  v,)=-'l.1 - -  (1 - -  v,)w] ~- ' - '  dr, 
j o  

"all ~1~-/~-1(1- u l ) e - ~ - * ( 1 -  ulvl)~-edu~ 

annimmt. Entwickelt man die Potenz [I ~ (1 ~ vl)w]'-r -1 nach dem 
binomisehen Satze, so wird naeh Anwendung der Formel*) 

(52) yoaV~+e-l(1--v)'-ldv~4~ 

e=~.E(k, l).E(Ic -a t- 1 q-p, ~) 
das Integral (51) gleieh dem knsdruek 

� 9  z q -  1 , / ~ - - ~ q -  1, 7 - - z - [ -  1; ~ - - v q -  1, ~ - - v - [ -  1; w). 

Hieraus folgt dann mit Htilfe yon (7) die Gleiehung 

J - e z  , ] I  ,./I 

Die Variable w mSge endlteh, w~thrend f/Jr W~ das Integral (51) 
gesetz~ wird, einen bei ~ a~ beginnenden Umlauf um dea Nullpunkt 
ausffihren. * Dann entsteht aus (46) das dreifaehe Integral 

�9 )Um die Gleiehung (5"2) zu beweisen, entwiekel~; man (1 ~ v )  ~ n~eh dem 
binomisehen Satze und ber~ieksichtlgt die ffir das Integral .E geltenden Formeln 
(Band 35 dieser Annalen, pag. fi10--518). Das Verfahren ist dasselbe wie in w 3 
tier erw~hnten Abhandlung im 10r ~n Bande dez Crelle'sehen Journals (pug. 90--91). 
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das, wie gezeigt werden soil, sich yon der in (45)genannten Reihe {1, 
nur durch einen constanten Factor unterscheidet. Ffir die Entwicke- 
lung dieses Integrals kommt eine Hfilfsformel in Betraeht~ die fiir das 
dreifache Integral 

~'(~ ( 1 _  w )~- ,dw fo t v ~+ , -~ (1  - - v )~ - :  (t  - -  vw)--~-~dv 

f (o) 
"/~ u~-t (1- -  u)~-'(1 --uv)~-~-~du 

gilt. Das letztere geht~ wenn man 

(1--uv)~-~-~ ~ 1 .-~ k 4-1- -Puv  .~  (k.~-l--p)(~.-~l--p.-[-1) u~v~ . . .  
1 1 . 2  

substituirt und eine zu pag. 603--604 des 46 t~" Bandes dieser Annalen 
analoge Transformation anwendet~ in die Eeihe 

e,~qa+,) E(a,b)  ~ [  +/_iris. .E(k - -  b, 1 4- q Jr- ~)e'~i~' f-'( l, q q t- 9) 
flIT 

/~0 L J~- 

[ : p  [k+Z+q-- ~]+ 
~0 

fiber. Daaber  

= ~(k  + z . -  #, q; # + z + ~ - b; ~) 
~=o [ , ] + [ k + ~ + q -  hi+ 

. ~  r ( k + z + q - - b )  r(_.v - -  b) 
r ( # + ~ - - b )  r ( k + Z - - b )  

end  
r ( k - -  b ) r ( l  + q) ~ ( / ,  q)  = _ _  

.E(k - -  b, l -]- q) ~ r(k + Z + q--b) ' 

ist, so hat die Reihe den Werth 

e'~i(~t~) ~ , (a ,  b) r ( k -  b) r (1) r (p -- b)F (q) 
r(k + z - b) r (~  ~-~ :-b~ " 

Daher besteht die Gleichung 

(55) 

Mathematisohe Annalen. L 

w ~-' (I 

f (o) 
�9 j, uq-'(l -- u)'-~(l -- uv)p-k-~u 

e""~+~)~(a, b)E(k -- b, O~(p -- b, q). 

Das Inlegral (54) liefert, wenn 

+ + ...+ + ... 

20 
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gesetz~ wird, die Reihenentwickelung 

~o + ~ ,  7 + ~ 2 ~ _ ~  + "'" + ~ ,  1-2..-~ + " ' "  

woselbs~ ~ ,  (f~r v ~ 0, 1, 2 , . . . )  das constante Integral 

P~~ d wS|  v~,_~ dv f~)(u__v)a-t~-,ufl-, (u__ 1)~-~-ld~ 

bedeutet. Indem man 

substituiri und (--1)*+~1-~ - a - I  durch e~r162 -"-1) ersetzt, finder man 
ftir 2 ,  d~n Ausdruok 

e~r176 -~-,(1 _ w~)~+~-1 dw 1 

�9 /o 'Vt~-a+'-8- ' ( i  - -  v,)"- '(1 - -  v,wl)'-~'-'dv , 

�9 ~f(~ (1 --  ul)e-'~-I (1 -- u I v~)t~-edul, j 1  
der nach (55) gleich dem Producte 

~ ( .  + v, q - a ) B ( ~  + ~, a - ~ ) s  + ~, 1 - ~ - -  ~) 

ist. Somi~ ergiebt sich die Gleiohung: 

f ( ~  f ~ d v  f( ' )  (56) v - |  a~ . w  ~ d u  = ~ ( , ~ , q - . ) s 1 6 3 1 6 2  

In (53) werden die reellen Theilo yon a - - v - { - 1 ,  / ~ - - v + ]  und 
- - a ,  in (56) die reellen Theile yon a, fl, 7 und p - - ~  als posifiv 

vorausgesetz~, wilhrend die Gleichungen (48) und (50) fiir beliebige 
Werthe der Constanten a, /~, 7, P, a, v gelten. 


