Ueber die Differentialgleichungen der F-Reihen 4" Ordnung.
Von

L. PocmramMeR in Kiel.

§ 1

Die nachstehenden Entwickelungen schliessen sich nach Inhalt und
Form an die im 46t Bande dieser Annalen veroffentlichte Abhandlung
des Verfassers ,,Ueber die Differentialgleichungen der F-Reihen 3ter Ord.
nung® an. Nach derselben Methode wie dort und unter Anwendung
der gleichen oder der entsprechenden Bezeichnungen werden die Diffe-
rentialgleichungen der F-Reihen 4'* Ordnung durch bestimmte Inte-
grale gelost, indem die Substitution eines bestimmten Integrals die
Aufgabe auf die Differentialgleichung einer F-Reihe 3t Ordnung zuriick-
fiikrt. Da nun die particuliren Integrale der Differentialgleichungen
der F-Reihen 3'er Ordnung in Gestalt bestimmter Doppelintegrale (mit
complexem Integrationsweg) hergestellt wurden, so erhillt man bei den
Differentialgleichungen der F-Reihen 4'r Ordnung dreifache bestimmte
Integrale als particulire Losungen.

Als allgemeine F-Reihe nt* Ordnung wird die unendliche Reihe

(1) Flog, ¢y .« o @nj 015 @2y« + + O &)

alal”'am ul(al+1)a’(al+l)“‘“m(“m+1) 2
e T T S M U T (7 o VPR A T e Ll
bezeichnet, deren Differentialgleichung im 38'» Bande dieser Annalen

(pag. 586) abgeleitet wurde, und in der m < vorausgesetzt wird,
Fiir » = 4 hat diese Differentialgleichung die Form

dd ds d! d
. 28+ L BS 4 D,a 24 1,2

m am _ dm~1
=it Kt Tt o Kay,
woselbst die Grossen K, und L, Constante bedeuten. In die Glei-
chung (2) werden fiir m im Folgenden die Werthe 1, 2 und 3 nach
einander eingesetzt. Von dem Falle m == 5 == 4 (hypergeomeirische
Mathematische Annalen, I, 19
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Reihe 4t Ordnung mit 2 endlichen singuliren Punkten) wird hier
abgesehen, da der Verfasser auf die beziligliche Differentialgleichung
im 102" Bande des Crelle’schen Journals (pag. 101—113) niher ein-
gegangen ist. Ebenso bleibt der Fall m == 0 (F-Reihe 4' Ordnung)
ausgeschlossen, welcher bereits im 41'» Bande dieser Annalen (pag. 208
bis 218) behandelt wurde.

Statt L,, L,, Ly fihrt man in (2) drei neue Constanten ¢, o, ¢
ein, die mit L,, L,, Ly durch die Gleichungen

Li=¢+o+7+3,
(3) Ly=¢o+er+or+t+o+406+ v+ 1,
Ly =gqar

verbunden sind, und hinsichtlich derer die Voraussetzung gemacht
wird, dass keine der Grissen ¢, 6,7 ¢ — 6, 0 — 7, 6 — T ganz
zahlig sei.

Es sollen zuniichst einige Hiilfsformeln recapitulirt werden, welche
in der erwihnten Arbeit im 46t Bande dieser Annalen vorkommen.
Wendet man fiir die Integrale mit geschlossenem Integrationsweg die
abgekiirzte Bezeichnung an, welche in dem Aufsatz ,,Ueber ein Inte-
gral mit doppeltem Umlauf*, Band 35 dieser Annalen (pag. 472), an-
gegeben ist, und versteht man unter F (a,d) das Euler’sche Integral
erster Art, unter E (a, b), G (a, b), [ (a) die im 35%» Bande dieser
Annalen pag. 510, 499 und 514 definirten geschlossenen Integrale, so
gelten (pag. 586587 des 46%n Bandes) die Gleichungen:

(4) j:m(w — )Pt (- Lw - - - Bt - - dw

4 —
— (1101 B(p,g—p) (o +Sha - HEEE I T ),
(@)

@, @—apr-twei ot b ) dw

= 41 E(p; Q'—_p)(lo +§l1x+ +1;(£i:)) ((qp_:-:.—l)l ¥+ )7

7*(,0,2~,0—)
(6) L/c' (W — z)e—P—1opp—1 (l0 +lhwt o L - 3 daw

— e € (3, —p) (h+Eh o4+ BEELCE Y= D0y ),

740 =
0 j iy Lo o b 4 ) dw

L 1,2

=x”("l’)(z°+p+1+ t eFDE Ty (p+)+”')°

Die Grossen p, g, ¢, ¥y, Iy, - - - sind constant; in (4) werden die reellen
Theile von p und ¢ — p, in (5) der reelle Theil von p als positiv vor-
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ausgesetzt. In (7) bedeutet ¢ eine unendlich kleine reelle positive
Constante.

Wie in der Abhandlung iiber die F-Reihen dritter Ordnung wer-
den in die Differentialgleichung nach einander zwei verschiedene be-
stimmte Integrale fiir y substituirt. Man setzt nimlich einerseits

b
(8) Y =L£ (w — z)y—cw—Wdw,
andererseits
(A
9 y=/J, erw Waw,

woselbst W eine Function von w allein bezeichnet. Bei beiden Sub-
stitutionen entsteht aus (2) — nach Benutzung der Formel der theil-
weisen Integration — fiir W eine lineare Differentialgleichung 3ter Qrd-
nung, die wiederum zu den P-Gleichungen gehort.

Wegen der Moglichkeit, sowohl die Substitution (8) als auch die
Substitution (9) anzuwenden, liefert die genannte Methode fiir die ein-
zelnen Hauptintegrale der hier behandelten Differentialgleichungen
4ter Ordnung eine Anzahl verschiedener Darstellungen als dreifache
bestimmte Integrale. Diese Eigenthiimlichkeit derMethode machte sich
schon bei den Differentialgleichungen der F-Reihen 3% Ordnung gel-
tend; die Mannigfaltigkeit der Ausdriicke ist indessen bei den Diffe-
rentialgleichungen 4*r Ordnung eine noch erheblich gréssere, da die
zwei verschiedenen Substitutionen auf’s Neue in Betracht kommen.

Es mige bemerkt sein, dass im Kolgenden, wie in den friiheren
Arbeiten des Verfassers, fiir ein beliebiges # und fiir ein positives
ganzzahliges v die abgekiirzte Bezeichnung

[6, =e(¢—1)(—2)...¢6— v+ 1), [ =1,
=2+ DE+2...6+v—1), [F=1,
angewendet wird. Die Reihe (1) lisst sich dann als die Summe
ST COM O A M

& O led [e) - Tona]

w |

schreiben.

Der Fall m =1 der Differentialgleichung (2) wird im nachstehen-
den § 2, der Fall m =2 in § 3 und der Fall m =23 in § 4 behandelt.
Fiir den letztgenannten Fall der Differentialgleichung (2) hat der Ver-
fasser in der Abhandlung ,Ueber eine lineare Differentialgleichung
nte Ordnung mit einem endlichen singuliren Punkte® im 108t Bande
des Crelle’schen Journals bereits Losungen in Gestalt dreifacher be-
stimmter Integrale angegeben, welche auf den Substitutionen von der
Form (8) beruhen. Als Ergénzung dieser Rechnung werden im nach-

19*
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stehenden § 4 die aus der Substitution (9) folgenden Integrale ab-
geleitet.

§ 2.

Fiir m = 1 entsteht aus (2), wenn man gemiiss (3) die Constanten
@, 0, 7 einfihrt und K, = K, = « setzt, die Differentialgleichung:

P Id+ o+ o+ +3)e gl
(11) +eo+orFortototot+ 1)zl
+ (oot — x)g—g — oy == 0,
Die Hauptintegrale derselben werden als Potenzreihen durch die
F-Reihen

. N o (e 1)
Y=F(2; 0,07 2) =141 2+ 5 G e e b D7 G FD Y

(12) pe=2"¢Fla—o+1;2—¢ 0—¢+1,v—0+1;2),
Yy=2F(a—041;2-—6,0—0 41, t—a6+41; ),
Yy=a""Fla—r+4+1;2—7, ¢—2+1,6—3-1;2)

dargestellt (Band 38 dieser Annalen, pag. b88 u. f.), die fiir jeden end-
lichen Werth von z convergiren.

Wenn in die Gleichung (11) der Ausdruck (8) fiir y eingefiihrt
wird, so ergiebt sich nach §§ 3 und 4 der Abhandlung des Verfassers
,Ueber die Reduction der Differentialgleichung der allgemeineren
F-Reihe® im 112t Bande des Crelle’schen Journals fiir die von w
abhingige Function W die Differentialgleichung

dsW ! ! de ’ ’ dW
(13) wos+ @+ od+Nw s+ oo —W=0,
in welcher zur Abkiirzung

¢=90—7+1, =06—2-41

gesetzt ist. Die Gleichung (13) ist der zu % =3, m = O gehdrige
Fall der erwshnten allgemeineren Differentialgleichung. Die drei Haupt-
integrale von (13) lauten in Reibhenform (Band 38 dieser Annalen,
pag. 596):

w w?

8o, o5 w)=1+4 1-9°¢ T 1-2-¢(@+ D+ 1) R

weF2 —¢, 0 — o+ 1;w)= wl~e’{1 + 1'(2__9,)(”:,__9?1) N .},

WIF2—06, ¢ — 6+ 150 =014 ——0u0 w,__ ; SRR B
1.2—~d)(e'—d'+1)

Setzt man in das Integral (8) eine der letzteren Reihen fiir W ein,
80 kommen bei entsprechender Bestimmung des Integrationsweges die
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Formeln (4), (b), (6) zur Anwendung, deren rechte Seiten dann
F-Reihen von der in (12) bezeichneten Art enthalten. Von den obigen
Reihen unterscheiden sich die Doppelintegrale, dis nach Band 41 dieser
Annalen, pag. 197—208, der Gleichung (13) gentigen und daher fir
W gesetzt werden diirfen, nur durch constante Factoren.

Wird zweitens gemiéss (9) die Substitution

4 Z
(14) y=J; ecw=*W,dw

auf die Differentialgleichung (11) angewendet, so erhilt man fir W,
(nach Band 112 des Crelle’schen Journals, pag. 79—83) die Differential-
gleichung
BW, , . aw, ;o ,
(15) w2 2V (¢ 4+ o+ Dw L+ (g0 —w) 2 _ oW, =0,
deren Hauptldsungen die Reihen
o 6 ) e o o (@4 1)
P3¢, 03w =14 o + gy e n? T
w—¢F(@ — ¢+ 1;2—¢,06 — o'+ 1; w)
= g1-¢ a’~9’+1 .
% {1+1‘(‘2—e')(6'—9'+1)w+ }’
w-F(¢ —¢ +1;2—06,0—0d 4 1;w)
= gyl o—a+1 e
w {1+1- G- —eFn? T }
sind, wihrend ¢, ¢/, ¢’ die Constanten
f=ae—z4+1, ¢=p¢—7+1, d=dd—141

bedeuten. Die Gleichung (15) entsteht aus der Differentialgleichung
der allgemeinen F-Reihe fiir die Werthe % =3, m = 1. Die Losungen
derselben in Gestalt bestimmter Doppelintegrale, die im Folgenden be-
nutzt werden, finden sich im Bapd 46 dieser Annalen, pag. 590—-598.

Es sollen zuniichst diejenigen dreifachen Integrale angegeben wer-
den, welche mehrdeutige Hauptldsungen der Differentialgleichung (11)
sind, indem sie mit den in (I2) genanunten Reihen y,, 75, y, bis auf
constante Factoren iibereinstimmen. Man bemerke, dass die Reihen
Yz, sy Yy in einander {ibergehen, wenn man die Constanten ¢, @, 7,
in Bezug auf welche die Differentialgleichung (11) symmetrisch ist, mit-
einander vertauscht. Werden also 9,, 95, ¥, in wesentlich verschiedener
Weise durch bestimmte Integrale ausgedriickt, so sind hierdurch fiir
jede einzelne dieser Reihen verschiedene Darstellungen gegeben.

Bei dem bestimmten Integral (8) wird hier, soweit es sich um die
mehrdeutigen Lisungen von (11) handelt, als Integrationsweg von w
stets der Doppelumlauf um die Punkte O und # genommen, was dem
allgemeinen Fall entspricht; jedoch ist darauf hinzuweisen, dass fiir
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gewisse specielle Werthe der Constanten e, ¢, 6, v der Doppelumlauf
(damit sich nicht das Resultat Null ergebe) durch einen einfachen Um-
lauf, resp. durch einen geradlinigen Integrationsweg ersetzt werden
muss, Bei Substitution des Integrals (14) erhdlt man mehrdeutige
Losungen von (11), wenn man fiir e den in der Formel (7) vorkom-
menden Integrationsweg benutzt, der in einem dem Nulipunkte un-
endlich nahen Punkte beginnt und endigt und den Nullpunkt einmal
umkreist.
Zur Abkiirzung mogen durch ¢ und @, die Functionen

» ° 1y
(D == (w o— m)-—mwa—t 617 vt——a—l eu um.e....j}

w 1 1
O, = (0 — x)~2wr-7evpr—o—1¢~2Vu(y — u)’ * Py 2

bezeichnet werden. Dann ergeben sich mit Hiilfe der Substitution (8)
die folgenden Gleichungen

. 7 (2,0,3~,0~) (0) (0}
(16) f dw(/:mdv _,, ddu
=0T (o — ) (0 — )G (e — 0 + 1,1 — &),

7e(@,0,—,0—) 7+(0) 720
(17 L/(r) dwvj_ewdv - Odu
- eni(a—a)F(G —_— @)F(o‘ —n¢e—oe-4+1,1— “)?/3)
0,25, 0~) =0 p0)
(18) jt dwj—-ewd” , Pidu
£ {0 r i
== 27 "“H)r(g—-t)E(g,6~—-g—|—%)@(“ —o+1,1 —a)y,,
@he—0—) (0 A, AY
(19) f aio f_ a0 f 0,

. 1
==e’"(““9+5)220-2¢+1F(G-«z)?(?ﬁ —20)G(a— 61,1 — &)y,

7 (x,0,5—,0—) 7(0,0) 2
(20) 'ﬁ dw'ﬁlo va; b, du

— e ilerte—t0) 2e=ter1 T\2r—20) Eo—v-+3, 6—e-+3) Ele—+1,1—a)y,,

in denen y,, y;, y, die Reiben (12) bedeuten.

Die Formeln (16), (17), (19) gelten fir beliebige Werthe der Con-
stanten a, g, 6, 7. In (18) und (20) wird der reelle Theil von ¢ — ¢ - %,
in (20) ausserdem der reelle Theil von ¢ — v als positiv vorausgesetzt.
In (19) wird durch %’ die Verbindungslinie der Punkte 0 und v be-
zeichnet,

Man beweist die Gleichungen (16) bis (20) mit Hiilfe der vor-
stehenden Formel (6), indem man in letztere nach einander fiir W
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die der Gleichung (13) geniigenden Doppelintegrale substituirt, welche
in Band 41 dieser Annalen, pag. 202 und 205, unter Nr. (22), (23),
(24), (25) und (39) bezeichnet sind. Wie dort entwickelt wird (statt
¢, 6, « ist hier ¢/, ¢, 1 zu nehmen), besteben die Identititen:

70 w 7(0) o
‘] e%ﬂ-"—ldv'j eﬁuu“*?‘ldu
]

—~ew 4 bl

=T@—aF(¢—DweFlo—e+1,7v—0+1; w),

70 » (0 ¢
j: LE T d ﬂ e ety
=T(@—oF( —DwFle~6+1v—0o+1;m),
A0 2 7(0) smo-ld
f_ LT Y J: ¢2Ve(y — w) 21—/—%

= —2T (e~ EG, 06 — o+ )weF(6 — o+ 1,7 — ¢+ 1; w),
7(0) w (A2 1
7 ofmg—1 2V (0 " T Y
f_ewe v dvjw eV (y — u) Ve

i ]
_ e"'(“‘°+§) 222 HT (6 —0)T 20 —20)woF (¢0— 6+ 1,0— 6+ 1; w),

und
0,0) w v 1
- — =g~ auw
e fv“*"—ldvf eVi(p —u 2o
fw 0 ( ) Vu

= 2ie—0) 2220+ [(2y—20) E (9—1:—{—;2— s o‘—p-{-—%)%‘(ng—]— 1l,6—2-}1;w).

Indem man in (6) fir die Coefficienten I, nach einander die (den rech-
ten Seiten der letzteren 5 Gleichungen entprechenden) Ausdriicke

Fle—o)T(o—1) , Fle—o)T(6—) ,
[ le—e+1lf e —e+15F [ le—~o+ilf le—o+1)F
_ , 1
- 2r(q—-t)E(—;" te +%) em<G-H_§)229“"“+’l:(e_r)-f(%-—-?c)
[ fo—~e+ 1 [ —e+ 11 (T le—o+10F [~ ot 4)F

’

SO @r20) Bo— vt 10—+ 1)
[l le—z+ 15 [o—o+13f

und fiir p, ¢ die beziiglichen, nach Beriicksichtigung von (8) sich er-
gebenden Werthe

p=a~¢-+1,a—6+1,0—p4+1,e—06+1,¢—741,
g= 22— 9, 2—oa, 2—o9, 2—~ua, 2 -7
einsetzt, gelangt man unmittelbar zu den fiinf Gleichungen (16) bis (20).




292 L. PocHEAMMER,

Die Anwendung der Substitution (14) fihrt, wenn durch ¢,, ®,,
®,, ¢, die Funetionen

x °
©, = ePw—(y — wy—a—lpEoe use-,
z — -1 1
By = eow—*(v —w)e-e—tve-oe-2Vu (v —u) © 2y 3,
2 w
(])4 — eww—ze;vt-—a—leu (M —_ /v)o'—a—-l uu—g,
w

2
(])5 == W=7 g? pe—g—1 6’“’(% — 1)a‘a—-1ua—g

bezeichnet werden, zn den nachstehenden 8 Gleichungen:

(®) 7+(10,0,20—,0—) 70
(21) I_ dw.]c do | ®,du

tx

=" @-0T (9 — Dl (¢p —0)C(e — o+ 1,7 — &)y,

7(0) A0w—0-) (0
(22) f_wdch‘ dv | &, du

= "~ (6 — )T (6 — )& (e — 6 + 1,7 — a) g,

(0} 7e(w,0,50 —,0—) 72(0)
(23) j dw J av [ o,au
= 2¢mie-etf (o — DE(}, 6 — o +3)6 (e — ¢ + L, 7 — d)y,,
(0) (w,O,w-—- 0~} +( %I)
(24) _dw f dv J ®,du
—(—1)" "+2229—20+1r(a- 1)F(20 — 20)6(e — 6 -1, 7 — a)y,,

(0) (") 7*(0)
(25) f dw.]:m dv i O;du

=220 20 (g — DN (27 — 2 Q)E(Q — T %, G— ¢ +%)?/4’

72(0) (0 72(0,0,0—,0~)
(26) ./iwdwf_ewdvf &, du

="l (o — DI (o — 7)C(a — ¢ + 1, 6 — a)y,,
Z(0) =+ (0) 7 ()
@7 J_mdw J_mdv _o,du
=T(6 — )T (e — )T (6 — 7)y,,

7°(0) 72(0) (1)
(28) f dw J dv &, du
—ex —w 0

=T(z— DIt —@)E(e — 1+ 1,06 — a)y,.
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In (21), (22), (24), (26), (27) sind die Constanten «, @, 6, z keinen
Einschrinkungen unterworfen, wenn man davon absieht, dass gewisse
Werthe derselben die Integrale identisch Null machen, in welchen
Fillen (wie bereits erwihnt wurde) ein einfacherer Integrationsweg an-

zuwenden ist. In (23) wird der reelle Theil von ¢ — ¢ +% als positiv
vorausgesetzt, in (25) nimmt man 6 — ¢ —{—-% und ¢ — 7, in (28)

¢—9-1 und ¢« — - 1 als positiv im reellen Theil an. Durch
%" wird in (25) die Verbindungslinie der Punkte O und w bezeichnet;
A’ ist wiederum die Verbindungslinie der Punkte 0 und v.

Die Gleichungen (21) bis (28) folgen ohne Weiteres aus der Formel
(1), wenn man in (14) fir W, nach einander die acht Doppelintegrale
pimmt, welche in der Abhandlung iiber die F-Reihen 3t Ordnung im
46'n Bande dieser Annalen (pag. 592—598) in den Gleichungen

(87), (36), (35), (33), (38), (42), (41), (43)

genannt sind, wobei man jedoch die dort vorkommenden Werthe «, 9,6, z
durch ¢, ¢/, ¢', w zu ersetzen hat. Die betreffenden Formeln sollen
hier nicht wiederholt werden, da, wenn die bezeichneten Ausdriicke
ftir W, substituirt werden, die ganze Rechnung v6llig analog zu der
vorstehenden Entwickelung der Gleichungen (16) bis (20) ist,

Es soll sodann ein dreifaches bestimmtes Integral angegehen wer-
den, welches mit der eindeutigen particuliren Losung der Differential-
gleichung (11)

Y = F(e; 0, 0, T; %)

bis auf einen constanten Factor identisch ist. Man bildet zu diesem
Behuf ein dreifaches Integral der obengenannten Function ®,, bei
welchem die Variable w von dem unendlich entfernten Punkt der po-
sitiven reellen Achse ausgeht, die Verbindungslinie 9 der Punkte O
und « zweimal hinter einander im positiven Sinne umkreist und hier-
auf zum Ausgangspunkte zurtickkehrt. Um den Integrationsweg der
Variable v zu bezeichnen, definirt man ¢, und ¢, als die Producte

(29) 6 = e, ¢ = de*,
in denen % eine zwischen g und 7 liegende reelle Constante, und e

(wie oben) einen unendlich kleinen positiven reellen Werth bedeutet.
Man nimmt den Punkt, welcher das Product ¢,w darstellt, zum Aus-
gangspunkt und den Punki e,w zum Endpunkt des Integrationsweges
der Variable » und ldsst letztere den Nullpunkt in positiver Drehungs-
richtung umgehen. Das dreifache Integral

4,9 e,20 W
f dwf do / &, du,
® e JO
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in welchem die reellen Theile von ¢ — 1 und 6 — o —-{—% als positiv
vorausgesetzt werden, geht durch die Substitution
V= wYy, U= vl = Wy,
dv=wdy, du=vdu=wodu,
in den Ausdruck

—(m,w) 23 _-'l_ 1 a_@_}_du
f (w-—-x)"“w“—(’dwf evbf-e—ldnf eV (l—yy T 2=
® e 0 V;I

tiber. Der Weg von v kann nach Fig. 1 aus zwei geradlinigen Strecken
e, ky, kye, und einem Kreisbogen %, 1%, zusammengesetzt werden, so
dass er durch
ek lky ¢y bezeich-
net wird, Indem
man sodann um
den  Nullpunkt
einen Kreis K
beschreibt, der
den Punkt # um-
schliesst, und der
die positive reelle
Achse im Punkte
s schneiden moge, wihlt man als Weg von w einerseits den Abschnitt
der reellen Achse von - oo bis s (der in beiden Richtungen durch~
laufen wird), andererseits den Kreis K (der zweimal hinter einander
durchlaufen wird). Fir (w — x)~® gilt dann, da mod w stets grosser
als mod # ist, die convergente Entwickelung:

(1= e L S

Also ist das obige dreifache Infegral gleich der Reihe
1 [}
R L e o R B A G R
wenn unter A, (fiivr # =0, 1, 2, ...) das constante Integral
(0,0 —o—L
A, ==f —?~’dwf e b’“e—ldbf ‘2m(1-~u)0 ¢ “%—u_-
i

verstanden wird. Aber nach pag. 212217 des 41'" Bandes dieser
Annalen hat A, den Werth

N, == 22+r—1-370T (2 — 20 — 21/)I:(1——1:——1;)E(9+fu——%, o‘-@+%)

oder, wenn die Reductionsformeln fiir die Integrale  und [ beriick-
sichtigt werden,
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¢"2MR2IT (2 2) r(l—r)E(e —gs—e+t 1)

Ay = ol (ol (215

Man gelangt somit zu der Gleichung

(U, W) e w ?
(30) Jw dwf dvfd)ldu

= ¢ 2011 (2 — 20)F (1 — ’)E(Q »nd—0 +%)?/1 ’
in der y, die in (12) angefiihrte F-Reihe bedeutet.

§ 3.
Der Fall m = 2 der Differentialgleichung (2) fiihrt zu der Glei-
chung

f B+ e+ 0+ 7+ B)a* £
1) { + o +ortorteototrt Doty oordl
b @I (@t f+ 122 apy,

deren Hauptlosungen durch die Reihen

7y = F(a, §; 0, 0, 7; x)“‘l']'l oot e SRR

(32) | le=0"tF(e~o+1,—0+1;2—¢0o—0+1,r—0+1;2),
7y = ' Fe—6+4+1,8—6+41;2—¢,0—06-+1,v~06-1;2),
L gy=2""Fla—141,—7+1;2—7,0—71,6—141; )
angegeben werden, Setzt man in (31) nach einander die Ausdriicke

%
(33) Y =.L (w — z)~Fws~*W,dw,

A
(34) Y == ‘ﬁ e*w—W,dw

ein, so erhilt man fiir W, (Crelle’s Journal, Band 112, pag. 656—71)
wiederum die Differentialgleichung (15) und fir W, (L. c¢. pag. 79—83)
die Differentialgleichung

(35) { Wt Gt + @+ A g o G
wEWe L (o L+ Dl L AW,

in der o, #, ¢/, ¢’ die Constanten

o =0—7-+1, F=pf—7v+4+1,
¢=0—tv+1, @=0c—v-}1
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bedeuten., Die Gleichung (35) entspricht dem Falle n =3, m =2
der allgemeinen F-Reihe.

Um die mehrdentigen Hauptlosungen von (31) als dreifache be-
stimmte Integrale herzustellen, lisst man (analog zu § 2) die Variable
w in (33) einen Doppelumlasf am die Punkte 2 und 0, in (34) einen
bei — ez beginnenden einfachen Umlauf um den Nullpunkt machen.
Man findet durch die Substitution (33) als Losungen von (31) acht
dreifache Integrale, welche den in (21) bis (28) angegebenen Integralen
entsprechen, indem fiir W, der Reihe nach dieselben Doppelintegrale
wie dort genommen werden, Die Rechnung unterscheidet sich von
der auf die Formeln (21) bis (28) beziiglichen allein dadurch, dass statt
der Gleichung (7) die Gleichung (6) angewendet wird. Hs soll hier
nur die erste dieser acht Gleichungen

740z —~0-) (10,0, — ,0—) 3 (0}
(36) I Jx dwf dvj_wq’du
lz:gﬂi(a-}*&ﬂ@)l:(@—6)@(a—p+1,r—a)(§(ﬂ—9+ 1, 1—8)n,,

in der ¥ die Funection

v
\P‘ p— (w _— x)—-ﬂ wﬁ—’t(zv —— w)*t-—a-—lvd—de;-i—uua—e—l

und 7, die in (32) genannte Reihe bedeutet, angefiihrt werden.

Bei Anwendung der Substitution (34) mbgen fiir W, nach einander
diejenigen Doppelintegrale gesetat werden, welche in den Gleichungen
(49), (b1) und {54) der genannten Abhandlung im 46t Bande dieser
Annalen angegeben sind (mit o', §, ¢, ¢, w statt der dort stehenden
Werthe a, 8, ¢, 6, 2). Dann gewinnt man durch Benutzung der
Formel (7) aus (34) die Gleichungen

7+{0) 7(0) 7{(2,0,0—,0—)
@7) S [ v f ¥, du
= g7il—etDT (o — 1)T(0 —2)&B — ¢+ 1, 6 — f)n,,

70} 740} A, L W)

(38) Jodw [, avf ¥ du

= (— 1)f-eHT(6 — )T (6 — )& (6 — 9, ¢ — )15,
(0} 740} (1)
39 f;emdwj~wdv . Vidu

= (=T —)E@—7z+1e—a)E@B —v+1,7~ o)y,
woselbst ¥, das Product

x w

Y, = v Ter vt -0 (y — u)o—A—lyus—¢(1 — y)e—o—
bedentet.
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Ausserdem kénnen fir W, Doppelintegrale von der im 108 Bande
des Crelle’schen Journals, pag. 54—64, angegebenen Form gewihlt
werden. Hieraus folgen, wenn man ¥, die Function

x

Y, = 657,0"’(’0 _ ,w)z—-ﬁ—l,v‘ —0gu(y — p)o-e-lya—e

nennt, die Formeln:

(0) 7% (20,0,20—,0—) 74(v,0,0—,0—)
40 f_ dwf dv.jc Y,du

— emiett10T (o — )G(@ — ¢ + 1, 6 — ) 6B — ¢ + 1,7 — P)m,,

{0) 73w, 0,0 —,0—) 7 (')
1) f dch v [ ¥,adu
=T (6 — N6 —CB—oc+ Lr— P,

=(0) (") v
(42) '/_wdwjim av [, ¥.d
e G 1)""“—1F(r —_— ])F(r — @) E(e—r+1,6— a)y,.

Die Gleichungen (37), (38), (40), (41) bleiben fiir beliehige Werthe der
Constanten «, B, o, 6, r in Kraft. In (39) miissen die reellen Theile
von ¢—7-+1 und §—7z-1, in (42) die reellen Theile von ¢ —z-1
und ¢ — & positiv sein. Durch ¢ und ¢ werden wiederum willkiirliche
(jedoch von O verschiedene) Constante, durch %’ die Verbindungslinie
der Punkte 0 und o, durch %" die Verbindungslinie der Punkte O und
w bezeichnet.

Es werde endlich ein dreifaches Integral der Function ¥, betrachiet,
in welchem die Variable % von — co aus einen Umlauf um den Null-
punkt macht, wihrend nach v zwischen den Grenzen O und w, nach
w zwischen den Grenzen O und v integrirt wird. Setzt man

v

1 1 2z 1 =z
=lt+eitwnat o toymstoo

so verwandelt sich das Integral

7+(0)
dwf d’é}f Y, du
in die Reihe

%%%+%%+m+%ﬁ%+uu

wo P, das constante Integral

EI*’g

7*(0) w i
$y=j_‘wW‘“¢—vdw o (v— W)uﬂ—lcﬁ—ﬂdvj: e (u — v)o—e-tye—edu
bedeutet, Durch die Substitution



208 L. PocrEAMMER,
v = wy,, U= VU == WO U,
dv =wdv,, du=7vdu; = wv,du,,

geht P, in das Integral
7*0) 1 1
(— 1)yote~e—p JL L dw J; 0~ (1 — v,y —F-1dv, zﬁ ety @0 ] — a4 )0~ du,

ilber. Letzteres ist aber nach Band 107 des Crelle’schen Journals,
pag. 263 (Gl. (23)), gleich dem Producte

(— 1)ot*-e~ET(1 — 9 — 1) Bla +v,6 — ) E(B 4+ v, v — B)

+
IO B0 — 0BG, s—B),

= (— N)oteef Lol (oI

wobei die reellen Theile der Constanten «, 8, 6 — «, T — f als positiv
vorausgesetzt werden. Man findet auf diese Weise die Gleichung

_(43) fw)dwf dfuf%du

= (— ot~ (1 — o) E(a, 6 — ) E(, = — ),
in welcher %, die in (32) angefiihrte eindeutige Reihe ist.

§ 4.
Fir m = 3 wird aus (2), wenn man statt K,, X,, K, drei andere
Constante «, 8, y mittelst der zu (3) analogen Gleichungen

Ei=a+p+4+7+3,
Ey=af+oy+By+et+pf+v+1,
Ky =afy

einfithrt, die Differentialgleichung

( dw4+(9+6+t+3)x2dm3
t+(eo+oertortotot+r+1)alh+oousy
=w3dx3+(a+ﬁ+?+3)x’dxz
l+(aﬁ+“?+ﬂ7+“+ﬁ+?+1)x Yt upyy

erhalten, die durch die Reihen
F(“ﬁﬂ:?’a@a"x)—‘l’,‘j_ugzrx""

(45) gzmxi—QF(a__ +1;ﬁ“9+1,7 9+l;2"‘9;6“9+13’5“‘9+1;x),
gamxl—GF(u——6+l,ﬁ-—-6+1,y—-—0‘+1;2——-6,@—~—6+1,r—-—6+];x),
=at*Fla~t+1,f—r+Ly—o+1;2—r0—7+1,6~741;2)

44
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befriedigt wird. Auf (44) wendet man hier (s. den Schluss des § 1)
die Substitution

]
(46) y = .ﬁ evw— W,ydw

an. Dann ergiebt sich fiir W, (Band 112 des Crelle’schen Journals,
pag. 19—83) die Differentialgleichung

dW W
w4 (¢ 4 o + Dl
303 W, dWs

(47)

+ @+ B+ 7+ Hw G
+ (o' 4 oy +.3?+a+ﬁ+7+1)W-’+aMW3,

in der o, §, ¥, ¢, ¢ die Constanten

{“"":“"“t"“l; ﬁ,=ﬁ""1+17 9”=?'—'T+l;
g=90—141, ¢=06—7-41

bezeichnen. Die Gleichung (47) ist eine hypergeometrische Differential-
gleichung 3'r Ordnung mit den zwei endlichen singuléiren Punkten O
und 1. Die Losung derselben durch bestimmte Doppelintegrale findet
sich in der bereits erwihnten Abbandlung im 102 Bande des Crelle-
schen Journals, pag. 84—100; jedoch ist zu bemerken, dass man, um
Ausdriicke, die fiir beliebige Werthe der Constanten gelten, zu erhalten,
die dort benutzten geradlinigen Integrationswege durch Doppelumliufe
zu ersetzen hat.

In (46) nehme man fiir W, zuniichst das particuléire Integral der
Gleichung (47)

(w,0,%0—,0—) (2,0,0—,0—)
,jc‘ (’U —_ w)'t*“y—-l Y=o dp L/: ('w—-v)““ﬂ“l ,ws‘-g (u——l)e‘-u-1 d u
=QuweFl@a—e+1l,f—o+1L,y—0+16—e+1;7~0+1;u),
wo zur Abkiirzung
R = grilr R0~ f-e NG —0o+ 1,6 —BEC(y -0+ 1, 7—9)

gesetzt ist. Dann entsteht durch Anwendung der Formel (7) die
Gleichung

7~(0) +(10,0,20—~,0—) 7a(9,0,0—,0—~)
48) S auf av [ Qau
= erilrt20—e—p—¢tIT (o —1)E(—o+ 1,0 —B)E(p—o+1,7— p)E,,

in der Q die Function

2
Q == P W (v — w)Y—1o7~0 (1 — v)o—F-1yf~e (y — 1)e~e—!
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und §, die in (45) bezeichnete Reihe bedeutet. Durch eine Zhnliche
Rechnung ergiebt sich, wenn man unter %’ wiederum die Verbindungs-
linie der Punkte O und v versteht, die Identitit

7+(0) 7a(w,0,—,0—) AU, 1, A —, 1)
(50) j_wdw i dv']; Qdu

=0T (e~ DBy~ 6+ 1,7 =80 —¢ ¢ — D).
Fir W, werde ferner das Doppelintegral

®» 7a(0)
(61) I (v —wy T tor=odv | (u—0) P tuf~e(u—1)e " du

gewihlt, das durch die Substitution
1— Uy Uy

1
’U=i":_‘/5;, W == ].+(’U-—1)(1—-’M1)=== 1—o,

die Gestalt

1
- 1(0—#% p,@—ato=p=1(1 — pYe—|1 — (1 — v )]~ dv,

7+0)
J: w011 — wy)e—o—1(1 — u, v)f~edu,

annimmt, Entwickelt man die Potenz [1 — (1 — #»;)w]*~7—1 nach dem
binomischen Satze, so wird nach Anwendang der Formel*)

1 72(0)
(52) ﬂ oL (1 — o)-1do ‘jl w1 (1 — w11 — uw)? du

= e E%,DEE+ 1+ p,9)
das Integral (51) gleich dem Ausdruck
El@—r+1,0—)EB —7-+1, 6 —f)
Flo—r+1L, -1+, y—r+1l50—7+1,6—v+4 1;w).
Hieraus folgt dann mit Hiilfe von (7) die Gleichung

7(0) w© 7o)
(33) j;xdw'[ do [ Qv
=F@z—DE@—7r+1,0—)EB—+1,5—p)¢,.
Die Variable w moge endlich, wihrend fir W, das Integral (51)

gesetzt wird, einen hei — oo beginnenden Umlauf um den Nullpunkt
ausfiihren. ” Dann entsteht aus (46) das dreifache Integral

(0} E 7o(z)
(54) 'f_‘wdwj; dv’/1 Qdu,

*) Um die Gleichung (52) zu bewsisen, entwickelt man (1 — 42)? nach dem
binomischen Satze und berdcksichtigt die fir das Integral & geltenden Formeln
{Band 35 dieser Annalen, pag. 510—513). Das Verfahren ist dasselbe wie in § 3
der erwihnten Abhandlung im 102t Bande des Crelle’schen Journals (pag. 90—91).
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das, wie gezeigt werden soll, sich von der in (45) genannten Reihe ¢,
nur durch einen constanten Factor unterscheidet. Fiir die Entwicke-
lung dieses Integrals kommt eine Hiilfsformel in Betracht, die fiir das
dreifache Integral

—2(0) 1
,/1 wb*l(l—w)“-‘dwﬂ P (] — o)1 (L — o w)—e-bdo

7(0)
‘/: w1 — w)—1 (1 — uw)r—*—idu
gilt. Das letztere geht, wenn man

wiol ...

substituirt und eine zu pag. 603——604 des 46t Bandes dieser Annalen
analoge Transformation anwendet, in die Reihe

emie+0 F (a, b)Z[ +[i]+p]" Ek—b, 14-qg+wyercFE(l, q + u)
u=0

1) 3 N LS e aly
=™ 0+ E(a, b) E (k—b,1+9) £(,q) E[ o M[k+li—;‘—b]+
« e

H=0

fiber. Da aber

H== o1+
(k+1— plF [a]}
=FE+1l—pgsk+14g—0b;1

< T it = o kF+i-pgk+14+9—01)

TEk+it+e—nT®—b
FMp+g—o)Ffk+i—05

und

& —dra 7 rar
-E(k"_ b) l + Q) rék+l)+(q+ %;7 E(l, Q) = I'El‘—lf_-(g:

ist, so hat die Reihe den Werth

; —BrQ I — i@,
e B, D) T T )

Daher besteht die Gleichung
74(0) a
(65) ./1 w1 (1 —w)~tdw j, Y1 — o1 (1 —ow)~e~bdo

F3(0)
'/1 ut (1 — )1 — uoyr—+—tdu
= "+ E(a,b) E(k —b, ) E(p — b, g).
Das Integral (54) liefert, wenn

SIH

=l it it et

¥

Mathematieche Annalen. L. 20
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gesetzt wird, die Reihenentwickelung

D0+D11+9212+ +Q1’12 +"'|
woselbst 9, (fiir » =0, 1, 2,...) das constante Integral

() o (@)
2, __:f w—r—v dwj (,D___w)q:—y—l w—ody . (u __v)u—ﬂ—-luﬁ——g (u —_— ]_)9—0:—-1 du

bedeutet. Indem man
W0y

e 1 (@ — 1)(1— ) = L2

2y

v

11
W = IS e
wi—l’ 1—‘7)1’

substituirt und (— 1)#+*+#—0—1 durch emi*H+8-9-1) ersetzt, findet man
fiir Q, den Ausdruck

(D)
eni(z—{w+ﬁ-a—l)'j wl—z—v(]_ —_ wl)y+v—1 dw1
1
1
 Jy miemerost(1 — )ee(1 — vyt do,

740)
- ‘[ w51 (1 — )01 (1 — w0 )feduy,
der nach (5b) gleich dem Producte
E@+v,e—)EB+v06—fE@+vl—rc—2)

dv[ﬁ]v[] = —
%ﬂ]ﬁ__{ﬁ_ (¢, 0 — ) E(B, 6 — B E(y, 1 —1)

ist. Somit ergiebt sich die Gleichung:

(0} ° {v)
(56) j_mdwf dv : Qdu = E(e,0—a) EB,6 =) E(y,1 —1)§,.

In (53) werden die reellen Theile von ¢ — 7+ 1, § —7 41 und
¢ — &, in (56) die reellen Theile von @, 8, » und ¢ — e als positiv
vorausgesetzt, wihrend die Gleichungen (48) und (50) fiir beliebige
Werthe der Constanten «, 8, 9, 0, 6, © gelten,




