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Theoreines sur les formes cubiques et solution d'tine
oquation du quatrieme degre a quatre indeterminees.

(Par Mr. G. Eisenstein Berlin.)

veux enoncer dans cetle note im theoreme fort singulier sur les formes
cubiques qui ctablit une liaison tres remarquable entre la theorie de ces for-
mes et celle de la mvltiplicalion des formes (jiiadratiques.

Je nomme forme cubique toute expression teile que
1. ax*-j-'obx~y'\-3cxy'*-\ dy3,

o a, b, c, d sont des nombres entiers donnes et χ, y des iKgdeterminees.
En formant Fensemble de toutes les expressions semblables dans lesquelles
celte forme se change par Papplication de toutes les substitutions de la forme

2. χ — ax'-\- y'9 y = yx'-\-dy'
les entiers or, /?, y, S etant tels que

3. αϋ — βγ = K
nous aurohs ce que je iiomme clastse de formes cubhfues equivalentes, 011
classe cubtque.

Chaque forme cubique a pour correspondante uhe forme quadratique
4. Ax-^-'lBxy+Cy* = V = (A, B, C)

dont les coefficients Isont lies arec ceux de la forme cubique par les equations
tres simples

5. A = tf — ac, 2- = bc — ad, C = c* — bd,
et si Γόη applique tant a la forme eubique qu'a la forme quadratique une Sub-
stitution quelconque (2.), la meme liaison exislera entre les coefficients des
deux nouvelles formes que Γόη obtiendra par cette double transformation, en-
sorte qu'a urte classe ©ntiere de formes cubiques cmTespondra toujours une
classe compjete de formes qtoadratiqms, et que touttes les clu pes cubiques
se distribueront sur diverses classe* quadratiques: propriete remarquable qui
jette un nouveau jour sur la nature des formes cubiques.

Comme ces preliminaires sufiir nt pour me faire comprendre,, voici l^
theoreme qui su .
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76 3. Eisenstein, sur Ics formes cubiques etc.

,5Soit D un determinant quelconque, mais sans diviseur carre. Distin-
guons parmi les classes du genre principal ceux qui, par leur triplication
produisent la classe principale; je dis que pour ces classes il existera tou-
jours une classe cubique qui leur correspondra, et que pour chacune d'elles
il n'en existera qu'une seule, tandis qn'aucune classe cubique ne correspondra
au reste des classes quadratiques, ni dans le genre principal, ni dans tous les
autres genres."

II en est differemment si le determinant a un diviseur carre.
La theorie generale de la distribution des classes cubiques sur les classes

quadratiques depend de la consideration des classes qui en general produisent
par leur triplication une classe quadratique quelconque donnee K de Pordre
primitif, mais laquelle peut etre produite par la triplication. On pourrait de-

3 ^
signer ces classes par le Symbole yKf alors si le determinant est regulier,
ce symbole aura une signification reelle et une seule signification pour chaque
classe K, quand le nombre total des classes (proprement primitives) n'est pas
divisible par trois;*^ mais quand ce nombre est un multiple de trois, il y aura
un tiers parmi les classes K pour lequel Texpression ]/K a une valeur reelle
et triple, tandis que pour les autres classes le symbole yK n'a point de
signification reelle.

Le theoreme precedent est intimement lie avec la proposition suivante.
La lettre D ayant la meme signification comme ci-dessus., Tequation

indeterminee a quatre variables:
6. x\x\ — ̂ xlx\-\-^xtxl-\-^xA^l — bxx^x.^ x. = 4/?

1 4 ϊ α I 1 3 1 4 4 I Z « S *

a la propriete, qu'on peut deduire par une formule generale une infinite de
Solutions d'une seule formule que Γόη suppose connue. En effet, soit donnee
une solution de cette equation par le Systeme:

• · Si ·> Si -) Si ·> s* ·,
on aura generalement

?l.= « ' l 4 - 3«V& -f

8.

-f

*) Mr. Lejeune JOtrichlet a designe le premier ce nombre remarquable par un
procede fort ingenieux. Voyez „Recherches sur diverses applications etc. Vol. 19 et 21
de ce Journal."
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3. Eisenstein^ sur les fwvnes cubiqnes ete* 77

les entiers «, j - γ etant tels epie
' ; · ' - 9. άδ

De cette maniere la lotaliie des Solutions de Peqtialion |)TopOse^
jours etre distribuee dans un nombre de groupes distincts, en eomprenant dans
un meme groupe deux Solutions qui se deduisent Fune de Pa tre par les equa-
tions (8.). Le nombre de ces groupes est exactement celui qui designe le
nombre des classes quadratiques pour le determinant D qui, par leur triplication
produisent la classe principale, nombre qui pour un determinant regulier est
ou trois ou l'unite, selon que le nombre total des classes est ou n'est pas
divisible par trois, mais qui peut etre assez considerable pour un determinant
irregulier.

Voici encore un autre theoreme sur expression des nombres par des
formes cubiques que j'ai tire de la meme source, et qui n'est pas moins elegant.

„Soit :

10. ax3+3bx*y-{-3cxy^dy3 = f
une forme cubique donnee, pour laquelle bc — ad est un nombre pair; soit
de plus

tf — ac = A, bc — ad^lB, c*-bd = C, B2-AC = D.
Cela pose, si nous designons par

11. N, N', N", N'", etc.
la serie de tous les nombres differents et premiers avec 2 D qui peuvent etre
representes par la forme quadratique

12. (Λ B, C) = Ax> + 2Bxy+Cy*,
de maniere que les valeurs des indeterminees soient premieres entre elles: je
dis que tous les nombres premiers a 2 D, exprimables par la forme cu-
bif/ue f et par des valeurs des indeterminees premieres entre elles, seront
donnes par les valeurs de F qui se trouvent parmi les Solutions des equa-
tions suivantes:

13. U*-DP2 = N\ £72-DF2 = #/3, etc. etc.
U et F etant des nombres premiers entre eux."

On verra par cet abrege, que la nouvelte theorie, dont je viens de
donner quelques resultats est succeptible a bea coup do developpements, et
quelle se recommande a l'attention des geometres.

Peut etre communiquerai je plus tard la theorie complete que j'ai formee
de cette partie tout-a-fait nouvelle de la theorie des nombres.
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78 3, Eisen siein, sur les farmes culiques de.

Je profite de cette occasion pour donner quelques formules nouvelles
sur les fonctions elliptiques, mais qui ne sont que des cas Wen particuliers
d'une equation tres—generale. Les voici, On a

Έ "^ "ŝ  4~ 7ϊ^ ~f · · · · "i" ̂  4" ̂ n "rf·

i- (l—J

Λβ — etc. in inf.

Soit /n un nombre impair et p une racine primitive de l'equatiou
Zm = l,

on aura

9 fraction continue et fime.
i — —-

etc.

— etc.

En posant

' rf»' K'
(

on aura
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ρ*

,*_- in inf.

_ etc.

Je n'entre pas dans d'autres details sur ces resultats, en esperant que
j'aurai l'occasion d'ofFrir aux geometres la theorie entiere assez etendue qui
alors contiendra leur demonstration.

Berlin en Decembre 1843.
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