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Zur  Ari thmet ik  der t ransfini ten Zahlen. 

Yon 

ERNST JACOBS'rm~L in Berlin. 

Einleitung. 
Die vorliegende Note bildet eine Ergi~nzung meiner ArbeR ,,lJber 

den Aufbau der ~ransfiniten Arithmetik"*), deren Kenntnis ich hier voraus- 
seize. En~standen ist sie aus der Untersuchung fiber die gemeinsame 
Wurzel und Grundlage zweier S~itze**) jener ArbeR; da beide Theoreme 
zum Tei] aus dem allgemeinen Satz XXIV folgen, so handel~ es sich 
wesenflich datum, die am Eude yon w 3 unerledigt gelassene Frage zu 
ent~soheiden. 

Um zu dieser Entscheidung zu gelangen~ ist eine eingehende Be- 
trachtung des assoziativen und distributiven Gesetzes, ihres Zusammen- 
hanges und ihrer Abh~ngigkeit voneinander erforderlieh.***) Es sei be- 
sonders beton~, dat~ gera~ie die Resultate dieser Fragen auch bei alleiniger 
Betrrachtung der end]leben Zahlen ihre Gfiltigkeit und Bedeutung nieh~ 
verlieren. 

w 

Das distributive und assoziative Gesetz. 

Es sei f(a, fl) eine mit ttilfe yon w(a) und g(~, ~) induktiv definierte 
Funk~ion der transfiniten Variabeln a und fl.t) Die Definitionsglei- 
chungen sind: 

(2) 
(3) 

f(a, 1) = w(a), 

f(a, lim t~) = lim f(a, fl). 

*) l~Iath. Ann~len Bd. 66, S. I45~194. 
**) w 4, ~r .  16 (Satz) und w 5, ~r.  14. 

***) Einige Ergebnisse dieser UniGersuchungen sind ohne Beweis in den letzten 
Anmerkungen yon w 3 der oben z/~ier~en Arbei~ mitgefeil~. 

~) Man vergl. 1. c. w 1, Satz II. Wir setzen im foZgenden stets (e') voraus. (1. c. S. 152.) 
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Da zur Definition yon f die Funktion g gegeben sein mul~, also f aus g 
abgeleitet ist~ so mSge g die Star~mfunktion yon f heiBen. Ferner werde 
der Kiirze halber f und jede analog definierte Funktion eine C-2"unktion 
genannt. 

Es besitze nun f ein verallgemeinertes distributives (}ese~z, d. h. es 
existiere eine Funktion 1'~(~, ~), so da~ ftir a _~ 4*), fl _> 1, 7 :> 1 

(d) g(f(a, fl), f(a, 7)) = f (a,  f~(fl, 7)) 

ist.**) ~s folgt hie~aus, da f(~, ~) _ w(~) >_ ~(X)_> 60 .nd f(~, ~) > X ~ o * )  
ist, dal~ f(a, f~(fl, 7 ) )>  f(a, fl) ist, d. h. es ist 

(4) 5 ( ~ , r ) > ~  ~ r  ~ ,~_~1 .  
Satz  I. Wenn (d) gilt, so ist entweder f(a~ 1 ) ~  a oder es ist be- 

st~indig f(a, 1) > a; der erste Fall tritt dann ein, wenn fiir jedes fl immer 
f2(fl, 1) ~= fl + 1 ist; im zweiten Falle aber ist stets f~(fl, 1) ~> fl -{- 1. Der 
erste Fall f(a, 1) = w(a) ~ a folgt somit aus dem Bestehen der Gleichung 
f~(1, 1) ~- 2. 

Beweis .  Sei fiir ein spezielles a die Gleichung f(a, 1)----a erftillt; 
ftir dieses a folg~: f(~,5(fl ,1))-=g(f(a, fl),a)-=f(a, fl+ 1), d.h. f~(fl, 1)----~+ 1 
fiir jedes ~. Sornit la'utet (d) ftir beliebiges a: f(a, fl + 1)=g(f(r f(a, 1)), 
wiihrend nach (2) folg~: f(a~ fl -+- l )  ----- g(f(a, fl), a). Somit ist: 

g( f  (a, fl), f(a, 1)) ~- g(f(a, fl), a). 
Da g nach Voraussetzung'(c') bei konstantem e~stem Argument eine 
wachsende Funktion der zweiten Variabeln ist, so folgt hierans f(a, 1)----a 
fiir jedes a. Also ergibt sich, dab entweder stets f(a, 1 ) =  a und damit 
f2 (fl, 1) ---- fl + 1 ist, oder dal~ bestiindig f(a ,  1 ) >  a ist. In diesem letzteren 
Fane folgt: g(f(a, ~), f(a, 1)) -~ f (a ,  f~(fl, 1)) > gff(a,  ~), a) = f(a, ~ + 1), 
d. h. fa(fl, 1) > ~ ~- 1. D e m n a c h  folg~ u n t e r  der u  (d) berei ts  

a~s 5(1, ~)--~, da~ f(~, ~)_= ~ i~t. 
Es besitze nun ferner f ein verallgemeinertes assoziatives Gesetz~ d.h. 

es existiere eine Funktion fs, so da~ ffir ~ ~ 4; ~, 7 ~ 1 

(e) f( f(a,  ~), 7) = f(a,  f~ (~, r)) 
ist.***) Da f~ir 7 = 1 die linke Seite f( f(a,  ~), 1)----wlf(a , fl)) bei kon- 
stant~em a mit fl zugleich wiichs~, so gilt yon der rechten Seiie gleiches~ 
also i~t fa(fl, 1)-~w'(fl)  sine wachsende Funktion yon /~ und es ist. 

(5) f. (~, 1) ---- w' (fl) > f~ (t~', 1) = w' (t~') ffir fl > ~'. 

*) MTan vergl. 1. c, w 1, Satz II. W i t  setze~ im folgenden stets (c') voraus. (I. c. S. 152.) 
**) Man vergl. 1. c. w 3; dort war speziell g eine C-Funktion fi.  

***) Mau vezgl. 1. o. w 3. 

9* 
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(6) 
is~. 

Ferner folgt aus (e), dai~ 

f~ (fl, lira ?) ---- lira f~(/~, ~,) 

Salz  II. Wenn (e) girt, so ist entweder f(a, 1) ~ a  oder es ist best~indig 
f(a, 1 ) ~  a; der erste Fall tritt dann ein, wenn fiir jedes fl immer f~(fl, 1) 
---- fa(1, ~) = fl ist; er folgt bereits aus der einen Gleichung fs(1, 1) -~ 1. 
I m  zweiten .Fall ist stets fs(fl, 1):> ft. 

Bewei s :  Sei unter der u (e) fiir ein spezielles a die 
Gleichung f (a,  1 ) = a  erftillt, so folgt fiir dieses a und f l =  1: f (a ,  7) 
----- f(a, 5(1, ~,)), also fa(1, r)  = ~, ftir y ~ 1. Speziell ist f~(1, 1) ---- 1, also 
fttr beliebiges a: f(f(a, 1), 1) = f (a ,  1). Da nun f(~, 1) mit ~ wgchst, so 
folgt hieraus f(a, 1)-~ r ftir jedes r 

Fiir 7 ---- 1 folgt daher aus (e): f (a,  fl) = f(r 1)), d. h. fs(fl, 1) 
- -  ~ = 5 (1 ,  ~). soi .~n umgek~h,t 5(1,  1) = ~, da-n folg~: f(f(~,l), 1) 
= f(a ,  1), d.h.  f (a,  1) --  a. Is~ ftir ein einziges fl auch nut  f~(fl, 1) ---- fl, 
so folg~ far  dieses fl und Y = 1 aus (e), dab f ( f (a,  fl), 1) = f (a ,  fl) is~. 
Somie ist naeh dem Bewiesenen stets f(a, 1) = a, also f~(fl, 1) --  ft. Is~ 
also f(a, 1) stets grSfier als a, dana is~ auch bestiindig f~(fl, 1 ) >  ft. 
Damit  ist der Satz bewiesen. 

Weiter folg~ aus (e), dab f~ das gew6hnliche assoziative Gese~z er- 
fiillt. Es besteht niimlich 

Sa tz  III. ~rfiillt f das allgemeine assoziative Gesetz (e), dann be- 
friedigt f8 ein spe~ielles assoziatives Gcsetz, das die 2'orm hat: 

(d)  &(f,(a', fl'), r ') --- 5(a' ,  f~(fl', r')). 
? #, Beweis .  In (e) seize man a = f ( ~ , r  ~ = ~ ,  y = y .  Dann wird 

die linke Seite in (e): 

<<'), = r - -  r r  . 

Rech~s erhalten wir aber 

Also is~ 
f(f(~, ~'), fs(~', 7 ' ) ) - - f (~, fs(a ' ,  fs(~', 7'))). 

r  = 

lind hieraus folg~ (e'). 
Es erscheint nun bemerkenswer~, dab fs nioh~ nur ein spezielles 

assozia~ives ~esetz eff~ill~ sondern under der Vorausse~zung (d) auch ein 
spezielles distributives Gese~z. Zwisehen den durch (d) und (e) bedingten 
Funktionen f~ and f8 bestehen n~mlieh Beziehungen, wie wir aus folgen- 
dem Satz erkennen: 

Sa~z IV. Wenn beide Gesetze, das distributive und assoziative, erfiillt 
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sind, so ist fs(fl, 7) eine C-Funktion, und  zwar ist f~ die Stammfunktion vor~ 
f3; auflerdem erf~llt f8 ein spezielles distributives Gesetz yon folgender Forn,: 

(d') f~(f~(~, ~), f~(a, r)) = fs( ~, f~(~, 7)). 
Beweis .  Damit f3 eine C-Funkt ion mi~ f~ als Stammfunk~ion ist,  

muB erstens fs(fl, 1) eine wachsende Funktion yon fl sein, eine uns nach 
(5) bekannte Tatsache. Ferner is~ nach (6): f3(fl, lim 7)---- lim fs(/~, 7)- U n d  

7 

schliet31ich isg nur noch zu zeigen, dal~ f~(fl, 7 + 1) = f~(fs(fl, 7), fl) ist. 
Um diese Gleichung nachzuweisen, ersetzen wir in (e) die Zahl 7 durah 
7 + 1 und erhalten links: 

f ( f (a ,  ~), 7 + 1) = g  ( f ( f (a ,  fl), 7), f (a,  I~)) [(2)] 

-- g (f(a, fs (fl, 7)), f(e, fl)) [(e)] 

= f r), [(d)]. 
Die rechte Seite yon (e) luutet aber f(c~, fs(fl, 7 +  1)). Vergleicht man  
beide Ausdrticke, dann folgt die behauptete Gleichung. Darer isl gezeig~, 
dal~ fa eine C-Funktion mR f~ als S~ammfunk~ion ist. 

Um (d') zu beweisen, sei ~ eine nicht unterhalb 2. gelegene feste 
Zahl; dann bride man: 

f(f,f~(f~(-, t~), f~(~, 7))) = g ( f ( f ,  fs( . ,~)) ,  f (~ , f s ( . ,7) ) )  [(d)] 

= g ( f ( f ( ~ ,  ~), fl), f(f(~, ~), r)) [(e)] 
= f ( f ( f ,  ~), f~(fl, 7)) [(d)] 

Vergleicht man das erste und letzte Glied dieser Gleichung, so folg~ daraus 
(d'), da ja aus f(~, ~ ) = f ( ~ ,  ~') stets V----~' folg~. Damit ist Satz I V  
bewiesen. 

Stell~ nun dieser Satz bereits mannigfache Wechselbeziehungen zwischen 
dem dis~ributiven und dem assoziativen Gesetz dar, so erfahren die Be- 
ziehungen noch eine Vertiefung, wenn wir uns den InhaR yon Satz I ins 
GedRch~nis zur~ickrufen. 

Nach ~I is~ falls (d) gilt, entweder f(a ,  1)-~-a oder bestiindig f(a, 1 ) ~ r  
Fassen wit nur den ersten Fall, in dem f(a, 1)___ a ~sl, ins Auge. Fal ls  
(e) gilt, is~ nach II alsdann fa (fl, 1) ~ fl, also f~ nach Satz IV v6Uig dutch f~ 
bestimmt. Es lieg~ die Vermutung nahe, dat~ in diesem Fall (e), also 
auch (d') und (e'), aus (d) folgen. Das wird best~r dutch 

Salz  u ~s erfiille f das distributive Gesetz (d) und es sei f(a, 1)~e~. 
Man definiere fa aus f~ als Stammfunktion dutch folgende drei Gleichungere. 
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(13  1) = 

r - -  r ) ,  

f~ (fl, lira 7) ----- lira fa (fl, Y), 

dann gilt das assoziative Gesetz (e), d. h. es ist f(f(a,  fl), r)= f(% f3(fl, 7)); 
also getten auch nach IV und HI die !~ormeln (d') und (e'). 

Beweis. eureh (1')--(3") ist fs(/~, ~') fiir ~, ~, ~ 1 definier~, und .es 
folg~ leieh~, da wegen f (a,  1) ~ e aueh fs(fl, 1) = fl + 1 is~, aurch ~rans- 
finite Induk~ion, dab fs(/~, 1) ----- f8(1, fl) ----/~ is~. Die Behauptung 

f ( f (a ,  ~), r) -- f (a ,  fs(~, r)) 
ist nun  ffir y =  1 wegea (1') und f (~ ,  1 ) -  a erfiill~. Is~ sie ffir alle 
der Bedingung 1 ~ 7 < 7' genfigenden Zahlen 7 rieh~ig und is~ ~,' eine 
Limeszahl, dana ist wegen (3) und (3') auch f ( f (a,  ~), 7 ' ) = f ( a ,  fs(fl, ~')). 
Sei daher ~,'~ ~," -{- 1, also f(f(e~, ~), ~") ~ ' f ( a ,  fs(fl, 7")). Wir bilden: 

f ( f (a ,  fl), 7') = f( f (a,  ~), 7"+  1) = g (f(f(a, fl), y"), f(~, fl)) [(2)] 

---- g (f(a, f3(fl, 7")), f(a, fl)) [Vorauss.] 

= f (a, f~ (fs (fl, Y"), fl)) [(d)] 

= r" + 1)) [ (23]  

= f(~,  fs (~, r')). 
Darer is~ V bewiesea. - -  In dem FaU, in dem f(cc, 1) ~ a ist, ist also 

(e) auf (d) zurtiekgeffihr~. Man kann nun fragen: welehe EigenschaRen 
yon g bedingen (d)? In dieser Riehtung liegt 

Satz VI. Es sei f(a, 1) = a und die Stammfunktion g yon f erfiille 
das spezielle assoziative Gesetz g(g(r fl), ~) ---- g(a, g(fl, 7)); auflerdem sei 
g(a, lira fl) = lira g(a, fl)*), dann erfilUt f das distributive Gesetz (d) und das 

assoziative (e); es ist speziell f~(~, ~)-~ ~ + ~, also nach V welter fs (~, ~)----~. 
Beweis. Zu beweisen ist (d): g(f(a,  fl), f(a, 7)) = f (a ,  fl + Z). Die 

Formel (e): f(f(a,  fl), ~,)= f (a ,  flZ) folgi dann berei~s naeh V. Nun ist 
fiir ~, = 1 die Behauptung g(f(a,/]), f(a, I ) ) = f ( a ,  {~ + 1) wegen f(a,  1 ) ~ a  
und wegen (2) erffillt. Sei (d) rich~ig flit alle der Bedingung 1 s 7 < 7' 
gentigenden Zahlen ~,. Is~ F' eine Limeszahl, dann ist wegen 

g(~, lira ~) ----- lim g(~, ~) 

auch g (f(a, ~), f (~, 7')) = f(a,  fl + 7'). Sei daher r" = y "  + I ,  also 
.q(f(r fl), f(a,  7")) = f(a,  fl + 7"). Dann wird 

*).Is~ g eine C-Funk~ion, dann ist sicher nach der Definition der C-Funk~ion 
g (a, lira ~) = lim g (~, ~). 

fl 
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g(f(a, fl), f(a,~,')) -~g(f(a, fl), f(a,r"-k 1 ) ) = g  (f(u, fl),g(f(a, ~,"),a)) 
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[ ( 2 ) ]  

g (g(f(a, ~), f(~z, y")), a) [Vorauss.] 
-- g(f(a, ~ + y ), a) [desgl.] 

= f(a, t~ + 7" + I) [(2)] 
= + 

Damit ist der Satz bewiesen. 
An dieses Resul~a~ seien nun die folgenden Bemerknngen gekniipf~. 

Die vorstehenden Untersuchungen sind .ganz unabh~iagig yon der Kenntnis 
der speziellen C-Funktionen a-k  fl und aft. DaB wit die auf a unmittel- 
bar folgende Zahl s(a) m i t a - b  1 bezeichneten, geschah aus Oranden der 
Bequemlichkeit. Dagegen zeichnet sieh der Satz u  dadureh aus, daB 
er direkt auf a + fl und aft fahrt. 

So weisen also die allgemeinen Untersuehungen des distributiven und 
assoziativen Gese~zes unmittelbar auf diese beiden speziellen Opera~ionen 
hin, die jene beiden Gese~ze erftillen; wir gewinnen also aus der allge- 
meinen Betraeh~ung konkrete Beispiele. Um im Rahmen dieser Be- 
traeh~ungsweise zu bleiben und die vorstehenden Sgtze zu illus~rieren, 
stellen wit uns auf den Standpunkt, dab uns die Opera~ionen ec + fl und 
aft noeh unbekannt seien. Wir warden also yon ihnen nur die Definition 
kennen: aus VI 

a -b l - - - - s ( a ) ;  a + ( / J + l ) = ( a - k ~ ) + l ;  a - b l i m f l = l i m ( a + f l ) .  

Aus V dagegen 

Es w~e dann zu zeigen: t~ 

(el) (~ + ~) + r = ~ + (fl + r); 
(e,) (~) r - - - -  ~ (~)~  
(a~) ~ + ~r  = ~(~ + r). 
DaB diese Rela~ionen aus den obigen Defini~ionsgleiehungen folgen, is~ 
an ~nderer S~elle gezeig~ worden.*) Es folgen indessen diese drei Re- 
lationen sofort aus unseren S~tzen.**) Da in VI n~mlieh ~(fl, ~,)=A6-b ~' 
und fs(fl, ~) ----- fir ist, so is~ (e~) niehts weiter als (~') (Satz III), und (d,) 
folgt aug (d') (Satz IV). Die Relation (el) folgt aus VI folgendermal]en. 
Es is~ g(f(g, ~), f(a, ~)) -~ f(a, fl--k ~'), also is~ ebenso 

g (g(f(a, ~), f(a, ~,)), f(a, (~)) -- g(f(a, ~ -~- r), f(a, (~)) 
= + + 

*) 1. c. w ~, Nr. 8 and w ~, Nr. 8. 
**) Genz s~reng lau~en die folgenden Schlfisse so: gib~ es Funk~ionen g(~, ~) 

mit den in VI geforder~en Eigenschaften, dann muB a-~-~ eine solche Funk~ion sein, 
d. h. es gilt denn (e~), also euch (e~) und (d~). Ist else (e~) direk~ bewiesen (1. c. S. 159), 
dann folg~ (e~) und (d~) aus HI und IV. 
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Andererseits erfiillt g das assozia~ive Gesetz nach Voraussetzung~ also wird  

g (g(f(a, ~), f'(a, 7)), f(a, ~)) -~ g (f(a, ~), g(f(a, y), f(e, ~))) 
= g (f(~, fl), f(a, ~ + ~)) 

Somi~ is~ 
f(a, (~ + 7) + ~) = f(a, ~ + (7 + ~)) 

und hieraus folgg (el). 
Versteh~ man in VI nun unter g die Funktion a/~, dann wircl 

f(a, f l )=  j and (d) and (e) lauten: 

lYs lassen sich also fiir die bekannten Operationen ~ q-fl,  at~ und a~ 
die Gesetze (d) u~d (e) einheitlieh aus allgemeinen Si#zen iiber C-_FunIdio~w~ 
gewinnen, wiihrend an anderer Stelle jedesmal gesonderle Beweise erforder- 
lich waren. 

Ich wende reich jetzt zu den Fragen, die, wie in tier Einle i tung 
bemerk~ wurde, den Ausgangspunkt fiir die bisherigen Betracht~ungen 
bilden. Wir  setzen jetz~ voraus: 1) g=f' l  is~ eine C-Funk~ion; 2) f erfiil]~ 
das assoziative Gesetz (e). Dann gil~, wie an anderer Stelle**) gezeigt  
ist~ der 

S a t z  VII. Es set fl ~-f(~, v) u~zd fa(2, V)= V, dann hat bet festem 
V und fl die Gleichung fl ~-f(@, V) unendlich viele Wurzdn @, die einen 
Limes 7~ besitzen, und 7~ ist eine Hauptzahl yon f~. 

Ich verandere nun die Voraussetzungen: Es set 1') f (a ,  1) ~ ~; 
2') g = f~ sei eine C-Funktion uncl erf~ilie das spezielle assozia~ive Gesetz 

t, $ ,  = f ,  
Dann gilt folgender 

S a t z  VIII. ~s set V eine Limeszahl und fl ~ f(~, V), dann h~t bet 
festem V und fl die Gleichung fl-~ f(&, ~) unendlich viele Wurzeln @, die 
einen Limes 7~ 5esitzen, und 7~ ist eine Hauptzahl yon ~.  A u f l e r d e m  
besi tz t  die Gleichu.ng [J=f (7~ ,~)  eine Wurze l  ~ ,  die der z w e i t -  
grS]Jte rechtsseit ige 1)ivisor yon y ist.***) 

B e w e i s .  Wegen der Voraussetzungen (1') uncl (2') gilt Satz VI ;  

also ist (d): f~ (f(a,/~), f(~, 7)) -~ f'(~r + 7) 

*'/ 1. c..~5, INr. 8. 
**) 1. c. w 3, Satz XXIu 

***) ~ n  ziehe ~och t. c. ~ 1, XV heran: es is~ ~ ; ~  undes  gib~ keine 
Zahl ~ zwischen ~1 und ~1~, f(ir die ~ ~ f(~, ~) eine Wu~zel ~ hat. 
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Daher sind die Voraussetzungen ftir VII erfiillt; da nun V eine Limeszahl, 
also f3 (2, 0) = 27 = V *) ist, so gilt VII. Es ist also nut noch zu zeigen, 
dab fl = f(71, ~1) eine Wurzel ~1 besitzt. Bedeutet ann ~ eine der Wurze ln  
der Gleichung ~ = f ( a ,  v), dann ist auch f ( # ,  @) eine solche Wurzel f t i r  
jedes @, f~ir das @0 =ry ist, dean es ist 

/ ( f < ~ ,  e>, 7) --- t'(~, ~v) = / ( ~ ,  o) = # 
Es ist daher mit ~t <71 such f (4~ ,0 )<71-  Alle diese Zahlen @, f i i r  
die @0 = 7  ist, haben nun einen Limes 6, der eine 6-Zahl ist, u n d e s  
ish ~/-----c~Vl , we ~ der zweitgriiBte rechtsseitige Teller yon V i s t .**)  
Aus 7~ > f ( a ,  O) folgt nun 

7~ ~ lira f ( a ,  @) -~ f (# ,  lim @) ----- f(ff ,  6). 
r 

W~l.e 7, > t ' ( a , ~ ) ,  ~o w:,ire f(@,~) auch eine Wurzel der Gleichung 

= f ( ~ ' ,  ~), also 

t ' ( f(a,  ~>, o) = # = f (#, ~v) > f (#, ~ )  = f (a , 7) = #, 

d .h .  fl > ~. Duher ist sieher nieht 7~ > f ( a ,  ~), sondern 7, = f( '~, 6)-  
Nun ist 

# = f ( e ,  ~) = f ( e ,  ~ )  = f ( f (a ,  ~), ~,) = f(7~, 0,). 

Damit ist der Satz bewiesen. Bemerkenswert an diesem Beweise i s t ,  
dab der zu beweisende Sutz bereits fiir den speziellen Fall abgeleitet s e i n  
mu~,  in dem f die Multiplikation bedeutet. (1. e. w 4, Nr. 16). 

Versteht man unter f, die Funktion ~ fl, dana ist f(~,/~) = a#. F i i r  
diesen Fall ist VIII an anderer Stelle auf anderem Wege bewiese~  

worden. ***) 
Es we~-de besonde~'~ bemer~t, d ~  rife Vo~usse~z~g (~ '~: f(~, ~2 ~ ~ 

eine notwendige Bedingung fiir die Gtiltigkeit yon VIII ist. Denn e s  
seien die beiden Voraussetzungen (1) and (2) ftir VII erffillt, dann g i l t  
VII; ferner sei stets fiir die Gleichung fl = f(71, V,) eine Wurzel Vl v o r -  
handen. DaB dann f(er 1 ) ~  a ist, zeigen wit auf folgendem Wege: E s  
sei / / =  ~ eine eigentliche Hauptzahl yon f. Dann ist fl -- f (~,  fl) f i i r  

jedes # < f l - ~ T v  Also 
# = 7~ -~ f ( ~ ,  ~)  ~= f(7~, 1) ~ 7~, d.h. f(r~, 1) = 7,, V~ = 1. 

Da nach Voraussetzung (2) nun (e) gilt, so folgt naeh II, d a b  

f ( a , 1 ) ~ a  ist. 
Zus~tz.  Unter den Voraussetzunyen (1') and (2") ist jede eigentliche 

Hauptzahl yon f eine (~-ZahL Denn es sei fl = ~ eine eigenffiche H a u p t -  

~) 1. c. w 4, Nr. 15. 
**) 1. c. w 4, Nr. 16. 

***) 1. c. w 5, lqr. 14. 
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zahl yon f; dann ist nach clem soeben bewieseaen ~t = 1, also is~ in 

w  

Drei  der Addition, Multiplikation und Po tenz i e rung  verwandte  
0perat ionen.  

Um nun zu zeigen, dab es auger den bekannten Operationen ~ + ~, 
eft un4 ~ auch noch andere Funktionen gibt, die das distributive und 
assoziative Gesetz erffillen, will ich zur BiIdung solcher neuen Funktionen 
an die vorstehenden Sii~ze I his u  ankntipfen.*) 

Im Hinblick auf Satz VI empfiehlt es sich, Umsehau zu halten nach 
einer Funk~ion g(~, V), die das spezielle assoziative Gesetz 

efffillt. 
Es sei uns ~ und ~ gegeben; se~zen wir ~ und ~ in die Cantorsche 

Normalform. Treten dabei in der Darstellung yon ~ Potenzen yon co auf, 
die nieht in der Normalform yon ~ vorkommen, so ftigen wit sie mit 
dem Faktor 0 der Normalform yon ~ ein und umgekehrt. Es set also 
die gemeinsame Darstellung yon ~ und ~: 

= co~'ox o + co~'~x~ + . . .  + ~' ,x~,  

---- co"oy o + co,"~y 1 + . . .  + co~'~y~. 

Wir defmieren dann rail t t e s senberg**)  die natiirtiche Summe yon 
und ~/ dutch die Gleichung 

V V = ~ ' o ( X o + V o ) + . . . + ~ " , ( x ~ + v ~  ). 

I-Iieraus folgt, dab ~ ~ ~ ~-~ ~ ~ ist; die nattirliche Addition ist also 
eine kommutative Operation. Es is~ aber ersiehtlieh auch 

Die Operation ~ ~ ~ besitzt also das gew6hnliche assoziative Gesetz. Da 

ffir ~ : > 0  stets $ ~ > ~ /  ist, so kann nicht al]gemein 

sein.***) Ist ~ endlich, so ist ~ = ~ + ~ .  

*) Es set ]m voraus bemerk~, dab die neuen Operationen ffir endliche Variable 
mit  den Mten Opetationen ~ - 8 ,  ~ ,  a~ zusammenfallen. 

**) G. Hessenberg: Grun4begriffe der Mengenlehre, Abhandl. der Friesschen 
Schule, I. B~nd, 4. Heft (als Sonderdruck erschienen), w 75. 

***) 1. c. w 3, ]etzte &am. a. S. 171 und Hessenberg, 1. c. w 81. 
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Definier~ man nun mit gl(~, ~/)= ~ ~ ~ als Stammfunktion eine 
C-Funk~ioa,  so wie es VI erforder~., so ist Satz VI nicht anwendbar, 
da die Voraussetzung g~(~, lira 4) = lira g~ (~, 4) nicht zu~riffh Trotzdem 
versuchen wit  es mit dem dutch u  gegebenen Ansatz. Wit  definieren 
mi~ g~(~, 4) als Stammfunktion und der Fes~setzung 

f~ (~, ~) = ~ (~) = 
die Funk~ion f~ (a,/~) und bezeichnen sie mit a x ft.*) Diese Operation 
ist definier~ dutch folgende drei Gleichungen: 

(~) ~ • (~ + ~) --- ~ (~•  ~) = ( ~ •  ~ ~; 

(3) a • lira fl = lim (a • fl). 
t~ 

Da fl + 1 = t~ ~ 1 is~, so erh~il~ wegen (1) die Gleichung (2) die Form 

(z)  ~ •  ~ ~)-- (~ •  ~ ( , •  
oben zitierten ~krbeit folgt, ist, da 
a >< fl definiert fiir r ~_ ~ = 1, fl ~_ 1. 

Wie aus w 1 meiner 
flit ~ _ 0 ,  V ~ I  ist, 
zweckm~ifiigerweise: 

(4) 

Wir setzen 

0 x / 3 = 0  f~r /~>0, 
(5 )  , x 0 = 0 ,, r ~ 0 .  

Je~z~ is~ ~ x ~ far a ~ O, ~ ~ 0 definiert. Da fiir endliehes 4 = Y stets 
@ y = ~ + y ist, so ist ffir a = a < co die Gleichung (2) yon der Form: 

a • ( ~ +  1) = ( a •  + a. 

In diesem Fall erhalten wit daher die gew~hnliche Multiplikation, d. h. 

(6) ~ • ~ -~ a~. 
Setzt man /~ = fl -J- b, wo ~ eine Limeszahl oder 0 und b < ~ ist, und is~ 

r --_ co,~o a o J -  �9 . .  -J- co'~,.a, . .J- a ,  

wo fiir den Fall ~ < co die Koeffizienten %,  a l ,  . . . ,  a,. alle gleich Null 
und a = a sein sollen, dana behaupten wit: 

(7) , • ~ = ~ + ~~  + . . - +  ~ .  a~b * ab 

= o,~o-fl + co,,oaob + �9 . .  + ~",'a,.b + ab .  

B e w e i s .  Da a x fl dureh ( 1 ) - - ( 5 )  in eindeu~iger Weise definiert 
wird,  so is~ (7) bewiesen, sobald gezeigt is t, dab die durch (7) definierte 
Funktion a x ~ den Gleichungen ( 1 ) -  (5) gentig~. Es sol also r x fl 
durch (7) definierh Dann sieh~ man sofor~, dab (4) und (5) erfiilR sind 

�9 ) ttessenberg definiert 1. c w "/6 zu anderen Zweeken eine Opera~ion ~ •  ~, 
die yon tier oben definier~en verschieden ist und A.uch arRhme~iseh durch~us nicht 
der Operation a~ entspricht. 
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ebenso folg~ aus (7) sofor~ die Rieh~igkeit yon (1); denn flit 3 = 1 isb 
fl----0 und b = l ,  also 

a-3 + co~ + . . .  + ab = co~Oao + . . .  + a = u. 

Um mm (2) zu beweisen~ bilden wir naeh (7): 

a x  (/5+ 1 ) =  ~/5 .-~ o~'~ 1) + . . .  + a ( b +  1) 

= ( a ~  + c o ~ o a o b + . . . + a b )  ~ ( o ~ o a o + . . . +  co~rar + a ) = ( r  ~ e,. 

Es bleibt also nut uoch (3) zu beweisen. Dazu dienen folgende Be- 
merkungen: a) Aus (7) folg~ fiir b = 0, /5-----3, d .h .  ffir den Fall ,  i~ 
dem fl eine Limeszahl is~, dag ~ x / 5 =  u/5 ist; b) ist b ~  1, dann 
folg~ aus (7) ,  da$ 

a x fl = u, fl + co'~oaob + co~a~b + . . .  + ab > aft + o'~oao b + co'~,at + . . .  
+ a ~  a,. + a = '~3")  

is~; somit is~ c e x / 5 >  a/5. Das gil~ wegen Bemerkung (a) aueh ffir 
b = 0 ;  a11erdings is~ dann a x f l - - - - a f t ;  c) sei ~ > 0 .  Aus (7) folgt, 
dab bei konstaatem u die Gr~ge a x /5  mi~ /5 zugleieh w~ehst. 

Aus diesen drei Bemerkungen folgern wir nun (3) so: Es ist nach 
(a), ( b ) u n d  (c) ffir kons~antes yon 0 verschiedenes a, falls /5' eine 
Limeszahl und /5 eine variable Zahl un~erhalb /5' bedeubet: 

Man lasse fl gegen/5' konvergieren, so dal~ t5'= lira t5 ist, dann orhalten wir: 

d. ]l. 
, / 5 ' ~  lira ( g x 3 )  >_ lira ~3  = ~ lira/5 = ~fl', 

lira/5 = ~ x lira 3 = l im (u x / 5 ) ,  
fl 

(3), also auo  (7) bewiesen is . 
Se~z~ man /5 ---- o,~obo + . . .  + co&b, + b, so nimm~ (7) die Form an: 

(7") a x ~6 = o'o+t;ob 0 + .. + co~o+fl, b, + co,oaob + . . .  + t~,.a,.b + ab. 

Es stelll also (7') die Normalform yon ~ x / 5  vor. Wir behaup~en 
ram: es gilt das distributive Gesetz (d) in der speziellen Form: 

(8) •  • = • (/5 # 

Beweis .  Sei die gemeinsame Darstellung yon /5 und 7: 

fl = c~176 + "'" + co ~' b, + b, 

~' ----- J~ + " "  + coe'c, + c, 

*)1. e. w ~, Nr. I0. 
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dann ist nach (7'): 

( . •  ~) ~ ( ~ •  (~o+~Obo + .  �9 + ~o+~b~ + ~~ + . . .  + ~b) 
r (~o"o+% o + . . .  + ~o~o+~c, + co"oaoc + . . .  + ac) 

= ~-o+~o(bo +Co) + . . .  + ~o+~,(b,  + e,) + ~o%(~ +~ )  + . . .  + ~(~ + c )  
J 

und nach (7') ist, da 
/ ~ r  . . .  ~' --= co~~ -f-co) -b q- co~;(b,-+-c,) q-- b -Jr" c 

is~, der erhaltene Ausdruek gleieh tz x (fl ~: 7). Damit ist also (8) be- 
wiesen. Fassen wir unser Ergebnis zusammen: Die Operation 

~(~,  ~) --  ~ • #, 
f a r  die 

f , ( ~ , l ) - - ~  ,ma g , ( ~ , v ) = ~ v v  

S~ammfunkfion ist, besitzt das spezielle distributive Gesetz (8). Es ist 
f~--~gl. Leitet man nach Satz V aus f~ die Operation f8 ab, so wird 
daher f8 = fl und nach Satz V gilt daher: 

(9) (~ • ~) • r = ~ • (/~ • r). 
Es entsprieht also a >< fl hinsiehtlieh des dis~ributiven und assoziativen 
Gesetzes vSllig der Operation aft. 

Da fiir Limeszahlen fl stets ~ > < f l = a f l  ist und 1 x 2 - ~ 1 . 2 ~ 2  
ist, so besitzen r >< fl und aft dieselben ttauptzahlen. Alle unsere Er- 
gebnisse weisen somit auf eine u zwischen a • ~ und 
aft h in . /  

Ebenso wie man die Po~enz g/~ aus ~fl definiert, wollen wit jetz~ 

eine Funkfion ~-aus c x f l  ablei~en; wir werden ffir a ganz entpreehende 
(]esetze finden, wie sie ffir eft gelten. 

Man s~z~ g (~, ~) - 5 (~, v) = ~ • v" ~,s ist s (~, n) --- ~ • n > 
ffir ~ ~ ~o= 1, ~ ~ % =  2. *) Man seize nun f ( a ,  1) = a und definiere 
f(a~ fl) mi~ f~ als Stammfunktion. Man bezeiehne diese Operation mit 

tg 

(lO) 

(11) 

(12) 

Dann ist 

Die Definitionsgleiehungen lauten: 
1 

= lira ( a ) .  

fiir a ~ 2, fl ~ 1 definier~.**) 

*) 1. c. w 1, Sa~z V. 
**) 1. c. w 1, Vorbemerkungen zu Sa~z II, 
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Wit  erginzen diese Definition dutch: 

0 

(13) r = 1 f~r ~ ~ 1, 

(i4) i = i  fur #>__0, 

(i5) o = o f ~  # => i .  

Damit is~ g flit jedes Wertepaar ~ ~ 0, fl ~ 0 erkliirt, das Paar  
1 

(0, 0) ausgenommen. Da nun a ----~ is~ und die Stammfunktion 
_2  

yon r eine C-Funktion mit dem speziellen assoziativen Gese~z (9) ist, 
so is~ Sa~z u  anwendbar, also gilt das distributive und assoziative Gesetz: 

# r #+r  
(16) a x ~  = ~  , 

}, 

[?] III ~ ' 

(i7) =~ . 

Diese Gleichungen wiirden noch mehr mi t  den Gleichungen 

iibereinstimmen~ falls rechts in (16) stat~ fl-3 L ~, stehen wiirde: ~ ~ 7- 
Dann wiirde in (17) stat~ /~7 rechts ~ >< ~, s%ehen. 

Da a >< ~ _  ~fl ist, so folg~ aus ( 1 0 ) - - ( 1 5 )  leich~ dutch In- 
dukfion, dab 

. 

isk Ist weRer a eine Limeszahl, so lautet  (11) so: 

#+1 _2 # 
~--- ~ X ~ = ' ~  ~ . * )  

In diesem Fall ist also a die gew~hn|iche Po~enz: 

(19) -~ 
falls ~ eine Limeszahl ist. 

Ist; , ~ =  a endlich, so folgt; aus (10) und (11) leicht- 

(~o) a ~_ ~b. 

*) Denn es is~ ja  ~ x ~ = ~ 7, falls ~ e ine  Limeszahl  ist. 
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Hieraus folgt 
tO 

(21) a ----- a~ = co. 

Ist aber a=co~oa  o + . . . ~ c o ,  d .h .  % ~ 1 ,  dann folg~ aus (11) 
b 

und (7'), dal~ das erste Glied in der Normaldarstellung yon a die Gestalt 
co ~o~ % hat. Daher folgt aus (12), da]3 

(22) r ~ r162176  ~ O~cu * )  

ist. Es ist also a = a ~ nach (21), (22), (14), (15) fiir jedos a ~_0. 
Bedeutet nun fl irgend eine Limeszahl, dann is~ ffir a ~ 0 s~e~s 

( 2 3 )  = 

Beweis .  Fflr r  1 is~ (23) ~rivial, sei daher a ~ 2 .  Es sei 
die Gleichung (23) erwiesen fiir alle Limeszahlen fl < fl', wo ~' auoh 

eine Limeszahl is~, dann is~ nur r = a~' zu zeigon. Gib~ es nun under 
den Limeszahlen fl ,~ fl' keine grSl3~e, so is~ lira fl---fl'. Da nun 

Gleichung (12) ffir jede Limesreihe gilt**), so folgt aus a -----ate, wenn 

fl gegen ~' w~chst, auch a ~ a~'. 
Es gebe nun zweitens ein grSi~tes/~ unterhalb fl'; es heil3e fl"; dann 

ist f l ' =  ~" q- co. Nach (16) wird daher: 

r a~  a~ ~u ~g ~--- ~Z ~ r162 ><: 6r -~- X ~ a f t "  

(da ~ eine Limeszahl ist). Also: 

(24) 

~ p 

i t  t !  t 

Daher ist (23) bewiesen. Sei nun /~ eine beliebige Zahl, fl-----~ + b, 
wo ~ eine Limeszahl oder 0 und b <  co ist, dann wird nach (16) und (23): 

Da man nach (7') leicht aus der Normalform yon a die yon 

b 

- - - - a x a x a . . . ( b  real) 

berechnen kann und nach (7') ~ >< ~ ~ ~ ist, f~lls ~ eine Po~enz yon co 

*) 1. c. ~ 5, Nr. 12. 
**) 1. c. ~ 1, Satz IV, 
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bedeute~, so l~l~ sich, da ~ eine Potenz yon ~ ist*),  die Gleichung 
(24) auch schreiben: 

(24') 

Somit I~B~ sich a leichg in die Normalform setzen. 
Es sei nut  noch bemerkt: aus (23) folg~, dat~ die Hauptzahlen yon 

die , -Zahlen sind. 

*) I. c. w 5, l~r, 12. 

Berich~igung 
zu dem Aufs~z yon Ernst Jacobsthal, ,,~ber den Aufbau der transfini~en A~i~hme~ik." 

Math. Ann. Bd: 66, S. 145--194. 

S. 1913~ Zeile 8 yon oben zu streichen: 16; 
,, , 14 yon oben ist s~a~ ~z zu lesen: ~ .  


