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Zur Arithmetik der transfiniten Zahlen.

Von

ErxsT JacomstHAL in Berlin.

Einleitung.

Die vorliegende Note bildet eine Ergéinzung meiner Arbeit ,Uber
den Aufbau der transfiniten Arithmetik‘*), deren Kenntnis ich hier voraus-
setze. Entstanden ist sie aus der Untersuchung iiber die gemeinsame
Wurzel und Grundlage zweier Sitze**) jener Arbeit; da beide Theoreme
zum Teil aus dem allgemeinen Satz XXIV folgen, so handelt es sich
wesentlich darum, die am Ende von § 3 unerledigt gelassene Frage zu
entscheiden.

Um zu dieser Entscheidung zu gelangen, ist eine eingehende Be-
trachtung des assoziativen und distributiven Gesetzes, ihres Zusammen-
hanges und ihrer Abhingigkeit voneinander erforderlich.***) Es sei be-
sonders betont, daB gerade die Resultate dieser Fragen auch bei alleiniger
Betrachtung der endlichen Zahlen ihre Giiltigkeit und Bedeutung nicht
verlieren.

§ 1.
Das distributive und assoziative Gesetz.
Es sei f(e, ) eine mit Hilfe von (&) und g(£, 1) induktiv definierte

Funktion der transfiniten Variabeln « und g.+) Die Definitionsglei-
chungen sind:

(1) f(e, 1) = w(«),
2) fl,+1) =g(fB), ),
(3) f(e,lim 8) = Iiim f(e, B).

*) Math. Annalen Bd. 66, S. 145—194.
**) § 4, Nr. 16 (Satz) und § 5, Nr. 14.
***) Einige Krgebnisse dieser Untersuchungen sind ohne Beweis in den letzten
Anmerkungen von § 8 der oben zitierten Arbeit mitgeteilt.
1) Man vergl. 1. c. §1, Satz II. Wir setzen im folgenden stets (¢') voraus. (L.c. S.152.)
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Da zur Definition von f die Funktion g gegeben sein muf, also faus g
abgeleitet ist, so moge g die Stammfunktion von f heiBen. Ferner werde
der Kiirze halber £ und jede analog definierte Funktion eine C-Funktion

genannt.
Es besitze nun f ein verallgemeinertes distributives Gesetz, d. h. es

existiere eine Funktion f,(E, n), so daB fir « 2 4%), 21, p>1
(d) 9(f e B, ey 1)) = (% f2(B, )

ist.**) Es folgt hieraus, da f(e, ) =w(e) 2w (1) =& und fe, ) 24 24,%)
ist, daB f(e, £,(B, ¥) > (e, B) ist, d. h. es ist

(4) B, y)>p fur B,y=>1.

Satz 1L Wenn (d) gilt, so ist entweder f(eo, 1)= o oder es ist be-
stindig f(e, 1) > a3 der erste Fall tritt dann ein, wenn fir jedes 3 immer
f:(8,1) = B+ 1 ist; im zweiten Falle aber ist stets f,(8,1) >+ 1. Der
erste Fall (e, 1) = w(e) = o folgt somit aus dem Bestehen der Gleichung
fe (1, 1) =2.

Beweis. Sei fiir ein spezielles « die Gleichung f(e, 1) = & erfiillt;
fiir dieses o folgt: f(0f;(B,1) =9 (f (e, B),00) =f (e, f+1), d-h. f5(8, 1) =p+1
fiir jedes 8. Somit lautet (d) fir beliebiges a: f(e, f + 1) = g(fle, B, fle, 1)),
wihrend nach (2) folgt: f(e, B+ 1) = g(f (e, f), ). Somit ist:

g(f (e, B, e, 1>) = g(ﬂ“; B, O‘)'

Da g nach Voraussetzung "(¢’) bei konstantem ersten Argument eine
wachsende Funktion der zweiten Variabeln ist, so folgt hieraus f(e,1)=o
fir jedes . Also ergibt sich, daB entweder sfefs f(«, 1) = « und damit
fz(B, 1) = B + 1 ist, oder daB bestindig f(e,1)> « ist. In diesem letzteren
Falle folgt: g(f(@, B), @, 1) = (e 8, 1) > 9@, B), @) = (& B+ 1),
d.h f3(8,1) > g + 1. Demnach folgt unter der Voraussetzung (d) bereits
aus f3(1,1) =2, daB f(e, 1) =« ist.

Es besitze nun ferner f ein verallgemeinertes assoziatives Gesetz, d. h.
es existiere eine Funktion f;, so daB fir « >1; B,y >1

(e) f (f (e, B), 7’) =f .(“7 I3 B, 7’>)

ist.®*) Da fiir y =1 die linke Seite f(F(e, 8), 1) = w{f(«, §)) bei kon-
stantem o mit B zugleich wichst, so gilt von der rechten Seite gleiches,
also ist f3(B,1) = w'(B) eine wachsende Funktion von B und es ist,

(B, 1) =p. Also ist
(5) 6B 1) =w'(B)>1,(8,1) = w' () fix p>p.

*) Man vergl. L.c. §1, Satz II. Wir setzen im folgenden stets (¢') voraus. (l.c. 8.152.)

**) Man vergl. 1. ¢. § 8; dort war speziell g eine C-Funktion f,.
***) Man vergl. 1. ¢. § 3.

g*
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Ferner folgt aus (e), daB
®) fo(6,1im 7) = lim £,(8, 7)

ist.

Satz II. Wenn (e) gilt, so ist entweder f(«,1) = o oder es ist bestiindig
f(e, 1) > a; der erste Fall tritt dann ein, wenn fiir jedes 8 immer fy(B, 1)
=f3(1, ) =B ist; er folgt bereits aus der einen Gleichung f,(1,1) = 1.
Im sweiten Foll st stets f3(8, 1) > B.

Beweis: BSei unter der Voraussetzung (e) fiir ein spezielles o die
Gleichung f(«, 1) = « erfiillt, so folgt fiir dieses ¢ und g =1: f(e, p)
= f(a, f3(1, 1)), also fy(1,9) =y fiir y > 1. Speziell ist f;(1,1) =1, also
fiir beliebiges «: f(f(«, 1), 1) =f(e, 1). Da nun f(§ 1) mit & wichst, so
folgt hieraus f(«, 1) = & fiir jedes .

Fir y =1 folgt daher aus (e): f(«,f) =f(«, /38, 1), d. h. f;(8,1)
= B =[;(1,B8). Sei nun umgekehrt f;(1,1) =1, dann folgt: F(f(e,1), 1)
=f(a,1), & h. f(¢, 1) =«a. Ist fiir ein einziges B auch nur £;(8, 1) = B,
so folgt fiir dieses f und y =1 aus (e), dab f(f(e, @), 1) = (e, B) ist.
Somit ist nach dem Bewiesenen stets f(a, 1) =, also f;(8,1) =g Ist
also f(«, 1) stets groBer als «, dann ist auch bestindig f£,(8,1) > B.
Damit ist der Satz bewiesen.

Weiter folgt aus (e), daB f; das gewdhnliche assoziative Gesetz er-
fillt. Es besteht niimlich

Satz Ill. Erfillt f das allgemeine assoziative Gesetz (e), dawn be-
friedigt f, ein spesielles assoziatives Gesetz, das die Form hat:

(e) H(fs @, 8),7) =f:(«, 3B, ¥)).

Beweis. In (e) setze man o =f(§, &), f =4, y = 7. Dann wird
die linke Seite in (e):

f(f(f(§7 «), 8, 7”) = f(f(ga fs@, 87), 7’) =f (g ’ 35, 87, 7’)) .

Rechts erhalten wir aber

FEE, o), 1,8, 7)) = (&, £, (&, 6, 7)) -

£ (& (e 89 7)) = (& (e, 6, 1)

und hieraus folgt (o).

Es erscheint nun bemerkenswert, daB f; nicht nur ein spezielles
assoziatives Gtesetz erfiillt, sondern unter der Voraussetzung (d) auch ein
spezielles distributives Gesetz. Zwischen den durch (d) und (e) bedingten
Funktionen f; und f; bestehen nimlich Beziehungen, wie wir aus folgen-
dem Satz erkeunnen:

Satz IV. Wenn beide Gesetee, das distributive und assoziative, erfiills

Also ist
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sind, so ist f,(B, y) eine C-Funktion, und swaor ist f, die Stammfunktion vor
fo; auPerdem erfillt fy ein spesielles distributives Gesetz von folgender Form :

() fi(fs (@, B), o, 1) = F5(e, 12 (B, 7).

Beweis. Damit f; eine C-Funktion mit f; als Stammfunktion ist,
muf} erstens f;(8, 1) eine wachsende Funktion von f sein, eine uns nach
(5) bekannte Tatsache. Ferner ist nach (6): f;(8,lim y)-—-—lir}}l f:(8,7). Und

schlieBlich ist mur noch zu zeigen, daB f3(8, 9+ 1) =f?(f3(ﬁ, ), B) ist.
Um diese Gleichung nachzuweisen, ersetzen wir in (e) die Zahl y durch
y + 1 und erhalten links:

[(F, B, 7+ 1) =g (e B, ), fep) [2)]
=g (F(e; B, ), @, B)  [(e)]

=1 (e, ,(s(8, ), ) (@]

Die rechte Seite von (e) lautet aber f(«, f;(8, ¥+ 1)). Vergleicht man
beide Ausdriicke, dann folgt die behauptete Gleichung. Damit ist gezeigt,
daB f; eine C-Funktion mit f, als Stammfunktion ist.

Um (d) zu beweisen, sei £ eine nicht unterbalb 1 gelegene feste
Ziahl; dann bilde man:

[(& f(fle, B fole, ) = 9 (F&, f@, B), F&, fole, ) [(d)]
=9 (F(F& o, B, F(f&e,») [@)]
= f(f<g> @), 138, ')’)) [(d)]

=1 (& fa(e f2(8, 7)) [(e)].

Vergleicht man das erste und letzte Glied dieser Gleichung, so folgt daraus
(d), da ja aus f(E, 1) =F(E 1) stets =9 folgt. Damit ist Satz IV
bewiesen.

Stellt nun dieser Satz bereits mannigfache Wechselbeziehungen zwischen
dem distributiven und dem assoziativen Gesetz dar, so erfahren die Be-
ziehungen noch eine Vertiefung, wenn wir uns den Inhalt von Satz I ins
Gedéchtnis zurtickrufen.

Nach T ist, falls (d) gilt, entweder f(a,1)=a oder bestindig f(e, 1)> e.
Fassen wir nur den ersten Fall, in dem f(¢, 1) = « ist, ins Auge. Falls
(e) gilt, ist nach II alsdann f£;(8,1) =B, also f, nach SatzIV villig durch 1s
bestimmt. Es liegt die Vermutung nahe, daB in diesem Fall (e), also
auch (d) und (¢), aus (d) folgen. Das wird bestitigt durch

Satz V. Es erfiillle f das distributive Gesetz (d) und es set f(o, 1) =ecx.
Man definiere fy aus f, als Stammfunktion durch folgende drei Gleichungen :
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(1,) ﬁi(ﬁ) 1) = ﬁ:
(2’) f3(ﬁ: 4 +1> = fé(f:%(ﬁr ), ﬁ);
@3 f5(B; lim p) = lim £,(8, 7),

dann gili das assosiative Gesetz (e), d. h. es ist f(f(e, ), ¥)=f(«, f,B,7);
also gelten auch nach IV und I die Formeln (&) und ().

Beweis. Durch (1")—(8") ist £,(B, ) fir 8,y > 1 definiert, und es
folgt leicht, da wegen f(«, 1) = « auch f,(8,1) = 8 + 1 ist, durch trans-
finite Induktion, daB f;(8, 1) = f;(1, B) = B ist. Die Behauptung

f(f(“) B),v) = f(“: 138, 7’))
ist nun fiir y =1 wegen (1) und f(«, 1) =« erfiillt. Ist sie fiir alle
der Bedingung 1 <y <y’ geniigenden Zahlen p richtig und ist y eine
Limeszahl, dann ist wegen (3) und (8") auch f(f(e, B), ¥) =f (s, f,(8, ).
Sei daher p' ="+ 1, also f(f(e, B, »") = f(e, (8, »"). Wir bilden:

f(Fe, B, v) =f(fe B, 7" +1) = g (f(Fies B), v, F (e, B)) [(@)]
=9 (f(es £,8, ¥, f(e, B))  [Vorauss]

=7 (e /:(£:8, ¥, B)) [(d)]
= (o 58, 7"+ 1) (2]
= f(a, ﬁs(ﬁ; 7’»'

Damit ist V bewiesen. — In dem Fall, in dem f(«, 1) = « ist, ist also
(e) auf (@) zurlickgefihrt. Man kann nun fragen: welche Higenschaften
von g bedingen (d)? In dieser Richtung liegt

Satz VI Es sei f(a, 1) =« und die Stammfunktion g von f erfille
das spezielle assoziative Gesetz g(g(a, ), y) = g(«, 9B, 7)); auPerdem sei
g(e, lim B) = li;n 9(e, B)¥), damn erfiillt f das distributive Gesetz (d) und das

assoziative (e); es ist speziell f5(§,m) =&+, also nach V weiter f, (£, ) = &,
Beweis. Zu beweisen ist (d): g(f(«, §), (e, ) = f(e, B+»). Die
Formel (e): f(f(«, B),y) ={(«, By) folgt dann bereits nach V. Nun ist
fir y =1 die Behauptung g(f(e, ), f(e, ) =f(e, § + 1) wegen f(a,1) =«
und wegen (2) erfilllt. Sei (d) richtig fir alle der Bedingung 1 <y <y’
geniigenden Zahlen p. Ist 3 eine Limeszahl, dann ist wegen

g (&, lim 9) = lim g(&, 7)

auch ¢(f (e, B), f (e, ) =f(e, B+ ). Sei daher p" =»” + 1, also
9(f (e, ), fle,y") =f(e, B+ #"). Dann wird

*).Ist g eine C-Funktion, dann ist sicher nach der Definition der C-Funktion
(e, lim ) =1lim 9(, B).
I
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9(F(e,B), Fley) = g(f(@,B), ey + 1) =g (F(e6), 9(Fe,¥0)  [()]
= g(9(f(@, B, f@,7"),e) [Vorauss.]

= g¢(fle, B+ "), @) [desgl.]
=fle, f+9"+1) [(@)]
=f (“7 B+7).

Damit ist der Satz bewiesen.

An dieses Resultat seien nun die folgenden Bemerkungen gekniipft.
Die vorstehenden Untersuchungen sind ganz unabhingig von der Kenntnis
der speziellen C-Funktionen o + § und «f. Daf wir die auf o« unmittel-
bar folgende Zahl s(&) mit & + 1 bezeichneten, geschah aus Griinden der
Bequemlichkeit. Dagegen zeichnet sich der Satz VI dadurch aus, daB
er direkt auf « + 8 und «f fiibrt.

So weisen also die allgemeinen Untersuchungen des distributiven und
assoziativen Gesetzes unmittelbar auf diese beiden speziellen Operationen
hin, die jene beiden Gesetze erfiillen; wir gewinnen also aus der allge-
meinen Betrachtung konkrete Beispielee Um im Rahmen dieser Be-
trachtungsweise zu bleiben und die vorstehenden Sitze zu illustrieren,
stellen wir uns auf den Standpunkt, daf uns die Operationen « 4 § und
af noch unbekannt seien. Wir wiirden also von ihnen nur die Definition
kennen: aus VI

¢+ 1=s(a); ¢+ (B+1)=(@+pf)+1; e+ lim g =1lim («48).
Aus V dagegen g
el=a; «(B+1)=0aff + «; alimﬂsliﬁm «f.

Es wire dann zu zeigen:

(ey) (¢+B)+7=0a+(B+7);
(es) (eB)y = «(B?);
(4y) af + ay = e(B+7).

DaB diese Relationen aus den obigen Definitionsgleichungen folgen, ist
an anderer Stelle gezeigt worden.*) Es folgen indessen diese drei Re-
lationen sofort aus unseren Sitzen.**) Da in VI némlich £,(8,»)=p8+¥
und f;(B, y) = By ist, so ist (e,) michts weiter als (¢") (Satz III), und (d,)
folgt aus (d) (Satz IV). Die Relation (e,) folgt aus VI folgendermaBen.
Es ist g(f(e, B), fle, ) = f(e, B+ ), also ist ebenso

g (g(f(“) B, fla, 7))7 f(“’ 6)) = 9(fle, B+», (e, 6))
= f(e, B+ + 9.

" lc §2, Nr. 8 und § 4, Nr. 8.

*) Ganz streng lauten die folgenden Schliisse so: gibt es Funktionen g(e, §)
mit den in VI geforderten Eigenschaften, dann muf «--f eine solche Funktion sein,
d. h. es gilt dann (e,), also auch (e,) und (d,). Ist also (e,) direkt bewiesen (L c. S. 159),
dann folgt (e,) und (d,) aus II und IV.
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Andererseits erfiillt ¢ das assoziative Gesetz nach Voraussetzung, also wird

g (g<ﬂ“7 8), e, 7))9 f(e, 6)) =9 (f(“f «8)7 9(fle, ), fle, 6»)
= (e, B+ (v + ).

fle, B+ + 0) =f(«, B+ (y+0)

und hieraus folgt (e,).
Versteht man in VI nun unter ¢ die Funktion B, dann wird

f(e, 8) = & und (d) und (e) lauten:

Pl = a{g+7’ ((xﬁ)}’ = aﬂ)’.*)

Somit ist

Es lassen sich also fiir die bekannten Operationen « + B, of und o
die Gesetze (d) und (e) cinheitlich aus allgemeinen Sitzen iber C-Funktionen
gewinmen, wihrend an onderer Stelle jedesmal gesonderte Bewcise erforder-
lich waren.

Ich wende mich jetzt zu den Fragen, die, wie in der Einleitung
bemerkt wurde, den Ausgangspunkt fiir die bisherigen Betrachtungen
bilden. Wir setzen jetat voraus: 1) g=f, ist eine C-Funktion; 2) f erfullt
das assoziative Gesetz (¢). Dann gilt, wie an anderer Stelle™*) gezeigt
1st, der

Satz VIL Es sei 8 =f(E,n) und £,(2, ) =%, dawn hat bei festem
n wnd B die Gleichung 8 = f(8, ) unendlich viele Wurzeln &, die etnen
Limes y, besitzen, und y, ist eine Homptzahl von fi

Ich verindere nun die Voraussetzungen: Es sei 1) fle, 1) = a;
2) g = f; sei eine C-Funktion und erfiille das spezielle assoziative Gesetz

1i(fy(e; B, v) =fie, £, (8, ).
Dann gilt folgender B e fy )

Satz VIIL Es sei y eine Limeszahl und = f (E,n), dawn hat bei
festem v und B die Gleichung = f (&, m) unendlich viele Wurzeln &, die
etnen. Limes p, besitzen, und p, ist eine Hauptzahl von f,. AuBerdem
besitat die Gleichung 8 =f(y, n,) eine Wurzel Ny, die der zwedi-
grofte rechisseitige Divisor von y ist.*%)

Bewels. Wegen der Voraussetzungen (1) und (2) gilt Satz VI;

also ist (d): (e, B)y flo,y) =fle, B+ 9)
und (2 F{ e B, v)=Ffle, B7).

*y L e §85, Nr. 8.
) 1 e § 8, Satz XXIV,
***) Man ziehe noch l.c. § 1, XV heran: es ist n>n, und es gibt keine
Zahl 7, zwischen 7 und 7, fir die g = f(¢, 7ny) eine Wurzel ¢ hat.
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Daher sind die Voraussetzungen fiir VII erfillt; da nun 4 eine Limeszahl,
also f5(2,9)=2y=n%) ist, so gilt VII. Es ist also nur noch zu zeigen,
daB B =1(y,n,) eine Wurzel v, besitzt. Bedeutet nun & eine der Wurzeln
der Gleichung g = (9, 1), dann ist auch f(9, o) eine solche Wurzel fiir
gedes g, fiir das gun =1y ist, denn es ist

F(F@;0,m) =1 0m) = f(&,n) =4
E.s ist daher mit & <y, auch F(&,0) <y, Alle diese Zahlen g, fiir
fhe on =1 ist, haben nun einen Limes &, der eine J-Zahl ist, und es
ist = dn, wo u, der zweitgroBte rechtsseitige Teiler von 7 ist. *¥)
Aus 9, >7f(¥,90) folgt nun

7 2 Tim (9, 0) = £(9, lim ¢) = £(9, 0).

Wire 3, > f(#,0), so wire f(#,0) auch eine Wurzel der Gleichung
B = f('ﬁ‘l, 77)) also

F(®, 0,m) =B =1(8,0n)>f(®,0n) =1 1) =5
d.b. B> p. Daher ist sicher nicht p, > f(#,9), sondern p, =f(9, 9).
Nun ist

B= 1@ n)=r(®, 6’?1) = F(f @, 0, m) = @1, M-

Damit ist der Satz bewiesen. Bemerkenswert an diesem Beweise ist,
daB der zu beweisende Satz bereits fiir den speziellen Fall abgeleitet sein
muB, in dem f die Multiplikation bedeutet. (1. c. § 4, Nr. 16).

Versteht man unter f, die Funktion «f, dann ist f(«, ) = of, Fir
diesen Fall ist VIII an anderer Stelle auf anderem Wege bewiesen
worden. ¥¥¥)

Es werde besonders bemerkt, dalf die Voraussetzung (I7: /e, {j=«
eine notwendige Bedingung fiir die Giiltigkeit von VIII ist. Denn es
seien die beiden Voraussetzungen (1) und (2) fiir VII erfiillt, dann gilt
VII; ferner sei stets fiir die Gleichung B =f (y,,m,) eine Wurzel 7, vor-
handen. DaB dann f(x, 1) =« ist, zeigen wir auf folgendem Wege: Es
sei B =1 eine eigentliche Hauptzahl von f. Damn ist g=f(#,p) fir
jedes & < B =1y,. Also

B=pi=Fum) 2, D2 r &b fnH=n n=1
Da nach Voraussetzung (2) nun (e) gilt, so folgt mnach II, daB
fla,1)=a st

Tusatz, Unter dem Voraussctzungen (1) und (27) ist jede eigentliche
Houptzahl von f eime 8-Zahl. Denn es sel § =1 eine eigentliche Haupt-

1 e §4, Nr. 15,
)1 e §4, Nr. 16.
=4y 1, ¢, § 5, Nr. 14,



138 ErnsT JACOBSTHAL.

zahl von f; dann ist nach dem soeben bewiesenen 7, = 1, also ist in
der Tat f=195=0n =0 eine 0-Zahl

g 2.
Drei der Addition, Multiplikation und Potenzierung verwandte
Operationen.

Um nun zu zeigen, daf es auBer den bekannten Operationen « -+ §,
off und of auch noch andere Funktionen gibt, die das distributive und
assoziative Gesetz erfiillen, will ich zur Bildung solcher neuen Funktionen
an die vorstehenden Sitze I bis VI ankniipfen. *)

Im Hinblick auf Satz VI empfiehlt es sich, Umschau zu halten nach
einer Funkfion ¢(§, n), die das spezielle assoziative Glesetz

9(9E n, 8 =9g(E 90, 5)
erfiillt.

Es sei uns £ und u gegeben; setzen wir & und % in die Cantorsche
Normalform. Treten dabei in der Darstellung von % Potenzen von e auf|
die nicht in der Normalform von ¢ vorkommen, so fiigen wir sie mit
dem Faktor O der Normalform von £ ein und umgekehrt. Es sei also
die gemeinsame Darstellung von & und x:

§ = wtoxy + oz, + - + oz,
n = 0y, + o4y + -+ ofry,.

Wir definieren dann mit Hessenberg®¥) die natiirliche Summe von &
und % durch die Gleichung

S =0 @ +y) ++ or(z,+y,).

Hieraus folgt, daB & # n =n 4t & ist; die natiirliche Addition ist also
eine kommutative Operation. Es ist aber ersichtlich auch

E#m) =54 (nd 0
Die Operation & 3 v besitet also das gewohnliche assoziative Gesets. Da
fir £>0 stets £ 4 9>y ist, so kann nicht allgemein

£ 4t limy = lim (€ # %)
gein. ***)  Tst y endlich, so ist & 4 5 =& + 1.

*) Es sei im voraus bemerkt, daB die neuen Operationen fiir endliche Variable
mit den alten Operationen o4 §, o8, of zusammenfallen.
**) G. Hessonberg: Grundbegriffe der Mengenlehre, Abhandl. der Friesschen
Schule, 1. Band, 4. Heft (als Sonderdruck erschienen), § 75.
% 1 c. § 3, letzte Anm. a. S. 171 und Hessenberg, 1. c. § 81.
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Definiert man nun mit g,(§,%) =§¢ 4 % als Stammfunktion eine
C-Funktion, so wie es VI erfordert, so ist Satz VI nicht anwendbar,
da die Voraussetzung g, (£, lim 5) = lim g, (§, %) nicht zutrifft. Trotzdem
versuchen wir es mit dem durch VI gegebenen Ansatz. Wir definieren
mit g, (§, n) als Stammfunktion und der Festsetzung

fi(e, 1) = w,(¢) = @
die Funktion f,(, 8) und bezeichnen sie mit « >< .*) Diese Operation
ist definiert durch folgende drei Gleichungen:

(1) a><1l=ua,
(@) @< (B+1) =g, (e><p, @) = (e><f) ¥ e;
(3) o><lim § = 1iﬁm (e >< B).

Da B+ 1=§ { 1 ist, so erhiilt wegen (1) die Gleichung (2) die Form
@) &< (B # 1) = (a><f) # (a><1).

Wie aus § 1 meiner oben zitierten Arbeit folgt, ist, da g;(§,7n)>§
fir £2>0, > 1 ist, « > definiert fir 21, =1, #=>1. Wir setzen
zweckmiBigerweise:

(4) O0=<p=0 fir >0,
(5) a<0=0 , «=0.
Jetzt ist ¢ ><p fir « >0, B >0 definiert. Da fiir endliches n =y stets
E 3 y=E+y ist, so ist fiir e=a <o die Gleichung (2) von der Form:
a><(B+1)=(a><p)+a
Tn diesem Fall erhalten wir daher die gewohnliche Multiplikation, d. h.
(6) a><f=ap.
Setzt man B =p + b, Wwo B eine Limeszahl oder 0 und b < ist, und ist
o=a%a+ -+ o+ a,
wo fiir den Fall o < o die Koeffizienten a,, @, -, @, alle gleich Null
und o = @ sein sollen, dann behaupten wir:
) a><f = af + a%ab+ -+ o ab+ ad
= 0%f + a%ayd + - - - + o%ab + ab.
Bewois. Da «><p durch (1) — (B) in eindeutiger Weise definiert
wird, so ist (7) bewiesen, sobald gezeigt ist, daB die durch (7) definierte

Funktion «><p den Gleichungen (1) — (5) genitigt. Es sei also a><f
durch (7) definiert. Dann sieht man sofort, daB (4) und (5) erfiillt sind

*) Hessenberg definiert 1. ¢ § 76 zu anderen Zwecken eine Operation o><f,
die von der oben definierten verschieden ist und auch arithmetisch durchaus nicht

der Operation of entsprichbt.
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ebenso folgt aus (7) sofort die Richtigkeit von (1); denn fiir S =1 ist
=0 wd b=1, also

oc-ﬁ+co°‘oaob+---—[—ab=m“°a0+---+a=(x.
Um nun (2) zu beweisen, bilden wir nach (7):

ax<(B+1)=af +a%a,b+1)+- -+ ab+1)
= (af + @%b + -+ -+ ab) # (0%ay+ - + 0% a, + a) = (¢><p) 4 «.
Es bleibt also nur noch (3) zu beweisen. Dazu dienen folgende Be-
merkungen: a) Aus (7) folgt fiir =0, =g, d. h. fir den Fall, in
dem f eine Limeszahl ist, daf «><pf=«pf ist; b) ist b>1, dann
folgt aus (T), dab
w><ﬁ=oc3+oo“°aob—{— 0% b+ -+ ab > af + 0%ayb + o%a 4+ - - -

+ 0% a, + a=af¥)

ist; somit ist a><f>af. Das gilt wegen Bemerkung (a) auch fir
b=0; allerdings ist dann «>< g =aB; ¢) sei «>0. Aus (7) folgt,
dab bei konstantem « die GroBe « > f mit § zugleich wichst.

Aus diesen drei Bemerkungen folgern wir nun (3) so: Es ist nach
(a), (b) und (¢) fiir konstantes von O verschiedenes «, falls g’ eine
Limeszahl und 8 eine variable Zahl unterhalb 8’ bedeutet:

aeff =a><pf >ax<p>ap
Man lasse § gegen § konvergieren, so daB f'=lim g ist, dann erhalten wir:
af > lim(e><pg) > lim a«f = o lim = af
it 8 8

¢ lim B = & ><lim § = lim (e >=<p),
B
womit (3), also auch (7) bewiesen ist.
Setzt man B = wfby + ...+ wfsb, + b, so nimmt (7) die Form an:
(1) a><p=o%hh 4+ .. + 0% Feb 4+ @%a,b 4 - - - + wra,b + ab.

Es stellt also (7') die Normalform von «><f# vor. Wir behaupten
nun: es gilt das distributive Gesetz (d) in der speziellen Form:

(8) (@><f) # (e><p) = a > (B4 7).

Beweis. Sei die gemeinsame Darstellung von B und y:

B=aw%by+ -+ o¥b, + b,
y=o%c 4+ .+ ole¢, + ¢,

%1, c. § 4, Nr. 10.
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dann ist nach (7'):

(06>< ﬂ) # (0£><7/) = (m“o+3ob0 + . . + m%+§.9bs + waoaob NI + ab)
# (0%tdhey & - - + 0%tse, + @%aye + - - - + ac)

= 0%+t % (by+¢)) + - + - + @ (b, 4-¢,) + 0%ay(b+¢) + - + a(b+0)
und nach (7") ist, da

B 'y =awd(by+c,) + -+ o (b, +¢)+b+ec

ist, der erhaltene Ausdruck gleich & >< (B3t »). Damit ist also (8) be-
wiesen. Fassen wir unser Krgebnis zusammen: Die Operation

f:l(“y ﬁ) = o >< f3,

file,1) =« uwnd g, (& n)=E %7

Stammfunktion ist, besitzt das spezielle distributive Gesetz (8). Es ist
fy =9, Leitet man nach Satz V aus f, die Operation f; ab, so wird
daher f;=/{, und nach Satz V gilt daher:

(9) (e ><B)><y=a>x(B><p)

Es entspricht also « ><p hinsichtlich des distributiven und assoziativen
(esetzes vollig der Operation «f.

Da fiir Limeszahlen 8 stets a><f =B ist und 1<2=1-2=2
ist, so besitzen e¢>< B und B dieselben Hauptzahlen. Alle unsere Er-
gebnisse weisen somit auf eine Verwandtschaft zwischen « ><§ und
f hin. /

Ebenso wie man die Potenz of aus «f deﬁnierjsg, wollen wir jetzt
B8

eine Funktion @ aus a><p ableiten; wir werden fiir « ganz entprechende
Gesetze finden, wie sie fiir of gelten.

Man setze g(E,75)=/Fi(E,n) =E><n. Es st fil,m)=E>=n>§
fir £>§=1, n>1,=2.% Man setze nun f(«,1) =« und definiere

f(e,B) mit f, als Stammfunktion. Man bezeichne diese Operation mit
8
« . Die Definitionsgleichungen lauten:

fiir die

(10) ¢« =a,
pf+1 8 £
(11) @ =fi(@, 0 =7 =,
imp £
(12) € = li;n(oc )-

B
Dann ist o fir « >2, f>1 definiert. *¥)

* Le §1, Satz V.
*) 1, ¢. § 1, Vorbemerkungen zu Satz II.
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Wir ergiinzen diese Definition durch:

0

(13) « =1 fir «>1,
P

(14) 1 =1 fir >0,
P

(15) 0 =0 fir g>1.

B
Damit ist « fir jedes Wertepaar o« > 0, g > 0 erklirt, das Paar

1
(0, 0) ausgenommen. Da nun ¢ = a ist und die Stammfunktion

B
von « eine C-Funktion mit dem speziellen assoziativen Gesetz (9) ist,

so ist Satz VI anwendbar, also gilt das distributive und assoziative Gesetz:

£y Bty
(16) ¢ <o =«
il g
B 4
(17) [oc :I = .

Diese Gleichungen wiirden noch mehr mit den Gleichungen
oFf o =+, (of) = oY

iibereinstimmen, falls rechts in (16) statt B+ y stehen wiirde: § 3 4.
Dann wiirde in (17) statt By rechts 8 >< y stehen.

Da «><f =>«pf ist, so folgt aus (10) — (15) leicht durch In-
duktion, daB

_f
(18) ¢« =>of
ist. Ist weiter o eine Limeszahl, so lautet (11) so:
_g+1 B 6
@ =a <a="e¢ o.%)
_B
In diesem Fall ist also « die gewthnliche Potenz:
B
(19) o =daf,

faHs « eine Limeszahl ist.
Is «=a endlich, so folgt aus (10) und (11) leicht:

(20) EL = a’.

*) Denn es ist ja £><n=2§n, falls 5 eine Limeszahl ist.
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Hieraus folgt
(21) 0 =a*=0.
Ist aber ¢ =w%a,+--- 2w, d h. ¢ =1, dam folgt aus (11)

b
und (7°), daBl das erste Glied in der Normaldarstellung von « die Gestalt
w%?q, hat. Daher folgt aus (12), da8
(22) ¢ = 0% = g®¥)
ist. HEs ist also ¢ =a® nach (21), (22), (14), (15) fir jedes « > 0.
Bedeutet nun B irgend eine Limeszahl, dann ist fir « >0 stets
_B

(23) o = of.

Beweis. Fir «=0,1 ist (23) trivial, sei daher « > 2. Es sei

die Gleichung (23) erwiesen fiir alle Limeszahlen g <<f’, wo g’ auch

£
eine Limeszahl ist, dann ist nur ¢« = o zu zeigen. Gibt es nun unter

den Limeszahlen f << f keine gréBte, so ist limpf=g. Da nun
N
Gleichung (12) fiir jede Limesreihe gilt**), so folgt aus « = of, wenn
5

f gegen B’ wichst, auch a = o.
Es gebe nun zweitens ein groBtes p unterhalb g'; es heifle §”; dann
ist f'=p4"+ w. Nach (16) wird daher:

P’Zl’+a, {9/’ w
= ¢ = > =0 <o?=2c

&
o
(da «® eine Limeszahl ist). Also:
i’
o =of o = af'te = of.
Dahgr ist (23) bewiesen. Sei nun J eine beliebige Zahl, = B‘ + b,
wo B eine Limeszahl oder O und b <« ist, dann wird nach (16) und (23):

O s LA A O
(24) ¢ =0 =a <o =o' <a.

Da man nach (7") leicht aus der Normalform von « die von

b
« =a>xa>xe---(b mal)

berechnen kann und nach (77) & ><y = £y ist, falls § eine Potenz von @

» 1 c §5, Nr. 12,
") L e §1, Satz IV,
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bedeutet, so 1iBt sich, da of eine Potenz von o ist¥), die Gleichung
(24) auch schreiben:

I )
(24" @ =0 <a =a o .
8
Somit 148t sich « leicht in die Normalform setzen.
Es sei nur noch bemerkt: aus (23) folgt, daB die Hauptzahlen von

B
« die e-Zahlen sind.

" L e §5, Nr. 12.

Berichtigung
zu dem Aufsatz von Ernst Jacobsthal, ,Uber den Aufbaun der transfiniten Arithmetik.*
Math. Ann. Bd. 66, S. 146—194.

8. 108, Zeile 8 von oben zu streichen: 16;
“ » 14 von oben ist statt «, zu lesen: o,.



