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a Pétude du mouvement des comeétes périodiques.
Par H. v. Zeipel.

Introduction.

11 est bien connu que dans le calcul du mouvement
des planétes on peut se servir de certaines séries appelées
par M. Poincaré les séries de M. Lindstedt. Les éléments des
planétes se trouvent ainsi développés suivant les puissances
d'une petite quantité g de l'ordre des masses planétaires.
Les coefficients des diverses puissances de p sont des séries
de Fourier d'un certain nombre d’arguments dépendant liné-
airement du temps. Dans les séries dont il s'agit on suppose
essentiellement que les masses des planétes sont assez petites
par rapport & celle du Soleil. Mais, dans les applications
faites jusqu'ici, il a été admis aussi que les excentricités
et les inclinaisons des orbites sont petites. Les séries de
M. Lindstedt sont semiconvergentes. Etant donnée ensuite
leur forme purement trigonométrique, il est & espérer qu'elles
représenteront le mouvement des planétes avec une trés
grande approximation pendant des espaces de temps extréme-
ment longues.

En essayant d'étudier au moyen de séries analogues
le mouvement dans un systéme planétaire, les excentricités
et les inclinaisons étant quelconques, on se heurte 4 la
difficulté de résoudre d'une maniére générale les équations
des variations séculaires. Quand le degré de liberté de ces
équations dépasse l'unité, l'intégration ne peut encore étre
effectuée que dans les voisinages des valeurs maxima et minima
de la partie séculaire £ de la fonction perturbatrice. On
sait que la fonction R est minima, quand les excentricités
et les inclinaisons s’annullent. C’est 4 cause de cette pro-
priété de la fonction £ qu'il est possible de former les séries
de M. Lindstedt représentant le mouvement des planétes, dont
les excentricités et les inclinaisons sont petites. Mais la
fonction R posséde souvent d’autres maxima et minima.
Quand la valeur de & est voisine d'une telle valeur maxima
ou minima, il est encore possible de calculer des séries de
M. Lindstedt représentant le mouvement. Dans les orbites ainsi
obtenues les excentricités et les inclinaisons peuvent étre
considérables. C'est cela que je me propose de montrer
dans ce mémoire. :

Pour ne pas trop compliquer l'exposition je me limi-
terai d'abord 4 un cas special en admettant qu'une masse
infiniment petite (astéroide, cométe, satellite ou météorite)
est attirée par le Soleil et par une planéte perturbatrice se
mouvant autour du Soleil dans un cercle. Dans l'étude du
mouvement d'un tel corps on est ramené & un systéme ca-
nonique d’'équations différentielles ayant trois degrés de liberté

et rentrant dans le type général d'équations, qui a été étudié
par M. Poincaré dans son travail »Les méthodes nouvelles
de la mécanique céleste¢, t. II, Chapitre XI. Les équations
des variations séculaires forment un systéme canonique, dont
le degré de liberté est l'unité. Elles peuvent donc étre in-
tégrées au moyen d'une quadrature et par des séries trigo-
nométriques d'un seul argument. Mais quoique I'éxistence de
ces séries est démontrée, on ne sait pas en général comment
former analytiquement leurs coefficients. Ainsi, en cherchant
de calculer les séries de M. Lindstedt, on est forcé, méme
dans ce cas relativement simple, de limiter le probléme et
d’admettre qu'on se trouve dans le voisinage d'une valeur
maxima ou minima de la partie séculaire de la fonction
perturbatrice.

Au chapitre II nous montrons comment les séries de
M. Lindstedt peuvent alors étre calculées. La méthode y
exposée 2 l'avantage de pouvoir étre appliquée dans la
pratique.

Dans le chapitre suivant se trouvent quelques ¢tudes
sur la fonction & nécessaires ou utiles pour les recherches
des maxima et minima de cette fonction.

Les recherches sur les maxima et les minima de la
partie séculaire de la fonction perturbatrice, exposées au
chapitre IV, prouvent que des orbites & grandes inclinaisons
et ayant des excentricités toujours petites ne peuvent exister
qu'en dehors de la planéte perturbatrice. A lintérieur de
Porbite de cette planéte il ne peut y avoir des astéroides
ayant des inclinaisons dépassant une certaine limite, fonction
du rapport & des deux grands axes. Cette limite est d’environ
39° aupres du Soleil, décroit quand ¢ augmente et s'annulle
quand ¢ = 1. Pour les orbites & grandes inclinaisons et
4 lintérieur de la planéte perturbatrice la limite supérieure
de l'excentricité est considérable — méme si la limite in-
férieure est petite — et se rapproche de l'unité, quand
I'inclinaison est voisine de go®. Une telle orbite sera sous
certaines conditions bouleversée par la planéte perturbatrice.

Je dis, par définition, qu'une orbite est stable {ou que
le mouvement y est stable), si elle ne coupe jamais ni le Soleil
ni 'orbite de la planéte perturbatrice et si le rayon vecteur
reste toujours au dessous d’une limite fixe et finie.

Les études mentionnées au chapitre IV m'ont permis
aussi d'établir qu'il peut exister des orbites de comeétes i
mouvement stable dépendant de 6 constantes arbitraires
d’intégration.
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Jen ai trouvé plusieurs types différents. Pour toutes
ces orbites le grand axe, 1excentricité et I'inclinaison ne sont
que peu variables; et la longitude du nceud posséde toujours
un moyen mouvement. Quant i la distance g du périhélie
au nceud il y a un premier type de cometes 4 mouvement
stable, pour lequel g est toujours -veisine de +-go° un second
type, pour lequel g est toujours rapprochée de o° ou de 180°
et enfin un troisiéme type, dans lequel cet angle g est animé
d'un moyen mouvement.

Les résultats, auxquels nous sommes arrivés dans le cas
simple, ol il n'y a quune seule plante perturbatrice, sont
valables aussi dans le cas plus général, ol une masse in-
finiment petite est attirée par le Soleil et par un certain
nombre de planétes, dont les masses, les excentricités et les
inclinaisons sont petites.

L'étude des perturbations séculaires dans ce cas général
nous a conduit au théoréme suivant:

Pour que l'excentricité de l'orbite de la masse
infiniment petite, étant petite 4 un certain moment,
reste toujours petite, il faut et il suffit que l'in-
clinaison soit située entre certaines limites, qui sont
fonctions des masses planétaires et des rapports des
grands axes.

Une résistance faible contre le mouvement,
qui a pour effet de diminder le grand axe et l'ex-
centricité, tend donc aussi a etablir certaines
limites pour l'inclinaison.

Nous avons démontré aussi que les séries de M. Lind-
stedt peuvent étre appliquées- 2 I'étude du mouvement des
cométes dans le systéme solaire si les éléments se trouvent
dans le voisinage de certaines valeurs qui rendent maxima
ou minima la partie séculaire & de la fonction perturbatrice.
Si l'orbite de la comeéte est instable, les séries en question
ne sont valables que pour le temps entre deux captures
consécutives de la cométe par une planéte. 1l est ainsi
possible de calculer des séries d'une forme purement trigono-
métrique qui représenteront le mouvement de plusieurs des
cométes périodiques pendant des espaces de temps beaucoup
plus étendues que celles pendant lesquelles sont valables les
méthodes anciennes. 1l semble notamment que les méthodes
exposées peuvent étre employées pour les cométes Encke,
Halley, Tuttle, Pons-Brooks ét Olbers.

Chapitre L
Equations différentielles du mouvement.

1. Les recherches suivantes ont pour but d’étudier le
mouvement d'une masse infiniment petite (astéroide, cométe,
satellite ou météorite), qui est attirée par le Soleil et par un
certain nombre de planétes, dont les masses, les excentricités
et les inclinaisons sont petites. D’'abord nous simplifierons
la question en admettant qu'il y a une seule planéte per-
turbatrice (Jupiter) et que cette planéte se meut autour du
Soleil dans un cercle.

Soient x, #, 2, » les coordonnées rectangulaires et le
rayon vecteur de la cométe dans un systéme de coordonnées
dont l'origine est au centre du Soleil, et dont I'axe des z
est perpendiculaire a P'orbite de Jupiter. Choisissons comme
unité de longueur la distance de Jupiter au Soleil, comme
unité de masse la somme des masses du Soleil et de Jupiter
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et-fixons lunité du temps de sorte que la constante f de
Gauss soit = 1. Soit enfin u la masse de Jupiter et A
P'angle au Soleil entre les rayons vecteurs menés vers la
cométe et vers Jupiter. Alors les équations du mouvement
de la cométe peuvent s'écrire:

& _ 0 _to
dr Ox’ d¢ = ox
& _ to 4 _do .
dr a_y’ dr oy !
& _ oo e _ o
ds - 0z ds _—az
ou D — —L(x’z—k]”%—z"z)—f-i
2 7
I I
—+ - -—rcos A — — ).
‘M<V1—zrc05H—+—r'-’ 7‘)

{Voir par ex. Tisserand, Traité de Méc. Cél, t. I, p. 75).

Nous allons introduire comme variables les »éléments
canoniques¢, définies de la mani¢re suivante. Imaginons un
point mobile attiré par un centre fixe par une force de la

I . . .
grandeur —;, » étant la distance du point mobile au centre
72

fixe. Le point mobile décrit alors une section conique autour
du centre fixe comme foyer d'aprés les lois de Kepler. Ad-
mettons que l'orbite soit une ellipse et soient @, ¢, /7, /, g, §
ses éléments Keplériens de sorte que 2 est le demi grand
axe, ¢ l'excentricité, / l'inclinaison, / I'anomalie moyenne du
point mobile, ¢ la distance du périhélie au nceud ascendant
et 4 la longitude de ce neeud. Les coordonnées x, 3, z du
point mobile par rapport au centre fixe et ses composantes

dx dy

. ds
de vitesse x" =— ——, ¥’ = =, 7z’ = —— sont alors certaines

des’ dr’ 4t
fonctions bien connues des €léments Keplériens a, ¢, 7, / g, 8
ou bien des éléments canoniques Z, G, O, /, g, 6, dont les
trois premiers sont définies comme il suit

L = V;, G = Va(r—r““’),

En introduisant dans les équations (1) au lieu des
variables x, y, 2, %/, 3/, 3’ les éléments canoniques Z, G, @,
/, g 8, les équations deviennent:

O = Va(1 —e)cos /.

dzL oQ d/ o
— = 4+ — — T e
ds 0! as 0L
0 0
G _ o0 dg 00 (a)
ds Og ds oG
@ _ ,te 4 _ 00
dt =~ @4 &t = 2@
ol D = 0)0 -+ w ml
1 1 1
wo_zL"’ (Dl—j—rcosH—T.

Dans les formules qui précédent et dans ce qui suit
nous désignons par / l'angle aigu entre les plans des deux
orbites. Les angles / et ¢ sont comptés dans le sens du
mouvement de la masse infiniment petite. L'angle 4 et la
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longitude de la planéte perturbatrice sont comptés sur le
plan de lorbite de cette planéte dans un sens, qui, aux
neeuds, fait l'angle aigu 7 avec le sens des ang]es letg
I.a longitude de la planéte perturbatrice est représentée par
+¢ suivant que cette planéte tourne dans le sens direct ou
dans le sens indirect.

Cela étant, il est évident que la fonction perturbatrice
ne contient les deux longitudes ¢ -et + ¢ que dans la com-
binaison § F # Nous mettons par suite

§ = 47¢.
Les équations (2) subsistent encore si au lieu de ¢ et @
nous écrivons &' et @ + @.

2. La forme canonique des équations est conservée,
si au lieu des variables

L G 0O, g ¢

nous introduisons les variables nouvelles

x = L x = @ x3 = L — G
n=Il+g yp=2¢ B = —g
et encore en mettant
= V;; cos ¥3 7 = Vz—x?, sin y3

{voir Poincaré: Les méthodes nouvelles de la meécanique
céleste, t. I, p. 18).

Les variables =y, %», %1, 32, & 7 satisfont ainsi aux
équations

dxy  0F dy  oF
s~ 9y, dr ~ Ox, yeone
< (3)
€ _ 0 4y _ 0
ds oy ds 0F
ol F =k +ph
= ! + x5 1“1'—————r'c0515f—i
2 %2 . r
La fonction # peut étre développée en série de Fourier
E == E le ”., (.E! ﬂ) cos (”Il Ji -+ my .yl) 1(4)
+2 8, m (&, ) sin (my 3y ~+ m5 33) J
ou Cmn m, €t S,,,“.m_2 dépendent aussi de x; et de «.

3. Si linclinaison / est un angle trés aigu, il est
avantageux de faire un autre changement de variables. Dans
ce cas nous introduirons au lieu de

L G 6,1 g &
les nouvelles variables
x' = L x, = L — 6 x' = G— 0@
n=ltg+t p=—g—0 yp =yg.
On a xli,}’l’+x2’,vz’+x.‘l’_y3’ = L]+ Gg+ G

de sorte que la transformation est canonique (loc. cit. p. 17

3@ (a)  (sin Vs
SO (a)

). i

A 7)/ cos e
[

(
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Nous poserons encore
= V_'zﬁr;:’ cos 1y’ = sz,,’-sin_v:,’
Les équations du mouvement deviennent alors
dx’y  oF dy'y . oF .
e oy, @ T e, T 07 (5)
¥ _or oy __0F ;
ds oy’ dz 0%’
ou’ F= FR+uph
I
Fy = —F+ 2 F1=—I——rcos]{—~1—.
2 x"? A 7

Maintenant nous écrirons l'expression de la fonction
de la maniére suivante

1= X (E ) cos (m’ 3" + my' 3)') )

(6)

XS (&, ) sin (m" " + my" 3). |

4. Les coefficients des développements (4) et (6) jou-
issent de certaines propriétés de symétrie dont nous aurons
4 faire l'usage dans ce qui suit. En effet, la fonction per-
turbatrice ne change pas si toutes les longitudes changent

leurs signes. On a donc
Cm,,m, (& —n) = G, m, (5 7)
Spegy g (& = 1) = Sy, (1)
Ensuite, la fonction perturbatrice ne change pas non

plus, si toutes les longitudes augmentent en méme temps de

I'angle 7z. Il suit de 1i que
Cm,,m, (—§& _ﬂ) = L“mym, (:__E, -71)
Sml,m, (—& —7]) = Om,m, (&, W)
sl my + m, == pair, tandis que
le,m2 ("__E, _ﬂ) = - C‘m“m2 (_E) /'i)
Sm,,m-, (—§ _'77) = m,,m2 (& 7)
si my + my == impair.

On aura des relations tout-a-fait analogues, quand il
s'agit des coefficients du développement (6).

Je dis maintenant, que la fonction # est holomorphe
si les orbites ne se coupent pas, d'une part au voisinage du
point £ == g == o et d'autre part au voisinage de ¥ = 3" =o

En effet, il est bien connu que # peut alors étre
développée ou bien d’aprés les pmssances de ¢, Yinclinaison
étant quelconque, ou bien d’aprés les puissances de sin v, 1,
I'excentricité étant quelconque. Si l'excentricité et I mclmalson

sont petites toutes les deux, ce développement prend la forme
(voir Tisserand, Traité de Mécanique Céleste, t. I, p. 314):

(l+g —a'l +Bg]

(sin /s 7)/ cos [e 31 — &’ 3 + B g]
SO (a) (sm 1, IV cos o ' + (@ + ') 3" +

(e + o' + 8) ¢
23*
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etona 44 o+ 8 = nombre pair = 2y
i == nombre pair =
S — 27| = nombre pair 2 o.
F; peut donc se développer d'une part d’aprés les

puissances de ecosg et esing et d’autre part d’aprés les
puissances de sin 1/; /cos g et sin !/; 7sin g.

Cela étant, on vérifie facilement les formules suivantes:

2
a = x°
‘-1/ x — & — p?
£COs g = §74~1 > = 1
X1
e Va7
£s8in g = 7 x -
1
L 2x — 22y — & — g
sin 7 - _ w 2
4 X 29 27
o (7)
a — X
. &
Sin — COs ¢ ==
2 Vigx, — 42" + 287 + 2y
’
. . 7
sin — si ==
51 2 sin g l/ r ’ =2 IE]
4x 47y + 28" + 279
ViTa L o em o+ E gt

2y’

Elles montrent bien aprés ce qui précéde, que /4 est
holomorphe, si les orbites ne se coupent pas, d’'une part au
voisinage du point £ = 5 = o, et d’'autre part au voisinage
de ¥ = 5 = o.

Chapitre IL
Calcul des séries de M. Lindstedt.

5. Nous démontrerons maintenant, qu'on peut satisfaire
tformellement aux équations (3) par les séries

x, = 20 +pat + plat+- ( )

. v=r1,z2
Iy = wy =3t ety ' l(8)
E = O +pu8 +p?8 +- - J

7=yt

ou x5 %5, & et 3’ sont des séries de Fourier des trois
arguments

w = n!+ ¢
wy, = (gF 1) t+ 05
w = ot+ .

Les quantités ¢, ¢, ¢ sont des constantes arbitraires. Enfin
les coefficients ¢ et o sont donnés par des développements

2C

N 0 —
ou £ = my,m,

QO

(xl 0) xEOJ :EOJ 70) co
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g = pg' +pig+-- 1(9)
o= po' + u?c? +- .- J
tandis que 7 est une constante indépendante de pu.

Les diverses quantités inconnues peuvent étre déter-
minées en égalant dans les deux membres des équations (3)
les termes de méme ordre par rapport & u.

Ainsi, les termes d’ordre zéro donnent les conditions

8x,0 _ Bx,°

nm By = o
ax._zo ; 6x2° .

" ow  Bw,  °
By.0 By 0

:FI+”gy_.2°q:?_}'2° = F1

wy Cuwy
og° __ 08°

nm Ew‘g = o0
A
bwy Oy °

Nous satisferons 4 ces équations en admettant que

2% = constante arbitraire

ue I
4 n

I

et que x°% 39 9% E® et 4° sont des fonctions de » in-
dépendantes de w; et de w,.

En égalant dans les équations (3} les termes du premier
ordre nous obtenons les relations

Ox ' __ Ox ! . 0F°
g Duy O, - 0y,°
axﬂl a_x:): 0‘1 ax20 — aFlo
By Our 0w 0y,°
Oyt Oyt Oy, ° 3 er°
AN 2 4 = 2 1 __ 41
”Bwl * Ow; 7 O x #t Ox,° (10}
Byt __ Byt 2,0 0RO re
1 72 _i‘l__ -+ qg! Y2 —_ — L :
C Tt g By T B 2z,
a_El aEL . dEO aFlo
ny— F ——+ gl —— =
awl aZU2 dw 6720
' Bt oyt dg® oF 0
A-F L 41 = 1
" 0w, Caw, d dw oY

s [my (wy + 3% + my (w3 + 3,°)]

+Z2S5,, m, (1%, x50, &, 7°) sin [my (wy + 3,°) + my (0s + 3°)] .

Puisque x,%, 3, &, 7., £/°

sont des fonctions périodiques de =; et de w, de période zm, les dérivées de
ces fonctions par rapport & wy ou 4 w, ne contiennent aucun terme indépendant de w; et de ws.

En égalant les termes

indépendants de 4 et w, des deux membres des équations (1o), nous obtenons donc les équations suivantes
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dxgo
1 =
g dw [¢]
dy° 3 0R
1 —_ 9 1
dw x104 [xl ] ax10
d_yz a_R
q1+a"dw == _Bx_zo (rr)
A R
dw —  op°
dz® R
AT — A
dw 0g°

Ici R = Co_o (xx 0: x‘.’ov _EOJ 70) ’

tandis que [x,'] est la partie de x;}, qui est indépendante
de w, et de w,.
La premitre des équations (11) montre que

0 —

%Y = constante arbitraire.

Pour déterminer les fonctions £° et ° il faut intégrer
les deux derniéres des équations (1), qui forment un systéme
canonique 4 un degré de liberté:

a98 _ ox
dw aqo l
L _ R [M
dw o0

0

x° et x,° devant &tre traités comme des paramétres.

6. L'intégration de ce systéme est théoriquement trés
simple. Elle peut, en effet, &tre effectuée par une quadrature
en vertu de lintégrale

R =

Mais pratiquement il est assez difficile d'intégrer en
toute généralité les €quations (12), puisque la fonction & est
trés compliquée. Mais heureusement il y a des cas étendus ou
I'intégration est méme pratiquement assez simple. Cela arrive
si les valeurs originales de &° et de %° se trouvent dans le
voisinage d'une valeur maxima ou minima de & regardée
comme fonction de &% et de 7%

const.

Il est bien connu que la fonction R (%% x° & 7),
regardée comme fonction de & et de g, posséde une valeur
minima pour § = 4 = o au moins pour des petites in-
clinaisons, c'est-4-dire si le rapport x;°: x,° est voisin de l'unité.
A ce minimum correspondent des séries de la forme (8), qui
représentent les mouvements des astéroides A4 petites ex-
centricités et petites inclinaisons.

Une étude approfondie de la fonction &, & laquelle
nous consacrerons le chapitre IV, montrera d'une part que
la fonction £ n'a pas, pour toutes les valeurs des parametres
%% et x;% dans le domaine o < %, < x,% une valeur minima
dans le point § = 9 = o. Mais cette étude montrera
d’autre part qu'en revanche la fonction & posséde d’autres
minima encore inconnues. Les positions de ces nouvelles
minima dépendent des valeurs des paramétres x° et ,°
Elles sont situées ou bien sur 'axe des & ou bien sur l'axe
des 7, de sorte que dans les orbites correspondantes la ligne
des apsides coincide avec la ligne des nceuds ou en est
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perpendiculaire. A ces valeurs minima nouvelles correspon-
dent, comme nous le montrerons, des séries de la forme (8)
faciles 4 calculer, représentant les mouvements de comeétes,
dont les perihélies sont & peu prés fixes par rapport aux nceuds.

Enfin nous montrerons aussi que la fonction £ atteint
parfois une valeur maxima, si l'inclinaison est nulle. Au
voisinage de ce maximum il existe des séries analogues aux
séries (8) d'une forme trés simple, et qui peuvent &tre appli-
quées i I'étude du mouvement de cométes, dont les orbites
sont toujours peu inclinées et dont les périhélies tournent en
vertu des perturbations séculaires.

7. En retournant maintenant aux équations (12) nous
admettrons que la fonction R (x;°% x3°% & ) a une valeur
maxima ou minima pour

E — §0.0

Remarquons d'abord que & est une fonction paire de 7.
R peut donc étre développée d’aprés les puissances croissantes
de §— &%¢ et 4% Soit

R=A~+ " BE—EPR+1,Cpr+--- .

7 = o .

La quantité ¢! est encore indéterminée. Nous la dé-
terminerons de sorte que £° et 4° soient des fonctions péri-
odiques de » ayant la période z27m. Mettons

ol = "%+ 2¢12 + gtgtt - I
Eo —_ §°‘°+£ §o.1+€2§0.2+,__ (‘3)
,,/o J— £ "]o'l+€2”/°'2+"'- '

Nous montrerons maintenant que 'on peut déterminer
q

les constantes ¢*2# ainsi que les fonctions £°*, 4°° sous la
forme

oY __ ov ‘ o.v . L

£ = ¢ cosvw + ) cos(v—2)w+

o.Y
+,,, CO8 (v—2&w—+---

o.v o.v o.v 2k = .

g = s sinvw -+ sin(yv—2)w +- -

ov .
+ s, ,, 50 (v—2h)w +---
de sorte que les équations (12) sont satisfaites, & étant ume

constante arbitraire.

Pour calculer toutes les inconnues il faut égaler les
coefficients des mémes puissances de ¢ dans les deux membres
des équations (12). Les termes de degré zéro disparaissent
évidemment des deux membres. En ne conservant que les
termes du premier degré il vient

o'° 4% + ¢ 501 o
B %" + ¢70501 — o .

I et 5, ne disparaissent pas, il faut donc mettre

Pour que %
¢'° = BC.

Puisque pour & = £°° g = o la fonction R est
maxima ou minima, on a BC > o. Nous pouvons donc poser

a° = +VBC.



353

Cette détermination faite, une des quantités ¢ et 5!

peut &tre choisie arbitrairement. Il est permis de supposer

par exemple: -
Vac

B

c
VBC

Egalons maintenant les termes du second degré en &
dans les deux membres des équations (12). Il vient

— 0"°-26%% sin 20 = C5%%sin 20 + B%*sin 2w

at©- = — B(%%cos2w + °?)

+ %2 cos 2w + Q%2

25,2 cos 2w

ot les constantes 2%% (%2, (%% sont connues, puis-

qu'elles ne dépendent que de 5°!, 5!

des termes du troisiéme degré dans le développement de &

d’'aprés les puissances de & — §%°

0.2
b

déterminer %2, 5, °? deviennent

20.1.0 ‘.20.2 <+ C520'2 -+ 1)20.2 = o
8[20.2 + 20.!.0 .5‘20'2 _ Q20.2 = o
B£0°'2 _Qoo.z = o .

Elles donnent uniformément les valeurs des quantités
cherchées puisque

4al‘°2—-BC= 3BC ¥ o et B =+ o.

Nous allons maintenant déterminer les fonctions £°-3

et 7°3 et la constante ¢''?, Les équations dont il faut se
servir sont

— "% (363 sin 3 + %3 sin w)

(5393 sin 30 + 5,°3 s5in w)
+ P%3 sin 30 -+ A %3 sin w

_ 0,1.2 ‘_10.1 Sil’l w =
o'° (353°3 cos 3w + 5°3 cos w)
= —B(a%3cos 3w + 4°3 cos w)
+ 3%3 cos 30 + Q%3 cos w

+ ¢"2 5°! cos w

ot les constantes A°3, .A%3, 0,93, 0,%3 sont connues.
En effet, elles ne dépendent que des coefficients déja dé-
terminés, qui entrent dans %, %2, 7%, 292, et des coef-
ficients des termes de la troisiéme et de la quatriéme degré

dans le développement de R d'aprés les puissances de
& — ¥°° et 7. Les équations ci-dessus peuvent s'écrire

360 503 + C - 5,03 + 1’39'3 = o

B %3 +3g5C 503 — st.g, - o
A 93+ C 5034 g2t +PO3 = o
B - [10.3 + g0 5,93 4 o2 slo.x - Qlo.3 = o .
Les deux premiéres donnent sans ambiguité les in-

connues ;%3 et 5593, Dans les deux dernitres équations
nous pouvons mettre
5,03

== o0

et des coefficients !

et 7. Les équations pour ;
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| sans restreindre la généralité, puisque & est arbitraire. Apres

cela ces équations donnent sans difficultés les valeurs de

" %3 et o¥2 puisque le déterminant
1 puisq

|

|

10 51 — B 4% = "+ VBC =2V BC est Fo.

Evidemment on peut continuer ainsi sans étre jamais

arrété. Admettons que nous avons déterminé £°F,
Eo.le—x’ 120.1, ,’io._z,,_ 0.k—1

"
o272 of B= 2/0u 2/+ 1.

ainsi que les constantes g’
a2 Les équations pour

0.k 0.k .
calculer ¢, et s;” seront toujours de la forme

Z o'"o-z?'k%— c - s:."k—f— P?'k = o
B '[o'k-i—z'o‘l‘o- So.,{-__ Qo.k = o
i 7 i

si 73 1. Si au contraire 7 1 (% étant alors = 2/+ 1)

nous mettrons 0.2/41
51 ' = o0,

0.2/+1

et nous aurons pour déterminer ¢ et ¢ des équations.

ax.o_£10.21+x + 0‘1'21-510" +P‘o.zl+1 = o

B ,[10.2l+1 —+ 0.1.21_310.1 —‘Q1°'2[+I = o .

. 0.2 0. 0.2/+1 o.2/+1
Ici les constantes £;™, Qi k, V) 2/ , O1 2 sont

connues. Enfin les déterminants

2 BC = (2 —1)BC
et @050 — B0l = .V BC
sont # 0.

Ainsi en admettant pour ¢! 'expression (13) nous avons.
intégré ‘les équations (12) par des séries de la forme

o

E0 = Zek D, (¢?) cos & w
k=0
- (r4)
70 = Zek W, (&?) sin 2w
k=1

@, et W, étant des séries ordonnées d’apres les puissances.
positives de &2

8. Maintenant, voici comment il faut déterminer ¢! et
5% par la troisitme des équations (11). En introduisant dans.

la dérivée

0x,0
pressions de ° et 7° données par les formules (14), cette.
dérivée peut étre développée en série de Fourier de la
maniére suivante

or
Ox,0

du second membre de cette équation les ex-.

oo

zek X, (6) coskw

k=0

ot les X, sont des séries ordonnées d’aprés les puissances.
positives de &%

Ce développement effectu¢, la constante gt et Ila
fonction y,° seront données par les formules
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b= — X, (&) #) (15) | connues 3 ° et [x;']. ™our déterminer ces fonctions il nous
faut encore une relation.

I {° y Pour la trouver retournons aux €quations {1o). Dans
)’20 = - _14/ Xk( )smk w (16) les dérivées partielles de F% qui s'y trouvent, nous intro-
duirons pour &° et ¢° leurs développements (14), mais nous
laissons 4 leurs places »° et 3,° En désignant par x l'une

Venons en maintenant 4 la seconde des équations (”) quelconque des fonctions x;, x! et &4, nous aurons une
C'est une équation différentielle avec les deux fonctions in- | gquation de la forme

8
n —a-':c: ¥ 5= E Som, my, (2,9, 239, £2) €™ sin [m w + my (wy + 1°) + my (w3 + 31,9)]. (x7)
w i 71y
! : m,my, m,

Des relations (11) il suit que = o .

Sm,o,o =
En admettant que z n'est pas un nombre rationel on peut satisfaire i cette équation en posant

”m

S, (2,9 29 &) €
x = E R ,:tz : cos [m w + my (w; + 1% + my (wy, + %] . (18)
—~nmm, £ my

En appelant pour un instant {p] la partie indépendante de w, et de =, d'une fonction ¢ périodique de période 27
de w, et de w,, nous aurons donc pour les fonctions
x ! — [xr!] ' — [xy] g — &
des développements de la forme (1%).
Introduisons pour x;! son expression dans le second membre de la troisiéme des équations (10). En désignant
par » une quelconque des fonctions 3%, 3! et 4! nous aurons des équations de la forme

0
7 ;
n éy 8 E o, my, m. (2., x:°, €2) €™ cos [m w + my (w0, + 3,°) + my (w5 + 1,°)] (19)
2 wy " P
wymy, m,
et en vertu des relations (11) on a C,0,0 = © -

Nous pouvons donc mettre v, c'est-d-dire l'une quelconque des fonctions

s =l wt = (Y 7t — ']
sous la forme C (2,0, x,%, &2) &
y = E 4 M. My sin [m 2w + my (wy + 3°) + my (w, + 3,9] . (20)
nm + m,

Passons maintenant 4 l'équation qui déterminera la fonction x%. Cette équation peut s'écrire

821,‘10 . a"FO P a"l"l 821,‘10 31,'1 321;10
- E 4+ 1 1 - 1
By ? _ Ox;? By, 08,0 ') + 8,°0x,° o w1+ Dy, 0 0E0 [£] 83,0 0y, [+ 8,0 By, o[+ By, ° a,,o{’i ]
awl Ow. l 6"F 0 R0 02F 0
2 [ — 1 [a 1 it ST OVE NN JUR | 1 1__ 21
N 16.1'11 1ax11 a}’l arl ( [xl ]) a}‘ uaxz (x.! [ ]) 6 o BEO (E [E ]) ( )
7 3w ? 825,0 827,0 2
2 w R0 1[4 1 3 17,1 R
+ a}'lo a}'lo (}1 [}'1 ]) ay 0 ar ( [}’-_) ]) -+ aylo aqo (71 [7] ]) .
Cherchons au second membre les termes indépendants | nous obtenons donc une équation de la forme
de w; et de w,. Les dérivées de £ " qui se trouvent dans
la premiére ligne ne contiennent aucun terme indépendant 1 — 0,0 .2 7
] = S ) X7, .
de w,. Les termes indépendants de w; et de w, dans: dw 2 m (20", €) &7 sinmw
le second membre viennent donc tous des deux derniéres m=r
lignes. Chacun des six termes de ces lignes se compose de L'inconnue % ° a disparu avec , et le membre 2 droite

deux facteurs dont 'un a la méme forme que le second | est tout-a-fait connu. De cette équation nous tirons [x;!]
membre de la formule (17), tandis que l'autre a la forme du | gsous la forme

second membre de 'équation (19). Le produit des deux fac- oo
teurs et la somme des deux derniéres lignes du second membre [%1] = =1 — Lx QLI (219 2, &%) e™ cosmw (22)
est donc une série de la méme forme que le second membre a oyt

de Péquation (17). En égalant dans les deux membres de
I'équation (21) les parties indépendantes de =; et de w» | ot x;! est une constante encore indéterminée.

*) Nous verrons au no. 13 [formules (38), (44) et (46)], que ¢' est toujours <o et que lés nceuds tournent par suite toujours dans le
sens indirect (voir le no. I).
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Nous sommes maintenant en état de déterminer la con-
stante z,! et la fonction 3 ° par la seconde des équations (11).

OR
Nous pouvons, en effet, mettre Ba 0 sous la forme
X1

08 _ S k= (%) cos b w
a 0 25 —p
t £=o0
et nous aurons enfin
— 5" o
= — T=o (62) (23)
et
oo
I I I .
»?° = (ﬁ;k—zsb (e2) — 2 :k(€2)) efsinkw. (24)
1
=1 .

Introduisons maintenant les développements (24) et (16)
de 5 ° et de 3,° dans les développements (18) et (20). Nous
aurons ainsi des développements des formes

y p. ” 4 4
3Cp o, m, (€2) €™ cos (maw + my wy + my wy) (C)
X ST o
2 Sy, m,, m, (£2) ™ sin (mw + my wy, + myw,) (S)
0l Cp 1 m, € Sy 1, m, Sont des séries ordonnées d'aprés

les puissances positives de & avec des coefficients qui dé-
pendent de x° et x,° Nous dirons que ces séries sont du
type (C) et du type (S). Nous dirons en analogie que des

séries des formes

3C, (%) e cosmw (Co)
XS, (63 ™ sinmw (So)

sont des types (Cg) et (S,).
En somme, il nous a réussi de déterminer les fonctions

.x10 x11
xzo ! — [x21]
e

par des séries du type (C) et les fonctions
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»® ot =[]
2" ' — ('
7 7 — 7]
par des séries du type {S). Enfin nous avons développé les

constantes a! et ql

en séries procédant d'aprés les puissances positives de &2

9. Nous allons démontrer maintenant qu'il est possible
de déterminer ainsi successivement tous les coefficients des
séries (8) et (g} jusqu'a un degré quelconque.

Admettons, en effet, que nous ayons développé les
fonctions

%% ! xlk_l x1k

20 xmto-- x2k_l ka - [x‘zk]

x50 gt :Ek—l _Ek _ [Ek]
en séries du type (C) et les fonctions

A R A A Oy

»° ot ,Vzk_l J’-zk - [}’zk]

7 gt gt f =

en séries du type (S), et que nous ayons trouvé enfin que
les constantes
2 k
o, g\, o g% -at S

: sont données par des séries de puissance en £2. Je dis qu'on

peut alors continuer et déterminer les inconnues,
(%], [8], 2*Y, af 0 — (1] et g1 — (1)
par des séries du type (C) et les fonctions

], [nf], %), 25— [0, e
[,’ik+1]

par des séries du type (S) et enfin les constantes o¥ 7 et

#* 1 par des séries de puissance en &,

Afin d’obtenir les équations nécessaires pour le calcul
de ces inconnues il faut introduire dans les équations (3)
les développements (8) et égaler ensuite les coefficients de
yk+’ dans les deux membres. De cette maniére nous
pouvons écrire les formules suivantes:

.y k+1] _ {},2k+x]

et "7k+1 _

O ft _ Dxf Bx Ox;* Ox,° O,
n ¥ +717—+0'1—+"'+9b+1—+0'k+l —
Ow, Ow, B, Ow O, Ow (25)
321,‘10 2 azFlo 2 621;10 . 2 521;10 k o2 10 % 2
= w1 % s (B 4 : —
a}’ioaxzo = 0}’1'0 0g° (] a}’io a}’Lo [}’1 ) a}’io 6}’20 72 ) a}’io on° [ﬂ ] x5 (, 1 2)
” a}’lk+l 8}’1k+I L a)’lk + gl aylk e a}’l k1 a}'x —
"Qun O, D, O Oy Ow (26)
P27 0 9270 D20 220 P20 2
. B -2 o3 SN it S B o T ek 1 % 1 ko 1 % k
xl()a X1 ax106x20 [x2 ] arlanO [_E ] axloaylo [_yl ] axloayzo [}’2 ] axloa 0 [”i ] -+ yl
Dy BT Dy kt+1 9 0v.% Ov. 0 Oy, 0
E+1 Ve Yo 192 192 +1 92 k+1
+ + . o B
7 S Bu, by T Oy T T dwy 7 Bw o)
0270 ‘ 0250 4 02,0 » 9270 B 9270 A 27
—— —_— !, k
ax208x20 X3 axEOaEO [.E ] axEQEylo l}l ] oz oay20 Yz ] axzo aﬂo [7] ] + ¥,
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ogttr _ pgt+1 ot axt 850 B0
e F S 1S .. +1_S k1S
" awl au)2 A Ow, +o Ouw + +q aw2 +o dw
a'zﬁ*l() 82F0 a'ZFO 521;0 621;0
= -0 ]+ m e (] + sgms (] + s [f] + a g gf] + P
87;0 61‘20 i 61;"850 6')]0 8};10 -1 ] 67]0 a_y2° 72 ] 8720 67;0 ['7 ] (28)
P+t Bt o 7 0y° B0
A F _ /i 1274 ) +199" E+1 %M
" 0w, 0w, +e Cw, o Ow - - f Oy +o Ow
. 821;10 B 821;'10 a a2ﬁ‘10 # 321;10 2 321,*10 »
T ax-g"[ 20 9Eoage (] — 8E0 0y, 0 ("] — B0 By,0 ] — 850 0 [7*] + ¢

Ici les X%, P% Y% OF sont des séries tout-a-fait connues les X% et P* du type (S), les Y# et Q% du type (C).

En égalant dans les deux membres de l'équation (25) les termes indépendants de w; et de s, nous obtenons

d’abord:

dw

Nous avons déja employé la premiére de ces relations pour déterminer [z

deuxiéme nous donne, aprés intégration [x,%]

d'intégration = o, puisque x.,°

=[x/ .

en forme d'une série du type (Cp).
est déjd une constante arbitraire.

1,2

#]. Elle est donc déja satisfaite. La

Nous pouvons mettre la constante

Les équations (28) nous donnent de la méme maniére, en mettant pour [xgk] son développement déja connu,

les deux relations:

d{&%] dxo 2R 2R
1 GLs A+1 9S8 ok % £
o A aq,oa_zo[”*aq,@* (%) +U )
29
d[7*] bty A7° 2R 2R
1249 1 +1 X4 L ek % k
? dw +o dw 8;:0? [5 650 a)]o [7/ ] +V

Ici U* est une série connue du type (Sy), ¥* une

En choisissant d'une maniére convenable la constante of

série connue du type (Cy).

+1 ces équations peuvent &tre satisfaites par une fonc-

tion %] du type (C,) et une fonction (%] du type (S,). Mettons en effet

gkt —
(5] =
(] =
ot o= cf'vcosvw—*—cfizcos(v—2)u'+---
kY kY
7 = 5

Les dérivées partielles de la fonction &, qui apparaissent
dans les seconds membres des équations (29), peuvent étre
écrites sous la forme

o0

0*R

P = 25\' [B:cosvw-+—B:_2cos(v—z)w + e

g =

8'2R . \ v v

W = £ [C, cosvuw + Cv_zcos(v—z)u,+...}
Y=—=0

2 — S v v - v .

;E(W = 2 e (D, sinvw ~+D,_, sin (v—2)w -]

g =

1

Nous écrirons B au lieu de B,° et C au lieu de G,°

comme 4 la page 354.
En introduisant tous ces développements dans les
equations (29) et en €galant dans les deux membres les

gFr Lo g2 okt 2 | 4 k4 L
Ek.o+6§k.l +£2‘§b'2+---
E,,]k.l _+_62,']/é.2+_,_

. A . .Y .
smvw—+—sf_zsm v—2)w-+--- +sf__2k sin {y — 248) w + - - -

(30)

+cf12bcos(v—2é)w+---

(31)

termes de méme degré en & nous obtenons des relations,
qui détermineront les inconnues des formules (30) et (31).

Dans la premiére des équations (29) il n'y a pas de
termes de degré zéro en & Au contraire, dans la seconde
équation il y en a et elles nous donnent pour déterminer gho
la relation " »
o = _B§.0+QO.0
on'o étant une constante connue.

Les termes du premier degré en & conduisent aux
formules

O.I.O[Ik.l -+ o.k+1.o ,[10.1 4+ C Slk'l “+ Plk.l

B £1k'l -+ 0‘/l-+1.o _slo.l +0.1.o:1k.1 _ Qlk.x

|

}(32)

i

ot A% et Q%' sont des constantes connues,
Nous pouvons mettre
slk.l

=== 0

24
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sans restreindre la généralité, puisque &, le coefficient de
sin w dans 7" est arbitraire.

Apreés cela les équations (32) donnent sans difficulté les

&1 et aé—f—x.o

valeurs des inconnues ¢ puisque le déterminant

@ 5% — Bt = 2V BC ¥ o .

Egalons maintenant les termes du second degré en &
dans les deux membres des équations (2g). Il vient

[zk.z

k.2

— g% 2 sin 20 = C ;%% sin 20 + B*? sin 200

1. k.z)

— Blg*%cos 2w + 4
+ Q%3 cos 20 + QF?

"0 25,52 cos 20 ==

ot les constantes B%2, 0,#2, 0p*2 sont évidemment connues.

Les équations pour determiner %2, 5%2 et %2
deviennent .
2g1© [_zk.z + C.c.lk'z + lee.z = o
BQk.z + zo‘"osgk" _sz.z = o
Bcok.z _on.z = o .

Elles donnent uniformément les valeurs des constantes
cherchées.

Pour déterminer les constantes %3, %3, %3, 5%3

k+1.2

et ¢ nous trouverons des équations, qui sont tout-a-fait

analogues & celles, qui nous ont fourni les quantités 5°3,
693, 55°3, 5°3 et ¢*2 On ne rencontrera donc aucune
difficulté. En continuant enfin comme au no. 7 on pourra
calculer successivement les coefficients des développements
(30) et (31) jusquwa un degré quelconque. Evidemment la
fonction [£¥] pourra donc étre développée en série du type
(Co) tandis que la série donnant [4*] sera du type (S,).
L’intégration des équations {29) est donc effectuée comme
nous l'avons désiré.

Passons maintenant a I'équation (27) et égalons y dans
les deux membres les termes indépendants de #4 et de wy.
Il vient ainsi

+1 1 d [_y2k] .

f +a T ume fonction connue du type (Cy).
w

ax‘k+2 ax1k+2 1ax1k+‘ 16L1k: -+ ql’+x

Ow, Oy Ow, Ow

6-,1"10 E+1
B i -+ -
M[}l ] N a}’LO B, 0 [ ]

ol M et NV sont des fonctions tout-i-fait connues, la premiére du type (C) la seconde du type (S).
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#+1 — le terme constant du

Il faut donc mettre ¢
second membre de sorte que q‘“" devient une série de
puissance en £2. Ensuite on aura [ 3,*] aprés une intégration
sous la forme d'une série du type (Sp).

Aprés celi nous nous tournons vers l'équation (26). En
ne conservant que les termes indépendants de w; et de wy
elle nous donne la condition

0_1 d [J’lk] —_
dew

LA
X

(33)

ot #W* est une fonction connue du type (C,). Il y a deux
inconnues [5%] et [4,#%], qui entrent dans cette équation.

Il nous faut donc encore une relation.

Dans ce qui précéde nous avons fait disparaitre des
équations (25), (26), (27) et (28) les termes qui sont in-
dépendants de &, et de w,. Ces équations peuvent donc
étre satisfaites par des fonctions périodiques de période zm
de w, w, et w,, de la méme maniére que nous avons satis-
fait aux équations (17) et (19) par les formules (18) et (zo).
Nous aurons ainsi

x,-k+‘ .

[x,'k+1] = X; p+ X/ [_1’1k] (34)
X; ; étant du type (C) et X, du type (S).

H
. . 4~ A .
En connaissant maintenant x; %+ 1 — [x#%!], qui entre

dans V'équation (26), nous pouvons satisfaire 4 cette équation
et aux équations (27) et (28) par des fonction de la forme

FET - =Y, + Y Y (35)
Fr = h P LA (6)
BT — ) = @, + @ [n* (37)

ou ¥; 4, P’ et Q, sont dutype (S) tandis que ¥, 7 et '
sont du type (C).

Egalons maintenant dans les deux membres de la
premiére des €équations (3) les termes, qui sont de degré
£+ 2 en p.

11 vient ainsi:

E k+1 a;ﬂi —
8'11}2 a[[l
ﬁﬁ‘lo _[x_,""*'l] @‘L sy _azF‘o [y k+1]
3y,°3x._,° 2 6y, 008" *° 0y,08y, 0 -1
a_zﬁlﬁ_ ,_b+1]+E2F10 [k+1]
By, "2y, 0 0y,°0g°

En ne conservant

ici que les termes, qui sont independants de «; et de w, on aura I'équation

P C T
duw -

Je dis maintenant que (]

(M) (5] + (]

(38)

o .

En cherchant l'expression de A on trouve, en effet, facilement
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a-z],-lo , 821,‘10 , 621;10 82F10 a2ﬁ'1° , a2ﬁ'x0
M= o 5800 ¥ 500550 T 80050 L T By 08,0 1 T 8,00,0  * By00y0
- asFlo - asﬁ-lo l+ aaplo a:«xFlo X 631;*10 ,1+ 631;10 L
T 0t T B om0 T By 0RO By By, 07 T By " By, 007 T By g0 T

On peut retrouver cette méme fonction en mettant au
second membre de l'équation (21) w, + da, au lieu de w, et
en développant d’apres les puissances de du;. Le coefficient
de du, dans ce développement n'est autre chose que M.
Donc [M] est le coefficient de #,, dans le développement
d’aprés les puissances de dw;, de la partie du second membre
de (17), qui est indépendente de 2, et de w;. On a par
suite [M] == o.

L’équation (38) se simplifit donc et devient

dlx A+1
o! A= = {N;] .
dw
Aprés lintégration on aura [%,*" 1] sous forme d'une série

du type (Cy) avec une constante arbitraire.

Cette constante arbitraire sera déterminée de sorte que
le second membre de l'équation :(33) ne posséde pas de
terme constant.

Cette détermination faite, nous pouvons satisfaire 4
I'équation (33) par une série [},1)&] du type (So).

-En introduisant enfin ce développement de [ _ylk] dans
les formules (34)—(37) nous pouvons trouver sous la forme
désirée les expressions des fonctions

_ [xik+1]

AT — [T

—+
P s

JE+1
i Yi

_ [-yik+ 1]

k+1

7=y
Du reste, nous avons déja formé les expressions des

fonctions
[x1k+l]! [x:%k]; [.Ek]: [_ylk]y
A1 .

et des constantes

k+1] .

(3%, ]

£+1

g et ¢

La proposition de la page 360 se trouve ainsi démon-

trée. Les équations {3} peuvent donc &tre satisfaites formelle-
ment par les séries (8) et (g). Les fonctions xl-k et £ sont
du type (C) tandisque 3% et 7% sont du type (S). La so-
lution dépend des 6 constantes d’intégration

¢ 0

[ €1, G2, £, X, X3

Pour ces orbites la distance du périhélie au nceud ne
fait que des petites oscillations autour de la valeur o ou .

10. Dans ce qui précéde nous avons admis que la
fonction £ a une valeur maxima ou une valeur minima pour

_E — Eo.o’ 7 = o
et nous nous sommes appuyé sur ce fait que
le,”hz (-E’ —7) == ("ml,m2 (.E; ”Z)

S”‘u”‘-z (-E’ _—ﬂ) - Sml,m2 (-E) "]) }(39)

Admettons maintenant que la fonction £ posséde une
valeur maxima ou minima pour
(40)

= o, 7]___710.0_

Ce cas peut étre ramené facilement au cas déja étudié.

Mettons en effet

n =y +hm, p=p+n, ¥F=nq,

Les équations (3) deviennent alors

dvy, 9 dyy” oF
d Oyy" ds B a—x:
. 0F dy” oF
¢t~ B de T

On peut écrire
Fl = 3 C,ml", " (._E', ,'ilr) COS (ml,.yl’ —+ mzlr }'2')
+ ES”m,", my” (&, "/”) sin (m” 3" + '”2,}’2,) .

}(4!)

Maintenant, en vertu des propriétés de symétrie des
coefficients du développement (4), étudiées au no. 4, les
coefficients du développement (41) possédent les propriétés
de symeétrie suivantes:

C’ml", my” (&, - 77,)
S.”ml", my” (.E,; _’/,) —S,ml", my” (_Ely 7”) .

Enfin la fonction £ a une valeur maxima ou minima
au point {40), c'est-a-dire au point

C’ml", my,” (.E,I ”7”)

Y,

T — o .

Nous sommes donc ramenés au cas déja étudié.

:E» — ,1]0.0 — _EI’0.0’

Les variables nouvelles xy, 3,”, & et 7" peuvent é&tre

développées en séries complétement analogues aux séries (8).
Les fonctions x%, &% sont du type (C), tandisque /% et 5%

sont du type (S).

Pour les orbites, ainsi définies, la distance du perihélie
au noeud fait des petites oscillations autour de la valeur
+1ym ou —1ym.

11. Admettons maintenant que la fonction R a une
valeur maxima ou minima pour § = 4 = o. Ce cas est

ramené immédiatement au cas plus général du nos. 7, 8, 9

goo Les séries (8) existent

donc aussi dans le cas spécial, qui nous occupe. Les x,-k et

£ sont du type (C), les y/# et 7% du type (S). Les orbites
ainsi définies sont caractérisées par des excentricités petites.
Ensuite, la distance g du périhélie au noeud posséde un moyen
mouvement, dont la valeur est - ¢, suivant que & est minima
ou maxima au point § = g == o. Ces orbites sont €vi-
demment celles des astéroides. Nous montrerons plus tard
aux nos. 16, 17, 22, 23 dans quelles conditions la fonction &
est maximd ou minima pour ¥ = g == o. Nous trouverons
ainsi les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'ex-
centricité d’une orbite restera toujours petite, si elle est petite
34 un moment donné.

12. Nous supposons enfin que la fonction KR a une
valeur maxima quand linclinaison est nulle. Dans ce cas

24*

en y mettant seulement = o.
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nous choisissons les variables définies au no. 3. On est
donc encore ramené au cas général étudi€ au nos. 7, 8 et g
de sorte que les équations (5) sont satisfaites formellement
par certaines séries analogues aux séries {8). Les xz-’k et &%
sont des séries du type (C) les 3/ et 7% du type (S). Les
orbites correspondantes appartiennent aux cométes périodiques,
dont linclinaison est petite. La distance g du périhélie au
nceud posséde un moyen mouvement positif, dont la valeur
est . Nous étudierons au no. z5 dans quelles conditions
ces séries existent.

Pour toutes les orbites que nous avons rencontrées aux
nos. 7—12 les éléments a, ¢ et / font seulement des petites
oscillations autour de certaines valeurs moyennes invariables
(@ et & étant petites). Enfin, pour toutes, la longitude 4 du
neeud va toujours en diminuant, puisque ¢ est toujours une
quantité négative. {Voir la note de la page 357).

Chapitre IIL

Ftude de la partie séculaire de la fonction
perturbatrice.

13. Nous avons vu que le calcul des séries de M. Lind-
stedt dépend de Pintégration des équations {1z) des variations
séculaires. Dans ces équations & est le termé indépendant
de / et de 8 dans le développement de la fonction pertur-
batrice #; en série de Fourier d'aprés les cosinus et les sinus
des multiples de ces deux arguments.

1l importe d'étudier de plus prés cette fonction. Pour
Iétude en question il est plus commode de retourner aux
variables kepleriennes 2% 79 ¢% g% qui correspondent aux
variables canoniques x;1°, x;°% &9 #° Dans ce chapitre nous
écrirons presque partout @, 7, ¢, g au lieu de @° 79 &% g°
Les différences a—a% 7—7°, ¢—¢°, g — g° entre les €léments

rcos H ==
A =
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7 cos (w + g) cos 8 — 7sin (w + g) sin ¢’
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osculatrices @, 7, ¢, g et les quantités constantes ou 4 variations
séculaires a% 79, % g° sont évidemment de l'ordre de la
masse perturbatrice u. Puisque x,% et x,° devaient étre
regardées comme des paramétres, il en est de méme de @
et de 4, en mettant

0

Xy ; -
7 = 1—elcos/ = k.

(42)

Puisque l'inclinaison 7 n’est pas un angle obtus, on a toujours
CEW S &

En ¢liminant par la formule {42) l'inclinaison 7, &
devient une fonction de ¢ et de g dépendant en outre des
deux paramétres @ et 4. Il nous suffit d'étudier la fonction R
dans le domaine

X

cXlg=2nm |
oSesk =Vi—# . 1(43)
En effet, pour des valeurs de ¢ > £, on aurait cos / >1.
Pour ¢ = #, linclinaison 7/ disparait, de la fonction

perturbatrice dépend de g et 4’ seulement dans la combinaison
g+ §. Dans ce cas R est donc indépendante de ¢ de sorte

que R = const. e = /4.

Pour former la fonction R il faut partir de la fonction
perturbatrice

pour

1 i I
— —rcos H ——
A 7

F =

définie au no. 2; la développer en série de Fourier des deux
arguments / et &’ et conserver seulement le terme indépendant
de ces deux arguments. Dans l'expression de /] 7 est la
distance entre le Soleil et la cométe, / la distance entre
la comete et Jupiter et A I'angle au Soleil entre les rayons
vecteurs menés vers la cométe et vers Jupiter. On aura
ainsi, en désignant par » l'anomalie vraie,

3

I/ 9
I— e

1+ 72— 2rcos H .

Il est donc évident que le second terme de &, développé en série de Fourier, ne contient aucune partie indépendante

. 1
de l'argument ¢’. Ensuite le terme constant du développement de — est
r

2T 27

puisque 4 —

# étant l'anomalie excentrique.

szj ~-dlde = —l;‘/ f L dudd =
47T ¥ 47 J a
o O [¢]

{(r — ecosu)du =

27T 2T

(o]

,
— du
a

Ainsi, 4 une constante prés, la fonction & est donnée par l'intégrale double

2T 2T 6’
R — I2deld —
47T A
[o I o]

La distance A/ peut facilement étre exprimée comme
fonction de %, ¢, ¢ g @, 4 en utilisant les formules bien
connues

r = a{1 — ecos u)
recosw = a{cosz — e
rsinw = alV 1 —e?sinu .

b ?1 — £COS %
Bl il g .
47r"f.j A dud
o o

2T 2T

(44)

La fonction R est donnée sans ambiguit€é par la for-
mule (44) toutes les fois que les orbites ne se coupent pas.
Evidemment R est holomorphe pour toutes les valeurs de
¢, &, a, £ du domaine (43) auxquelles correspond une orbite
ne rencontrant pas celle de Jupiter.
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14. 11 importe d'étudier le caractére de la fonction £,
si les orbites se rencontrent. Evidemment, pour que les
orbites ce coupent, il faut et il suffit que l'une ou l'autre
des conditions suivantes soit remplie:

1) a(r — &)

2)

" rsecos g
e =k
et que, de plus, ¢ satisfasse i linégalité

——<a<— .
1+ & 1— &

La premi¢re de ces conditions exprime que » = 1,
quand w = — g, ou quand w 7t — g. En introduisant
les variables

X == ¢£COS g y — esing

Ia relation r} peut s'écrire

(e = (-2
* 2a 7=\ 2a/ "’

(45)

Figur
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C'est 1'équation de deux cercles dont les centres sont aux

. . .

F —, ¥y = o et qui passent, l'un par le point
2@

- 1, y = o, lautre par le point x = —+1, y = 0.

points x

X

La position des cercles (45) par rapport au cercle
x4y = & (46)
qui limite le demaine (43), dépend des valeurs de 2 et de 4.

Il faut distinguer ainsi 5 cas différents. Ils sont
caractérisés assez nettement par les figures ci-dessous avec
leurs inégalités correspondantes. On a admis pour fixer les
idées que # = 1/;. Dans tous les cas £ est le rayon du
cercle complétement tracé. L'un des cercles non compléte-
ment tracés passe par le point x = —+ 1, y = o, lautre
par le point x — 1, ¥y == o. La distance minima de
1

{ — —
a

ces cercles 4 l'origine est dans tous les cas

1-5.

B

o<a<x< <a<1 1 <a<

1+ A 1+ A

Les cercles (45) et (46) limitent dans le plan des x, y
des domaines A4, B, C, A’, B’, marqués par ces lettres sur
les figures ci-dessus.

Nous allons démontrer maintenant le théoréme suivant:

La fonction R est représentée dans les divers
domaines 4, B, C, A, B’ par des fonctions analyti-
ques différentes. Chacune de ces fonctions reste
holomorphe dans le domaine correspondant et sur
ses frontiéres (le cercle ¢ == & excepté).

Afin de démontrer cette proposition je vais d'abord
exprimer R par une intégrale simple en effectuant l'inté-
gration par rapport & 4. Mettons .7> sous la forme

Mettons
I

1— A2 1—k’2<a<1—k’ I_k'<a<oo
A == (1 + 73 {1 — zcos (¢ + V)] . (47)
Pour déterminer 7 et 7 nous aurons les équations
q
(1 +7)zcosV = z7cos(w =+ g)
(t+72)zsinV = 27sin (w + g) cos /.
On en déduit
o 4r? ) )
T° = m [I — Su‘l? I sin? (10 +g)] (48)
ou bien
— 22 4 L p26in? Zsin? (w +
P g — g? = (r— 7% 47%sin® 7sin® (w0 + g) (49)

(1 + #2)2

27 27
{'I/ 1+ 72 1 f a4’
4-(16’:—

27 A 2Ty V'i—vcos (¢ + V)

Fle) . (50)

En substituant ensuite dans la formule (44) l'anomalie vraie » au lieu de l'anomalie moyenne / et en utilisant

I'équation connue

nous aurons enfin K exprimée par une intégrale simple
2T
I 7’

a = =
a

2 dw
Y —¢
F(q)

R =

2”0 @ Vi—2Vi+s?

dw . (5')
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Il est bien connu et facile & vérifier que # est re-
présentée, si o <7 < 1, par la série hypergéométrique

F(T) = F(l/h 3/4: 1)72) (52)

ou bien par l'intégrale elliptique de premiére espéce au
moyen de la formule

1/ T

2
21 f de
7Vi+« V 2T
o I —

1+7

Flr) = (53)

sin?g

On sait de plus (voir Picard: Traité d'analyse t. III
page 273) que F(z) est de la forme
F(r) = A(c?)log v + B () (54)

dans le voisinage de # = 1, 4 et B étant développées

(55)

suivant les puissances de #’% et que
Ensuite 4, B et log z’? sont réelles, si z’? est réelle

4(0) + o .

et >o0. Enfin on a évidemment
A(o) <o (56)
car, si 4 (o) > o, on aurait pour z = 1, lim #(z) = —oo,

ce qui est impossible puisque 7{z) > o.

Maintenant il est facile d'étudier la fonction R au
voisinage d'un point ¢, gy, @y, % situé sur l'un des cercles
(45) et a Pintérieur du cercle (46). Admettons, pour fixer
les idées, qu'on se trouve dans le cas de la Fig. 2 et que

2 (1 — &’ = I
I - €y COS £y

_— A2 — p2
(x—r2)+2V—IrVI_e sin (w +

y
2
2 [4
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En mettant w, = T — g
nous AUTONS L2 ¢ nowr 4 = g,
et < 72
o=<t?<1 pour w F w,.

Choisissons maintenant la quantité & aussi petite que
l'on veut, et étudions la fonction &£ pour les valeurs réelles
de ¢, g, @ et 4, qui se trouvent dans le domaine

le—e| <6, |lg—go| <0, [a—aog| <6, [£—4]<d. (57)

Nous pouvons évidemment trouver une petite quantité &,
telle que la limite supérieure de z? est <1, quand ¢, g, 2 et £
appartiennent au domaine (57), tandis que » se trouve dans
I'un des domaines

(58)

Cela étant, partageons le chemin d’intégration de l'in-
tégrale {51) dans les trois parties

o lwp—e) (wp—e)-+(wo+e)

oS wS w, — € wy +eESw=2m .

(wo+£)'--27t_

En effectuant Yintégration sur la premiére et sur la
troisitme de ces parties nous trouverons évidemment des

. fonctions holomorphes dans le domaine (57). Il nous reste

seulement & étudier I'intégrale
wy+E

1 72 F(z)
2Vi—aV i+

27T
wy—E€

(59)

Ici nous ferons usage de la formule (54). La quantit&
7’2 peut se mettre sous la forme

g (1—7»%) — 21/?;7‘1/

'2'—32 .
. sin (w + g)

= 1+ 72
Les deux facteurs peuvent étre développés d’apres les
puissances de w — wp, ¢ — €y, £ — Lo, @ — @ €t £ — %y et
disparaissent avec ces quantités. Ensuite, pour e == ¢;, & == go,
@ == ay et £ = %y la racine w = w, est une racine simple
pour les deux facteurs. Par suite il est possible de mettre ¢’
sous la forme
(61)

12 = ((w —wy + H) -+ B T.

wy—+E

I = '/ Hlog (w2 + H,? dw +
—E

ol /7 et /7’ sont holomorphes pour w = wy, ¢ = ¢y, & = go,
a— ay, k = k5. La seconde intégrale du deuxiéme membre
est une fonction holomorphe dans le domain (57). 11 importe
d’'étudier l'intégrale /.

Mettons
w
H = f H dw
wy—H,

et appliquons la méthode de l'intégration par parties. Il vient

(63)

(60)

Les fonctions réelles /4, et A, ne dépendent pas de w, sont
développées d'aprés les puissances de e — ¢y, £ — £, ¢— @
et 2 — %, et disparaissent avec ces quantités. Enfin 7 est
développée d'aprés les puissances de w — wy, £ — ¢y, &£ — £o,
a— ay, &k — A, et ne disparait pas avec ces quantités. Mettons,
pour simplifier, @ au lieu de: w — wy + H.

1+ 7?2

Cela étant, l'intégrale 7 de la formule (59) peut s'écrire-
wy,+E
Hdw = I, + I’ (62)
wo—e
ws+¢€
L = l frflog[mz-%ji@z]—+—12
w,—E
ol wy+E

~ 20
5, = — 5 dw .
2 w® + H?
wy—E
Le premier terme de 'expression de /; est une fonction
holomorphe dans le domaine (57), si & est assez grande par
rapport 4 d, ce que nous poOUvVONs SUppOser.
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Dans l'intégrale 7, nous pouvons écrire
— 2w H = 0 G+ G = G+ w- G, (64)
ol Gy et Gy sont développées d'aprés les puissances de
w’, £ — &, £ — ko
tandis que Gy et G4 sont développées suivant les puissances de
w? + Hy? E— k.

€ — €, a—a et

e — €6, £ g, @& —da et

On peut mettre
Gy = Hy? Hy + [0 + H;?| Hy }(6)
Go=  H o+ |0+ H H 5
en désignant par H,> Hy et H, les parties de G et G, qui
sont indépendantes de w? + A% Evidemment Hy et A,
sont holomorphes pour ¢ = ¢, g = gy, @ = ay, £ = 4.
Nous aurons ainsi

wa+£ wy+-€ 1¢;o+e
]
w
Z =fH’dw+Jm-H’dw+Hf———dw+[
2 3 4 4 w® + Hy? 3
—E€ —E w,—¢E
en mettant wy+E€
dw
Iy = H%-H, ——
3 T w4y
wy,—E&

Les trois premiers termes sont évidemment des fonc-
tions holomorphes pour ¢ = ¢, g =gy, a = @&, &£ — 4.
Dans le calcul de /5 nous pouvons appliquer la formule

]
f dx
x% + gt
-3

Il vient ainsi

B
= ILarct .
Iaj 877 -
¢+ H — ¢+ H
H, |

= || -H,(arctg ——1 — arctg ————)

l | 2y
7T | £y | T
|113|]13(2 —a.rctg£+f]1—+—

n+| Hy |- Hy -+ fonction holomorphe.

[

— arctg |H2t )
¢ — H

Ainsi nous avons démontré que I'éxpression (51) de &
peut se mettre sous la forme

R = m-|Hy|-Hy + Hy (66)

si ¢, g, @ et % se trouvent dans le domaine (57). Dans ce
domaine les fonctions H,, H; et Hj; sont holomorphes.

I

Il reste 4 montrer que les fonctions A, et H; ne
disparaissent pas identiquement.

D'abord A, ne peut pas étre identiquement nulle; en
effet, dans ce cas la quantité ¢’ pourrait s'annuller dans le
domaine (57) pour des valeurs de ¢ et de g telles que

a(r — é?) +
1—£COSg
<e qui est impossible.
Ensuite /3 n'est pas non plus identiquement zéro.
Pour le montrer cherchons la valeur de A3 pour ¢ = ¢,
£ =gy a=ay, #= k. Dans la formule (64) on a

4391

374

Gy wlG = Ay w®+ A 0t +--.
— Ay Hy? + A, Hyt — - -
(s — 2y Hy? +- ) (02 + Hy?) + - - -
ot 4y, A,, - sont développées suivant les puissances de
€ — ¢ty & Lo, @ — Qo k’ko

Nous désignerons par A9, 4,©@ L GO G0 e
ce que deviennent les fonctions As, 4, H;, Gy etc., en
y mettant w = wy, 6 = ¢y, £ = gy, @ =@y, £ — k.
Les relations (65) et (67) montrent maintenant que

HO = — 4,0

La fonction A définie par la formule (63) peut s'écrire

i

(67)

H=.B1W+ng2+"'.

Les équations (64) et (67) montrent donc que

A0 = — B O
En dérivant par rapport 4 » la formule (63) et en
mettant w == wy, ¢ = €, £ == gy, @ == @y, # = k&, aprés la
différentiation il vient ensuite
-81(0) = HWO

En rapprochant enfin les formules (54), (56), (59) et
(62) on en deéduit que
go— 1 1
27 g2 V1 — o2
Nous avons donc en effet
1{3(0) <o

et H; n'est pas identiquement nulle.

(o)<o.

I
=4
Vo

C.Q.F.D.

Retournons maintenant encore une fois 4 la formule (66)
pour étudier la fonction /. Evidemment cette fonction
s'annulle quand ¢ et g satisfont & I'équation

(68)
En effet, pour de telles valeurs de ¢ et de g les orbites

se coupent et la quantité ¢’>, donnee par la formule (61),
s'annulle en posant

a(r —e?) — 1 +ecosg = o .

w=1n—g.
Il faut donc que H, = o
sur la courbe (68).

Je dis maintenant que la fonction /A, change de signe,
quand on traverse la courbe (68). En effet, en partant des
formules {60) et (61), il est facile de calculer les premiers
termes du développement de A, d'aprés les puissances de
e — ¢ et de g — go. On trouve ainsi

Hy = K- [(Mofo - Cosé’o) (f_fo) + ¢y sin gy (é’_é’o) + -]

K étant une quantité qui n'est pas nulle.

Les termes du premier degré ne disparaissent pas, et
il en suit, que le signe de A, change, quand on traverse
la courbe (68).

D'apres la formule (66) la fonction R est ainsi donnée
par deux fonctions analytiques différentes £’ et £” dans les
deux domaines 4 et B de la Fig. 2. De ces fonctions &’
est holomorphe dans le domaine 4, et R” dans le domaine 5.
Ensuite ces fonctions £’ et R” sont holomorphes aussi sur
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les arcs des cercles (45), qui séparent les domaines 4 et B
T'un de l'autre, sauf dans les points d'intersection des courbes
(45) et (46). Enfin on a R = R” sur la frontiére, qui
sépare les domaines 4 et B.

Nous avons supposé dans la démonstration précédente
que

<a<1i,.
1+ 4

Mais 1l est évidemment possible d'employer presque
sans changement la méme méthode pour traiter les cas

<h_
1<a I_kﬂ

et

1
11— &7 ses 1 — &
représentés par les Fig. 3 et 4 de la page 369. Pour cal-
culer R il faut employer des fonctions analytiques différentes
dans les domaines 4, B, C, A’ B’. Ces fonctions sont holo-
morphes, chacune dans le domaine 4, B, C, 4’ ou B, auquel
elle appartient, et aussi sur les frontiéres de ce domaine &
'exception du cercle (46). '

Il reste seulement & dire quelques mots sur la fonc-
tion £ au voisinage d'un point d'intersection des deux
cercles (45) dans le cas

Pour ces valeurs des éléments les orbites se coupent
en deux points symeétriques, et la fonction 7’ s'annulle pour
les deux valeurs w + Yy

Alors il faut partager le chemin d'intégration de lin-
tégrale (51) en quatre parties

w Vg T T
__+E..-——£ —‘_F"'_+€

2 2 2 2

T T T 7T

o 37 3w _ .37

2 2 2 2

L'intégration effectuée sur la premiére et sur la troisiéme
de ces parties nous donne des fonctions holemorphes au point
considéré. Les intégrales étendues sur la deuxiéme ou sur la
quatriéme partie demandent une attention speciale. En con-
tinuant comme nous l'avons fait auparavant, il est évident
que nous parviendrons 4 une expression de la forme

R = Ry + |R| + | Ry

donnant la fonction A au voisinage du point considéré.
Ici Ry, R, et R, sont holomorphes & ce point. R, change
son signe quand on traverse l'une des courbes (45); et &,
quand on traverse l'autre.

Nous aurons ainsi quatre éléments différents donnant
la fonction R dans les quatre domaines 4, B, C, B en-
tourant le point considéré.

Evidemment, la proposition de la page 369 se trouve
maintenant démontrée.

15. En passant maintenant & l'étude de la fonction R
au voisinage d’'un point du cercle {46} nous posons

2 =V #¥ —tcosg y = V¥ —sing .
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1.’équation a(x — 27
L+ & cosw

a deux racines simples %@ et — @, si

1
1— &

(69)

= ko.

Par suite, et €tant donnée la formule (60), I'‘équation
2 = o a une racine double se réduisant i w, et une autre
racine double se réduisant & —w, pour ¥’ = 3y’ == o, & == a,,
4= /y. Ces racines sont développables suivant les puissances
enti¢res et positives de x', 3/, @ — ay, £ — 4.

< a<
1+ 4

Deésignons par w, la valeur de @ quand e = a,

En mettant, au voisinage de w == wj, la quantité 7’2
sous la forme (61) les fonctions A, et A, sont évidemment
holomorphes et nulles pour x' = 3y’ = o, @ =a,, # == 4,
tandis que la fonction 7 est holomorphe et ¥ o pour w ==
et x’ = ¥ = o, a == a;, £ = 4. On trouve sans peine que

les termes non écrits étant au moins du troisiéme degré
en x' et en y.

Dans le voisinage de w =— — w4, on aura pour z’Z
une forme analogue en changeant seulement w;, en — .
Soient A, H,’ et 7' ce que deviennent les fonctions A,
H; et T aprés ce changement.

Maintenant, en utilisant une méthode analogue a celle
qui nous a conduit 4 la formule (66), nous pouvons arriver
A l'expression suivante

R = mw|Hy| Hy + 7 | H' | Hy + Hy .

Ici les fonctions Ay, Hy' et H; sont holomorphes
pour ¢ = #'. Leurs développements d’aprés les puissances
de x’ et de y' ne contiennent par suite que des termes de
degrés pairs.

Ensuite nous avons, comme 2 la page 374,

1{3 — H:'i’ J— ]13(0) <o

pour ¢ = & c.a.d. pour ' = 3y = o.

Introduisons maintenant au lieu des variables «/, 3’ les
variables &, 4’ du no. 3 au moyen des formules

Ve 2 g
x = o _E' 1+ L §v:__ K
Va 4 Var

, Vi 'l/ " b _E'2+f)]’2

o= — 1 — — - -
S 7 a d 4 Vgt

faciles 4 déduire. A l'ensemble des deux courbes (45) dans
le plan des x, y correspond dans le plan des x/, 3’ la courbe

km _— xrz — _J"2 .
x'2 +}"2

x'?

(e (22 + 22 + y'%) — 1]2

et dans le plan des &, g’ une courbe (C’), dont il est inutile
d'écrire 1'équation. Cette courbe (C') posstde 4 I'origine un
point double, dont les deux tangentes font les angles +
avec 'axe des §’. Les branches de cette méme courbe divisent
le domaine avoisinant 'origine en quatre parties. Nous dé-
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signerons par 4!+ la partie environnant I'axe positif des &,
par B'T) la partie entourant l'axe positif des 7’ et enfin
par A=) et B les deux parties opposées & 4 et a4 B

D'aprés ce qui précéde, autant que subsistent les
inégalités (69), la fonction R est donnée dans les quatre
domaines 4, B, 45) B-) par quatre fonctions dif-
férentes qui sont, toutes les quatre, holomorphes au voisinage
de ¥ — 9’ = o. En écrivant séparément les termes du
premier degré on aura ainsi

R = — A4+ %P, (¥ ¢) dans le domaine A1)
R = — B’l]'-’%-ng (¥, 'q’) » » > Bt
R=vde B (8 » » a |7
R = + By + B, (&, ——7]’) > » » B,

Evidemment, dans ces formules, les coefficients 4 et B

ne sont jamais négatives. A4 est d'ailleurs toujours >o, et B

ne peut sannuller que si + Yy, cest-a-dire si
I

Retournons enfin aux variables ¢ et g. Autant que les
inégalités {6g) ont lieu, la fonction & peut, au voisinage du
cercle ¢ = 4/, étre développée en une séric de la forme

a

R=Ry+R (¥ —e)"+ Ry (K — )"+ Ry (& — )P+ -+

Le coefficient &£, n'est jamais positif et ne peut s'an-

nuller que pour g = + Y, 7w si ¢ = —5- On a donc
dans le cas des inégalités (69) 1 4

0rR —

ﬁ = 4+ 00 pour ¢ =

sauf aux deux points exceptionnels, ol les cercles (43) et (46)
se coupent tous les trois en une fois.

Dans ce chapitre nous n'avons parlé jusqu'ici que de
la partie séculaire £ de la fonction perturbatrice. Mais 1l
est possible d’étudier de la méme maniére les autres coef-
ficients des développements (4) et (6). On démontre ainsi
que les coefficients C,, ,, (& 7) et S, , (§9) sont holo-
morphes par rapport aux variables & #, x; et x, méme si
les orbites se rencontrent, si seulement l'inclinaison n’est
pas nulle. Si au contraire l'inclinaison disparait on choisit
les variables du no. 3 et on démontre comme au no. 1§
que les coefficients C7, - ,, - (&, q) et S, my (&, %) du
développement (6) sont holomorphes par rapport aux vari-
ables &, %', ' et &’ au point & = g’ = o, méme si les
orbites se rencontrent. On démontre en méme temps que
les fonctions analytiques qui représentent ces coefficients C,
S, C', S’ doivent étre remplacées. par d’autres fonctions,
dés que l'orbite de la cométe a traversé l'orbite de Jupiter.
Dans la démonstration on rencontre au lieu de la fonction

I +§ 7 +2°° EOAS:)COS (i M+ 7 N)

n=1 i=—00j=—00

L
A
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F(r) de la formule (50) une fonction # (z) qui s'obtient
de #(r) en mettant seulement dans son expression (5o)
cosz (' + V) dé# au lieu de dé’, » étant un nombre entier.
Maintenant la théorie des fonctions ) de Laplace apprend

que F (r) est donnée au voisinage de ¢ = 1 par une
expression de méme forme que l'expression (54) de F(z).
Dans la démonstration on ne rencontrera par suite aucune
difficulté nouvelle.

Chapitre IV,

Maxima et minima de la partie séculaire
de la fonction perturbatrice.

16. Au chapitre II nous avons montré que l'intégration
des équations {(12) des variations séculaires se simplifie beau-
coup au voisinage d'une valeur maxima ou minima de la
fonction R. 1l importe donc de trouver les points (¢, ¢) du
domaine (43) pour lesquels la fonction & atteint ses maxima
et minima.

Dans l'étude, que nous avons en vue, il est avantageux
de distinguer trois cas, caractérisés par la position des nceuds
de l'orbite de la masse infiniment petite:

1° Les deux nceuds se trouvent 3 Il'intérieur de lorbite
de Jupiter, de sorte que l'orbite de la comeéte en restant
dans son plan peut étre réduite au Soleil sans couper
l'orbite de Jupiter.
Les deux nceuds sont situés a l'extérieur de Dorbite
de Jupiter, de sorte que l'orbite de la cométe en restant
dans son plan, peut se réduire & un cercle infiniment
grand autour du Soleil comme centre sans toucher 4
l'orbite de Jupiter.
3° Des deux nceuds l'un est situé en dedans de, I'autre
en dehors de lorbite de Jupiter. Les deux orbites se
comportent alors comme les anneaux d'une chaine.

En traitant maintenant le cas 1° nous commencerons
par admettre, que le demi grand axe & est une quantité
petite. Alors il est facile d'étudier complétement la fonc-
tion R, en se servant de son développement d'aprés les
puissances de a.

Nous partons des formules

= 1+ —z27cos A
1+ 7% — 27 [cos (w+ g) cos 8’ — sin (w + g) siné’ cos 7]
1+ 72 — 27 [pcos M+ vcos V]

42

ol w signifie 'anomalie vraie de la cométe, tandis que
p = cos® s/ v = sin? i, 7
M=w+g+§ N=w+g—¥¢.

En employant les formules de Tisserand (Traité de
Mécanique Céleste t. I p. 457) nous aurons le développement

I +2.or” Z 2/45';) cos [(i+7) (w+g) + (i — ) 8

n=—1

25
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les AE’I') dépendant seulement de g et de ». Les indices 7, 7, » | SOUvent par (@],
satisfont, comme on sait, & la relation la partie du développement, qui est indépendante de #, et par
n — || — |7| = nombre entier pair >o . [(D]u,y
Etant donnée une fonction @, développée en série de le terme du développement, qui ne contient ni # ni », etc.
Fourier d'aprés plusieures arguments », #,- - * nous désignerons Nous avons ainsi
[ ]— 1+ E'r” EA(")coszz w+g) = 1+ E 2”’(14(2”‘)+ E A(zm)coszz(w+g)).
n=1 i——© =1

D’aprés les formules de Hansen (Tisserand t. I, page 249, 250) nous avons ensuite

7 \2m ,\2m .
(— sinziw| = o (—) cos2iw| = X2™¥
@ ! a /

ol x.am i (2m+2z—+—1
0 (2m—+—1)

( )F(z'—-m,z'—m—l/g,zz'+ I, 2 (71)

)!

27)!
[Tisserand t. I, page 258, formule (I)y)]. Ici, #(e, 8,7, x) désigne, comme toujours, la série hypergéométrique de Gauss.
Enfin, pour ¢ == o, le facteur, qui multiplie #, est = 1.

L’expression cherchée de la fonction R devient ainsi
m
R = [L] == 1—+—2 (A(z'" O zZAE.jm)X:’”’ * cos 2z'g) a*" . (72)

=1

D'aprés Tisserand (t. I page 458) la fonction As.i.m) est donnée par la formule

A(zm) k(zm)(,u,v)iﬁ(zi —am, 2i +2m+1,2{+ 1,%)

olt 2 (2m + 24)] (2m)! (13)
247 (24) (m i) (m —i)! (m))?
Cette formule se simplifie en vertu d'une propriété des polyndmes hypergéométriques et peut s'écrire
in2/ )
AE._zim) == kgjﬂl)(%) Fli—mi~+m—+ 1y, 2i+ 1,sin27) . (74)
Les séries hypergéométriques des formules (71) et (74) sont évidemment des polyndmes de degré m — i.
Nous écrirons le développement (63) de la maniére suivante
R=1+Rya?+Ra*+ - (75)
En partant des formules (71), (73), (74) et en introduisant dans la derniére
k?
sin? / = 1 — 5
I — ¢
il est facile d’exprimer les coefficients &y, £, --- comme fonctions de ¢ et de g. On trouve ainsi
Ry = A2 X204 5B x2cos 5 g
= i(x—%sinzl) (1+%e2)+%sin2112c05 2g (76)
(2 G 2e) 36— 5) e
= —{—1+ + 22 )2 — ;
8( 1+ e G\l T T/ cos 28
Nous nous servirons souvent des variables R = R,og+ Ryox?+ Ry, 4+ . (11)

X TTecosg J = esmg . Ici les coefficients sont développables suivant les puis-

La fonction R peut évidemment étre développée en | sances de % Ktant donnée I'expression ci-dessus de R,
série d'aprés les puissances de x? et de »%. Nous poserons | on trouve facilement que



R, =3
4
5

0.2 8

a® + Pa*+ Fya®+ - ‘

o= 5 D ot |

les coefficients /Z,; et (J,; étant certains polyndmes en 42

Apres ces préparations nous allons chercher toutes les
maxima et minima de la fonction &, en admettant toujours
que @ est une quantité petite. Dans ces recherches un role
capital est joué par une quantité &%, ,, qui est la racine
de I'équation »

oz = ©

qui, pour & o, se réduit a % Cette racine peut évi-

demment étre développée d’aprés les puissances de 2% de
sorte que 3

g =

0.2 +K2ﬂ2+K4ﬂ4+"'

(79)

Ky, Ky, - - étant des coefficients numériques.
11 résulte maintenant des formules (77) et (78) que la
fonction £ a une valeur minima & lorigine x = y = o, si
Al

2
02 <A < 1.

Si au contraire
0 < &<kt
0.2
alors K est minimax au point x == y = o.

Etudions maintenant la fonction R au voisinage du
cercle ¢ = 4. Nous savons déja que X a une valeur con-
stante sur cette courbe. Cette valeur est une valeur maxima
pour R dans le domaine (43). En effet on a, en posant

e = £ aprés la différentiation,
R ,0R,
oy T T Ee
3

= g?

16 42

Le membre 4 droite est > o, quelle que soit g, si a
est assez petite.

Pour découvrir toutes les autres maxima et minima
pour R il faut résoudre les équations

0R OR
0(e?) O
Si @ est petite, ce que nous admettons encore, toutes

les racines de ces équations se trouvent nécessairement sur
les axes ou

[s — &2 — 5 (1 — 4% coszg] +---.

= o. (80)

sin 2 ¢

2) et

(o]
En effet, les formules (771), (7 (74) montrent que

3, ot divisible par le facteur
& 2,2 ¢in? [ i
a‘e*sin® Isinzg .

Dans le développement de l'autre facteur d'aprés les
puissances de 2? le premier terme a la valeur

15

8
Cet autre facteur ne peut donc disparaitre, si 2 est petite.
Par suite, pour toutes les solutions des équations (8o) on a
nécessairement sin 2 ¢ = o.
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Deux cas sont ainsi 4 distinguer suivant que

Cos 24 — + 1 ou cosz2g = —1I .

Dans le premier cas nous avons d'aprés les formules
(75) et (76)
0
1?_ . ia2+..._
8(e?) 4

2

a

Par suite, dans ce premier cas, les équations (8o)
n'ont aucune solution dans le domaine o < ¢2 < 4’2,

Dans le second cas, ol cos2g = — 1, les mémes

formules nous donnent
oR OR
T - 2 2 -+
o) — © 8

2 __9_+L_5_k2 I__)_+_
”( 8 8 (1— )

Le membre & droite s'annulle dans le domaine o <2 <1
seulement en posant

2 =

0.2

1— V—5~k2+£2a2+c4a‘+--- (81)
3

ol les ¢, ¢, - sont des polyndmes en Ve
Regardons 1'équation

2 J—
60_2“0. .

Elle est satisfaite en posant

b2 =— k'20.2 — —3——+—K2’a2+K4’a‘ U

Par suite, quand £% croit vers £'2, ,, les deux solutions

x =0 Yy = Le,
des équations 0R _ O0R _
ox oy =0

coincident avec la solution déja étudice
x =y = o .

11 faut donc que I'équation

Ry, =0
soit satisfaite pour #2 = £%,,. On a donc
2 = 22
# 0.2 — & 0.z °

Il nous reste & examiner, si aux points

T
+ — e =
2

& = 0.2 (82)

la fonction K est maxima ou minima.

0k ...
La formule 72 montre que FICH est divisible par le
facteur &
a?sin? [-¢%.
En posant cos 2g¢ = —1 dans le développement de

l'autre facteur d’aprés les puissances de &% le premier terme de
25°*
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ce développement devient +13 en vertu de I'expression (76)

oR . . 2
de R,. On a donc 75 > o au point (82), si & < 4% ,.
) % pp :
Ensuite on a évidemment % 90 == o0 en ce point.
e 4
Enfin I'identité
PR _ OR  ,OR
2 I P

0’R .y .
montre, que z—5— est divisible par @?¢? au point (82). En

posant coszg = — 1 dans le développement de l'autre
facteur suivant les puissances de % le premier terme de
ce developpement devient

1542 (1 — ¢%)3.

. 82R - . 9 2
On a donc aussi Xl > o au point (82) si 4% < 4 0.2
et si @ est petite. €

Par suite la fonction & est minima au point (82).

Cela étant, nous pouvons énoncer comme démontrée
la proposition suivante:

Si a est petite et 4%, , < 4% < 1, la fonction R

poss¢de dans le domaine (43) une seule valeur
minima, située au point ¢ = o. — Si au contraire,
a €tant petite, on a o < A2 < 4% ,, alors R a une
minimax 4 l'origine et ses seules valeurs minima

dans le domaine (43) aux deux points symétriques
n' .
£ = :i:T, £ == ¢o,. Enfin la valeur constante,

que prend R sur le cercle ¢ = #, est sa plus grande

valeur dans le domaine (43); et il n'y a pas d’autres

valeurs maxima pour R dans ce domaine.
[1 +a® — 2a(ucos M + vcos N =
[1+a®— 2a(pcos M+ veos V) " =

4392
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Les figures ci-dessous montrent la nature des courbes
R = const.

Figure 6. Figure 7.

2 2 2 o B2
Ao, <Ak <1 o< A< A,

17. Admettons maintenant que le demi grand axe @
prend des valeurs plus grandes et quelconques, sans que
néanmoins l'orbite de la masse infiniment petite coupe celle

de Jupiter. Alors il est encore possible de montrer (par
calcul numérique) que la fonction & a une valeur minima
a Yorigine x = y == o, tant que

Bo,< k<1,

La quantité Z%,,, fonction de @, qui pour des petites

valeurs de @ est donnée par le développement (79), augmente
avec a et atteint probablement la valeur 4%, = -+1 pour
a = 1.
Pour le voir il faut développer R en série de puissances
de x? et de y? et étudier les signes des coefficients &, , et R, ,
de ce développement
(77)

R = Roo+ Ryoa® + Ropy*++ .
Nous montrerons d'abord comment les quantités &,
et R,, peuvent étre exprimées au moyen des coefficients
&* et /* des développements:

OC 4 2c8Ccos M+ 2% cos N+ 4c cos Mcos N+ -+

e%0 4 2¢'Ccos M+ 2% cos V+ ge' cos Mcos N+ -+ .

Dans ce but nous partirons des formules bien connues

A =

! = u—e¢sinu r = a(1 — ecosu)

27 271

r (1 t [ (1—ecosu
R = ——Jf—d ¢ = —Jf—————d o
47?2 A /d 47 A “d
o o o 0

ryrcosw =

1 + 72 — 27 [cos (w + g) cos ¢ — sin (w + g) sin & cos /]

a(cosu — ¢) rsinw = aV'1—e*sinu

2T 27

On a comme toujours £
cos [ = —F——=.
Vi—e¢?
Enfin u et ¥ seront définies par les relations
pH+y =1 w—v =k.
En posant ¢ = o nous trouverons l'expression de £,,. En effet, on a dans ce cas
A2 = 1 +a*(1 —¢cosu)? — za[pcos (u+ ¢') + vcos (u — @) — ecos ] .
En mettant
4y = 1+ a® — 2a{ucos(x + &) + vcos (¥ — ¢)]

on en déduit facilement le développement
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1 — ecosu 1 cosz a’cosu acosf
— = — 4\ — + s s
A A, A 4, A,
. 3 atcos’x  acosucosd 3 atcos’u @®cosucosd 3 acos?d
+ 2| — = — + = — — 3 - + - .
2 1.40 "’0 2 //0 /’0 2 J()‘)

Dans l'expression {83) de R nous introduisons de nouvelles variables d’intégration par la substitution

M= u+¥ N =u—10,

Cette expression devient alors
2T 2T
1 1 — ecosu
R = ——JJ*-———deN.
47[2 A (84)

On a aussi © o
2cos2u = 1 + cos (M + N) 2c0528’ = 1 + cos (M — N) 2 cosucos 8 = cos M —+ cos IV .

Il est facile maintenant d'effectuer les intégrations dans la formule (84). Le coefficient de ¢2, qui d’aprés (77)
n'est autre chose que &, ., aura la forme
R,, = _%az (c0° + (1) +—:—a(c"°+£°'l) +%a2(x—+—a2) (°© + 1) — }_aa (1 + 7). (85)
2

. T
Pour trouver l'expression de R, , mettons ¢ = —. On a alors
: 2

A* = 1+ a*(1— ecosu)? + 2a [V 1 — e?sinu cos & + (cos » — ¢) sin & cos 7] .
Posons
, 7
¥ = u — —
2

11 vient alors aprés développement

A2 = 42+ ¢[— 2a%siny’ — 2aksin 8] + ¢ [@’sin %’ + acosa’ cos b’ + aksina' sin ] +- .-
ol A2 = 1+a>— 2afucos(e + ¢) + vcos[u — &) .

On en déduit ensuite

1 — esin#’ L, ( sinu’+a"’sinu' aksiné’)
I—esnz el —

4 T A, A Ap® Ay3
. 3 2%sin®s’ 3 aksin#'sind’ 1 acose’cosd 3 atsin’a aksina'sind’ 3 a?k%sin? ¢
+| -S> — = - . + — + 3 - + 2 +e e
2 L’IO . 2 ‘_403 2 ¢10' 2 /Io ‘JO 2 405
En introduisant les nouvelles variables
M=+ N=uw—0
l'expression de A& devient -
1 1 — esin#’
R = ff— dMAN. (86)
47" A
. o o
On a aussi
2sin?a’ = 1 — cos (M + N) 2sine sind = — cos M+ cos NV
2sin?¢d’ = 1 — cos (M — N) 2 cos #' cos 8 = cos M+ cos IV .

Aprés avoir effectué les intégrations dans la formule (86) on trouve enfin pour &, , la forme suivante

Ry, = _ 3 (c°‘°—c”)—+——3—ak(cl'°—c°‘l) _ ia(cl'°+c°")
4 4 4 (87)
+'3—a4 (e°'°—er'1) ——ia:"k(el'o—eo'l)—i—%a?k?(e‘o'o—el'l) )
4 2

Les formules (85) et (87) se simplifient en vertu des formules de récurrence

3£o.o+£1.x — 3(1 + a-z) (eo.o . eI.I) — 6a (!" _ V) (eI.O . eo.x)
3£°'° e el — 3(1 + az) (e°‘°+ el.l) _ 6a(‘w + V) (ex.o_+_ t,o.r)

faciles 4 vérifier (voir: Jacobi, Gesammelte Werke Bd. VI, S. 140).



387 4392 388
Nous obtenons ainsi finalement
Ry, = — atc™' + LI (10 4 (01)
’ (88)
Ry, = a1 — 1. (0 + o7) + 3 . (c10 — (01) — ia’(x — £2) (00 — 17)

4 4

Les coefficients ¢“* et ## peuvent étre développés en
séries de puissance de @ pourvu que || < 1. (Voir: Poincarg,
Lecons de Mécanique céleste, t. II, p. 111). On pourrait
donc développer Z, , et £, , de la méme maniére. On aurait

méme pu trouver ces développements d'une maniére plus

simple en partant du développement (72). Mais les séries
obtenues de cette maniére convergent trop lentement, quand
@ est voisine de l'unité.

Il vaut mieux de commencer par le calcul des quan-
tités 5%, définies par le développement

[1+a® — 2a(pcos M+ vcos N)]—‘/' = %9+ 25"%cos M + 26°" cos N+ 46" 1 cos Mcos N+ - -

et de calculer ensuite ** et ¢# par les formules de récurrence:
e=a+% b+yv =1 w—v =4k
00 4 L1 +£(50.0 — 3br.x) - 2(bI'° -+ bo.l)
a (e* — 4)
00 . £ (590 + 351.1) — 2k (bl.o _ bO.I)
T = a (62 — 442
o4 o1 2 (800 — 3581) — £ (810 4 3O1) (89)
2 (e — 4)
o _ o1 2% (6°° + 34%1) - £ (610 — po1)
' a (e? — 44%)
00 _ 1 £(3£°'° +[1.1) -+ 2k(c"° . [o.l)

(voir: Jacobi, Gesammelte Werke Bd. VI, S. 142).

3a (s — 447

En effet, les développements pour #* convergent beaucoup plus ra idement que ceux qui donnent fi'k, ei'k, v
PP p g P P p q q

Voici maintenant comment nous avons calculé 4°°, 370, %1 et 301,

Des formules de Tisserand (Traité de

Mécanique céleste, t. I pages 444, 44_7) on déduit immédiatement les développements

1 — m
00 — o 50 4 2 H2m) QS)ZTO)
m=1
1O — Z &(2 1) Q(xfo 1)

m=—1

Ot — 20075(2”:—1) ng,;ﬂ*‘)
m=1
oo (90)
R 2&(27@,@(37) )
m=1

Ici les §¥)sont les coefficients de Laplace. Enfin les relations (c), (d), (e) de Tisserand (loc. cit. pages 447, 452,

456) feront connaitre entiérement les quantités Q(")., qui dépendent seulement de u et de », cest-d-dire de £ Les

. i
formules de Tisserand sont 7

20 — &)

i
n i+j7+n+2

n)
jo 2

n .. i~ 7 —
=€S:/-)[II1V,F2( 7

L J].+IY V)

2

2

n( ) n(e )

2

)

VO mpra () g (P

ol n (5)

2

1'2:3 - s=ysl,

Le calcul des polyndmes de Jacobi, qui apparaissent dans la formule (d) est simplifié par certaines formules de

récurrence i trois termes reliant ces polynfmes.
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C'est au moyen des

4392

formules (88), (89), (g90), (c), (d), (e)
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que nous avons calculé le tableau ci-dessous donnant

R0 et Ky,

I a
0_ 0.4 I 0.5 | 0.6 } 0.7 ] 0.8 | 0.9
o°| +o0.16659 | +0.32256 | +0.62800 | +1.32003 | +3.3769 | +14.879
10 | +0.1638¢ | +0.31230 | +0.58906 | +1.15399 | +2.4508 | + 5.674
20 | +0.15669 | +0.28684 | +0.50394 | +0.86804 | +1.4643 | + 2.359
30 || +o.14709 | +0.25645 | +0.41859 | +0.64958 | +0.9597 | + 1.344

R, | 40 || Fo.13715 | +0.22844 | +0.35143 | +o0.50854 | +0.6982 | -+ o0.915

' 50 | +0.12826 | +0.20579 | +0.30327 | +0.41952 | +0.5518 | + o0.697

6o || +o0.12113 | +0.18899 | +0.27038 | +0.36345 | +0.4658 | + 0.576
70 || +o.11601 | +0.17758 | +0.24927 | +0.32917 | +0.4154 | + 0.507
80 || +o0.11295 | +0.17100 | +0.23749 | +0.31061 | +0.3888 | + o0.471
go || +o.11193 | +0.16886 | +o0.23370 | +0.30474 | +0.3804 | + o0.460
o | +o0.16659 | +0.32256 | +0.62800 | +1.32003 | +3.3769 | +14.879
10 | +0.14645 | +0.27094 | +0.48429 | +0.85034 | +1.3829 | + 1.276
20 || +0.09494 | +o0.15218 | +0.21041 | +0.22050 | +0.0554 | — 0.466
30 || +0.03086 | +o0.02711 | —0.01129 | —0.11793 | —0.3272 | — 0.648

Ry, | 40 || —o.03001 —o0.07260 | —o0.15035 | ~—0.27365 | —0.4449 | — 0.657
50 || —0.07988 | —0.14268 | —0.23149 | —o0.34655 | —0.4840 | — 0.638
6o | —o0.11687 | —0.18876 | —o0.27805 | —o0.38200 | —0.4967 | — o0.619
70 || —0.14178 | —o0.21720 | —0.30415 | —0.39946 | —o.5001 | — o0.604
80 || —o.r5602 | —0.23256 | -—0.31740 | —0.40753 | —o0.5006 | — ©0.596
9o || —o.16064 | —0.23742 | —0.32145 | —0.40989 | —o0.5006 | — o0.592

On voit de ce tableau (ot 7/, signifie arccos4) que A lorigine § = g == o la fonction R a un
R,, >0 minimum, si 4%, , < 42 < 1, et un minimax, si
quand c<aZlog o< A< 1. © <A< Ao,

Il est méme vraisemblable que R, reste >o, autant
que o <gX1I.

11 apparait aussi que I'équation R,, = o définit une
fonction £%,, de @, qui augmente avec & (au moins tant
que 2 < 0.9) et qui prend la valeur A, , = -+ 35 pour

== o et probablement la valeur 42, , = =1 pour 2 = 1.
On a enfin Ry, > o quand %%, <& < 1 et B,, < 0
quand o < 22 <2 ,.

Il est facile de calculer des valeurs de la fonction £ ,
ou bien de la fonction 7, = arccos 4,, en partant du
tableau donnant &,, et en se servant des méthodes or-

dinaires d’'interpolation. Nous avons trouvé ainsi les chiffres
du petit tableau ci-joint.

a Loz
0.0 39°2
0.4 34.9
0.5 32.4
0.6 29.4
0.7 25.7
0.8 '20.9
0.9 14

La fonction 4,, étant ainsi définie, nous pouvons
€noncer le théoréme suivant:

En rapprochant ce résultat 4 celui du no. 11 nous
pouvons évidemment exprimer le théoréme en question de
la maniére suivante:

Admettons que l'excentricité de I'orbite d’une
masse infiniment petite et intérieure a4 la planéte
perturbatrice est petite 4 un moment donné; pour
que cette excentricité restera toujours petite 1l faut
et il suffit que I<1,,.

Dans cet énoncé nous avons négligé la masse pertur-
batrice et le carré de l'excentricité.

18. Il serait intéressant de connaitre & quelles valeurs
I'excentricité peut croitre si l'inclinaison de I'orbite 4 un mo-
ment quelconque dépasse la limite 7, ,. Cette question, assez

difficile en général, se simplifie si le demi grand axe est
petit. Soient donc e, 7, ¢, g les éléments d'une orbite (ou
plus exactement les parties séculaires de ces éléments); et
admettons que a? peut é&tre négligée par rapport i I'unité.
En ne conservant dans le développement (75) que les deux
premiers termes, et €tant donnée I'expression (76) de &, les
relations entre /) ¢, ¢ peuvent s'écrire de la maniére suivante

&2 = cos? 7 (1 — ¢?%)
kA == (2 — 3sin?7) (2 + 3¢%) + 15sin?7-¢%-cos 2 ¢
olt 4% et % sont deux paramétres constants.

Puisque @ est petite, la formule {79) nous donne

R |
égo.z -

5
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Admettons maintenant que

cos? 7 < 3.

c'est-a-dire que 7 > 39° 14’ +. On aura alors aussi £% < 2, .

La courbe que décrit le point dont les coordonnées polaires
sont ¢ et g aura donc le méme caractére que l'une des

courbes de la figure 7 de la page 384. Pour ¢ = =L z
2

I'excentricité atteint sa plus grande valeur Z, donnée par
la plus grande racine de I'équation
1+ 4 E?
—2 — 18K+ 6 — - = £ .
! 1— E?
E sera donc une fonction de /, de ¢, et de g. Fixons l'in-
clinaison 7 (> 39° 14’} et cherchons la plus petite valeur %,
de £, quand ¢ et g prennent toutes les valeurs possibles
entre les limites
o=exX1 oc=g=<oarm.

I3
Admettons que £=E,, pour e = ¢, g=go + +—.

2

Cela est impossible. Fixons, en effet, ¢ = ¢, et faisons

. T .
varier ¢ vers —. Alors 4? reste constante, tandis que %
2

prendra pour ¢ = —— une valeur plus petite que sa valeur
pour g == g. 2
Maintenant nous avons
dz 3042
s = — 18 + s >
d(£?) T —E°
puisque

Er> ¢ = 1 —Vik'z
3

(voir le no. 16 et la fig. 7). La valeur de X correspondant

T . .

i ¢ = ¢, g = — serait donc plus petite que £,, ce qui
est absurde. 2

Pour obtenir £, il faut donc supposer cos 2 g = — 1.

L'équation pour £ devient alors, aprés l'élimination
de 4% et 4,

I+ 4 52
— 2 — 18E%+ 6cos? /(1 —ez)x—_E*;
+2 —6cos2/ — 6e2(— 3+ g4cos?7) = o .

Apres transformation cette équation peut s'écrire

6
ﬁ(ﬁ?__ £2)(3E2— 3+ 5C0521) = o .

En choisissant toujours la plus grande racine nous
aurons

E? = I—iCOSEI, S e?<1— > cos?/
3
et !
E? = ¢ , si e?> r— S costr .
3

T s’ensuit que

E, = VI — %cos"’l. {91)
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C'est la limite que Pexcentricité atteindra nécessaire-
ment par suite des perturbations séculaires, si l'inclinaison
de lorbite dépasse & un moment quelconque 39°14’ (en
supposant que @ est trés petite).

Nous donnons ci-dessous quelques valeurs numériques

de la quantité X, : 7 E,
40° 0.148
45 0.408
50 0.558
55 0.672
6o 0.764
70 0.897
8o 0.975
9o 1.000

On voit que £,, augmente rapidement, dés que / dé-
passe /g, .

19. Parmi les astéroides, en nombre de 665, dont les
éléments se trouvent au Berliner Jahrbuch pour l'année 1911,
il n'y a que six pour lesquelles la quantité

Z, = arccos (V1 — ¢? cos 1)
dépasse la limite J,,. Voici les planétes en question
(2), (183), (a73), (531), (582), (594).
On a ainsi
I, = 38% Iy, = 32°3 pour (594)
L, = 36.7 I,, = 315 pour (2)

tandis que pour les autre quatre planetes la différence Jo— 7, ,
est moins considérable.
Pour les deux planetes (594) et (2) l'amplitude des
perturbations séculaires de 'excentricité doit étre considérable.
En ce qui concerne les cometes périodiques il doit
étre mentionné que la quantité J, — /,, est en général >o.

Cest seulement la comete Tempel, qui fait exception. On

a, en effet, pour cette cométe
Iy = 25% I

0.2

== 26% .

Nous allons faire ici une remarque importante au point
de vue de Vévolution du systéme planétaire. Admettons qu’il
y a dans l'espace une résistance contre le mouvement. Il
est bien connu qu'elle aura pour effet de rendre les excen-
tricités (et les grandes axes) de plus en plus petites pour
enfin les réduire & zéro. Mais alors, en vertu de ce qui
précéde, T'effet combiné de la résistance et des perturbations
séculaires d'une planéte extérieure sera nécessairement de
diminuer aussi les inclinaisons et de les abaisser plus ou
moins au-dessous de la limite 7, ,. Ensuite, si la résistance
est plus grande contre le mouvement rétrograde, les parti-
cules qui tournent dans le sens indirect seront plus tot tirées
vers le Soleil que les autres. Il arrivera ainsi un moment
quand la nébuleuse primitivement caotique aura, & l'intérieure
d'une masse perturbatrice et dominante (Jupiter), l'aspect
que présente actuellement notre systéme solaire.

20. Nous avons démontr€ au no. 16 que la fonction &
posséde des valeurs minima en deux points symétriques

x = o y = T ¢,
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1 T
s1 @ est petit et si R,,<o. (92) . 2 '
. . . . P=-—— | @Fcosudu
Ces minima, existent-ils pour des valeurs quelconques 47
de a, quand linégalité (g2) est satisfaite? 0 am
Il ne m'a pas réussi 4 le démontrer généralement. - }illj @ sin? u (1 — cos«) du
Mais je démontreral maintenant que, ¢ ayant une valeur 8
quelconque, ces minima sur l'axe des y existent, si 47 est ©
assez petit. ,
En effet, 'expression de R peut s'écrire, en vertu des Q0 = &fm“/s (1 — cos %)3du .
formules {44) et (50), de la maniére suivante 8”0
. o , Q@ est une quantité positive. Dans l'expression de P
R = f - Flz) du . (93) | le second terme est évidemment positif. Le premier terme
2 ﬂo Vi+s? I'est aussi, car la quantité positive @ diminue avec cos #.
P On a donc P> o, Q@ > o.
Ensuite, pour g == =+ —, nous avons, d'aprés la Il est facile maintenant d'obtenir une solution de
formule (48), z I'équation OR
P 47° s 2 2 2 a, _°
Tt = - (sin® w + cos? 7 cos® w) O¢
(1 “+ 7“)2 T
_ 4a® ((x ) st a2 (cos 4 — 5)2) quand g = =+ 5 En introduisant ¢ au lieu de ¢ et en
(1 + ) 1— ¢ . développant suivant les puissances de £, cette équation devient

Nous regarderons « comme une quantité fixe, mais
arbitraire, et 4 comme une infiniment petite du premier
ordre: Nous poserons enfin

1 — 62 ok
l’l—gé

en admettant que g est fini et différent de zéro.

et inversement

[4

2

7T . s
Alors, pour ¢ == =+ -—, la quantité z° est infiniment
2

petite du premier ordre et peut étre développée pour toutes
les valeurs réelles de l'argument =z, d’aprés les puissances
de £ En mettant pour simplifier

I

1+ a? (1 — cos u)?

7T
g = =
2

nous aurons, pour

2 et

T 4a2-(D'3-(gsin2u+L(cosu—1)2)k—+—---.
4

Dans la formule (93), donnant &, la fonction F(z)
est une série hypergéométrique en 72 [voir la relation (52)].

en effet

—2( —%)+A1k—+—A2k“’+---
e

(o]

les A4y, Ay, - -- étant des polyndmes en p et 2 Elle a

une racine positive développée suivant les puissances de 4,

et se réduisant i VQ : P, quand £ = o.
Par suite les équations

o0R o0R
5, —©° @ = o
sont satisfaites en posant
&= =* X
2 : Va (94)
¢ =43 =17 ;-k+E2k2—+—E3k3+---.

Le demi grand axe 2 étant fixé arbitrairement, la série
donnant ¢, , converge, si 4 est assez petit.

Je dis maintenant que la fonction A est minima
. T . .
au point ¢ = ¢,,, £ — :tT, s1 2 est assez petit.

On a, en effet, dans ce point

La fonction £ peut donc, pour ¢ = = Z, étre dé- o2p 2 OR  4¢% OR
2 —_— = - — L —
veloppée d’aprés les puissances de 2. Les premiers termes 0¢? & O £ g __
de ce développement sont faciles 4 déduire. On obtient 4 2Q SPVP
= S 4 = — 4> 0
1 k ¢° & Q
R=Ro+(Pg+Q—)k—+—--- et 028
¢ 5 0g
en posant am
. Enfin, étant donnée les formules (48) et (g3), on ob-
Ry = — | @ (1 — cosu)du ; . T
27 tient sans peine pour g == =+ ;—
o]
2T
2R 1 J'r 1 8 sin? 7 <3F . oF , ., " 02F 8sin?/ 2 5in? "cos"u)d
5 T - e Y T 257 278 w AT e T a7 sSmmiw-rt < w u .
b T and o Vi 0+ AP\ o) " TR (i )
[0

26
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En y mettant

2 2

r?sin? w = g% (1 — ¢?) sin’«
r2cos?w = a%(cosu — ¢)?
k‘z
sin?/ = 1 — ——
1—e¢

cette formule devient, aprés développement et en n'y €crivant
que le terme indépendant de 4,
02k
agT = 2Q+ -+ >0 .
Par suite au point (g4) la fonction & prend en effet
une valeur minima, si 4 est assez petit.

Pour de petites valeurs de & la quantité ¢,, de la

formule (g4) peut évidemment &tre développée suivant les
puissances de 2. Le développement ainsi obtenu coincide
avec celui que donne la relation (81). En effet, nous avons
vi au no. 16, que cette formule (81) donne tous les minima
de la fonction K, quand a et £ sont petits.

Nous pouvons appliquer le résultat de ce numéro en cal-
culant d’apres le no. 1o les séries de M. Lindstedt, qui existent,
quand les éléments se trouvent dans le voisinage des points
(94). Les orbites correspondantes appartiennent 4 une certaine
classe de cométes & mouvement stable. Dans ces orbites le
demi grand axe est arbitraire; l'excentricité est prés de l'unité;

la distance du périhélie au nceud est voisine de +—; l'in-
2

clinaison est considérable; enfin le paramétre @ (1 — ¢?) est
petit, de sorte que les deux nceuds se trouvent a l'intérieur
de l'orbite de Jupiter.

21. Il serait peut-étre intéressant d'appliquer les résultats
du numéro précédent & un cas de la nature. Nous allons
donc calculer la quantité ¢, , en partant des valeurs de @

et de £, qui appartiennent a4 la cométe de Halley.
Le demi grand axe de l'orbite de cette cométe est

17.9676.
C'est la moyenne tirée de toutes les apparitions de la cométe
depuis 1378 jusqua 1835. (Voir J. G. Galle, Verzeichnis
der Flemente der bisher berechneten Kometenbahnen.) En
choisissant comme unité de longueur le demi grand axe de

l'orbite de Jupiter nous obtenons donc
a =

17.9676 : 5.202800 = 3.45345 .

Pour calculer approximativement le parameétre 4 nous
partons des €léments osculateurs suivants, dus & M. Rosen-
berger (voir loc. cit. p. 5o et 51 et A.N.13,p. 72 et g5)

argument du périhélie 110° 37’ 597] équinoxe moyen de 1835

longitude du neeud 55 9 47 Novembre 15.94542 t.m.
inclinaison 162 14 43 de Paris
excentricité 0.96738879 .

En partant des formules de Tisserand y citées on
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En rapportant les €léments au plan invariable du sy-
sttme solaire et en prenant pour I'inclinaison la valeur de
l'angle aigue, nous avons obtenu

I = 18°47 44"
g = 114 27 26 .

On voit que g n'est pas trés éloigné de go°.

Les valeurs indiquées pour ¢ et 7 nous donnent pour
%k et £ les chiffres que voici

B = Vi—¢
¥ = Vi

Puisque # n'est pas trés petit nous n'avons pas
employé le développement (94) pour calculer ¢,,. Nous

cos / 0.23978¢g

0.970825 .

avons préféré de déterminer cette quantité en calculant au
moyen de quadratures mécaniques un certain nombre de

. . T
valeurs de la fonction X sur l'axe, o g = -—. La valeur
2

de ¢, qui rend £ = minimum, est la valeur cherchée de ¢, , .

Dans ces calculs nous nous sommes servi des formules
(48), (51) et (53). Le champ d'intégration a été divisé de
10° 4 10°, Pour le calcul de l'intégrale elliptique compléte de
la premiére espece les tables de Legendre ont été employées.
Voict les valeurs de & ainsi obtenues

e R
0.86 0.276633
0.88 0.270214
o.go 0.263953
0.92 0.258338
0.940 0.253932
0.944 0.2533017
0.948 0.252861
0.952 o.252609
0.956 0.252639
o.960 0.253137
0.964 0.254408
0.968 0.257389
On trouve de ces nombres au moyen de calcul d'inter-
polation que to, = ©.9537 .

C'est donc une valeur assez voisine de l'excentricité
actuelle de l'orbite de la cométe de Halley.

22. Nous allons maintenant étudier les maxima et les
minima de la fonction £ dans le deuxiéme cas de la page 378.

I e .

Nous admettons d'abord que — est une quantité petite. Alors
e

il est facile d'étudier complétement la fonction & en se servant

. 1
de son développement d’aprés les puissances de o

Nous ferons l'usage des notations du no. 16.

déduit immédiatement le développement

LD = )T S acos [+ 7) (o + ) + (¢ — )]

n—I1
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[»> o)
. 1 2+ . .
[;7 - 7] 9'= 2(7> (AE)_;”) + 2 E Agi.m) cos 27 (w + g)) .
m=1
D'aprés les formules de Hansen (loc. cit.) nous avons ensuite

a 2m—+1 a 2m-+1 i
(*) sin 2 7 w] = o [(—) cos 2 z'w‘] = X, (em+1)2i
r ! r A7

2

—(2m i 2m — ! : —am—+1 . . .
X, (am+1), 2 — (2”1(__22'_:))!(22_)!(%)(1—e2) s Fli—m—+ Li—m+ 1y 2i+1,6) (95)

d'ol suit

[voir: Tisserand, t. I, page 258, formule (D,")].
L’expression cherchée de la fonction R devient ainsi

oo ”
1 1 - - ; .
R = [7 — —r—j’ v, = 2 (AE;‘TZ‘)XO (2m+1),0 22"45‘.21'”‘) X, ~(am+1), 2 o ’Hg) e (96)
! m=1 =1
en posant , I En partant des formules (73), (74), {95) et en intro-
¢ = .- duisant dans la seconde
11 faut 2
au remarquer_((::il\ . Gn?/ — 5 — V] y
XO il = o I— ¢
(voir: Tisserand, t. I, page 255). . il est facile de donner les expressions des coefficients R,
Nous écrirons le développement (g6} de la maniére Ry
suivante R = Rya®+ Rya5+---. (97) On trouve ainsi
_ 1
Ry = AE:B) Xo—3’0 = %(1 — %sin2 1) (1 —e?) *+h
’ ) — — 3
R5-———= A&o X, 5°+2A(14.)1 X 52 cos 28 (98)
. _ 1
= 89— |:(1 — 5sin? 7+ % sin“]) (1 + —3—e2> + 15 sin21(r — %sin"]) e? cos 2g] (r—e?) 4 /’.
4 2 4

2

En développant encore suivant les puissances de x? et de y® nous poserons

R= R+ R, o2+ R, 5"+ . (99)
Ici les coefficients sont développables suivant les puissances impaires de 2. Etant données les expressions ci-
dessus de K’; et R’; on en déduit facilement que

R'z.o=_1‘36(1_5k2)a'3+2455 (1 — 1482+ 2182+ B2 +- -+
as (100)
Ry, = _%(1 - 5k2) a’3+—256 (2 — 22 4%+ 28k4)a’5+Q7’a’7+. -
Ici les coefficients #,;,, et (,;,, sont certains o — —I-+ia’2 P
polyndmes en 42 20 5 50
Dans les recherches que nous avons en vue il importe 9 1 1z, (xor)
d’étudier les équations ki, = ? -+ '5*0 @+
R,, — o ]
20 On a donc pour des valeurs petites de &’
P p
et Ry, = o. B, < A, .

Nous allons maintenant chercher tous les maxima,

) ; ~ | minima et minimaxima de la fonction &, en admettant, que
de la seconde de ces équations, qui pour &’ = o se réduit | 4’ est une quantité petite.

. 2 . .\ ' .
Solent &%, , la racine de la premiére, et £'%, , la racine

Etudions d'abord, comment se comporte la fonction £
au voisinage de l'origine x = y = o. 1l resulte des formules

sances de a@’2. On trouve facilement {(99) et (100) que dans ce point la fonction R est

26

i % Ces quantités peuvent se développer d’aprés les puis-




minima, si B, <<
. . . . e 2 2
minimaxima, sl A% < A <R,

maxima, si o< A<, .

Etudions maintenant la fonction R au voisinage du |

cercle ¢ = #. Nous savons déja que R a une valeur con-
stante sur cette courbe. Cette valeur est une valeur maxima
pour £ dans le domaine (43), si étant donné 4 > o, on

prend &' assez petit. En effet, en posant ¢ = 4’ aprés la
différentiation, il vient

oR 0R,’ —s

el ST B . B 0% S LI T

5 a 5e) + ? (#2)" " a8 + .

Le membre 4 droite est >0, quelle que soit g si &
est assez petit.

Pour découvrir tous les autres maxima, minima et
minimaxima pour A il faut résoudre les équations

o0R oR

o) — ° g T °

(102)

Si @’ est petit, ce que nous admettons toujours encore,
toutes les racines de ces équations se trouvent nécessairement

ur les ax u .
sur le es o sin2g = o .

oR
En effet, les formules (74), (95) et (96) montrent que 5.
est divisible par le facteur g

@'®¢?sin® Isin 2 ¢ .

Dans le développement de lautre facteur d’'aprés les
puissances de ¢’? le premier terme a la valeur

— %(I — %sin” [) (r—e) ™

Cet autre facteur ne peut donc pas disparaitre en méme

R
temps que la dérivee a(,z bour laquelle nous avons le dé-
veloppement (e?)

oR s ORy'
—— = Al ‘.’_ +
&(e?) o(e?)
= a"‘i(r i sinﬂl) (1—e?) ...
4 4
Par suite, pour toutes les solutions des équations (roz)
on a nécessairement sin 2 g = o.

En étudiant la premiére des équations (102), deux cas
sont & distinguer suivant que

Cosz2g = -+1I oOU CO§2¢g = —1

oR
Pour chacun de ces deux cas la fonction a0 est de
la forme (" )

orR , ORy
o) :

— afs%(l_e‘_’)“/ﬂ(__l_,_ Y
I

Dans les deux cas le terme du troisiéme degré en o’

est le méme, mais les termes de degré supérieur sont dif-

férents pour-les deux cas. Etant donnée la forme générale
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des coefficients &#,,,, ; des formules (g6} et {g7), on voit

2m 41

immeédiatement que le coefficient, qui multiplie & dans

R
le développement de M’ sera de la forme
—3m—"/
(1 —¢) "H oy s
am+1 €tant un polyndme en 4° et en ¢
On peut conclure de ce qui précéde, que les équations

(roz) ne possédent dans le domaine {43) que les quatre
solutions suivantes

g=—ooun l
9 , . 3 7— 5#&° , 1o
‘"=‘22-°—‘_5k2+§;*7”2+”' J( 3)
g=xYym
e _ 2 3 4ar—uz5k® 104
82—520.2——1—5k +E—kl~a -+ . ( )

en supposant toujours, bien entendu, que, £ étant fixé, o’ est
assez petit. {(Nous n'avons pas donné ici tous les détails
du calcul trés élémentaire.)

La quantité ¢2, | n'est pas toujours positive. En effet,
. .. I
elle s'annulle pour une certaine valeur de 42 voisine de —.

Soit maintenant 4% une racine de l'équation ¢, ; = o. Je
dis que 4% coincide nécessairement avec la quantité #%, ,

qui annulle le coefficient &, ,. En effet, quand 42 passe

la valeur 4% les deux solutions
x ==+,
0R __ OR __
ox Oy

y == 0
des €quations

coincident avec la solution déja étudiée
x ==y = o .
Il faut donc que 4° annulle le coefficient &’, , et que

par suite £° coincide avec la quantité #2, , donnée par la
premiére des formules (ror).

De la méme manijére on démontre que la quantité
#%,,, donnée par la seconde des formules (101) est la
seule racine de I'équation

’2 — o
80.2— .

I1 nous reste & examiner si aux points (103} et (ro4)

-la fonction & est maxima, minima ou minimaxima.

92

La formule (96) montre que Bor

o
par le facteur ‘
a'®sin® I-2%.

est toujours divisible

Dans le développement de l'autre facteur d'aprés les
puissances de &' le premier terme devient

— ﬁ(1 — Lsingl) (r — t’)_4+l/°-‘ cosz2g .

64 6
52R 2
On a donc 53—~ < o aux points (103), et = > o
0g* s

aux points (104), si 2’ est assez petit, et si le point en
question ne coincide pas avec le point ¢ = o.
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Ensuite on a dans tous les quatre points (1o3) et
(104) 2R
104) & B o .

Enfin l'identité
02R

Oe?
02R

2

2R
0(2)?

E_ -+ 2
e T
montre que est divisible aux points (103) et {1o4) par

le facteur
a®e?,

Dans le développement de l'autre facteur suivant les
puissances de @' le premier terme devient, en vertu de
'expression (g8) de &/,

+i(5é2)_1/'.

4
OtR
Oe?

est assez petit et si le point en question ne coincide pas

On a donc > o aux points (103) et (104), si &

4392
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Cela étant nous pouvons énoncer comme démontrée la
proposition suivante, valable si, aprés avoir fixé arbitrairement
%? dans le domaine o < 4% < 1, on choisit @’ assez petit.

En ne considérant que les valeurs de la fonc-
tion £ 4 l'intérieur et sur la frontiére du domaine
e = /, cette fonction a une valeur constante et
maxima sur la frontiére ¢ = £

3 ’2
Si 2%,
le domaine ¢ < # ni maxima, ni minimaxima et

prend un seul minimum au point £ = o. Si
B2, <A < k? ,, la fonction R n'a aucun maximum

dans le domaine ¢ < #' et posséde dans ce domaine
un seul minimaximum, situé & l'origine ¢ = o,

< #? < 1, la fonction R ne possede dans

et seulement deux minima aux points g = £ —,
2

Si enfin o < #* < #?, la fonction R

posséde dans le domaine ¢ < 4 un seul maximum

—_— ’
€ == €g.2-

P S Vorigi — o .
avec l'origine ¢ = o. situé a l'origine ¢ , seulement deux minima

.I_’ar suite la fonction & est minimaxima aux points (1_03) aux points g = + —, ¢ = ¢, et seulement deux
€t minima aux poimnts (104), si @’ est assez petit et si le 2

. i . . . - .,
point en question ne se confonde pas avec ¢ = o. minimaxima aux points £ == 0 OU 7T, € == €, 4.
Les figures ci-dessous montrent le caractére des courbes A& = const. dans les trois cas indiqués.
Figure 8. Figure 9. Figure ro.
B, <A <1 Ko<k <k, o <& < k%o

23. Admettons maintenant que la quantité &' (c'est &
.1
dire —)} prend des valeurs plus grandes et quelconques, sans
a

‘que néanmoins l'orbite de la masse infiniment petite coupe
celle de Jupiter. Alors il est encore possible d'étudier (au
moyen de calcul numérique) les signes des coefficients &', g

et R, du développement (9g) et de discuter ainsi comment

bl0.0 -+

L.IO.O -+

(1 + @ — 24 (u cos M + vcos V)] ™"
[t +a? — 24 (@ cos M + v cos N =

[1 +a?— 24 (wcos M + vcos M) £00 +

Entre ces quantités et les fonctions analogues &7, (%7,

¢'7, définies auparavant (voir pages 383 et 387), existent,

en vertu de la formule @’ = 1, les relations suivantes
ax/, bi:/. _ a’l/a b,,‘j ‘
a!/i ‘.1_/ —_ ,8/. [’1]

ﬂ/'

5/a
a ’

J(IOS)

e e

se comporte la fonction £ au voisinage de l'origine ¢ == o
pour des valeurs diverses des parametres @’ et £ Pour le
calcul numérique des coefficients &', , et £, il faut donner

leurs expressions analytiques sous une forme convenable.
Nous allons maintenant exprimer ces coefficients au
moyen des quantités &°/, ¢/, ¢7/ définies par les formules:

26"Ccos M+ 26  cos N+ 4" cos Mcos N+ - -

2¢'T%cos M+ 2c°%Vcos N+ g¢’" cos Mcos N+ -

2¢'"cos M+ 2% cos N+ g4¢ F cos Mcos N+ - - .

De l'autre cbté il est facile de voir qu'il n'est pas
nécessaire d'admettre que ¢ < 1 dans la démonstration des
formules (88). Ces formules sont ainsi valables aussi quand
@ > 1. En introduisant maintenant dans ces expressions (88)
au lieu de @, ¢/, ¢/ les quantités analogues &', ¢'*/, ¢’/ en
se servant de la formule 2¢’ = 1 et des relations (105) on
trouve immédiatement pour K’, , et R’y , les formules suivantes




1
ero _ a’c”'l + __arz (‘.II.O -+ ‘.,O.I)
. 2
R'o.z — ar ‘.rl.l

4
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(106)
|

4

Pour le calcul des coefficients ¢’/ et ¢/ nous avons suivi la méthode exposée aux pages 387 et 388 en y

ecrivant seulement &', 8%/, ¢/*7, ¢*/ au lieu de @, &/, 7, 7.

C'est de cette maniére que nous avons calculé le tableau ci-dessous donnant A/, _ et &'_,.
q 2.0 0.2

encore défini par la relation

L’argument /7, est

cos [y = Vi—elcosl = % .

al
)

0.4 | 0.5 | 0.6 | 0.7 | o8 0.9
o° +o.o6664—[ ~+0.16128 | +0.37680 | +0.92402 | +2.7015 | +13.391
1o | +0.06240 | +0.14746 | +0.32958 | +0.73767 | +1.7240 | + 4.16%
20 | +0.05133 | +o0.11405 | +0.23022 | +0.43379 | +o0.7602 | + 1.207
30 | +o0.03699 | +0.07597 | +0.13714 | +o0.22245 | +0.3254 | + 0.426

R, 40 +o0.02272 | +0.04294 | +0.06982 | +0.10037 | +o0.1292 | + 0.149
50 | +o0.01050 | +0.01793 | +0.02567 | +0.03154 | +0.0333 | + ©.028
6o | +o.0or10 | +0.00048 | —o0.00206 | -0.00751 | —0.0165 | — ©0.030
70 | —o.00540 | —0.01074 | —©0.01867 | —0.02936 | —o0.0428 | -— 0.059
80 | —o0.00919 | —0.016Q7 | —0.02745 | —0.04048 | —o0.0557 | — o0.074
go | —o0.01043 | —0.01896 | —o0.03020 | —0.04390 | —0.0596 | — 0.077
o | +0.06664 | +0.16128 | +0.37680 | +0.g2402 | +2.7015 | +13.391
10 || +0.06173 | +0.14416 | +0.31443 | +0.66537 | +1.3429 | + 2.090
20 | +0.04933 | +0.10546 | +0.19838 | +0.32819 | +0.4556 | + 0.497
30 || +0.03419 | +0.06581 | +0.10724 | +o0.14971 | +0.1806 | + o.199
R, | 40 +0.02014 | +0.03498 | +0.05082 | +0.06405 | +0.0735 | + o0.084
50 | +0.00885 | +0.01363 | +0.01740 | +0.01953 | +0.0210 | + 0.026
60 | +0.00060 | —0.00036 | —0.00254 | —0.00548 | ——0.0082 | — 0.008
70 || —o0.00491 | —o0.00906 | —o0.01427 | —0.01985 | —o0.0250 | — 0.028
80 | —0.00804 | —0.01381 | —o0.02050 | —0.02737 | —0.0338 | — 0.038
9o || —0.00906 | —0.01532 | —0.02244 | —0.02970 | —0.0366 | — o0.042

On voit du tableau que I'équation &', , = o a toujours

une racine Jp = /', , = arccos &/, si @' < o.g et que
I'équation A',, = o a aussi une racine f, = /'y,
== arccos &', , sl @’ = o.9. Il apparalt aussi que

R,o>0 si KL <Ak <1

R,o<o si o< <,

R.,>0 si F,<k <1

R <o si o<Al<p?,.

’
0.2

Du tableau nous avons tiré par calcul d'interpolation
quelques valeurs des quantités /', , et /', ,. Les voici

a 150 I'oa
0.0 63°43 63°43
0.4 61.43 60.89
0.5 60.34 59.67
c.6 59.06 58.38
0.7 57.56 57.25
0.8 55.95 56.6
°.9 54.1 57-2

On y voit que la quantité 7/, ; — 7/’ , est positive

quand o < @’ < 0.74- - et négative quand @' > 0.74"".
Les fonctions 42, et #'%,, étant ainsi définies nous
pouvons énoncer comme démontré le théoréme suivant:

A I'origine x = y = o la fonction &K est minima
si &2 > &2, et #%,; minimaxima si 4% est situé entre

0.2}
732 12 3 : 2 ’2 ’2
K%, et &%, et maxima si &% < &7, et 27, ,.

En rapprochant ce résultat & celui du no. 11 nous
pouvons exprimer le théoréme en question de la manitre
suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que
l'excentricité de 1'orbite d'une masse infiniment
petite et extérieure 4 la planéte perturbatrice reste-
ra toujours petite, si elle est petite 3 un moment
donné, c'est que l'inclinaison de l'orbite n’est pas
située entre les deux angles 7', et /', ,. {Dans cet

énoncé nous avons négligé la masse perturbatrice et le carré
de l'excentricité.)

Les astéroides extérieures 4 la planéte perturbatrice
appartiennent ainsi 4 deux catégories. Dans la premiére
catégorie les inclinaisons sont plus petites que 7/, 5 et 7' ,;
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dans la seconde elles sont plus grandes que ces mémes
quantités. '

Nous avons démontré au no. 22 que la fonction X
posséde des valeurs minima en deux point symétriques

7
+es,

Il me semble trés vrdisem-

X = o0 ¥y =
s : ;g2 72
si @’ est petit et si £° < &7 .
blable que ces minima existent pour des valeurs convenables
de 42 tant que &’ < 0.74- - (valeur de &’ qui fait #y , = #, ;).
Si au contraire &’ > o.74- -, il est probable que deux minima
symétriques se trouvent sur l'axe des x au moins pour des
valeurs convenables de 2% < #'2, . Mais pour démontrer

rigoureusement l'existence de ces minima et pour en déter-
miner la position il faudrait avoir recours aux calculs nu-
mériques.

24. Nous allons maintenant montrer que la fonction £
peut posséder des valeurs minima aussi dans le troisiéme
cas de la page 378. Dans ce cas, nous l'avons déja re-
marqué, les deux orbites sont situées l'une par rapport i
Vautre comme deux anneaux d'une chaine. En traitant les
deux premiers cas de la page citée nous avons profité de
ce fait, que la fonction & pouvait étre étudiée complétement,
si @ ou ¢’ était assez petit. Maintenant nous verrons qu'une
étude compléte de la fonction & est possible dans le troisiéme
cas (c'est-a-dire dans les domaines B et B’ de la page 369),
si la quantité £’ est assez petite.

Admettons donc que £ soit petit. Alors, pour que
les domaines A et B’ existent, il faut que &' — 1 soit aussi
petit. En mettant

D =

[ A— 72 — 2 _ ! k—"l_e'ii 3
O =a1—7) 2V —1a 1—52a51n(w+g)

Ww o= g1+ ) .

La formule (49) peut s'écrire alors

7= Q@ Y2 (r12)
Introduisons maintenant dans les formules (r11)
donnant @, @’ et & les expressions suivantes
= 1+ sk e = &k
, ,ei 1
adr = 1 —ecosu = 1 — £k
23
, z22+1 ,
adrcosw = cosu—¢ = ——— — ¢k
22
22— 1
drsinw = Vi—esing = Vi—gkr>——
23V —1

Les fonctions z2 @, z2 @', z* W deviennent alors des
polyndmes de quatriéme degré en s et peuvent se développer
‘aprés les puissances de #. Mettons

22 = m1 k’+02 V&I T
20 = O + O, ¥+ (r13)
22 = Wy + W ¥+,

4392
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a = 1+ sk (IO'])
il faut que 1 <s5< 4+ 1.
En mettant ensuite
e = &k (108)
nous avons o<s<r.

Cela étant, la quantité z’?, introduite par la formule (49),
est de l'ordre de #2 et développable d'aprés les puissances

de #. En effet, nous avons
r ’ ’ 7
— —a = 1—c¢cosu—a = — k (£cosu+s)
‘a
et ; k2 — ¢t 1 — &2
sin?/ = ——— = k?

1 — ¢ 1— 2427

Dans l'étude de la fonction R nous partirons des for-
mules (93) et (54). Comme variable d'intégration nous in-
troduirons z au lieu de # au moyen de la relation

Voiu

z = £k (rog)

en désignant par £ la base des logarithmes naturelles. Nous
trouvons ainsi

a 7 . ydz
R = — - Flz)— .
anV —1,) Vi+s? z

|z|=1

{rxo)

Il faut maintenant étudier de plus prés la quantité #'2.
Mettons

ki2 _ 82 r

g sin (0 + )
1—¢% a

(xx1)

Les coefficients @;, @,, W;, qui sont des polyndmes
de quatriéme degré en z, sont aussi des polyndmes en

£, Vi— g% s, cos g et sing. En mettant pour simplifier

V—Ig; Vi—e (114)

V=g

vy = £ Y= E

& =

on trouve facilement que

O = zlle+eay) s +2sz+(e— a7
O’ =z{le—&ay) s +zss+(e+ay)] (s)
W, = 22°.
Il importe d'étudier les racines de I'équation
%(DL = o . (x16)
Admettons d'abord que g = o, de sorte que
y = 7 = 1. Alors les racines de l'équation (116) sont

— s+ Vst 1 — 26

&+ &

g =
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Ces racines sont des imaginaires conjuguées si
& > 1y (1 + 5.
Leur valeur absolue commune

est alors <1. Les racines de I’équation (116) sont donc &
I'intérieur du cercle |z2| = 1, quand
g==o0 Yg(i+s?) < g < 1.
Cherchons maintenant dans quelles conditions une

racine de l'équation (ri6) peut se trouver sur le cercle
|| = 1. En introduisant

et

V=iw

E

dans l'équation, dont il s'agit, il vient

z

s+ ecosu + V—xslsi_n(u—i—g) o.

Cette équation ne peut étre satisfajte que dans les
conditions suivantes

1° si e = 1 en mettant cosz = — s
2° si £cosg = — 5§ » » = —g
3° sl gcosg = +5 » » = —g—+om.

Il faut conclure de la que I'équation {x16) a ses ra-
cines 4 lintérieur du cercle |z| = 1 aussitét que

£ <

(r17)

La fonction @,’ s’'obtient de @, en changeant seulement
le signe de g . Il est donc évident que I'équation

ecosg>‘s‘ et I

I
—Z—(DI’ (118)

a ses deux racines & l'extérieur du cercle |z| = 1, quand
£ et g satisfont aux inégalités (117).

Les quantités ¢ + & y et € + &y’ ne peuvent pas
disparalitre que si
T

Va2

C'est donc seulement dans ce point qu'une racine de
I'équation (116) peut devenir infinle ou une racine de
I'équation (118) peut s'annuller. Il est par suite possible
de trouver une quantité @ si grande que les racines de
I'équation (116) sont & l'intérieur du cercle

2] = e
tandis que les racines de I'équation (118) sont i l'extérieur
du cercle

& g =7 .

1
8] = —
aussitdt que & et g appartiennent au domaine

7w 7Tt
— TR+
2 2

o<egx<1 (119)

Regardons maintenant les équations du quatriéme degré
220
22 o’

(120)

(121)

o]

et o .
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En faisant aller 4 vers zéro, une racine de chacune
de ces équations va vers zéro, tandis qu'une autre se
rapproche de l'infini; les deux autres racines de I'équation
(r20) se confondent avec les racines de l'équation (116),
tandis que les racines restantes de I'équation (121) coincident
avec les racines de l'équation (118).

Tournons-nous enfin vers l'équation

32 = o . (122)

Quand # va vers zéro, deux racines de cette équation
se rapprochent évidemment de z€ro, tandis que les deux autres
se rapprochent de l'infini.

Choisissons maintenant g’ >g. Aprés cela nous pouvons
évidemment trouver une quantité J si petite que les con-
ditions suivantes 1°—5° soient remplies, aussitdt que € et g
appartiennent au domaine (119) et # au domaine

|#] < d: (r23)

une racine de I'équation (120}, une racine de 'équation
(rz1) et deux.racines de 'équation (122) doivent rester
1

o’

IO

A Vlintérieur du cercle |z| =

2° une racine de I'équation (120), une racine de 1'équation
(r21) et deux racines de I'équation {122) doivent rester
a lextérieur du cercle |z| = ¢’;

3° les deux racines restantes de 1'équation (120) doivent
se trouver dans le cercle |z| = o;

4° les' deux racines restantes de l'équation (121) doivent

e 1

dtre situées en dehors du cercle |z] = —;

5° la quantité 7'?! doit rester plus petite qu'un certain

nombre 0, choisi arbitrairement et <1, pour toutes
les valeurs de z situées entre les deux circonférences

,z\ = 90 etiz\———i.

Enfin nous imposerons & la quantité ¢ de l'inégalite
(123) une sixi¢éme condition. Fixons arbitrairement dans le
domaine (ri17) un point &, g, et une quantité J” si petite
que le domaine

& —g| < 0 (124)

se trouve & lintérieur du domaine {r17). Evidemment nous
pouvons admettre que la quantité d de la formule (123) est
si petite que pour toutes les valeurs de # du domaine (123)
et pour toutes les valeurs de & et g du domaine (124) I'¢-
quation (120) ait trois racines & Uintérieur du cercle lz| = 1,
tandis que I'’équation (r21) ait trois racines 4 l'extérieur de
ce cercle.

Aprés ces préparations retournons maintenant a l'ex-
pression (110) de la fonction R et a la formule (54) don-
nant #(z). Admettons toujours que |#| < J et étudions la
fonction R d'abord dans le domaine (124). En vertu de
I'équation {112) nous pouvons écrire

e —&| < d”

’

kl

— 2log W.

D
log ' = log #'% + log 7s log z
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Posons pour abréger [voir formule (54)]

J'_r_ — a’r___B(,[lz) — Q
V i+ 2 1 1+ »2 .

Alors l'expression (110) de R peut s'écrire

R = Rllogk'2+ﬁ’2+R3+R4+R5

A(?) = P; (125)

ou R1 — JP
le]=1
(11}
R2 - :: .P]Og d_g
27tV—r £x z
ls] =1
xm da
B = — IJ £log # (126)
[sl=1
Ry = ——== Plog wd—
=
|zl=1
1 dz
R. _ = Q——‘ .
’ 27:V- 1 2
’ l:x

D'aprés la cinquieéme condition de la page 408 la
fonction 2 est holomorphe et uniforme dans le domaine
l#| <d.

<|x|=<¢ le =gl < &

~ le —gy| < &
e

Ensuite nous savons que l'équation (120) a trois racines
4 Vintérieur du cercle |z| == 1 et sa quatriéme racine
l'extérieur du cercle |z| = ¢, tandis que l'équation (1z1)
a trois racines & I'extérieur du cercle |z| == 1 et sa quatri¢me

racine dans le cercle |z] = —,. Par suite la fonction

o
logE est holomorphe et uniforme dans le domaine

1<|s(<g |e—&al<d |emgl<d |(#|<d

14

tandis que la fonction log z — est holomorphe dans le domaine

L <z =1 le—&| <o [#]<d.

Cela étant, nous pouvons dans les formules donnant
R, et R; changer les chemins d'intégration et écrire

D dz
Plog
2nV—hf
|z|=p

Plog
mv_xf

H——

le —gy| < 0"

R,

(127)

Ry = z@’dz .

Maintenant laissons le point ¢, g sortir du domaine (124).
Fixons arbitrairement petite une quantité &;.

Je dis que les fonctions &;, --- R; définies tout a
I'heure restent holomorphes dans le domaine

cfef1—4; ~£§g§+£ |#|<d . (128)
2 2
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D’abord, en effet, la fonction ¢'* est holomorphe et
<@’ en valeur absolue dans le domaine (129) et sur les trois

| I

chemins d'intégration [z| = 1, 15| = g, Par

s =

suite les fonctions 2 et Q sont holomorphes dans ces mémes
conditions. — Ensuite, étant données les positions des racines
de T'équation (122), la fonction log & est aussi holomorphe
dans le domaine

T T
0fLesT — S g +— '#] < d (129)

2 2
et sur le chemin d'intégration | z/ = 1. — Enfin des polyndmes

2 20)’
.\ .2 z .

du quatrieme degré > et o qu sont holomorphes dans
le domaine (128), le premier a trois racines dans le cercle
|s| = p, tandis que le second a une seule racine dans le
cercle |z| = —. Par suite, est holo-

morphe et uniforme dans le domaine (128) et sur le chemin
4

. . . . 2
d'intégration |s| = @, tandis que la fonction log —,~ est

holomorphe et uniforme dans ce méme domaine (128) et
1

¢
Cela étant, les fonctions Xy, - -

sur le chemin d'intégration |z| =

R; sont évidemment

holomorphes dans le domaine (128), C. Q. F. D.
Il reste & étudier ces fonctions au voisinage de & = 1.
Evidemment, d'aprés ce qui précéde, les fonctions &y, &y, K;

sont encore holomorphes pour ¢ = 1. De l'autre cbté &,
et Ry sont développables d'aprés les puissances de Vi—e

’

. . o z .
et &, puisque les fonctions 7, log;—z, log7 peuvent étre

développées ainsi, z étant quelconque sur le chemin d'inté-
gration.

En résumant, nous pouvons conclure que la fonction &
peut dans le domaine B (voir page 369) étre mise sous la

forme R = R logh?+ K. (130)

Ici R, et R’ sont développables d'aprés les puissances
entiéres et positives de 4/, pourvu que [#| < d, et cela
quelles que soient les valeurs de € et g dans le domaine
(119). — Ensuite ces fonctions sont développables suivant
les puissances entiéres et positives de ¢ — & et £ — £,
& et g €tant un point quelconque du domaine o =X & < 1,
_ égél.

2 2
conque du cercle ¢ =— 1 elles peuvent €tre développées
dapres les puissances entiéres et positives de Vi—e¢ et de

£— &

— Enfin au voisinage d'un point quel-

Nous allons calculer maintenant les parties de &y et &',
qui sont indépendantes de £. Dans ce but nous mettons
# = o dans les formules (rr1), (125), (126) et (rz7).
On obtient alors

al

== 1 y =— I

P = — A {o)
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Q = I/I_B(o) ¥z v a7 2 ET AT
z s @
W = , = (e — gyt + 25+ (e F+ 5 y) .

kl

En désignant par 2 et 2 les racines de I'équation {116) et par z’ et z’ les racines de l'équation (118), nous
pouvons introduire dans les formules (127) les expressions suivantes:

(/1] : b:¢
log —— = log (¢ + & 7) +Iog(r - -ﬂ)+log(x — z‘)) = log(e+é&7) — L — .. — 2.
£z 5 z z
s z z z z
log = log(e+&y)+logltr —— ) +loglt —— ) = logle+gy)—— — - _—— .
4 z’ 3y’ 2 2y’
Ces développements sont valables, puisque z; et z, sont i lintérieur du cercle [z] = g, tandis que 3" et 2’
sont & l'extérieur du cercle || = = .
En mettant # = o dans les formules (126) et (127) on obtient ainsi
I
R = A4
1 V. (o) f — . Alo)1
1 4 V— o) log —
R, =7_A(o)log(e-+—ely) z
I
2 Ry, = B(o)

I

Va

Ry = Ao) log (¢ + & 7'

En nécrivant que les
formules suivantes
I

termes indépendants de 4 dans les développements de £, et de R’ nous arrivons aux

R = i do) 4
V. (131)
+ 2: V1 — £ cos 131
B = I_A(o)logl 26 V1—¢etcosg I_B(o)—+—---
V2 V2
Les recherches de ce numéro avaient pour but de Retournons maintenant aux équations (r3z). Pour

trouver toutes les solutions des équations
0R or

e o °
qui existent dans le domaine B, en admettant que 2’ est
petit. Recherchons d’abord toutes les solutions des équations

o _Y _
s B¢

(132)

(133)

4 'intérieur du domaine {119) en mettant pour abréger

f=1 +z2eV1—elcosg .

On obtient aprés dérivation

ai _2(r— 2%
RV S cos g
of

ag_ = —— 2¢& Vl—e'smg .

Les équations (133) possédent donc une seule solution
A l'intérieur du domaine (119). Cette solution

£ ==

1
— g = ©
V2

correspond & une valeur maxima de la fonction f.

des petites valeurs de £ elles possédent une seule solution

T

T
Lgs 4+ —

4 l'intérieur du domaine o ¢ < 4, — <.
2 2

Cette solution, qui peut s'écrire
I

o = k’( + B (2, k’logk’)); g

' V2

oit P(o,0) = o, correspond & une valeur minima de la
fonction &, puisque A4(o) < o, comme nous l'avons vu a
la page 371.
Considérons I'équation
— &
=
Pour des petites valeurs de £’ elle a une seule racine

£ = == 0

(r34)

1

V2

s = 5§ = + B, (&, & log #)
ot Py (0,0) = o.

Nous pouvons maintenant énoncer comme démontré
le théoréme suivant:

Pour des valeurs assez petites de & la fonc-
tion R posséde ni maxima ni minimaxima dans le
domaine B. Si |@— 1| > s 4, R n'a pas de minima
dans ce domaine. Si au contraire |@ — 1| < 5 #, la
fonction R posséde dans le domaine B un seul
minimum situé au point (134).
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Si les paramétres @’ et 4 varient, les points On peut se demander, si ces inégalités ont lieu toujours
e = ¢ & = o oux, (135) | e® méme temps que Yune ou lautre des inégalités {136).

ol la fonction K est minima dans les domaine A ou 5B/,
se déplacent. Mais, il ne m'a pas réussi 2 les poursuivre
analytiquement, si @' — 1 et & cessent d'8tre petits. Mon
but a été seulement de diriger I'attention sur l'existence de
ces minima assez remarquables. Evidemment il n'offre pas
de difficulté sérieuse de trouver par calcul numérique leurs
positions pour des valeurs données des paramétres o’ et 4.

Nous pouvons appliquer le résultat de ce numéro en
calculant d'apres les nos. 7, 8 et g, les séries de M. Lindstedt,

qui existent, quand les éléments se trouvent dans le voisinage |

des points {135). Les orbites correspondantes appartiennent
i une certaine classe de cométes & mouvement stable. Dans
ces orbites le demi grand axe, l'excentricité et l'inclinaison
sont i peu preés constants; la distance du perihélie au nceud
est toujours voisine de o ou de n; la ligne des nceuds a
un mouvement rétrograde; enfin les orbites de la cométe
et de la planéte perturbatrice sont situées l'une par rapport
4 l'autre comme les anneaux d'une chaine.

25. En étudiant la fonction &£ pour des petites valeurs
de 2 au no. 16 et pour des petites valeurs de a’ au no. 22
nous avons déja fait la remarque, que dans ces deux cas la
fonction X augmente si, g restant constant, ['excentricité e
va en augmentant vers la valeur #. La formule (42) nous
montre que linclinaison /7 diminue vers zéro, quand l'ex-
centricité ¢ croit vers #. Pour les valeurs de ¢ voisines de 4
il est donc avantageux d'introduire les variables du no. 3.
Entre les variables &, " de ce no. 3 et les variables kep-
lériennes nous avons évidemment les relations suivantes

£+ g = VaeVi——2VaVi—-elcos7
= Va(Vi—¢ — )
7: ¥ =tgg .

Si donc, ¢ restant constant, I'excentricité ¢ augmente

vers 4/, le point correspondant &, %’ se rapproche de l'origine.

sur une ligne droite.

1l faut donc conclure que la fonction R considérée
comme fonction des variables & et 4’ du no. 3 a une valeur
maxima au point § = ¢’ o, si @ est assez petit ou
bien si &' est assez petit.

Nous savons déji que X est holomorphe au voisinage
de & = ¢’ = o aussitdt que

1
1+ 4

o<a<
(136)
ou bien que o<ad <1—#
(voir le chapitre III). Ensuite, étant données les propriétés
de symétrie de la fonction perturbatrice exposées au no. 4,
il faut que A est de la forme

R= Koo+ Ry o8+ R, q +- 0

2
D’aprés ce qui a été dit tout & l'heure, les inégalités
¥ Yo (137)

subsistent aussitdt que, # ayant €té fixé arbitrairement mais
<1, on choisit @ ou &' assez petit.

L
20 <0 o2 <0°

Pour répondre 4 cette question introduisons dans les formules
(72) et (96) au lieu des variables keplériennes ¢, 7, g les
variables du no. 3, c'est-d-dire &, 4’ et xy’ = Ve {1 — &),
au moyen des développements suivants, faciles 4 déduire,

£
82_k’2— _(§IE+ [£: S SR
Va /'])

I

tVa

I

tVa

Dans ces développements les termes négligés sont au
moins du quatriéme degré en & et . En ne conservant
dans R que les termes en &'Z et en '% il est facile d’'obtenir
pour K", , et pour R",, des développements d'une part

sin? 7 = (&2 + 42 + - - (138)

sin? /cos 2 = (82— 72 +- -

d’aprés les puissances de @ d'autre part d’aprés les puis-
sances de @’. Ces développements, dont les coefficients ne

dépendent que de #, convergent d'une part quand e < Y
1

et d'autre part quand &’ < 1 — 4’ (voir Poincaré, Legons de
Mécanique Céleste, t. IT no. 287). Dans les formules (32)
et (96) les développements des fonctions

X, 2™ % oy Xo—(2m+1), 2

2

d’aprés les puissances de ¢ ne contiennent que des termes

positifs. Ensuite dans les développements des fonctions AE."',.'”)

d’aprés les puissances de sin? 7 [voir formule (74)] les termes
sont alternativement positifs et négatifs. On peut conclure
de cela et des formules (138), que la seconde des in-
égalités (137) est toujours remplie, quand I'une ou lautre
des inégalités (136) est satisfaite.

Il semble &tre plus difficile de discuter rigoureusement
le signe du coefficient R”, , quand @ ou &' n'est plus une

quantité assez petite. Mais voyons ce qu'il arriverait, si le
coefficient &” ouvait &tre positif, étant donnée l'une ou
20 P p

Vautre des inégalités (136). Alors la fonction & aurait une
valeur minimaxima au point & == ¢’ = o. Par suite, une
orbite infiniment peu inclinée vers l'orbite de la planéte
perturbatrice, et ne pouvant jamais rencontrer l'orbite de
cette planéte, pourrait par l'effet des perturbations séculaires
obtenir une inclinaison finie. Cela me semble trés invrai-
semblable. J'ai donc pensé qu'il serait probablement inutile
d'examiner le signe du coefficient £, ; au moyen de calculs

numériques nécessairement assez longues.

Il faut conclure de ces recherches et de celles du
no. 1z qu'il existent des orbites de cométe 4 mouvement
stable, dont les inclinaisons sont petites, et pour lesquelles
la distance du périhélie au nceud posséde un moyen mouve-
ment positif (de la valeur +¢ d'aprés le no. 7). Dans ces
orbites I'excentricité est 4 peu prés constante (== #') ainsi
que le demi grand axe. Enfin les nceuds tournent dans le
sens opposé A celui du mouvement de la cométe. Parmi
ces orbites deux classes somt 4 distinguer. Dans l'une les
deux nceuds se trouvent i l'intérieur de l'orbite de la planéte

27*
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perturbatrice, dans 'autre les nceuds sont situés, au contraire,
en dehors de cette- orbite.

Chapitre V.

Généralisations. Applications aux orbites instables.

26. Dans ce qui précéde nous avons supposé qu'il y
avait une seule planéte perturbatrice, et que l'excentricité de
son orbite était nulle. Mais il est possible de généraliser
en admettant que le nombre des planétes perturbatrices est
quelcongue /V et que leurs masses ainsi que les excentricités
et les inclinaisons de leurs orbites sont petites. Alors les
coordonnées de ces /N planétes peuvent se développer en
séries trigonométriques renfermant 3./V — 1 arguments, qui

dépendent linéairement du temps. Soient
w; = n; t+-y; i= 1,2,---V
w = un't+y/ i=1,2,- (2N —1)

ces arguments. Les »; et les 2/ sont de l'ordre zéro, tandis

que p est de l'ordre des masses planétaires. Les y; et les y;
sont des constantes.

Dans l'étude du mouvement d'une cométe de masse
infiniment petite dans ce systéme planétaire nous choisissons
comme variables les quantités

x = L xn =0 f= V2(L— G)cosg
n=1I+g p=140 5= —Vai(l—G)sing
ou bien

x| = ' =L—0 ¥ =V 2(G— @) cosg
W =Il+g+b 3= —pg—14 7]’=V2(G~—@)sing

si l'inclinaison est petite (voir le no. 2). Le plan invariable
de tout le systéme est choisi comme plan fondamental.

Cela étant, il est possible de généraliser les méthodes
du chapitre II et dé trouver des développements de la
forme (8), ou les x/, 3/, & et 7' sont des séries de Fourier
renfermant d'une part les 3/V— 1 arguments ; et o/, et
d’autre part les trois arguments

w, = nt—+q
gt + ¢

gt—+ .

r{4 ——

w'

Ici ¢, cet ¢ sont des constantes, ¢ et ¢ sont données
par des séries de la forme (g), tandis que » est une con-
stante indépendante de w. _

Je n'entrerai pas dans tous les détails de l'exposition
des séries (8). Je resterai seulement devant les équations
donnant &° et 7% Ces équations sont

N--
DO
“ i fw/ 0w 8170
o (139)
2N —1 .
27:-’ on° —+—o‘1@—0 = '—aﬁ
4 aa)i' 0w 8§° '

i=
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Dans l'expression de &, qui est la partie séculaire de
la fonction perturbatrice, il faut introduire pour les éléments
des planétes leurs parties séculaires d'ordre zéro par rapport
4 u. R est donc développable suivant les puissances des
4N — z quantités £;cos w,; et £;sinw/, les E; désignant
ce quon appelle les modules des excentricités et des in-
clinaisons. En négligeant d’abord ces modules, ce qui re-
vient 4 négliger les excentricités et les inclinaisons, la fonc-
tion &£ aura la forme

Nﬁ-
R=R‘°’=2—a—’_k,-.

=1

(140)

Les 8, sont les masses des planétes, la masse de Jupiter
étant choisie comme l'unité; les @; sont les parties séculaires

d’'ordre zéro des demi grands axes des orbites des planétes;
enfin les &R, s'obtiennent par la formule (44) en y mettant
seulement

2 a4 lieu de a .

e;

Alors les équations (139) prennent la forme des équations
{(r2) en y introduisant R'® au lieu de Z&.

Admettons que la fonction R'® possede une valeur
maxima ou minima dans un point sur I'axe des § ou sur
I'axe des 7.

Il est facile de s'en convaincre que, dans le voisinage de
cette valeur maxima ou minima de &%, les inconnues &° et 7°
peuvent en général se développer suivant les puissances de

& COS E;cosw/
. Pt i=r1,2-(2N—1)
£ sin w E; sin o

&£ étant un petit paramétre arbitraire; enfin on aura pour ¢! un
développement analogue procédant suivant les puissances de
&, B -+ E% 5 . Aprés cela il ne sera pas difficile de
calculer les séries de M. Lindstedt, qui auront enfin la forme
déja indiquée.

27. 1l importe donc avant tout d'étudier la fonction &®
dans le domaine ¢ £ £’ et de trouver dans ce domaine les
points ot R® est maximum ou minimum.

Nous aurons alors & considérer une famille de cercles
{141), qui s'obtiennent de 1'équation (45) en y introduisant

. a . .
successivement — au lieu de @ pour i = 1,2,- - 4,

a.
z

a; 2 a; 2
2 P

xx— )+ ={1—— i=1,2,-- N (141)
2a 2a

Au moyen de ces cercles le domaine (46) sera divisé en
un certain nombre de parties (Dj) A T'un quelconque de

ces domaines (D) correspond une fonction £;, holomorphe

dans ce domaine et sur ses frontiéres (le cercle ¢ = 4 ex-
cepté) et donnant dans ce domaine la valeur de R\,
Considérons, en particulier, le cas ot l'inclinaison est
petite, et introduisons les variables & et 7’ du no. 3. Le
domaine avoisinant l'origine & = 7’ o sera divisé en
un certain nombre de domaines (Dj) par un certain nombre de

courbes passant par I'origine et correspondant aux courbes (141).
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Pour I'un quelconque (D,) de ces domaines avoisinant l'origine

il existe une fonction &; holomorphe pour & == 9’ = o et

représentant la fonction R® dans ce domaine.

28. Considérons maintenant les valeurs maxima et
minima de la fonction A®.

A lorigine § = 4 = o la fonction R peut &tre
minima, minimaxima ou maxima selon les valeurs des para-
meétres a et £ 1l est évident que R est toujours minimum
2 lorigine si 4% est assez prés de l'unité.

Considérons d'abord les orbites ol & est plus petit
que le demi grand axe de l'orbite de Jupiter. Etant donnée
la masse dominante de cette planéte, il est évident, en re-
gardant les tableaux donnant &, ., £, ,, &', et B’y ,, que

§

la fonction R est minima 4 l'origine
22

=7l=osi

02 <A <1

et minimaxima si o0 < A < 'ézo.z-

La proposition de la page 390 et la remarque sur
I'évolution du systéme planétaire de la page 392 sont donc
encore valables pour les parties du systéme solaire & l'in-
térieur de l'orbite de Jupiter. Seulement, par l'effet des
autres planétes la limite /,, (de la page 389) sera un peu
plus élevée. )

Considérons ensuite les valeurs de @ qui sont plus
grandes que le demi grand axe de l'orbite de Jupiter. Si &
est situé entre certaines limites, notamment si & est plus
grand que le demi grand axe de l'orbite de la derniére
planete (Neptune} ou un peu plus grand que le demi grand
axe de l'orbite d'Uranus, de Saturne ou de Jupiter, alors £
peut devenir maximum pour des petites valeurs de 4. Au
contraire, si ¢ est un peu plus petit que le demi grand axe
de Yorbite de Saturne, R? est minimaximum pour des valeurs
petites de 4%

Nous pouvons conclure de la qu'il peut exister dans
le syst¢éme solaire des orbites toujours peu excentriques ayant
des inclinaisons voisines de go°. Ces orbites peuvent exister
notamment un peu en dehors de Vorbite de Jupiter, de
Saturne ou d'Uranus. Mais surtout elles pourraient se trouver
4 lextérieur de la derniére planéte du systéme.

La fonction R peut encore prendre des valeurs maxima
ou minima en dehors de l'origine § = 7 = o. Si les €léments
d'une cométe sont voisins d'un point &, 7, ou RO est ainsi
maximum ou minimum, les séries de M. Lindstedt peuvent étre
appliquées 4 l'étude de son mouvement. L'orbite ainsi définie
peut &tre instable, notamment si le point & %, ou la branche

considerée Rj de la fonction R? est maxima ou minima,
est situé un peu en dehors du domaine (Dj-), dans lequel
la branche considerée représente la valeur moyenne R® de

la fonction perturbatrice.

Upsala, rgog Novembre.

4392

418

29. Considérons en particulier le cas de la cométe
d’Encke. L'inclinaison de son orbite est petite. Nous choi-
sissons donc les variables &, 7’ du no. 3. Soit @ le demi
grand axe de son orbite, @; (=1, 2, - 8) les demi grands

axes des orbites de Mercure, de Venus, de la Terre, - - - de

Neptune. Alors nous avons
a 1 _ 1 . 67 8
— < — our 7 = , 8.
; 2 1+ V4 P 5' ' 7
C'est donc seulement pour les indices i = 1, 2, 3, 4 que les

cercles (141) peuvent couper le cercle (46).

Pour la cométe d’Encke l'angle ¢ est d'environ 185°.
C'est donc dans le domaine (Dj) environnant la partie né-
gative de l'axe des & qu'il faut étudier la fonction R
Nous écrirons

RO — RO po

ot R est di & influence de Jupiter, de Saturne, d'Uranus

et de Neptune, tandis que RO est df aux quatre planétes
intérieures. On .aura donc

PO e o0 2 F7.0)) oL,
¥ie _'R(z.o-c + R, +

pour tout le domaine avoisinant l'origine & ¥ = o,

tandis que, pour le domaine (Dj) environnant la partie

négative de l'axe des &,
pl0) — 70 0 2 Lo} ..
RO = RO &+ RO EI 4+ RO g+ )

On aura

X0) (0
R(z.o<° R(o.2<°

uisque la fonction #? est maxima i V'origine (voir le no. 23).
puisq g 5
Ensuite on aura

R(O)I.o >0.

[voir le troisiéme des développements {(70)]. Enfin les coef-
ficients R / sont petits par rapport aux RO et RO,

puisque les masses de Mercure, de Venus, de la Terre et
de Mars sont petites par rapport & la masse de Jupiter.

On voit donc que la branche, qui représente &9 dans
le domaine entourant la partie négative de l'axe des &, a
une valeur maxima dans un point sur l'axe positif des &
et situé tont prés de lorigine.

Il faut conclure de 1a qu’il est possible de représenter
le mouvement de la cométe d’Encke au moyen de séries
d'une forme purement trigonomeétrique, et cela pour tout le
temps entre deux captures de la cométe par I'une des quatre
| planétes intérieures.

H. v. Zeipel.
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