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Ueber Bewegungen und complexe Zahlen. 

Von 

K. T~. VAHT.E~ in Kt~nigsberg i./Pr. 

Um die 1)rehccngen in einem n-dimensionalen Raume darzustellen, hat 
Lipschitz complexe Zahlen eingefiihrt~ die den Quaternionen analog sin(t*). 
Dass man vermittels~ derselben Zahlen auch die JBewegungen und zwar in 
einem elliptischen, parabolischen oder hyperbolischen Raume durch An- 
wen(lung linearer gebrochener Substitutionen darstellen kann, soU im 
Folgenden gezeig~ werden. Nur fiir den parabolischen Fall der Ebene**) 
und des Raumes***) ist das Resul~a~ bisher bekann~t). 

I) Es sei n ~ p - ~ - 1 ;  die p Primitiv-Einhei~en /~ geniigen den Re- 
lationen 

Die beiden 2P-gliedrigen ZaMen 

a----- ao + a~i~ + . . .  + a~,ili~ + . . .  

~ ' - -  ao - -  alil . . . .  + ~,~1/,  + " '  

heissen ,,conjugir~". 

+ a~. . .~ i~ ' ,  �9 �9 �9 ~;~,, 
+ ( - -  1 ) ~ , . . . ~ i ,  �9 

Eine (p-~- 1)-glieflrige Zahl x ~ x  o -~- x 1 il -~- 

*) Lipschitz, Comptes Rendus XCI (1880) p. 619, 660; Un~ersuchungen iiber die 
Summen yon Quadraten, Bonn, 1886. Unabhlt, ngig yon Lipschitz und zum Theft 
anders babe ioh die Haup~si~tze hierfiber bewiesen in den ,,Sehrif~en der physikaliseh- 
tikonomischen Gesellschaft zu KSnigsberg i. Pr.", Jahrgang 88 (1897) p. [79]. Die Z~.hlen 
selbst otme die Dars~ellung der Bewegungen dutch dieselben linden sich schon bei 
Clifford, Math. pap. 26, 30, 48. 

**) Study, Comploxe Zahlen und Transformationsgruppen, Leipz. Bar., Math.- 
phys. C1. 4,1 (1889) p. 177. Wiener Mona~shef~e I (1890) p. 288. 

***) Study, Yon den. Bewegungen und Umlegungen, Math. Ann. S9 (1891) 
p. 44:1u566 spec. p. 526. ]K~,t~h. pap. from the Chicago Congress, New York 1896, 
pag. 876. 

t) Ygl. die weitere Lit,Ceratur hierzu bei Study, Theorie der gemeinen und 
htiheren complexen Zahlen. Eno. d. Math. i ,  p. 14,7, speciell p. 177if, 
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heisst; ein ,,Vector". Es giebt Zahlen (z. B. Vectoren, s. u.) a, so dass 
die 2 ~ aus 

a x  ~ -  ya" 

dutch Vergleichung der Coefficienten yon 1, i1, . .. , i~,, i l l s , . . . ,  ilis . . . i~, 
folgenden Oleichungen bei wriablen Xo, x l , . . . ,  x~ und davon linear ab- 
hiingigen Yo, Yl, '" ", Y~ coexistiren kSnnen. Alsd~nn gehen die y aus den 
x dutch eine allgemeine or~hogonale Substitution horror; den~ das En~- 
fernungsquadrat (Xo--~o) ~ -~--.. ~t_ (x __~)~ ~--- (x--~)  ( x ' - - ~  der Punkte 

", ' ,  

wird transformirt in 

a ( x - - ~ ) a  "-~. . a ' ( x ' - - ~ ' ) a - '  ~-  a ( x - - ~ )  ( x ' - - ~ ' ) a  - x ,  

bleibt also unver~indert, da sich a gegen a -~ wegen der Realitiit van 
(x--~)  (x ' - -~  ~) forthebt. Da die Substitution schon dutch ~e ~ 1 
erston ~Ker 2 ~ Gleichungen gegeben ist, in denen nur die Coefficienten 
a o ~ ,  ~" . ,a~, a l s , . . . a~_~ .~  vorkommen, so sind die tibrigen Coefiieien~en 

d~r :zal~l .a van diesen 1 -{- p -~ p(p--1) ers~en (rational) a b b r .  Eine 
2 

1 

sOlche Zahl a heisse ein ,,Transformator", r - -  (a~ q- a~+.-.~ q- a ~ . . . ~ '  
. . . . . .  ',=,~ ' : , : , ) ~  .'.:[% 

�9 a it~ ,,Versor '~. Der zu. a ,,reciproke" ~ ' ~ f o ~ .  ~. ih r  ,~Tensor" und ~- 

~-~. a ,  ~ ist gleich 

~(P+I) } 
1 lao__al i~ . . . . .  a~si, i, nL. . ._~a, ,s i l i ,  i, nt-. . .-~-(--1) , "'...i~, "~" t a l~"  "" ~$I ~s " 

Jeder Vector, also auch jedes Vectoren-Produc~*) ist ein Transformator, 
n n 

denn in ~ a h i h .  ~ x h i h .  ~ 

ficienten 

0 0 

aa  al, a z 

X~ X k X l 

a h a k a~ 

a a i~, (i o ~ 1), hat; i~i~ i~ (h < k < / )  den Coef- 

Die Producte ab und ha, und die Quotienten 

a --__ ab-  1 __b .._. b a-  1, a -  ~b, b-  la  der Transformatoren a, b sind Trans- 
b ' a 

formatoren; und es ist (ab)- 1 ~ b- l a -  1. Der Zusammensetzung or~hoganaler 
Substi~tionen entspricht die Multiplication ihrer Transform, atoren. 

2) Dies vorausgesehick4 suchen wir die Bedingungen un te r  denen 

axe-b '  ein Vector ist. Hier is~ x ein variabler Vector, a und a', Y ---~j'b=+# 
b und b' conjugirte Transformatoren, j~ eine vorliiufig beliebige reelle Zahl 

*) Dass es keine andern Transforma~ren giebt, wird in (10) bewiesen. 



einschliesslich der 

b' ein Vector v ist. a' 

formation mi~ r dass 
Setz~ man also 
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Null. Fiir x-----0 ergiebt sich als nothwendig~ d~s 

Dies ist h]nreichend~ denn es folgt darau~ durch Trans- 

auch a-  lb,. a ' -  la,  --~ a -  lb, ~ u ein Vector ist. 

so wird 
a(xWu)  (1 + f u ' x ) - l a ' - l ;  

es miisste also aucll ( x - ~ - u ) ( l ~ - j ' u ' x ) - l ~  demn~ach der reciproke Wer~h 
(~ + j ' r  ~) (~' + ~') 

(x+~)  (x '+  ~') , 

als% naeh Weglassung yon Vec~oren und reellen Factoren: 

u'  x u '  - -  u" x u - 1 .  uu '  

ein Vector sein~ was offenbar der Fall is~. 
ax --]- b" Eine solche Transformation y-~-jSbx. .~,  d soll eine ,,Vector-Trans- 

formation" heissen. 
3) Die Veetor-Transforma~ionen bilden eine Gruppe. Dean 

cy -]-. d' ax  ~ b' 
.z ----- j~dy  -Jr- c' und Y ~ j~bx + a" 

zusammengese~zt ergiebt: 

WO 

z ~ {c(ax -I- b') -Jr- d ' ( j 'bx  + a ' ) } ( j 'bx  -]-- a') -1 
�9 {[j'd(ax-.{--b') -Jr- c'(j~bx + a')] ( j 'bx  -Jr- a')- 1},..1 

-- (Ax' + B') U'bx + ~,)-1 (j'bx + a') ( j '~x + ~t')-I 
A x q -  l r  

A ~ ca  + j~d 'b ,  

B - -  da + c'b, 

gesetzt ist. 
folgr dass A und A',  ebenso B und .B' conjugir~, dass 

A -~. c ( a b - '  -~ - j~c- 'd ' )b ,  B.~-- d (ab  -1  + d - ' c ' ) b  

Transformatoren, und 
b' 

A "--r-'~ b" . . . .  
i ' d  -~ -!- c" 

A'--- c' a" + j~ab, 
.B' --~ d' a'--[- c b' 

Dies ist natfirlich eine Vector-Transformation, wie aueh daraus 

neue Primi!~iv-l~inheiti~ deren Quadrat reell 
ein Vector ist. 

4) Nunmehr sei j eine 
is~, mid die den Gleichungen 

(,~=i,~,.../,) 
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also 
aj --jog 

componiren sich die Vector-Tran~formafionen 
geniigt. 

Alsdan, 

c y + d "  as+b" 
Z -~- 3"'dY 2f. c" ' Y ---~ .i 'bx + a" 

wie die ,rBi-Transfomatoren" c ~ d ' j ,  a + b'j. Den- es wird 

(c-~t-d'j) (a..-~b~) ----- ca + j S d ' b  -~- cb'j 2r. d '  a' j  = A + ~ ' j .  

5) Fiir j ~ - ~  0 repri~.sentirt die Transfomation 

xUx+v 
eine ~rerschiebung , die Transformation 

1 ~nax~ 
e~e  Drel~aug, al~o die aus beiden zusammengeaetzte: 

II ax~ b' X a' - 

eine Bewegung im parabolischen Rsum. Ftir iv-~2 werden die Bewegungen 
abh~ngig yon den parabolisChen Bi-Quaternionen*) 

mit den Relationen 

i~ ~+I_-~ ~+i-j,-o; ~j=--ji~, i~j----ji,, ~--. ~,~. 
Die acht Parameter ao'" bz~ milssen aber der Relation 

ab-1  
gleich einem Vector, also 

aobls .~  a~ b~ - -  a~bl .-~ alsbo -~- 0 
geniigen. 

6) Fiir j ~  -~- 1 beweisen wit zuniichst, dass eine 

formation die Gleichung 
xo' + x,' +... + ~' =-j' 

oder j S 

X ~ 

P Setzt man n~mlich x - - ~ -  in y----- 

Vector-Trans- 

axq-b' era, so 
j'bx + a" in sich tranRformir~. 

erh~il~ man 

*) Mit den drei Ar~n yon Biqueternionen hsben sich Clifford (Math. pap. Nr. 20, 
4~1, 42) und Buchheim (Amer. J. 7 (1885) p. 298) b e s c h ~ ,  ohne die Darstellung der 
Bewegungen dutch dieselben zu finden; vgl. Study, Math. Ann. 89 (1891) p. 520 
A~m. **). 
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a - t - u ) ( l - ] - - ~ ) ' d - ' - - - j ' a < l - t - l ' u x ' ) x ' - ' . x ' ( s  

=)"{a'(x" +u3 (1 +y'u~')-'a-'}-' =J'y'-'- .q.e.d. 
7) Unt~rsuchen wit die Ver'~kxdermlg, die das Doppelverh~ltmiss yon 

vier Ve~oren x, y, z, t: 

(*- -~)  ( ~ - - 0 - '  : (V--~) ( V - - 0 - '  - -  (~--~) ( ~ - - 0 - ' ( V - - 0  (V- -* ) - '  
bei einer Vector-Transformation erleidet. Es geh~ x fiber in: 

1 1 
, , + , ,  r  ' 

O, 1 "JV i j ' ~ '  ~ - -  a . 1 .-I- j s ~ "  x 

man entaprechend ~, ~ , ,  ein, so wird: 

x - -  z )I a ( ~ - -  ~) a ' -x,  

x - -  t II a (~- -~)a ' - '  
also 

(x- -z)  (x - - t )  -~ 1] a(~- -~)a ' - l .a ' (~ - -v ) - 'a -~= a(~--~) (~--v)-~a -t. 
Ebenso 

(~-~) (~--0-' 11 a(~--O (~-~)-'~-', 
also 

(~-~) (~,- 0-' (~-0 O -  ~)-' I) a(~--O (~-~)-' (,~- ~) (,~-r 
Ferner wird: 

+ j ' u ' a  1 + j ' r  

....... _ . + ~  ~ ) - - a + ? r 1 6 2  - '  

- , , .  z j ' r  x ,  

1 
wenn v :==:~ u j 'u"  X-- -  ( ld- j~ffx)  -1 u. s. w. gese~zg wird. Also wird: 

1 
(~ - r (~--~)-~ = v z j ' r  x x - ~ ( ~ - - x ) - ' ~ , r  z - ' v - '  

- -  ~, z ? r  ( ~ - , , )  ( ~ - O -  ' (,, z j ' r  ' 

- - ~r(~-~) ( x - O - ,  ~r-, 
allo 
(~-~) (~-~)-~ (~-~) (~--~)-~ ~r (x - , )  ( x - O - ' O - ~ )  ( y - - , ) - '  u - '  
und sehliesslieh: ,-.jj x - ~  : ~ - ~  ,, .~-:7-~ (a r5) -~- 

Das Doppelverh~lt~iss bleibt dernnaeh ~m AUgemeinen darn und nu t  dsnn 
unge~nder~ wenn es reeU ist;; dann heb~ sich n'~mlich a U gegen (q U) -1 
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fort~ Sind P, Q, R, ,.q die Endpuut-~e der Vectoren z, y, ~, ~, so liegen 

P, Q, R, 8 in einem ctreid~mensionalen Raume; dem~ach ist x - -Z -9 - -  ~ : ~ - - t  " y - - t  

dee Verh~ltni~s yon zwei Qua~ernionen, deren Versoren die Wi~lrel 
S~2~ und SQR haben; diese m~issen also g]eich sein und in derselben 
Ebene liegen. Also: Bei einer beliebigen Vector-Transformation bleibt 
das Doppelverh~Itniss yon vier Vectoren dann und nur dR,~ ungeiindert, 
wenn die vier Endpunkte derselben auf einem Kreise (oder einer Geraden) 

8) Defl-lr~ man also sls Entfernung zweier Punk~ P, Q den Loga- 
rit~mus des Dol)pelveri~it|~nlsses der zu P, Q,/~, 8 gehSrigen Vectoren, 
~ 0 ~  8 die Seh~it~pun]~e der Geraden P Q mit x~-~-.- .-~-~ ~ - f  sind, 
:~o bleiben bei einer Vector-Transformation die Enffernungen ungeiindert; 
dieselbe reprilsentirt daher die Bewegung fdr f - - -  1 im eIlip~ischen, 
flit f - . - ~ -  1 im hyperbolisdi~n Re, m*). 

9) Ein beliebiger p n ~  ~,  ~n,'" :, e,+x der .~h'~-ischen Msnnig- 
:f~Rigkeit a ~ + ~ - ~ . - .  + ~ + ~ -  1 liegt mit dem .Pole" 

eo- e,-...- ffi o, - 

trod dem Pm~k-~ 

�9 e , -  e,+, - o 
in einer Geraden, wexm sieh verh~lt: 

zo-~-i~xJ~-...nui,~,~,:l wie ~o-Jr-ix~x-~-...-l-i,~,:l-- |~,+x, 

wie man aus einem ebenen Schnitt durch die ~+x-Axe und die beiden 
Pn~te  erke~t. Hierdurch wird die ebene Msnnigfsltigkeit ~+~-~ 0 
auf die s p ~ s c h e  ein-eindeutig Stereographisch 

ergiebt eine elliptische 0 ~  - 1) Bewegung y 
far die letztere die Transformation: 

,1 ._. ae -I- b' (1 -e t_+~)  
(1)  1-~,+~ --be-Fa'(1--ee+~)" 
Setzi; man 

ein,  und 
kommt: 

&bgebildet. Demn~h 
a z + u  der ersteren 

geht damn zur conjugirten und reciproken Gleichung fiber, so 

*) Legt man, allgemeiner, z~ einen der drei Werthe -~-1, O, - - 1  bei, so sind 
die Vector-TransformM;ione.n die sutomo.rpl~en Transform&~onen yon 

z. B. hn Raume die Bewegungen mlt festem Kreiscylinder. 
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(2) ~ + ~ , + ,  - - b ~  + ~  0 4- t,+~" 

: t - -~+~  und gehl~ zu den reciprokau s~t~t ~ in (1) u~d (:0 ,2 = ,~ 
Gleichungen fiber, so erhiilt man: 

~' _ - b e + a ' 0 - a , + ~ )  
(-~) ~ + ~,+, a~+ b' (i -- i,+,) ' 

(~) l--~p+l "=~ --~ ( l @ e j f + l ) + a |  ~ 

]3eseitigt man in (1), (2), (3), (4) die Nemaer, was wegen der Re~li~t ~ton 
~p+l keine Schwierigkeiten hat, so ergiebt die Differenz dar aus (1) und 
(2) folgenden Gleichungen: 
(5) a~ - b'~,+, --- ~ '  + ~,+~b', 
und die Differenz der aus (3) und (4) folgenclen 

(6) b~ + a '4+ ,  - - -4b"  + ,~,,+,r 
(5) und (0) kann man zusammenfassen in: 

(7) ( ~ +  b'j) (e+je~+, )  - (,~+J,~,+,) (~'--bD. 
Diese TransformaLion der sphiixischen Maanigfaltigkeit reprlitan~ir~ 

(nach 1)) eLae Drehung derselben, um den Nullpunkt 

eo = o, ~, ~ o , . . .  e,+, - -  o : )  
16) Die elliptischen Bewegungen des ( p +  1)-dimenaionalen Raumu 

sind also ,auf die Drehungen des (~ + 2)-dimensionalen abgebildet; a + b'j 
1 

muss ein Transformstor ~ $ + 2 Dimensionen sein. Da abet ~r a ein 

Vector ist, so wird a-~-b'j  das Product aus einem Vector 

Vjp+: t = f2p+l, 0 + f)p+l,lil + ' "  ~ + $)p+l,pilp + Vp+l,p+lJt 
den man als Einheits-Vector (vr+l 'vp+l ~ 1) annehmen kann, aug einem 
Transformator far p + 1 Dimensionen. Recursiv folgt daraus uns~wer die 
Darstellung eines Trausformators ~ p + l Dimensionen ala Product de4 
Tensors r u n d  der Einheitsvectoren: 

v~ ----- %0 + v,,~/l + . . .  + ~,,,,,i,, 

ni~mlich als 
r . v ~  v a  . . . % , ,  

wo hx, h , , . . . ,  h,, eine beliobige Permutation yon 1, 2,...,1D i~f. 

�9 ) F~ ~ = ~ e~gieb* sic~ ais CayX~y'~chs D~n~ a~r Drebung ei~e~ Kug~l 
durch eine linear-gebrochene Substih~ion; s. Caylsy, On the c o v a l e n c e  of 
Homographies and Rotations, Math. ~n .  15 (1879) p. 288. Aut die~ta Retml~ 
~ t t e  die I)arstellung der Bewegung in der ellil~schen Ebene sbgeleit~ werden 

k~/imen. 
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Diese Darsteilung eines Tnmsformatore let nach Festsetgung der 
Reihenfolge der / I . . .  i~ und Wahl einer Indexfo]ge hx. . .  h~ sine v~ ig  
be~; , - , - t e*) .  

11) Wit wollen in~beeondere an die Darstellung des Tra~formators ale 

r .  v ~ v ,  . . " % _ x %  - - - -  r ~,_, ~, 

anknapfen und eine andere Darstellung desselben d ~ u s  herleitexL 
Eine Quaternion mit dem Tensor r, dem I)rehungswinlrel 2~, den 

Stellungecosinuuen der Ebene desselben ca, c~, c~s, ist bekanntlich gleich 

r (oo~ so + (i~ ~ + i,e, + i~ i,e~O .in ~), 
oder worm ooB ~ und sin ~ dutch ihre Potenzreihen ersetzt und 
bmehtet, d u e  (i,c~-~-i~c~ + i, i t c a ) ' - - -  1 let, gleieh: 

r(1 -J- .(~ qp' -t- ~ qp, -I- ~ ~,,,) (~,,-t-~ q0=-l-i~ ~ q:,,)' _[_ . . . )  

wo qDI, ~t, ~L~ die Componenten ( ~ 1 - - c t ~  u. s. w.) yon ~ in den Co- 
ordi.=tenebenen eind; diese Darstellung ist analog der Darstellung einer 
gewOhnlichen complexen Zald als re/~. 

PlXr mehr ~ drei DimAnRionen stell~ der entsprechende Ausdruck 
zwsr einen Tmneformator,ab~, wit mho~di~-P~eter-Abzii~ung erkennen 
ll~t, nicht einen allgemelnen Trsnsformstor dar. 

Es seien a und b zwei yore NuHpnnlrt ausgehende Gersde, deren 
letters in z p - .  0 liege; a b - ~  ~ der Winkel derselben, 

a ,  - -  cos a x , ,  b, - -  cos bx~ (~ - -  9 ,1 ,  . . . ,p) 

ih~ Richtungscosinmme; also 

a ~ + . . . - I - a ~ - - 1 ,  b~+...+b~_x--1, b , - - O ,  

a~bo + ~ b~ + . . .  + ~,b, - -  e o ~ ,  
ferner, naeh einer bekemnten Formel f ~  vier Punk~ "einer Kugel: 

a~b~ - -  ~ b .  - -  sin ~ . z ~ .  sin ~ b .  cos ~b I z . ~  - -  c ~  sin ~ ,  

wean mit c , p - - - c o s  a b [ ~ a ~  p der Cosinus de~ Winkels bezeichnet wird, 
den die Ebene yon ~ mit der Ebene zffiz? bildet. ~Tnnmehr sei 

ep_ ,  - -  b o + b~i x + . . . .~- b ,_ , i~ ,_ , ,  v;  ~= a o -~- a,i~ + . . . ..~ %4, .  

D a r n  wird: 

~Jp-I 
v. t " vp_xv# - -  (be + b x i x  + ' " + b p _ x  i p _ x ) ( a o - - a  x i x . . . . . . . .  %i~) 

e) Die Dar~ellung ~ e r  Qua~aion ala Product (oder Quotient) yon 1~ m-.9 
~ . , ~ t  ~ ' �9 

Vectoren flndet idch bekauntlich schon bei Hamilton, Elements of Quaterniowl, H. 
ark 108. 
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gleich 

r ~ + (~c, +...+~,c, +~,~,~, +...+~,._,i,.c,_,,,) 8m ~; 

wo Co~ = c~ gesetzt ist. Ersetzt man cos ~ und sin cp dutch ihre Potenz- 
reihen und beachtet, dass 

zufolge der Relationen 

gleich - - 1  ist, so erhiilt man den Vemor v~,_lvj,-- Vf, in der Form 

wo ~a~ die Componente yon r in der x~xfEbene ist. 
Dieses ist aber kein aUgemeiner Versor; em aUgemeiner stellt sich 

vie!mehr nach Obigem sls ein Product yon solchen specieUen, etwa ale 
. . .  

Es ist beachtenswer~h~ dass sich die beiden Darstellungen eines ~l!- 
gemeinen Transformators oder Versors ergeben haben ohne Benutzung der 
zwischen den Coefficienten desselben bestehenden Relationen, allein auf 
Grund der Eingangs (s. o.) festgesetzten Definition. 

KSnigsberg  i. Pr., April 1901. 


