Zur Theorie der Taylor’schen Reihe und der analytischen
Functionen mit beschranktem Existenzbereich.

Von

Arreep PRINGSEEIM in Mtinchen®).

Im 15. Bande der Acta Mathematica**) theilt Herr Mittag-
Leffler die folgende von Herrn Fredholm aufgefundene Reihe:

Drarez” (lal <)

0

als erstes Beispiel einer Function mit, welche Uber einen gewissen
Bereich (den Einheitskreis um den Nullpunkt) nicht apalytisch fort-
gesetzt werden kann, d. h. fir keine Stelle auf der Grense dieses
Bereiches nach der Taylor'schen Reihe entwickelbar ist, obschon sie
daselbst mit simmilichen Ableitungen stetig ist.

Die Reibe ist in der That wegen ihrer ausserordentlichen Einfach-
heit bemerkenswerth: dagegen scheint mir dieselbe keineswegs etwas
principiell neues darzubieten und in dieser Hinsicht von Herrn Mittag-
Leffler einigermassen Uiberschitzt zu werden. Denn abgesehen davon,
dass wohl Niemand, der sich mit der Theorie der Taylor'schen Reihe
etwas niher beschiftigt hat, an der FEuxistenz derartiger Functionen
den geringsten Zweifel haben konnte, so mbchte ich Herrn Mittag-
Leffler nicht;einmal darin beistimmen, dass solche Functionen bisher
berhaupt noch nicht studirt worden seien.™**)

*) Der vorliegende Anfsatz bildet eine theilweise Umarbeitung und Et-
weiternng der unter dem gleichen Titel in den Sitzungsberichten der Minchneg:
Akademie vom 7. Mai 1892 enthaltenen Mittheilung.

’*) .»Sur une transcendante remarquable trouvée par M, Fredholm.® A.'8:0,
p. 279. :

##%) By heisst 8. a, O.: Autant que je sache, toutes les fonctions qui'n’éxistent
que dans un- ¢erfain ‘domaine du plan et qui ont été dtudides jusqu'édl, Lessérit
d'mster parce que’ les’ fonctions elles mémes ou lewrs dérivées devxenné\ﬁ ‘descon-
We gar la frontiére,

¥athematische Annalen, XLIL 1
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Die principielle Frage, um die es sich hierbei einzig und allein
-handelt, ist doch lediglich die: Giebt es Functionen, die auch pur an
irgend einer einzigen Stelle endliche Differentialquotienten®*) jeder end-
lichen Ordnung besitzen und dennoch nicht nach der Taylor'schen
Reihe entwickelbar sind? Denn aus einer Function, die eine derartige
Singularitit an einer Stelle besitzt, lassen sich ja dann nach bekannten
Methoden — etwa mit Hillfe des von Herrn Cantor angegebenen
Condensations-Principes **) -- leicht solche bilden, bei denen die
némliche Singularitdt in allen Punkten einer belisbigen abzahibaren
unendlichen Menge auftritt.

Nun hat aber im Gegensatze zu Lagrange, welcher geradezu die
Ansicht aussprach,***) dass die Endlichkeit von f®(z) fiir jedes end-
liche v die Giiltigkejt der Entwicklung:

Sy )
fla+my =y L8 w
0

(und damit eo ipso auch die Convergens der betreffenden Reihe) nach
sich ziehe, Cauchy schon in seinen ersten , Legons sur le Calcul
infinitésimal “ vom Jahre 1823 ausdriicklich die Bemerkung gemacht, t)
dass nicht einmal die Convergensz der Taylor'schen Reike hinreiche, um
daraus die Giiltigkeit der obigen Beziehung zu folgern. Und obschon
sich gegen das einzige zum Belege seiner Behauptung angefiihrte
Beispiel gewisse, nicht recht zu widerlegende Einwinde erheben lassen
(wovon weiter unten noch die Rede sein wird), so ist doch die sachliche
Richtighkeit jener Cauchy’schen Bemerkung, die sich auch in zahlreichen
besseren Compendien der Differentialrechnung reproducirt findet, 1)
~meines Wissens von neueren Mathematikern niemals bestritten worden,$+7)

*)- Selbstverstindlich handelt es sich hierbei im Falle einer complexen
Variabeln nicht um: Differentialquotienten nach allen mdiglichen Richtungen, son-
dern nur nach ¢inem Theil dieser Richtungen.

*+) Math, Ann, Bd, XIX, p. 688.

*#%) Théorie des Fonctions. Chap, V. Art, 30 (Oeuvres compldtes, T.IX,
P. 66). — Legone sur le Caleul des Fonctions. Leg. III, - (Oeuvres compl, T. X,
p. 72.)

1) a. &. ‘O, p. 152. Auch in den , Legons sur le Calcul différentiel* vom
Jahre 18€6: p. 105, und den , Legons sur le Calcul différentiel ‘et intégral* von
Cauchy-Moigno: T.I, p. 74,

1) z. B. Hermite, Cours d’Analyse, T I, p. 203. — Serret-Harnack,
Differential- und Integral-Rechnung, T. I, p.162. — Housl, Calcul infinitésimal,
T. I, p.286.

-H-'}‘) Nur der Vollstindigkeit halber mdchte ich als einzig mir bekannte Aus-
nahme ein Buch mit dem viel versprechenden Titel: ,Le Calcul infinitésimal fondé
sur des Principes rationnels‘: von P. H, Fleury (Paris 1879) anfiihren. Was aber
der Verfasser dort auf p. 234—236' vorbringt, enth#lt nur ein K8rnchén Wahrheit,



Zur Theorie der Taylor'schen Reike. 155

mag auch die fragliche Bemerkung einzelnen mathematischen Schrift-
stellern vielleicht ginzlich enfgangen sein.*)

Immerhin bin auch ich der Ansicht, dass jenes Cauchy’sche
Beispiel nicht ausreicht, um die Existenz einer nicht entwickelbaren
Function mit lauter stetigen Differentialquotienten schlechthin evident
zu machen. Dies wird nun aber thatsiichlich vollstindig geleistet
durch ein von Du Bois Reymond im Jahre 1876 publicirtes Beispiel
einer Function,®™) welche an einer gewissen Stelle endliche und stetige
Differentialquotienten jeder endlichen Ordnung besitzt, wihrend die

mit diesen Differentialquotienten gebildete Taylor'sche Reihe 2 f;%?l hr

fiir jedes noch so kleine & divergirt, woraus dann mit Leichtigkeit folgt,
dass f(z-+A) in der Umgebung dieser Stelle z iiberhaupt nicht nach
Potenzen von h entwickelt werden kann, Und da Du Bois Reymond
es auch unternommen hat, aus dieser Function durch ,,Condensation‘
eine andere abzuleiten, welche die fragliche BEigenschaft in unendlich
vielen, iberall dicht liegenden Punkten einer Linie hat, so scheint
mir eben die oben citirte Bemerkung des Herrn Mittag-Leffler
nicht recht zutreffend.

Auf der anderen Seite hiitte ich gegen die von ihm mitgetheilte
Reihe des Herrn Fredholm, deren elegante Einfachheit ich noch-
mals ausdriicklich anerkenne, vom didaktischen Standpunkte mancherlei
einzawenden. Zunichst scheint mir schon der Beweis dafiir, dass jene
Reibe die fragliche Eigenschaft besitzt, nicht elementar genug: er
beruht auf einem, keineswegs mehr den Elementen der Functionentheorie
angehorigen Kowalewski’schen Satze tiber die Integrale partieller
Differentialgleichungen. Zweitens aber bietet diese Methode der Her-
leitung den grossen Nachtheil, dass wir von der Art und Weise des
Zustandekommens einer solchen, doch immerhin merkwiirdigen Singu-
laritit auch nicht die geringste Anschauung erhalten.

"Da mir dies nun aber gerade wiinschenswerth erschien, so habe
ich vor allem versucht, die schon von Du Bois Reymond befolgte
Methode, die in mancher Beziehung der Ergdineung geradezu bedarf,
in anderer der FErweiterung fahig ist, derartig zu vervollkommnen,
daes es moglich wird, auf dem Wege einer zielbewussten Synthese

soweit er sich gegen die besondere Form des Cauchy’schen Beispiels wendét.*
Alles tibrige sind theils mchtssagende, theils geradezu absarde Redensarten.

*) z. B. Hankel, der in seiner bekannten Abhandlung tiber die hnendh,oh
oft unstetigen Functionen (1870) gelegentlich noch ganz den Lagrahgé’sckisn
Standpunkt vertritt: cf. Math. Ann, Bd. XX, p. 102.

*#) In den Berichten der Bayer. Akad, d. Wiss. Desgl. Bd. XXI dieser Z8it-
gchrift. p. 1091,

11*
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vollig einwandfreie Beispiele von Functionen der gedachten Art zu
erzeugen.

Zu diesem Behufe untersuche ich zuniichst nochmals genau die
Mbéglichkeiten, unter denen trotz der Endlichkeit aller Ableitungen
von endlicher Ordnung die Entwickelbarkeit nach der Taylor’schen
Reibe fiir eine bestimmte Stelle ausgeschlossen erscheint, und belege
dieselbe durch einfache, vermittelst directer Rechnung zu controlirende
Beispiele (§ 1). Sodaun werden allgemeine Bedingangen aufgestellt,
urter denen.es moglich ist, derartige singulire Stellen in unendlicher
Anzahl beliebig zu condensiren, ohne fiirchten zu miissen, dass die-
dieselben sich etwa gegenseitig in ibrer Wirkung aufheben kénnten
(8 2). Auf Grund dieser Bedingungen werden darauf Reihen construirt,
welche die verlangte Eigenschaft besitzen, auf dem Einheitskreise
durchweg beliebig oft differemzirbar und daselbst dennoch nirgends
entwickelbar zu sein. -
- Die auf diese Weise erzeugten Reihen sind natiirlich minder ein-
fa¢h als die von Herrn Mittag-Leffler mitgetheilte, aber sie geben
uns, wie gesagt, offenbar eine deutliche Vorstellung von einer der
Mboglichkeiten, wie derartige Singularititen zu Stande kommen k6nnen.

Im iibrigen aber bin ich auch, abgesehen von diesen Betrachtungen,
im Stande, Reihen von gamz dhnlicher Einfachheit wie die des Herrn
Fredholm anzugeben, bei denen sich die fragliche Eigenschaft ganz
elementar beweisen lisst, indem man durch einfache Rechnung erkennen
kann, dass die Taylor'sche Entwickelung fiir unendlich viele, iiberall
dicht liegende Stellen auf dem Einheitskreise divergiren muss (§ 4).

§ 1.

Fir ‘das Innere eines gewissen Bereichs der complexen Variablen
. sei. (o) ihitisimmtlichen Ableitungen f™(z) (r = 1,2, 3, ...) durch
irgendwelehie. analytische Ausdriicke als eindeutige reguléire analytische
Function definirt — 2. B. durch gleichmissig convergirende Reihen
von der: Form™ Zf, (x) bezw. Zf,™ (z), wo die f,(2) in dem gedachten
Bereiche: regulire algebraische oder transcendente Functionen bedeuten.
. - .Auf.der Begrensung dieses Bereiches befinde sich eine Stelle «,
fir welche f(z) mit stmmtlichen Ableitungen . f®)(z) fiir jedes endliehe
n noch eindeutig bestimmt, endlich und stetig sei. Wenn dann eine
far irgendwelche Umgebung von z — a convergirende Potenzreihe
P (¢ — ) existirt, dergestaltdass die Beziehung:

1) f(z) =P(z—a)

besteht fir denjenigen Theil des Convergenzbezirkes von P(z — a),
welcher in den urspriinglichen Definitionsbereich von f(z) hineinfallt,
30 hat dieselbe sicher die Form: .
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@) Bla—a) =3 2@ gy,

Daraus folgt aber, dass unter den bezliglich der Beschaffenheit von
f(z) im Punkte ¢ gemachten Voraussetzungen zwei und nur zwei
Moglichkeiten denkbar sind, unter denen keine Potenzreihe P(z — )
von der gedachten Beschaffenheit existiren kann, nimlich:

*)
1. Wenn die Reihe 2—%—1(“—) (z—a) fir |2 —a| < & divergirt,
wie klein man auch die positive Grosse ¢ annehmen mbge.

»)
2. Wenn die ReiheZ f ﬂ(“) (x — )* zwar fiir irgend welche

Umgebung der Stelle « convergirt, aber ihre Summe nicht
den Werth f(x) hat, wo ibr Convergenzbezirk noch in den
Definitionsbereich von f(z) hineinféllt.

Die erste dieser beiden Moglichkeiten bietet fiir unsere Vorstellung
auch nicht die geringste Schwierigkeit dar. Da némlich f® (), wenn
auch fiir jedes endliche # endlich, mit unendlich wachsendem #
geradesu in der Regel gleichfalls in’s Unendliche wachsen wird*)

()
(andernfalls wiirde ja die Reihezf—ﬂ(ﬁ)—(x — a)* bestimdig conver-

giren, also ihre Summe eine ganze transcendente Function darstellen,
was doch nur ein ganz specieller Fall wire; das gleiche findet selbst
dann noch statt, wenn f®(a) mit % so unendlich wird, wie die nte
Potenz einer beliebig grossen endlichen Zahl), so liegt absolut keine
Veranlassung dazu vor, an der Existenz von Functionen zu zweifeln,
bei welchen fiir irgend welche Werthe x = « die Zunahme von f®(a)

)
fiir wachsende. n so stark ist, dass die Reihezf—;-f-ﬂ (z—a) fiir

keinen noch so kleinen Werth von |2 — «| econvergirt. Und es lassen
sich auch mit Leichtigkeit hinreichende Bedingungen fiir die Art des
Unendlichwerdens von f®(e) fiir n = oo aufstellen, welche die Con-
vergens der obigen Reihe fiir jede noch so kleine Umgebung der Stelle
e definitiv ausschliessen.

*) Dieser Umstand ist thatsiichlich von manchen mathematischen Autoren
vollig ibersehen worden, indem sie die fiir die Existenz der Taylor'schen Reihe
nothwendige Bedingung der ,,Endlichkest simmtilicher Ableitungen'* dahin missver-

standen, als mtisse 7" (a) fiir jedes noch so grosse n umter einer fesien endlichen
Grenze bleiben, Auf diesem Missverstindnisse beruht z. B. eine vollig irrthiim-
liche Bemerkung des Herrn Mansion tiber den Rest der Taylor'sche Reihe und
speciell dber das oben erwithnte Beispiel von Du Bois Reymond. (Note sur
quelques principes fondamentaux d’analyse‘ Art. III. — Annales de la Société
scientifique de Bruxelles, 1879.) Desgleichen ein unzulinglicher Beweis des
Taylor'schen Satzes von F. K&8nig. (Nouvelles démonstration du théordme de
Taylor. Nouv. Annales: 2¢¢ Série, T. XIII, p. 270.)
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So folgt z. B. aus dem Cauchy’schen Fundamentalkriterium
zweiter Art, dass die Reihe fiir kein noch so kleines |z — «| conver-
giren kann, wenn filr » = oo

-

(v—l) 84
lim{u(-__l;?l : f:,(,“)l}=lim {v

f(v—l) (“Z
P (e)

wird, oder anders geschrieben:
AUC)
177 (@)

eine Bedingung, die sicher erfiillt ist, wenn von einer beliebigen
Stelle » > n ab:

% (@)

3) T (g ; = v P(v)
ist, wo ¥ (v) eine positive Grosse bedeutet, die mit » — wenn auch

beliebig langsam in's Unendliche wichst.
Geht man, statt von dem Cauchy’schen Kriterium, von der

»)
Bemerkung aus, dass die Reihe 2 ! (a ——=(x — a)" sicher bestindig

divergirt, wenn fiir jedes noch so kleme positive & und fiir v > n die
Beziehung besteht:
T

!

- > 1

so gelangt man statt der Bedingung (3) zu der folgenden:

@ 2@ o)
welche, wegen »! < »*, a fortiori erfiillt ist, falls fiir » > n:
) [f2@) 2 (v v )

> ¢ 189+ ()

wobei @ (v) = lg ¥ (v) gleichfalls eine mit » beliebig langsam in’s
Unendliche wachsende positive Grosse bedeutet.

Ich will nun zunichst ein iiberaus einfaches und, wie ich glaube,
in jeder Hinsicht tadelfreies Beispiel*) einer Function mit der eben
besprochenen Eigenschaft angeben. Es werde gesetzt:

*) Bei der a.a. 0. von DuBois Reymond angegebenen Reihe die mit der
hier betrachteten formal sehr verwandt ist, némlich:

(__ l)1+l 81’
f(x) =.Z @Y el

(wobei @ >0, lima, ==0) sind, wie man auf den ersten Blick erkennt, die
Differentialquotienten n'r Ordnung so complicirt, dass ihre explicite Aufstellung
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(6) f (@) =2' T TRes

wo a eine positive Zahl > 1 bedeutet. Diese Reihe convergirt un-
bedingt und gleichmissig fiir die ganze z-Ebene mit Ausschluss einer
beliebig kleinen Umgebung der Stellen 2 = — a°, — «~1, —a—?..

Sie convergirt insbesondere auch noch fiir 2 = 0 und zwar gleich-
mdssig fiir jeden Bereich, welcher den Punkt 2 =0 auf der Begrenzung
enthilt einschliesslich dieser Begreneung, sofern nur keine weitere Stelle

der Strecke 0 (—1) im Innern oder auf der Begrenzung jenes Be-
reiches liegt. Denn in der That wird fiir alle solchen Werthe = der
absolute Betrag von —1:_17%— eine gewisse angebbare Grosse nicht
tibersteigen, woraus dann ohne Weiteres die gleichmissige Convergenz
der Reihe in dem behaupteten Umfange resultirt.

Das gleiche gilt von jeder Reihe, die sich durch n-malige Dif-
ferentiation aus der obigen ergiebt, sodass also auch:

o

(1) f@) = (=1 D

gesetzt werden kann. Daraus folgt aber fir x = O:

f(0) =2-,—,‘-;=
0

fOO0) = (—1r-a! D arr = (=1 -l "
also fiir hinlinglich grosse Werthe von # sicher:

|f"(0)l

(8)

> (e

woraus auf Grund der oben aufgestellten Bedingung (4) sofort erkannt
: (]

wird, dass die Reihe Zf—v—fgx” fiir jedes noch so kleine z divergirt,

obschon f(z) fiir x = 0 mit siimmtlichen Ableitungen von jeder end-

#usserst umstiéndlich erscheint. Diese wird nun a. a. O. in der That auch gar
nicht geliefert, vielmehr wird nur gezeigt, dass If(’)(z)l ftir jedes endliche »
unter einer gewissen mit n endlich bleibenden Grenze liegt. Zur Bildung von
f™(0) wird sodann die gliedweise Entwickelung der obigen Reihe nach Potenzen
von x beniitzt, was einerseits eine unndthige Weitlhufigkeit der Rechnung zur
Folge hat, andererseits aber auch den Nachtheil mit sich bringt, dass die Stetig-
keit von f™ () an der kritischen Stelle # == 0 wohl aus allgemeinen Principien
geschlossen, aber nicht ad oculos demonstrirt werden kann, wie es doch bei emem
derartigen Beispiele wiinschenswerth erscheint.
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lichen Ordnung endlich und ausser in der Richtung der negativen
reellen Axe auch durchweg stetig ist.

Man bemerkt, dass bei der eben betrachteten Reihe die auf der
negativen reellen Axe gelegenen Punkte — a°, — a1, —-a2...
welche die H#éufungsstelle O haben, singuliire Stellen fiir die einzelnen
Glieder sind. Verlegt man diese Stellen in die positive und negative
imagindre Axe, indem man in (6) x durch 2* und @ durch a? ersetzt,
80 kann man eine Function mit durchweg reellen Coefficienten herstellen,
welche mit allen Ableitungen in der Umgebung der Nullstelle auf der
reellen Axe vorwdrts und réckwdrts stetig ist, und fiir welche die Mac
Lauriwsche Reihe dennoch divergirt, Man erhilt auf diese Weise:

[+ <]

©) f@) = Dpor ——

DI + a¥?a?

- ]
=1 5L 1t 1
24 LA AP R a’x + i
also:

, 1 1 anv 1 1
(10) f"(w)‘=°2‘§'”!2 V1 '{(a*w—.z')"+1 "'(a'x+i)"+1}

0

_ 1 ol wv a™? . (avx+i)n+l~_(a‘vw__i)n+l

n! 1+a2”x2

21
0

Da hieraus folgt:
[ Fem0(0) =0,
Lfam©) = (=1 @m)! e,

so erkennt man wiederum ganz direct (also ohne irgendwie functionen-
theoretische Gesichtspunkte zu Hiilfe zu nehmen)dass die Mac Laurin’sche
Reihe fiir jedes noch so kleine 2 divergirt, und es diirfte daher dieses
Beispiel insbesondere geeignet sein, auch im Rahmen einer gewohn-
lichen Vorlesung iiber Differentialrechnung die Moglichkeit dieses
Vorkommnisses zu illustriren.

Was nun die sweife der oben erwihnten Eventualititen betrifft,

(11)

‘ )
dass nimlich die Reihe > L2 (z— a)) zwar convergiren, aber ibre

Summe von f(x) verschieden sein kbnne, so scheint man, soviel ich
weiss, bis zam heutigen Tage tiber das von Cauchy a. a. O, ge-
gebene Beispiel: .

f@=ce *
nicht hinausgekommen zu sein. Indessen fehll demselben aus zwei
Griinden dte rechie Beweiskraft: einmal (was auch Du Bois Reymond
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in dem citirten Aufsatze ausdriicklich hervorhebt), weil hier £(0) und
f™(0) nicht , eigentlich* definirt sind, d. h. nicht durch directes Ein-
setzen von x = 0 aus einer der Definitionen:

®

1 —1
- T2 1 1
__2 —pp kol oden 6 =(2__)

0

berechnet werden konnen, sondern lediglich auf Grund der zweiten
Definition als lim f(--¢) fiir ¢ = O eine feste Bedeutung gewinnen;*)
zweitens aber nach meinem Daftirhalten auch deshalb, weil das so
definirte / (0) mit allen Ableitungen den besonderen Werth Null hat,
sodass von einer convergigenden Mac Laurin'schen Reihe auch wiederum
nur cum grano salzs die Rede sein kann, da dieselbe formal eigentlich

gar wicht existirt *— ein Mangel, der durch Einfithrung einer Function
. \(r"' 1

von der Form f@)=op@) +e = (wo ¢ entwickelbar) zwar ver-
deckt, aber in seinem Wesen doch nicht géhoben wird.

Man erhélt nun aber vollig einwandfreie Beispiele dieser Arl, wenn
man in den oben betrachteten Reihen (6) und (9) den Coefficienten

% durch -(—_;—lll ersetzt. Auf diese Weise-entsteht aus (6):

(12) fla)= D= 1+‘a,x also: f(0) = ¢~

woraus:

ny

(13)  fO@) = (—1) n'Z il

also: “
Lo = (—typee = (-0 (2)".

Hier erkennt man aber: dass die Reihe:

(14) Zf( © 4 Z’(——w Gy o =@

geradezu bestindig convergirt. Dass sie aber nicht mit f(z) Uberein-
stimmen kann, geht daraus hervor, dass f(x) wegen der in unmittel-
barer Nachbarschaft der Nullstelle sich hiéufenden singuliren Stellen

= — q~* fiir keine noch so kleine Umgebung der Nullstelle nach
Potensen von x entwickelbar sein kann (wie sich mit aller Strenge aus
den Betrachtungen des folgenden Paragraphen ergiebt).

*) Dieser Einwand wird auch durch das Raisonnement des Herrn Hermite
(Cours d'Analyse, T, I, p. 208) nicht entkriftet.
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Es erschien mir indessen vom didaktischen Standpunkte aus
wilnschenswerth, die Nicht- Entwickelbarkeit der durch Gl (12) defi-
nirten Function f(x) auch erweisen zu kénnen, okne auf die Theorie
der analytischen Functionen einer complexren Variablen zu recurriren.

Hierzu wiirde es offenbar geniigen, die Nicht- Uebereinstimmung
von f(z) mit der Mac Laurin’schen Reihe @ (2) fiir einen einzigen
positiven Werth von x nachzuweisen.

Angenommen niémlich, die Beziehung:

[(#) = @ (2)
gelte filr ein beliebig kleines positives Intervall 0 <z < h, so wihle

L4 [ L4 LXd 1
man eine positive Grosse x, so, dass 5 b < 2y < h: alsdann lassen

sich — lediglich unter Anwendung des Cauchy’schen Satzes iiber die
Umordnung unbedingt convergirender Doppelreihen — f(z) und ¢ ()
in Reihen nach positiven ganzen Potenzen von (x — ) umformen,
von denen die erste fiir 0 < x <2z, die zweite bestéindig convergirt.
Aus der Uebereinstimmung der Summen dieser beiden Potenzreihen
fir diejenige Umgebung von z,, welche dem Intervalle: 0 <z < &
angehdrt (d. h. also fiir: 22, — 2 <2 < h) folgt dann nach einem
bekannten Satze deren ldentitit und somit die Giiltigkeit der Beziehung:
f(x) = @(x) fir das Intervall: 0 < z < 2x,, wo jetat: 2z, > h.
Durch fortgesetzte Anwendung dieser Schlussweise ergiebt sich offenbar
schliesslich, dass fiir jeden endlichen positiven Werth z: f(z) = ¢ ()
sein muss, sofern diese Beziehung fiir eine beliebig kleine, positive
Nachbarschaft der Stelle z = 0 gilt.

Daraus folgt dann aber umgekehrt, dass die Gleichung f(z) = ¢ (z)
fir kein noch so kleines Intervall 0 < x < & bestehen kann, sobald
sich zeigen lisst, dass fiir irgend einen einzigen positiven Werth z’
die Werthe von f(z") und ¢(«") verschieden sind.

Leider ist es mir bisher nicht gelungen, diesen Nachweis gane
allgemein, d. h. fir ganz beliebige, nur die Einheit iibersteigende
Werthe der in f(x) und @(z) auftretenden Constante @ zu fiihren.
Dagegen gestaltet sich der Beweis iiberaus einfach fiir solche Werthe
von a, welche nicht unter einer gewissen, sogleich niiher anzugebenden
Grosse liegen, und dies geniigt immerhin, um das fragliche Beispiel
auch fir eine gewtohnliche Vorlesung iiber Differentialrechnung nutzbar
zu machen.

Man hat némlich fir jedes # < 1 nach Gl. (14):

(16) 9(@) < 5
Andererseits ist fir jedes positive # nach Gl. (12):

(16) f@ > 137 — a5



Zur Theorie der Taylor'schen Reihe. 163

Legt man hier # denjenigen Werth bei, fiir welchen der rechts
1

—

stehende Ausdruck ein Maximum wird, nimlich: 2 =14 *, so folgt:

1
-1 F)
(17 () > =
a® 41
und daher: ,
1 —_—
(18) f(a 2)2% und somit: > (p(a 2),
sobald : l
T _
(19) L=z
a® 41
d. h. falls: 1y
é
(20) “’2(@’——1):4’68”"

Damit ist aber nach dem oben gesagten fiir solche Werthe von g,
welche der Ungleichung (20) geniigen, die Niché- Entwickelbarkeit von
f(x) vollsténdig bewiesen.

Zur niheren Krliuterung dieses eigenthiimlichen Verhaltens von
f(z) in der Nahe der Nullstelle mbge hier noch folgendes bemerkt
werden. Setzt man
1) (&) = f,(8) — (@)
wo:

1

™ c 1
fie) = 2 @ 14
0

(22) ‘ o
1 1
[fz(‘”)zg @+ 1 faHa’
8o wird:
£ @) S (a™)”
nl =(““ 1) 2 (29)! ) (1+a2"x)"+1 ’
@)
fén)(x) 1y 2 (an)2*+'1
R A e
L
also: -
f‘ (0) =(—1r 5 (e + e,
(24)

f"‘ <0)

= (— 1) —-(e“ e="),

woraug man sofort erkennt dass die Mac Laurin’sche Reihe. flr £, (z)
und f.(x) divergiren muss, da-ibre Coefficienten mit % & wie ¢*" in's
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Unendliche wachsen. Bildet ‘man nun: f®(z) = f,®(z) — £, (z),
80 hebt sich fiir den einen speciellen Werth 2 = 0 die Gesammtheit der-

Jenlgen positiven Bestandthelle, welchie zusammen ¢ ergeben, gegen
die entsprechenden negativen weg, und hierdurch kommt zwar die

(]
Convergens der Mac Laurin’schen Reihe 21—;!@- 2¥ zu Stande; da-

gegen heben sich die in wrimittelbarer Niahe der Nullstelle gelegenen
Singularititen von f,(x) und f,(x) nicht heraus, und deshalb bleibt
die Nicht- Entwickelbarkeit, die man bei f, (x) und f,(x) sofort an der
Divergenz der Mac Laurin’schen Reihe erkennt, auch fir:

f(@) = fi(2) — f, (@)
trots der Convergens jener Reihe bestehen. KEs findet nimlich fiir
beliebig kleine positive Werthe « ==, ' zwischen den positiven und
negativea Gliedern von f(#) ein #hnlicher. Azosglewh wie an der Null-
stelle, nicht mehr statt; genauver ausgedriickt: es nimmt [ (z,) mit
wachsendem ) 1mmerhm 80 grosse Werthe an, dass das Convergenz-
intervall der Taylor'schen Reihe 2-"%—%"1 (# — ) mit 2z, selbst
unter jede noch so kleine Grosse herabsinkt*). Der nahe liegende

*) Es ist zwar —,%1— - f™(x) fiir jedes bestimmte, wenn auch noch so grosse
n, eine stetige Function von a fiir die positive Nachbarschaft von zx == 0, sodass
also zu bel. klein gegebenem & sich x, stets so bestimmen ladsst, dass:

2 f®@) - 0] <8 fir <.

Allein diese Stetigkeit iat eine ungleichmissige, wenn man —- f(’" (x) als Funection

" dex- besden Verinderlichen x und » auffasst, d. }. man muss mit zunebmendem
» den Werth von x, bestindig verkleinern, um die obige Ungleichung zu erzielen.

Hleraus erklért es 'sich, dass lim —-—f(") (0) von unendlich hoher Ordnung

n—oo

(so, wie lim (—_) ) verschwindet, whhrend fir beliebig Kleine positive Werthe

&, : Im T f‘"’ () micht esmmal umier emer endlichen Gyenze bleiben kann

”—Q
(da, ja sonst dle Taylor'sche Reihe 2 r (w") (x — x,)” einen Convergenz-

radius > 1 besitzen wﬁrde) Der Grund dieses Verhaltens liegt darin, dass
die Reihe:

PRI S AR S
n! ~

- v! (14 a" z)™H!

bei festgehaltenem, beliebig grosseh n 2war gleschmissig convergent fir alle
x> 0; dass sich aber fir o <1 die Convergenz der Beihe mit wachsendem n
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Versuch, dies durch directe Rechnung zu constatiren, ist mir freilich
bisher nicht gegliickt. Indessen ergiebt sich die Richtigkeit der eben
ausgesprochenen Behauptung sowohl aus den functionentheoretischen
Betrachtungen des folgenden Paragraphen, als auch — ohne derén
Beihilfe — aus einem Satze, den ich weiter unten (§ 4, gegen Ende)
beweise, und welcher, auf den vorliegenden Fall angewendet, lehrt,
dass in jeder beliebigen Niéhe der Stelle z = 0 positive Werthe z,

liegen miissen, fiir welche das Convergenzintervall von 2 f(—j'(z—) (2—,)”
die Null zur Grenze hat*).

Will man statt der eben betrachteten Function, welche bei reell
verinderlichen 2 an der Stelle # = 0 mit simmtlichen Differential-
quotienten nur vorwdrts stetig ist, wiederum eine solche construiren,

fiir welche das Gleiche sowohl wvorwdnrts als rickwdrts stattﬁndet , SO
)7

braucht man nur in (9) den Coefficienten —:—, durch -—<- zu er-
setzen. Alsdann ergiebt sich:

25)  fo) =Z G e sho () =t
und daraus:
(26) fEm=1 (0) =0 f&m™(0)== (2 m) ! (— 1),,, . g—a®™

Die Mac Laurin’sche Reihe wiirde auch hier wiederum bestindig con-
vergiren, stellt aber nicht die Function f(x) dar. Bezeichnet man
ihre Summe mit ¢ (2), sodass also:

27) o(z) = D (— 1y (3) -2

so stimmt @(2), ¢"(z) nur fir 2 =0 mit f(z), f®(z) Uberein.
Bildet man daher:

(28) F(“)=f(x)—9’(x)=§,z(‘—1)’{,,—1,——a—;—(“)27 },

so liefert dieselbe ein Beispiel — und, wie ich glaube, das erste be-
kannte Beispiel — einer Function, welche fiir alle endlichen reellen
z incl. 2 = 0 mit sammitlichen Ableitungen endlich und stetig und auch
noch fiir 2 = 0 eigentlich definirt ist, dabei aber (gleichwie die fur

bestindig verzdgert, und zwar um so mehr, je kleiner # wird — wie man sofort
erkennt, wenn man das allgemeine Glied auf die Form bringt:

(-0 e (= 1
vl (t4a” 2"t v! 1+a'z (x4 a")
*) Vgl. die Fussnote zu dem eben citirten Satze, S, 181.
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1
z = 0 nicht eigentlich definirte Function ¢ ™) die Higenschaft besitat,
in beliebiger Néhe der Nullstelle nicht zu verschwinden, obschon sie
fllr =0 mit sémmilichen Ableitungen verschwindet. Damit erscheint aber
die von Lagrange im 5. Capitel seiner Théorie des Fonctions*)
gedusserte Ansicht, dass eine stetige Function, welche fiir irgend
einen Werth einer reellen Variablen mit simmtlichen Ableitungen ver-
schwindet, identisch verschwinden miisse, nunmehr endgiiltig widerlegt,

§ 2.

Der allgemeine Typus der im vorigen Paragraphen betrachteten

Reihen lautet offenbar:
[o cv
f@) =2 w5
(1]

WO @y, &, & ... eine abzdhlbare Punktmenge bedeutet,**) welche
(mindestens) einen nicht zur Menge gehbrigen Grenzpunkt « besitzt:
gerade dadurch, dass die Stelle x == « fir kein eingelnes Glied der
f(z) definirenden Reihe eine singuldre ist, entsteht an der Stelle 2 =«
fur f(z) jene besondere Singularitit, welche f(z) und " (x) endlich
und nach allen denjenigen Richtungen stetig sein ldsst, in denen
picht unendlich viele Punkte der Menge (,) liegen. Es fragt sich
‘aber, ob auch wirklich in diesem Falle ¢ stets eine singulire Stelle
fir f(x) sein muss. Dies ist ndmlich keineswegs selbstverstéindlich:
denn wenn auch in jeder noch so kleinen Umgebung von « unendlich
viele Punkte «, liegen, welche fiir je, ein Glied der obigen Reihe
singulire Stellen sind, so wire es gerade wegen der Unbegrenztheit
ibrer Auzahl mbglich, dass sie sich zusammengenommen in ibrer
Witkutig ‘annulliren. **¥)

*) Qeuvres complétes, T. IX, p. 63,

#¢) Ich bemerke, dass die folgenden Betrachtungen auch Giltigkeit behalten
fir Reihen von der etwas allgemeinen Form:

oo

S

Yy —,
- (ot,, —_ w)’”'

wo die m, auch megativ gebrochene oder beliebige rationale positive Zahlen
bedeuten,

***) Gerade in dieser Hinsicht enth#ilt der oben erwithnte Versuch von Du Bois
Reymond, durch Condeusation eine Function der fraglichen Art herzustellen
eine Beweisliicke. Es wird nimlich eigentlich nur gezeigt, dass man eine Function
bilden kann, welche die betreffende Singularitdt in einer beliebig grossen end-
Uichen Anzahl (n) von Punkten eines gewissen Intervalles besitzt, und dass diese
Function auch noch fiiv n == einen bestimmten Sinn behiilt, Alsdann aber
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Es sei nun irgend ein einfach .zusammenhingendes von einer
Curve C begrenztes Flichenstiick gegeben, welches keinen Punkt der
abzihlbaren Menge (a,) im Innern oder auf der Begrenzung enthilt,
wihrend auf der letzteren der eine Grenzpunk{ « (aber kein weiterer,
falls solche vorhanden) sich befinden soll-dst dann Z|cy| convergent,
so stellt nach einem bekannteh Satze des Herrn Weierstrass die
obige Reihe eine innerhalb C regulire analytische Function dar. Dies
gilt aber auch noch fiir jeden Punkt z’ auf der Curve C — mit
eventueller Ausnahme des einen Punktes «. Denn da nach Voraus-
setzung &' weder der Menge (@) angehoren,)noch ein Grenzpunkt
derselben sein kann, so existirt stets eine gewisse Umgebung von z’,
innerbalb deren kein Punkt der Menge («,) liegt, sodass also f(z) fur
diese Umgebung wiederum regulédr bleibt.

Um nun das Verhalten von f(z) fiir die Stelle x =& zu unter-
suchen, bemerke man zunéchst, dass allemal, wenn man den Punkt &
durch einen der Menge selbst angehorigen Punkt — etwa «, — ersetat,
dieser sicher eine singuldre Stelle fiir f(x) sein muss (gleichgiiltig, ob
o, ein Grenzpunkt der Menge ist oder nicht). Man erkennt dies, wie
Herr Goursat gezeigt hat,*) indem man die obige Reihe folgender-
massen in drei Partien zerlegt:

f@) = 2 +2 Py
= [, (%) +f2&x) + f3(2),

wo » so fixirt sein soll, dass 2 ley| = || (# < 1) wird, was in

n+1
Folge der Convergenz von X|c,| stets moglich ist. Alsdann ist f, ()

regulir fiir eine gewisse Umgebung der Stelle ¢,, wibrend f, (z) in
o, eine singulére Stelle besitzt, welche durch f;(x) wie mit Hiilfe der

n+1

Bedingung: 2 ley] = & < |¢y| leicht zu ersehen ist, nmicht annullirt

n+1
werden kann.

Tritt sodann an die Stelle des einen Punktes «, eine unendliche
Anzahl solcher Punkie, welche auf der Curve C oder irgendwelchen
Bbgen derselben iiberall dicht liegen, so lisst sich weiter folgern, dass

heigst es (a. a. O. p. 617): ,,Fs wdre freslich nock direct ru zeigen, dass die (bei
dem eben erwihnten Grenziibergange resultirende) Function F(x) nickt En- .
wickelbar ist, doch wollen wir hier diese Rechnumg micht anstellen. — Ich Halty
es fir sehr zweifelhaft, ob sich das hier tberhaupt auf dem Wege dlosser-Réth-
nung erweisen ldsat,

*) Sur les Fonctions & Espaces lacunaires. Bulletiu des Sciences mathé-
matiques, 1887. 2Wme Série, T. XI, p. 109,
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jeder solche Bogen eine singuldre Limie fir f(x) sein muss, sodass
also fiir keinen Punkt &’ eines solchen Bogens eine Reihe P(z — a’)
existirt, welche innerhalb C mit f(2) ubereinstimmt.

Die obige Schlussweise beruht nun aber wesentlich darauf, dass

der Term ;i"——a— wirklich in f(x) vorkommt, wihrend in dem hier zu
- &
c

——

betrachtenden Falle die Existenz eines Gliedes voh der Form

gerade ausgeschlossen ist, da ja « der Menge der &, nicht an-
gehoren sollte.

Es lisst sich indessen zeigen, dass auch in .diesem Falle « stets
eine singuléire Stelle fiir f(«) ist, sofern man nur die Menge (e,) der
einzigen Beschrinkung unterwirft, dass in jeder Néhe von « solche
@, vorhanden sind, die hichstens in Linien (aber nicht in Flichen-
theilen) oder dberhaupt nicht iiberall dicht liegen.*)

Angenommen némlich f(x) wire fiir die Stelle « regulir, so miisste
das Gleiche fiir alle Stellen innerhalb eines gewissen um « zu be-
schreibenden Kreises der Fall sein. Dies ist aber in Folge der iiber
die Vertheilung der a, gemachten Voraussetzung unmoglich, da nach
dem angefithrten Satze innerhalb jenes Kreises stets singulire Punkte
oder Linien von f(z) liegen miissen.

Die Moglichkeit dieser Schlussweise bleibt aber unveriindert be-
stehen, wenn an die Stelle des einen Grenzpunktes o eine beliebige
Anzahl solcher Punkte tritt, die auch auf C oder irgend einem Bogen
von C iberall dicht liegen diirfen, sofern nur die Punkte @, in der
Umgebung jedes solchen Punktes ¢ der oben angegebenen Bedingung
genilgen, und es gilt somit der folgende Satz:

Befinden sich auf der geschlossenen Curve C
beliebig viele Grenzpunkte « der durchweg ausser-
halb des Bereiches (C) gelegenen Punktmenge (),
so ist fiir die innerhalb (C) reguliare analytische
Funetion:

f(z) = Z a,‘i‘_'_-é- (wo 2’ [Cy] convergent)
0 0

jeder Punkt ¢ ein singulérer Punkt und jeder Curven-
bogen von C, auf dem solche Punkte « tiberall dicht

*) Damit ist nicht ausgeschlossen, dass ein 7Thesl der Menge (a,) in der
Nahe von « auch in Flichentheilen iiberall dicht liegt. Der Beweis beh#lt sogar
noch seine Giltigkeit, wenn die Menge (@,) in der Nihe von « ausschiiesslich
aus Punkten besteht, welche in Flichentheilen iiberall dicht liegen, sofern nur

irgendwo auf der Begreneung derselben in jeder Nahe von o stets auch Punkte
o, (nicht bloss Grenzpunkte) liegen.
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liegen, eine singuléire Linie, sofern in beliebiger
Nihe jedes Punktes o stets Punkte a, vorhanden
sind, welche hochstens in Linien (nicht in Flichen-
theilen) tiberall dicht liegen.

Beispiele solcher Punktmengen sind:

v=0,1,2,...
= . g = &Y
Cy Dy & 0y Pu (on’ 1,2"“)

wo p, positiv und fiir jedés endliche » > 1, dagegen lim p, =1

Y=o

1
(z. B. p, =14 ';%; py=1-4 ;1,—, 2 '=~e"i‘1 etc.), wihrend s

eine complexe Zahl mit dem absoluten Betrage 1, aber keine Rin-
heitswurzel sein soll, also & = ¢2*”¢, wo s eine Irrationalzahl bedeutet.
Die Punkte & (v =0,1,2...) liegen dann auf dem Einheitskreise
iiberall dicht, wihrend die Punkte @, =p, - &, o, =p, & durch-
weg ausserhalb des Einheitskreises liegen, aber alle Punkte desselben
zu Grenzpunkten haben. Dabei nihern sich mit wachsendem v die
Punkte o, = p, - & in spiralartiger Anordnung asymptotisch dem Ein-
heitskreise und liegen nmirgends (auch auf keiner Linie) tiberall dicht,
wihrend die Punkte e, , = p, - & auf allen um den Nullpunkt con-
centrischen Kreisen mit den Radien p, (p=0,1,2...), aber nicht
in irgendwelchen Flichentheilen iberall dicht liegen.

§ 3.

Auf Grund der im vorigen Paragraphen angestellten Betrachtung
sind wir nunmehr im Stande, Reihen zu construiren, welche im Innern
und auf der Begrenzung eines gewissen Bereiches — etwa des Ein-
heitskreises um den Nullpunkt — durchweg endliche Ableitungen jeder
endlichen Ordnung besitzen und dennoch in beliebig vielen, anch un-
endlich vielen auf dem Kreise iiberall dicht liegenden Punkten « nich?
nach Potenzen von (% — «) entwickelbar sind, also in dem zuletst
genannten Falle eine analytische Fortsetzung uber den Einheitskreis
hinaus nicht zulassen.

Es seien also ausserhald des Einheitskreises unendlich viele Punkte
o, gegeben, welche auf der Peripherie desselben beliebig viele Grenz-
punkte o besitzen sollen. Man hat alsdaun fiir jedes endliche »: |ay|>1,
wihrend fiir v — 0o entweder geradezu Jim |a,| =1 ist oder wenigstsiis
die untere Unbestimmtheitsgrenze von @ den Werth 1 haben nins
(mit anderen Worten: es kdunen die Punkte «, anch noch awseﬂmlb
des Einheitskreises beliebig viele Grenzpunkte besitzen). In der Ute-
gebung jedes auf dem Finbeitskreise gelegenen Grenzpunktes & sollen
die @, der in dem Satze des vorigen Paragraphen statuirten Bedingung

Mathematische Annalen. XLIL 12
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genligen. Bedeutet dann Z|c,| eine convergirende Reihe, so ist die
Reihe:

(1) f(z) =

zunéchst innerhalb des Emheltskrelses glelchmiissig convergent und
kann fiir diesen Bereich in die ebendaselbst convergirende Potenzreihe:

@) @) = D}z wo: = D -
0 0 v

umgeformt werden. Man kann nun aber durch eine passende Wahl
der ¢, leicht erzielen, dass die Reihe (1), wie auch die Potenzreihe
(2) auch noch auf der Peripherie des Einheitskreises unbedingt und
gleichmiissig convergire. Da niémlich fir |z] < 1 die Beziehung
besteht:

@ — 7] > | — o] > |a| — 1,
so hat man inshesondere fiir alle Punkte x auf der Peripherie:
2

o, —x

<1

und es wird daher die Reihe (1) noch auf dem gesammten Einheits-
kreise unbedingt und gleichmissig convergiren, falls die Reihe

2
| — 1
ev=_(|a,| — 1) ¢
wo ¢, das Glied einer absolut convergirenden Reihe bedeutet. Zugleich

erkennt man, dass dann auch die Potenzreihe (2) auf dem Einheits-
kreise noch unbedingt und gleichmissig convergirt, denn man hat:

Z‘AMZLI 1—‘2 2 1+1
ngcv
_2 IJTLI.

Ferner folgt aus (1) und (2) durch nmahge Differentiation :

(3) f(") (w) = n! 2 —E'_c—va"—_ﬁ*

convergirt, also fiir:

PAA—1) - (A — n A 1) Ay
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zunéchst wieder fiir das Innere des Kinheitskreises. Es werden aber
auch diese beiden Reihen fiir irgend ein bestimmtes » noch auf dem
Einheitskreise unbedingt und gleichméssig convergiren und demgeméss
dort auch noch die n'® Ableitung von f(x) darstellen, wenn die ¢
so gewiahlt werden, dass die Reihe:

2 e

convergirt, was man offenbar wiederum erzielen kann, wenn wan setzt:
6y = (lay| — D)™ . ¢/ wo Zl¢,/| convergirt.

Man erkennt zugleich, dass bei dieser Wahl der ¢, die obige
Reihe auch a fortior: fiir jedes kleinere n convergirt, falls schlechthin
lim || = 1 ist; hat dagegen nur die untere Unbest.-Grenge von |a,|
den Werth 1, so erzielt man dasselbe durch die Substitution:

. [, —1 n+1
o= (Ser) o

Daraus folgt dann zuniichst wieder ohne Weiteres die unbedingte
— az)H—l fiir alle

Punkte der Peripherie, withrend das Gleiche fiir die entsprechende
Potenzreihe erkannt wird aus der Beziehung:

und gleichm#issige Convergenz der Reihe 2 IcA

i -1 @G—n+1) |4

<Sli.a—1. (l-—n+1)2 |“|‘+‘

n

o

< o

0

1

7"*‘2(1+ D@A+2) -

"'”’2 =

Nun lassen sich aber die ¢, in mannigfacher Weise geradezu so fixiren,

dass die Reihe:
Xt
o[ —1™

nicht nur fir alle Werthe m bis zu irgend einem bestimmten hin,
sondern geradezu filr jedes m (ohne obere Grenze) convergirt.

Man erzielt dieses Resultat im Falle lim |e,| =1 (d. h. falls die .
Punktmenge «, keine weiteren Grenzpunkte besitzt, als die.and: dex
Peripherie des Binheitskreises gelegenen) in der einfachsten Weise,
indem man setzt:

(4) ey = (e — 1)"- by,

12‘
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wo die b, ganz beliebige Grossen bedeuten, deren absolute Betrige
unter einer endlichen Grenze g bleiben. Hierbei ergiebt sich ndmlich:

Z A ——2 Bl (la] — 177,
also:
(5) 2 7= |—1 —Z oo (| @nets] — 17

<g- 2’ (lemts| — 1),
0

wo-die rechts stehende Reihe wegen: lim (|, — 1) =0 von einer
bestimmten Stelle ab stirker convergirt, als jede convergente geo-
metrische Reihe.

" Besitzt dagegen die Punktmenge «, auch Grenzpunkte ausserhalb
des Einheitskreises, so geniigt es offenbar, wenn man in (4) &, durch:

b,
T—l’_ ersetzt, wobel in dem besonderen Falle, dass auch. der Punkt

oo ein Grenzpunkt der a, ist, die b, néthigenfalls als Glieder einer
beliebigen absolut converglrenden Reihe zu wihlen sind, wihrend sie
in jedem anderen Falle wieder nur der Bedingung |b,| < g zu ge-
niigen haben.

Andere Bestimmungsweisen filr die Coefficienten ¢, ergeben sich
folgendermassen. Man setze zur Abkiirzung:

1 1
(6) —I—;"l—'___l=q, d. h. |a,]=1+———,

wo dlso ¢, wesentlich positiv und fiir » = oo entweder geradezu
lim’¢y = 0o oder zum mindesten die obere Unbestimmtheitsgrenze von
¢, unedlich wird, Alsdann hat man identisch:

c, . &
@ L PYRY S PRPATE

und: wenn daher 7, positiv und so gewihlt wird, dass fiir jeden noch

so grossen Werth von m:
m\18 ey
(8) lim —— 4 = lim (—e-)—— =0

y=0w v 1’

wird — was z. B. fir lim g, = oo stets der Fall ist, wenn man setzt: *)

*) Wiare nur die obere Unbestimmtheitsgrenze von. gji== o, 80 wiirde
man der Forderung beispielsweise geniigen kdnnen, indem masi setzt:
r, =b"""
oder:
= [lg QV]!
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(9) ry = bW b<1

oder auch:

(10) 7, =(lgg]! (wo [«] die grisste in « enthaltene ganze Zahl),
so geniigt es nach Gleichung (7) fir den gewlinschten Zweck in
jedem Falle, wenn sodann:

Cy

Ty

(Il) Icv‘ ‘ Py = lcy'l also: Cy ==

genommen wird, wo |¢,’| das Glied einer convergenten Reihe bedeutet.
m
v

Wenn aber hierbei schon -
2 4

einer convergenten Reihe bildet, was z B, stets der Fall ist fiir
gy 5 v und 7, = b"?, ebenso fir ¢, S a’(a > 1) und r, =v!, 80
reicht es schon hin, wenn man setzt:

fiir jedes noch so grosse m das Glied

(12) iey .7y =1 also: ]c,|=_.r}_.

Hiernach ergiebt sich aber in Verbindung mit dem Satze des § 2
das folgende Resultat:

Besitzt die durchweg ausserhalb des Einheits-
kreises gelegene abzihlbare Menge (#,) auf dem Ein-
heitskreise beliebig viele Grenzpunkte, so lasstf
sich auf mannigfache Weise unendliche Reihen von
Grossen ¢, stets so bestimmen, dass die Reihen:

f@) = a,(—’:x fo (@) =n' 2’(&-:057‘@

0

nicht nur im Innern, sondern auch auf der Peripherie
unbedingt und gleichm#ssig convergiren und in die
eben daselbst unbedingt und gleichméssig conver-
girenden Potenzreihen:

flg) = Zw}Azx‘

o (@) = 21 LA—1) (= n1) Azt

h

>y ¢
' wo! A‘“Z!ZI{F*
o 7

umgeformt werden kdnnen. )

Bedeutet dann « einen auf der Peripherie .b'é;
findlichen Grenzpunkt der @, von solchér Be-’sé‘}!ﬁi%‘fﬁ’ﬁ.—
heit, dass in jeder Nihe von « stets Punkte o, vor-
handen sind, welche hochstens in Linien, nichtaber
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in Flichentheilen, iiberall dicht liegen, so existirt
keine Potenzreihe $(x —ea) derart, dass die Gleichung
f(z) = P(r —a) besteht fiir Punktein beliebiger Ndhe
von ¢, die im Innern oder auf der Peripherie des
Einheitskreises liegen.

Wenn also solche Punkte ¢ auf der Peripherie
iiberall dicht liegen (sodass schliesslich jeder Punkt der
Peripherie als ein Grenzpunkt der Menge («,) anzusehen ist),
so existirt fiir f(z) keine analytische Fortsetzung
tiber die Peripherie des Einheitskreises hinaus, ob-
schon f(z) mit simmtlichen Ableitungen jeder end-
lichen Ordnung dort noch endlich und stetig ist.

Der Vollstindigkeit halber sei hierzu noch bemerkt, dass der Conver-

genzbezirk derReiheZ “ _in Folge der den-Punkten a, auferlegten

a, — &

‘Beschrinkung mit dem Einheitskreise noch nicht erschopft sein wird,
sondern je nach der Wahl der @, noch aus einem oder mehreren
(eventuell auch unendlich vielen) Stiicken ausserhalb des Einheits-
kreises bestehen muss. Alsdann stellt also auf Grund der von Herrn
Weierstrass gegebenen Begriffshestimmung der analytische Ausdruck

2 & — in verschiedenen Gebieten verschiedene analytische Func-

a, —
tionen dar.

Um mit Hiilfe des oben ausgesprochenen allgemeinen Satzes be-
stimmte Beispiele von Functionen zu construiren, die trotz der End-
lichkeit der Ableitungen tber den Einheitskreis nicht fortgesetst
werden koénnen, mogen etwa die am Schlusse des vorigen Paragraphen
angefiihrten Punktmengen beniitzt werden. - Sei also:

ay = P, & (WO &= ¢37 s eine Irtationalzahl
( py>1, limp, =1 )
so kann man nach Gl (4) setzen:

0

oder anch nach Gl (9) und (12):

?
pyev_m.

1
p"“l

@)=} -

Setzt man in der letzten Formel speciell:

b<).

X

p=1+5 (=123
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8o wird:

0N

= e T2

& — 0

WO

4 =Z (s'(:-l- 1)>I+lbv
L

: 1 : :
Nimmt man p, =e”, also ——00 v, 80 ergiebt sich, wenn man

p,
filr & seinen Werth einsetzt:

0 ©
bv
f(w)=2’ i =
1 c;—+2nn 0

—&

WO

Ay = E
+2nx£ (l+1)

Diese Reiben convergiren dann auch noch gleichmissig filr das
ganze Gebiet ausserhalb des Einheitskreises mit Ausschluss der un-
mittelbaren Umgebung der Punkte a, == p,s’, welche ausserhalb des
Einheitskreises keine weiteren Grenzpunkte besitzen. Zwischen den
Werthen der Reihen f(z) im Innern und ausserhalb des Einheitskreises
existirt jedoch kein ,analytischer Zusammenhang.

Es werde ferner gesetzt:

—_— v
O,y Dué
1

wo etwa wiederum p, = 1 +-:Toder Dy = e';(p=- 1,2,3...) und ¢
gleichfalls die fruhere Bedeutung hat. Bildet man alsdann:

f (@) =2 2’ e

go erkennt man leicht, dass die glelchmasmge Convergenz von f(x)
und f®(z) auf der Penphene wiederum erhalten bleibt, wenh man

etwa setat:
gy = D (B < 1),

Alsdann ergiebt sich:

£ (@) =22 pﬂ”:f: - .-_-;Law
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WO

2 2 (pb::;:n 2 TZ prag

b : L
= _y 2,
—b - P“',. !

Der Convergentbereich von f(z) besteht hier — abgesehen von dem
Innern des Einheitskreises — aus dem ganzen Ebenenstiicke ausserhalb
des Kreises mit dem Radius p, (wobei fir die oben getroffene specielle
Wahl p, == 2 ber. p, = ¢ ist), sodann aus unendlich vielen con-
centrischen Ringen, welche begrenzt werden von Kreisen mit dem
Redien p, und puyy (p==1,2,3 - -.). Aof allen diesen Kreisen liegen
die Punkte a,, fiberall dicht, sodass alse die Reihe f(z) in diesen
simmtlichen Sticken ihres Convergenzbereiches lauter verschiedene
analytische Functionen darstellt. Jedoch besitzt sie nur auf dem Ein-
heitskreise die Eigenschaft mit allen Ableitungen endlicher Ordnung
endlich undstetig za sein, wahrend sie auf den simmtlichen tibrigen
Begrenzungen divergirt.

Will man Functionen construiren, welche in der einen Halb-
ebene z. B. der oberen — einschliesslich der reellen Axe mit simmt-
lichen Ableitungen stetig und dennoch nicht analytisch fortsetebar
sind, so braucht man nur das Innere des Kinheitskreises mit Htlfe
der Substitution:

5§ —1

541
anf die obere s-Halbebene absubilden.

X s

8 4

Ich gebe nun dasu Qber, einen weiteren Typus von Reihen an-
zageben, welche auf der Grense eines gowissen Beveichée noch mit
allen Ableitungen endlich und stetig, dennoch nicht amalysiseli fort-
setzbar sind. Obschon dieselben mit den Untersuchungen der beiden
letzten Paragraphen nicht in unmittelbarem Zusammenhange:wichen,
so liefern sie doch eine sehr brauchbare lllustration sa. dest“im § 1
entwickelten Principien, indem sie bei ausserordentlicher formaler Bin-
fachheit auf dem Wege gan: elementarer Rechnung deutlich erkennen
lassen, warum die Entwickelbarkeit auf jeder Grenzlinie. vollstindig
aufhdrt: némlich, weil die dbleitungen n'*c Ordnung fir unendlich visle,
siberall dicht liegende Stellen mit n so stark sunehmen, dass die Taylor'sche
Reihe nicht mehr comvergirt,
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Es werde gesetzt:

(1) v(t) = v% "h’=2,,uv

0 0

wo @ eine positive ganze Zahl >2, { =7, -} 7,i eine complexe
Variable bedeutet. Um den Convergenzbereich dieser Reihe zu erkennen,

hat man:
%y 41 1

= ' v(a"l)t‘.
%, v-1 e
1 a? 4 {
— o g—0¥ (a—1) -7, , (a—1) 7,
v-1 ¢ > ¢ '

und daher fiir v = oo:

e

M1 e” T
v+ 1

v

lim = lim

—a’(@—1)-7, (=0, wenn 7, >0,
= 00, wenn 7, < 0

d. h. die Reihe convergirt absolut fiir alle £ mit nicht-negativem
imaginirem Bestandtheil, also innerhalb der oberen Halbebene ein-
schliesslich der reellen Aze. Das Gleiche gilt auch fiir sémmtliche
Ableitungen von ¥(¢). Man hat nimlich:

o

@) POt = in Dv—arr g

0

und daher insbesondere fiir reelle ¢:

® L ]
__'__a‘ni’ ‘ ea"h’ ——— 1’..!-0/”' = ea”

2 1
v
9
sodass also die Reihe fiir ¢®(¢) auch auf der ganzen reellen Axe
absolut convergirt. Es stellt hiernach 4%(¢) fiir die obere Halbebene
eine analytische Funetion von ¢ dar, welche noch auf der Grenze
dieses Bereiches, nimlich der reellen Axe, mit allen Ableitungen jeder
endlichen Ordnung endlich und stetig ist.

Nichtsdestoweniger lisst sich leicht zeigen, dass ¥ (¢) tiber diesen
Bereich nicht analytisch fortgesetzt werden kann.

Setzt man zundchst in (2) t =2%x7w (x =0, +1, +2.."), 80
folgt:

| 9™ (2x7) | = "
und ebenso fiir ¢ = (2% 4 1)=:
| 9™ (24 1)m) | = & bezw. == ¢*" — 2 (ersteres, wenn a ungerade,
letzteres, wenn a gerade).
Daraus erkennt man aber zuniichst, dass die Taylorsche Reihe filr
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simmtliche Stellen ¢ = px (p =0, 4+ 1, +2,...) -divergirt
(ef. § 1, G ().

Das Gleiche findet nun aber statt fiir alle Stellen ¢ a—i—; , wenn p

eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Setzt man namlich y(z)
in die Form:

.p—l a?
w(n)(t) = ", eavti A Dy = Yii
0 4
p-1 ‘
, a* s, . ahte+ AT
_ g% . = ti n . —— e i
v Z’ T T Sy
0 0

Qux

8o ergiebt sich zundchst fiir ¢ - (=41 42 -

3 () (237 —'”.p—:_a”’_ea"“!’dxai_*_z',. ,Zwl a" (Pt
3) Y (p == 1 E” : i

@ 0
=z'"{0’“+ea"}
WO
p—1
Cpn= Y—P.2xmi __ 1}_
0
Nun ist aber:
p—1 p
(4) 30,n$<2-2a’”<2.a ~l<2.apn

0
folglich wird, wie gross man auah p annehmen-mag, n stets so gross

genommen werden konnen, dass der in (3) vorkommende Term &
beliebig viel grosser ist als |Cj,,|; ~dids: gilt-selbst dann noch, wenn
man p liber alle Grengen wachsen ldast, sobald man nur #> p nimmt,
Somit folgt aus (3) und (4), dass fur unendhch'wachsende n:

®) v (2) o et

a
wird, und das Namliche ergiebt sich auf analoge Weise auch fir
Pl ((—2—’11%1—)3-'—> In Folge dessen muss sber die Taylor'sche Reihe
a

fiir ¢ (f) an allen Stellen t==—’-”a—p"- divergiren , wie gross man auch D

nehmen mag, und da diese Stellen auf der revllen Axe iiberall dicht
liegen, so ergiebt sich in der That, dass ¢ () fir keinen einzigen
reellen Werth ¢, nach Poténzen von ¢ — ¢, entwickelt werden kann.
Die Reihe (1) ist abér auch noch in einer weiteren Beziehung
lehrreich, insofern man darén ‘erkennen kann, dasy -auch. die zweite
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der beiden in § 1 erdrterten Moglichkeiten, nimlich die Convergenz
der Taylor'schen Reihe
2 1!’(v)(to (f —t,)

aber ohne die Giiltigkeit der Bez1ehung:
™) 3
DI ¢ty =ity

geradezu n umendlich vielen Punklen jedes moch so Fleinen Intervalles
stattfinden kaun.

Angenommen nidmlich, es sei jetzt speciell a eine ungerade Zahl
von der Form 4k + 3 (k=0,1,2...), Alsdann bemerke man zu-
nichst, dass alle ungeraden Potenzen von a gleichfalls von der Form
4% 4 3, dagegen alle geraden von der Form 4k -} 1 sind, sodass also:

d. h. allgemein:
e’ = (—1)-i
wird, Setzt man daher in (2) { = (m +-§—) 7, so ergiebt sich:

1 2 a’ —;-a"'m‘
oot ) =S e

(V]

m , om v v.a

—(ap o DY 4
0

also:

(6) ] pm ((m +%) n) ]= e
sodass die Taylor'sche Reihe zundichst an allen Stellen
h=(m+g)s m=0+1,+2..)

fiir jedes noch so grosse (¢ — &) convergirt.
Man findet nun aber ganz analog wie oben Gl. (5), dass
(7

m + -;—
P a;;'—." T.
WwOo.

8) Cpon < a
und da, wie gross man auch p nehmen moge, die Reihe” *toit dei
allgemeinen Gliede: —’%—!-{ap"‘-{— ¢~} r fdr jedes npch go-grosse 7 con-

LChn+ e
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; @)
vergirt, so folgt, dass die Taylor’sche Reihe 2—"’—77(?2)—@—%)' fiir

(m+3) o
alle Stellen ¢, = ~——"%— d.h. schliesslich filr unendlich viele, iiberall

a?
dicht liegende Punkte der reellen Axe comvergirt und zwar sogar be-
stindig comvergirf. Da aber in beliebiger Nihe jeder solchen Stelle
andere liegen, fiir welche nach dem zuvor gesagten die Taylor'sche
Reihe divergirt, so kann sie nicht die Summe ¥ () haben.

Hieran kniipft sich naturgemiss die Frage, ob es denkbar wire,
dass die Taylor’sche Reihe fiir alle Stellen eines gewissen Intervalles
emer recllen Variablen convergirte oder genmauer gesagt, ein Convergens-
wntervall besitet, dessen Ausdehmumg unter eine bestimmte angebbare
Grosse nicht herabsinkt, und dass ihre Summe nichisdestoweniger mit
der erzeugenden Function nicht tibereinstimmie?

Diese Frage ist aber zu wermeinen. Angenommen némlich, es
convergire die Reihe:

L]

(
2, v,
v!

0
fir 4, <?¢<¢ und r <7, so hat man sicher fur alle Werthepaare
(t, ) aus dem angegebenen Bereiche:

(n)
w_.(_t).rn — O

lim
nl

und daher insbesondere, wenn ¢ die kleinere der beiden Grossen
({y — ;) und 7, bezeichnet:

@) im 2al+?0 0 (0<ogY).

Nun gilt aber mit Beniltzung der Lagrange’schen Restform die
Entwickelung:

Sy 0 )
(10) (b +h) =Z’vi’7§9_ g ¥t 2B
0

nl

und man erkennt aus Gl (9), dass dieses Restglied fiir A < o mit
unendlich : wachsenden % verschwindet, sodass also in der That die
Beziehung gilt:

2y
(11) V(t, +h) = 2»’ ) b fur b <.
0

Damit ist also bewiesen, dass die Taylor’sche Reihe nicht fiir
alle Stellen eines beliebigen kleinen-Intervalles einen Convergenzbereich
von angebbarer Grosse besitzen kann, ohne dort auch die betreffende
Function darzustellen. Mithin gilt der Satz:
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Wenn die Taylor’sche Reihezl"%-g—")—h’ fiir irgend

einen bestimmten Werth 4 der reellen Variablen ¢
and fiir h< ¢ convergirt, ohne die Summe ¢(,4%)
zu besitzen, somiissen entweder in jeder beliebigen

’ . . (%) 137
Niahe von ¢, Stellen ¢" existiren, sodasle" 1’('t) B

fiir jedes noch so kleine h divergirt; oder es muss
zum mindestendieuntere Grenze fiir die Convergenz-

intervalle aller mdglichen Reihen: 2 E%Lf_lhv fiir
Werthe? in der Nihe voni{,den Werth Null haben.*)

Der Satz gilt offenbar auch fiir den Fall einer complexen Variablen £.
Denn man kann die Gesammtheit der Stellen, welche auf irgend einer
im Punkte f, beginnenden geradlinigen Strecke liegen, durch eine
ganze lineare Substitution auf ein Stiick der reellen Axe congruent

abbilden und sodann wieder die oben beniitzte Schlussweise anwenden.
Bei dem oben betrachteten Beispiel:

) () = D et
0

tritt also — wenn @ = 4% 4 3 — thatsiichlich der Fall ein, dass
in jedem noch so kleinen Intervalle Stellen liegen, flir welche
der Convergenzradius der Taylor'schen Reihe wunendlich gross ist

)
*) Da der Convergenzradius von El 3"__'@ kK’ in dem vorliegenden Falle
V.

offenbar eine unstetige Function von ¢ ist, so brauchte in der That keine bestimmie
Stelle t' zu existiren, wo derselbe wirklich =0 wird. Ein Beispiel fiir diese Art
des Verhaltens giebt die in § 1 betrachtete Function;

SRR A
f(t)"“;: v idat]

fiir welche die Mac Laurin’sche Reihe convergirte, ohne die Function darzustellen.
Hier existirt fiir jedes noch so kleine positive ¢ eine convergente Taylor’sche

Entwickelung:
]
4
fern=> L0w,

deren Convergenzbezirk sich nach links nur bis zur Nullstelle erstreckt, also mit
¢t selbst unter jede noch so kleine Grosse herabsinkt, ohne aber jemals wirklich
== 0 zu werden, da ja fiir t = 0 die bestdndig convergirende Reihe

Sl ew

resultirt,
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(m+5)= .
némlich fiir {== ) und ebenfalls solche, fiir welche dieselbe

gleich Null ist (n&mlich fir t=%‘~).

a
Ersetzt man in (1) ¢ durch (—¢), so wird die Reihe:
(12) P(—1) =2—;},— et
0

eine analytische Function darstellen, welche nur fiir die untere Halb-
ebene einschliesslich der reellen Axe mit simmtlichen Ableitungen
existirt, und es ergeben sich durch Addition und Subtraction von (¢)
und 9 (—¢) (wobei, wie man leicht erkennt, die fraglichen Singu-
laritéten sich nicht etwa herausheben), die Reihen:

®n Vt o0 . "t
(13) b)) = D0 L gy () = DI RS
0 0

els Beispiele von Functionen, welche fiir alle reellen ¢ mit simmtlichen
Ableitungen jeder moch so grossen endlichen Ordnung endlich und
stetig sind, und dennoch nicht in das complexe Gebiet der Variablen ¢
fortgesetzt werden kdnnen.*)

Ist hierbei insbesondere @ eine ungerade Zahl von der Form
4% + 3, 80 besitzen jene Functionen wiederum noch die merkwiirdige
Eigenschaft, dass in der Umgebung jeder Stelle #, sowohl Stellen ¢’
liegen, fiir welche die Taylor'sche Reihe bei beliebig kleinem (¢ —¢)
divergirt, als auch solche, fiir welche dieselbe bei beliebig grossem
(t—12") convergirt — letzteres natiirlich, ohue die Function y,(f) bezw.
P, (®) darzustellen,

Setzt ‘man schliesslich in (1) noch ¢! =g, so folgt, dass die
Fanetion:

R

0

nicht Uber den Einheitskreis hinaus analytisch fortgesetzt werden kann,
obschon sie moeh anf der Peripherie derselben wit allen Ableitungen
jeder endlichér Ordnung endlich und stetig ist.
Der allgemeine Typus derartiger Reihen lautet offenbar:
(15) fla)=Dve, - ™
0

. *) Wie ich nachfriiglich bemerkt habe, findet sich _die .erste dieser beiden

Reihen mit der Beschriinkung auf wngerade ganzzahlige Werthe von a schon in

einem Aufsatze des Herrn Lerch: ,Ueber die Nichidifferenticrbarkeit qewrisser
Fumctionen.“ Journ. f. Math. Bd. 108, 8. 136.
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wo die m, positive ganze Zahlen von der Beschaffenheit bezeichnen,
dass der grosste gemeinsame Theiler von m,, m,qy, myye, ... mit »
selbst in’s Unendliche wiichst, wihrend die Coefficienten ¢, so beschaffen
sein miissen, dass die Reihe:

[ -}

Ev c,my = S,

0

ftir jedes endliche n zwar convergirt, aber ihre Summe mit n so stark
zunimmt, dass:

(e o

Siee

0

fitr jeden noch so kleinen Werth o divergwrt.

Ich mochte diese Gelegenbeit beniitzen, um einer Stelle in meinem
Aufsatze: ,, Ueber die Convergeng umendlicher Producte* (Bd. XXXIII
dieser Zeitschr.) eine etwas schirfere Fassung zu geben. Hs handelt
sich dort (a. a. O. p. 140) um den Beweis des folgenden Satzes:

Bet einem unbedingt convergenten Product convergiri
auch jedes beliebig herausgehobene Partialproduct.

Sei also
Fla+uw)y=v
1

ein unbedingt convergentes Product, so muss zuniichst, wenn man die
Reihe der w, in zwei Partien zerlegt, deren Glieder mit »,, w, be-
zeichnet werden mogen, und:

I?I(H-vv) = Vm, H(1+wv) =W,

setzt:

d. h. endlich bestimmt wnd von Null verschieden sein, wenn m.und »
in beliebiger Weise und unabhkingig von einander in’s Unendliche
wachsen. Es ist also einerseits filr alle ganzzahligen m:

1) | Vo Wal 29,  wo g eine von Null verschiedene positive
Grosse bedeutet,

und andererseits miissen sich zu jeder beljebig klein vorgelegtem
positiven Grosse & zwei ganze positive Zahlen M, N so bestatitien
lagsen, dass fiir m > M, n > N:

(2) | Vot Wato — Vi Wa| < g0
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wird, wobei fiir ¢, 6 jede beliebige Combination aus der Zablenreihe:
0,1, 2,... gewihlt werden kann. Setzt man pun speciell einmal 6 == 0,
das andere Mal ¢ w= 0, und dividirt die so resultirenden Ungleichungen
durch Ungl. (1), so ergeben sich die Beziehungen:

14
‘~$i&~ 1l<d (m>M, =0,12,...),

W’
—f:‘;—.1‘<a >N, 6=0,1,2..)

welche in der That die Convergenz der Producte V., W. nach sich
ziehen. —

Mtnchen, Mirz und November 1802.




