
Zur Theorie tier Taylor'schen Reihe und der analy~ischen 
Func~ionen mit beschrank~em Existenzbereich. 

Yon 

ALFRED PRINGSHEIM in ~[ttnchen*). 

Im 15. Bande der Acta Mathematica**) theil~ Herr M i t t a g -  
L e f f l e r  die folgende yon Herrn F r e d h o l m  aufgefundene Reihe: 

~ a ' .  ~ (lal < 1) 
o 

sls erstes Beispiel eiuer Function mit, welche fiber einen gewissen 
Bereich (den Einheitskreis um den Nullpunkt) nieht analytisCh f6rt- 

.gesetzt werden kann, d. h. fftr keine Stelle auf der G're~e dieses 
Bereiches nach der Taylor'schen Reihe entwickelbar ist, obschon sie 
daselbst mit siimmtlich~ Ab l~ i~ng~  stetig ist. 

Die Reihe ist in der That wegen ihrer ausserordentlichen Einfach- 
heir bemerkenswerth: dagegen scheint mir dieselbe keineswegs etwas 
principiell ~e~tes darzubieten und in dieser Hinsicht yon Herrn M i t t a g -  
Le ff l  e r einigermassen ltbersch~itzt zu werden. Denn abgesehen davon, 
dass wohl Niemand, der sich mit der Theorie der Taylor'schen geihe 
etwas niiher beschiifkig~ hat, an der Existenz derartiger Funetionen 
den geringsten Zweifel haben konnte, so mSchte ich Herrn M i t t a g -  
Le f i l e r  nicht~einmsl darin beistimmen, dass solche Functionen bisher 
Itberhaupt noch nicht studirt worden seien. ***) 

*) Der vorliegende Aufsatz bildet eine theilweise Umarbeltung und Er- 
weiterung der unter dem gleiehen Titel in den Sitzungsberiehten der Mt~ohn~ 
A ~ e m i ' e  v0m 7. Mai .1892 enthsltenen Kittheilung. 

~*) ,,Sur une tr~scendsn~e remsrquable trouv~e par M. Fredholm." Avb~O~ 
p. 279. 

~**} Es heislt a. a. 0.: Auf~.nt que je sache, routes les fonetion~ qui'n~&tii~tent 
que dams un eerta~/~iomaine du plan et ~ui ant ~ dtud~e~ .gbs~'(~'~.~g~ 
d'e.~2vter, payee q~e'le's'~onctio~s elles m~mes ou le~s d~v&s devienni~ i//'S0on- 

Bur la fronti~re. 
~Kathematische annalln. X~II. | 1 
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Die 19rinci2oielle Frage, um die es sich hierbei ein~ig und allein 
~handelt, ist doch ]ediglieh die: Giebt es Fune~ionen, die aueh nur an 
irgend einer einzigen Stelle endliehe Differentialquotien~en*)jeder end- 
lichen Ordnung besitzen und dennoch nieh~ nach tier Taylor'schen 
Reihe entwickelbar sind? Denn aus einer Function, die eine derartige 
Singularit~ an einer Stelle besitzt, lassen sieh ja dana naeh bekannten 
M e t h o d e n -  etwa mi~ Hfilfe des yon Herrn C a n t o r  angegebenen 
Condensations-Principes**) -- leich~ solche bilden, bei dene. die 
n~anliehe Singularifiit in allen Punkten einer beliebigen abz~ihlbaren 
unendlichen Menge auftritt. 

~un ha~ abet im Gegensatze zu L a g r a n g e ,  welcher geradezu die 
Ansich~ aussprach,***) dass die Endliehkeit yon f(')(x) far jedes end- 
Iiehe v die Ottl~igkei~ der En~wieklung: 

f (x qt_ h) = ~  f<'); ~x) h" 
0 

.(und damit eo ipso auch die Convergen~ der betreffenden Reihe) nach 
sich ziehe, Cauchy  schon in seinen ersten ,,Lemons sur le Calcul 
infinitesimal" yore Jahre 1823 ausdriicklich die Bemerkuug gemaeht, t) 
dass nicht einmal die Convergen~ der Taylor'schen .~eihe hinreiche, um 
daraus die G'iiltigkeit der obigen JBeziehung zu folgern. Und obschon 
sich gegen das einzige zum Belege seiner Behauptung angefiihrte 
JBeispiel gewisse, nicht recht zu widerlegende Einw~nde erheben lassen 
(woven welter unten noch die Rede sein wird), so ist doch die sach~iche 
l~ichtigkeit jener Cauchy'schen Bemerkung, die sieh auch in zahlreichen 
~esseren Compendien der Differentialrechnung reproducirt finder, j'?) 
:~eines Wissens yon neueren Mathematikern niemals bestxi~en worden,r 

, . ~  j , [ 

'a)-Selbstiverstl~udlich handel~ es sich h/erbei im Falle einer complexen 
Yari'abeln nicht um Diiferentialquotienten naeh al~ea mO'gUchcn Riehtungen, son- 
~ern nut ~ach ~inem TheiZ d~eser .~ich2,umgen. 

**) Math'. Ann. Bd, XIX, p. 588. 
***) Th~orie des Fonctions. Chap. V. Art. 80 (Oeuvres complhtes, T. IX, 

p. 65). -- Legons sur le Caleul des Fonctions. Leg. l I I .  (Oeuvres compl. T. X, 
p. ~2.) 

r a. a . .O.p .  152. 2kuch in den ,,Legons sur le Calcul diff6rentiel" veto 
Jahre 18~6: p. 105, und den ,,Legoas sur le Calcul diff~rentiel "or in~gral"  yon 
C a u c h y - M o i g n o :  T.][, p. 71o 

"~t') z, B. H e r m i t e ,  Cours 4 '~a lyae ,  T . I ,  p. 2 0 5 . -  S e r r e t - H a r n a c k ,  
Differential- und Integral-Rech~uhg, T. I, p. 152. - -  Houi~l, Calcul infinitesimal, 
T. I, p. 286. 

~ t )  Nur der Volls~ndigkeit h~ber mSchte ich als eiuzig mix bekannte Aus- 
nahme ein Buch rnit dem vi:el Verdprechenden Titel: ,,Le Calcul infinitesimal fond6 
sur des Principes rat/onnels'- r P. H. F l e u r y  (Paris 1879) anffihren. Was aber 
der Verfasser dort auf p. 234--2~6:~vorbringt, enth~,lt nur ein K~rnchen Wahrheit, 
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mag auch die fragliehe Bemerkung einzelnen mathematischen Schr i f t -  
stellern vielleicht g~nzlich entgangen sein.*) 

lmmerhin bin auch ich der Ansicht, dass jenes C a u c h y ' s c h e  
Beispiel nicht ausreicht, um die Existenz einer nicht entwickelbaren 
Function mit lauter stetigen Differentialquotienten schleehthin ev iden t  
zu machen. Dies wird nun aber thats~chlich vollst~ndig gele is te t  
durch ein yon Du Bois  R e y m o n d  im Jahre 1876 publicirtes Beispie l  
einer Function,**) welche an einer gewissen Stelle endliche und s te t ige  
Differentialquotienten jeder endlichen Ordnung besitzt, w~hrend d ie  

mit diesen Differentialquotienten gebildete Taylor'sche Reihe ~ -'f~-~) h" 
0 

fiir jedes noch so kleine h divergirt, woraus dann mit Leichtigkeit fo lg t ,  
dass f(x-~-h) in der Umgebung dieser Stelle x iiberhaupt nicht n a c h  
Potenzen yon h entwickelt werden kann. Und da Du Bois R e y m o n  d 
es auch unternommen hat, aus dieser Function durch ,,Condensation" 
eine andere abzuleiten, welche die fragliche Eigevschaft in unendl ich  
vielen, iiberall dicht liegenden Punkten einer Linie hat~ so s che in t  
mir eben die oben citirte Bemerkung des Herrn M i t t a g - L e f f l e r  
nicht recht zutreffend. 

Auf der anderen Seite hiitte ich gegen die yon ibm mitgethei l te  
Reihe des Herrn F r e dh ol m, deren elegante Einfachheit ich n o c h -  
reals ausdrtlcklich anerkenne, yore didaktischen Standpunkte mancher le i  
einzuwenden. Zun~tchst scheint mir schon der Beweis dafttr, dass j e n e  
Iteibe die fragliche Eigenschaft besitzt, nicht elementar genug: er  
beruht auf einem, keineswegs mehr den Elementen der Functionentheorie 
angehSrigen K o w a l e w s k i ' s c h e n  Satze ~iber die Integrale par t ie l le r  
Differentialgleichungen. Zweitens aber bietet diese Methode der H e r -  
leitung den grossen Nachtheil, dass wit yon der Art und Weise des  
Zustandekommens einer solchen, doch immerhin merkwilrdigen S ingu -  
laritiit auch nieht die geringste Anschauung erhalten. 

:Da mir dies nun abet gerade witnschenswerth erschien, so h a b e  
ich vor allem versucht, die schon yon Du Bois R e y m o n d  befolgte  
Methode, die in mancher Beziehung der F, rg~in~ung geradezu bsdarf, 
in anderer der Erweiterung fiiMg ist, derartig zu vervollkommnen, 
dass es mSglich wird, auf dem Wege einer zielbewussten Syntheao 

soweit er sich gegen die besondere Form des Cauchy'schen ~e/s~'eD wend~%~ .~ 
Alles fibrige aind ~eils nichtssagende, theils geradezu absarde Redensar~en; 

") z. B. Hankel, der in seiner bekaunten Abhandlung fiber die hnefndl~o~x. 
oft unstetigen Functionen (1870) gelegentlich noch ganz den L a g r a n g e ; ' ~ t ~  
Standpunkt vertritt: eL Math. Ann. Bd. XX, p. 102. 

**) In den Beriohten der Ba~er. Akad. d. Wiss. Desgl. Bd. X:X[ ~es'er Z~$ir 
schrift, p. 109ft. 

11 �9 
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vSllig einwandfrele Beispie]e yon Func~ionen der gedachten Art zu 
erzeugen. 

Zu diesem Behufe untersuche ich zuniichst nochmals genau die 
MSglichkeiten, unter denen trotz der Endlichkeit a]ler Ableitungen 
yon endlicher Ordnung die Entwickelbarkeit nach der Tayl  or'schen 
Reihe ffir e/he bestimmte Stelle ausgeschlossen erscheint, und belege 
dieselbe dutch einfache, vermittelst directer Rechnung zu controlirende 
Beispiele (w 1). Sodann werden allgemeine B.edingnngen aufgestellt, 
miter denen es mSglich ist, derartige singuliire Stellen in unendlicher 
Anzahl beliebig zu condensiren, ohne fiirchten zu mfissen, dass die- 
dieselben sich etwa gegenseitig in ihrer Wirkung aufheben kSnnten 
(w 2)i Auf Grund dieser Bedingungen werden darauf Reihen construirt, 
welChe die verlangte Eigenschaft besitzen, auf dem Einheitskreise 
durehweg beliebig oft differenzirbar und daselbs~ dennoch nirgends 
entwiekelbar zu sein. 

Die auf diese Weise erzeugten Reihen sind natiirlich minder ein- 
ft~6h als die yon Herrn M i t t a g - L e f f l e r  mitgetheilte, aber sie geben 
u_us, Wie gesagt, offenbar eine dentliche Vorstellung yon einer der 
MSglichkeiten, wie derartige Singularitiiten zu Stande kommen kSnnen. 

Im iibrigen aber bin ich auch, abgesehen yon diesen Betrachtungen, 
im Stande, Reihen yon ganz iihnlicher F~i~facttheit wie die des Herrn 
F redho lm anzugeben, bei denen sich die fragliche Eigenschaft ganz 
elementar beweisen llisst, indem man durch elnfache Rechnung erkennen 
kann, dass die Taylor'sche Entwickelung fiir unendlich viele, iiberall 
dich~ liegende Stellen auf dem Einheitskreise divergiren muss (w 4). 

w 
~itr ~da~ Innere eines gewissen Bereichs der complexen Variablen 

x, sei. f(x) ~itisiimm~liehen Ableitungen f(")(x) (n ffi= 1, 2, 3 , . . . )  durch 
irgendwelel~,analytisehe Ausdr~ieke als eindeutige regullire analytisehe 
F~inctlon . d e 6 n i r t -  z. B. dureh gleiehmiissig eonvergirende Reihen 
yon tier: Form ~f , (x)  bezw. '~f,r wo die f,(x) in dem gedachten 
Bereiehe:.regul~ire algebraische oder transcendence Functionen bedeuten. 

�9 .~uf.d.er ~egrerw, ung dieses Bereiches b.efinde sich eine Stelle a, 
f~ir welche.f@)mi~ sii~nmtlichenAbleitungen:f.(~!(x) fiir jedes endliehe 
,, noch eindeutig bestimmt, endlich und stetig sei. Wenn dana eine 
far irgendwelche Umgebung yon x == a. eonvergirende Potenzreihe 

(x - -  a) existir~, derges~alt, dass die. Beziehung i 
(1) f ( z ) =  ~ ( x  " a) 
besteht flit denjenigen Tlieil des..Convergenzbezi.rkes yon ~ ( x -  a), 
~veleher in den urspriinglichen Defmitionsbereich yon / (x )  hineinf~llt, 
so hat dieselbe sieher die Fol'm: 
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0 

Daraus fo]gt aber~ dass unter den bezttglieh der Beschaffenheit yon 
f(x) im Punkte ~z gemachten Voraussetzungen r und ~ur zwei 
MSglichkeiten denkbar sind, unter denen ke~nr Potenzreihe ~ (x ~ a) 
yon der gedachten Beschaflenheit r kann, n~mlich: 

1. Wenn die Reihe ~ f(~)(~).(x--tt)'~l fttr Ix--~l  ~ ~ divergi~ 

wie klein man auch die positive GrSsse ~ annehmen mSge. 

2. Wenn die R e i h e . ~  f(')(~)~I (x--a)~ zwar ftir irgend welche 

Umgebung der Stelle a convergirt , aber ihre Summe nicht 
den Werth f(x) hat, wo ihr Convergenzbezirk noch in den 
Definitionsbereich yon f(z)  hineinfiillt. 

Die erste dieser beiden MSglichkeiten bietet fttr unsere Vorstellung 
auch nicht die geringste Schwierigkeit dar. Da nilmlich f(~)(~), wenn 
auch fiir jedes endliche ~ endlich, mit unendlich wachsendem 
gcrade~ in der ~egel gleichfalls in's Unendliche wachsen wird*) 

(andernfalls wiirde ja die" R e i h e ~  f(')(~)~! ( x -  a)~ best~uti 9 conver- 

giren, also ihre Summe eine ganze transcendente Function darstellen, 
was doch nur ein ganz specieller Fall wiire; das gleiche finder selbst 
dann noch start, wenn ft~)(a) mit n so unendlich wird, wie die ~t. 
Potenz einer beliebig grossen endlichen Zahl), so liegt absolut keine 
Veranlassung dazu vor, an der Existenz yon Functionen zu zweifeln, 
bei welchen flir irgend welche Werthe x = a die Zunahme yon f("~(~) 

f(ir wachsende n so stark ist, dass die R e i h e ~  f(')(~)~i (x--a)~ fQr 

keinen noch so kleinen Werth yon Ix - -  a l eonvergirt. Und es lassen 
sich auch mit Leichtigkeit hinreiche~le Bedingungen ftlr die Art des 
Unendlichwerdens yon f(")(a) ftlr n ~ o~ aufstellen, welche die Co~- 
vcrgene der obigen Reihe fttr jede noch so kleine Umgebung der Stelle 
a definitiv a~schliess~. 

*) Dieser Umstand ist thate~chlich yon manchen mathematiechen AuSoren 
v~llig ilbersehen worden, indem sie die flit die Exietenz der Taylor'schen Reihe 
nothwendige Bedingung der ,,~UcMcci~ 8~mm~Scr Ab~tu~gm" dahin miuver- 
et~mden, als m~lue fn(~z) fiir jedes noch so groue ~ m~er ~ner ' f ~  ~acff~ch~ 
5~r~e bleiben. Auf dieeem Mieeverst~dnieee beruht z. B. eine v~lLig irrth~m- 
liche Bemerkung des Herrn Mans ion  fiber den Rest der Taylor'eehe Reihe und 
epeciell fiber dae oben erw~hnte Beiapiel yon Du Bole Reymond.  (Note sur 
quelquee principee fondamentaux d'analyee" Art. III. -- Annales de la Soci6t6 
scientifique de Bruxelles, 1879.) Deegleichen ein unzulEnglicher Beweie dee 
Taylor'echen Satzee von F. K Snig. (Nouvelle8 d6monetrafion du ~h6or~me de 
Taylor. Nouv. Annales: 2d, S~rie, T. XIII~ p. 2T0.) 
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So folgt z. B. aus dem Cauchy'schen Fundamentalkriterium 
zweiter Art, dass die Reihe ftir kein noch so kleines I x -  a I conver- 
giren kann, wenn fitr v ~-ov 

lira{ If('-l)(~ lf(')(u)l }---lira {v.  fl,,-1)(u)t}_..~ 0 
---(~,--I)! : , , :  " f ( , ) ( ~ )  

wird, oder anders geschrieben" 

f~ :>- v 
/('-~)(o,) 

eine Bedingung, die sicher erfiillt ist~ wenn yon einer beliebigen 
Stelle v ~ n ab: 

(3) /(')(") = v . V ( v )  f(',,-1) (a) 
ist, wo ~(v) eine positive GrSsse bedeutet, die mi~ v - -  wenn auch 
beliebig langsam in's Unendliche w~ichst. 

Geht man, start yon dem Cauchy'schen Kriterium, yon der 

Bemerkung aus, dass die Reihe ~ f('~l " ) "  ( x -  a)" sicher bestiindig 

divergirt, wehn ftir jedes noch so kleine positive E und ftir v ~ n die 
Beziehung besteht: 

i f  ( ')(")1 . E" > l 

so gelangt man start der Bedingung (3) zu .der folgenden: 

(4) I f(')(") I > (~p(v))" 

welche, wegen v! < v',  afortiori erfitllt ist, falls fiir v ~ n" 

(6) (f("(.) I _>_ (v. (v))" 

wobei ( p ( v ) ~ l g  ~p(v) gleichfalls eine mit v beliebig langsam in's 
Unendliche wachsende positive GrSsse bedeutet. 

Ich will nun, zuniichst ein iiberaus einfaches und, wie ich glaube, 
in jeder Hinsicht tadelfreies Beispiel*) einer Function mit der eben 
besprochenen Eigenschaft angeben. Es werde gesetzt: 

*) Bei tier a. a. O. yon Du Bois  R e y m o n d  angegebenen Reihe die mit der 
hier betra~hteten formal sehr verwandt ist, nlt, mlieh: 

. ~ ( - -  I) "+I xz~' 
f(x) = ('~" 0 .~ + a,' 

(wobei a , '  ~ 0, lim %-- O) sind, wie man auf den ersten Blick erkennt, die 
Differentialquotienten n t~ Ordnung so complicirt, dass ihre explicite Aufstellung 
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Z 1 1 (6) f (x)  --~ ~! +a'x 
0 

wo a eine positive Zahl ~ I bedeutet. Diese Reihe convergirt un- 
bedingt und gleichm~ssig fur die ganze x-Ebene mit Ausschluss einer 
beliebig kleinen Umgebung der Stellen x a ~ a-!~ a -z 
Sie convergirt insbesondere auch noch flir x - - - 0  und zwar gZeich- 
m~ssig ftir jeden Bereich, welcher den Punkt x •.0 auf der Begrenzung 
enthRlt einschZiessZich dieser Begren#ung, sofern nur keine weitere Stelle 

der Strecke 0 ( - -1)  im Innern oder auf der Begrenzung jenes Be- 
reiches liegt. Denn in der That wird fiir alle solchen Werthe x der 

absolute Betrag yon t eiae gewisse angebbare GrSsse nicht 
1 -~- a 'X 

iibersteigen, woraus dann ohne Weiteres die gleichmiissige Convergenz 
der Reihe in dem behaupteten Umfange resultirL 

Das gleiche gilt yon jeder Reihe, die sich durch n-malige Dif- 
ferentiation aus der obigen ergiebt~ sodass also auch: 

Z an ~ 
(7) f ( " ) ( x )  - ~  ( - - 1 ) "  . n !  1!  

0 

gesetzt werden kann. Daraus folgt abet fiir x ~ 0: 

(8)  

Z 1 
f (O) - -  , ~ - -  e ,  

0 

f(-)(0) - -  ( - -  1)". n v ~ 1 a"" �9 7 r  f f i  ( -  1 ) -  �9 e'" 

also ffir hinl~inglich grosse Wer~he yon n sicher: 

I f  (")(0)] > n l  

woraus auf Grund der oben aufgesteilten Bedingung (4) sofort erkannt 

wird~ dass die Reihe ~ f(')(o)~l x~ fiir jedes noch so kleine x divergirt, 

obschon f(x) ft~r ~ ffi 0 mit ~iimmtlichen Ableitungen yon jeder end- 

l~usserst umstlindlich erscheint. Diese wird nun a. a. O. in der That such gsr 
nicht geliefert, vielmehr wird nut gezeigt, dass I f(~)(z)l flir jedes endliche 
unter einer gewissen mi~ n endlich bleibenden Grenze liegt. Zur Bildung yon 
f(~)(0) wird sodann die gliedweise Entwickelung der obigen Rei]ae naoh Potenzon 
yon m benittzt, was einerseits eine unnSthige Weitlautigkeit der Rechnung zur 
Folge hat, andererseits aber such den Nachtheil mit sich bringt, dass die Bt~ig- 
ke/t yon f(~)(~r an der kritischen Sbelle z - - 0  wold aus allgemeinen Principien 
gescldossen, aber nicht ad ovuJos demonstrirt werden kann, wie es doch bei einem 
derartigen Beiapiele wfinschenswerth ersoheint. 
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lichen Ordnung endlich und ausser in der Richtung der negativen 
reellen Axe auch durchweg stetig ist. 

Man bemerkt~ dass bei der eben betrachteten Reihe die auf der 
negativen reellen Axe gelegenen Punkte - - a  ~ - - a  -1, - - a - S . . . ,  
welche die Hiiufungsstelle 0 haben, singuliire Stellen ffir die einzelnen 
Glieder sind. Verlegt man diese Stellen in die positive und negative 
imaginiire Axe, indem man in (6) x durch x 2 und a durch a 2 ersetzt, 
so kann man eine Function mit durchweg reellen Coefficienten herstellen, 
welche mit allen Ableitungen in der Umgebung der Nullstelle auf der 
reellen Axe vorw~rts und riickw~rts stetig ist, und ftir welche die Mac  
Zaurin'sche l~eihe dennoch divergirt, Man erhiilt auf diese Weise: 

QO 

~ . I  , , (9) f (x)  . =  ,~ ~ + ~ , , ~ ,  
0 

oO 

---- ~i - ~  a 'x  - i a~x, + i 
0 

a l s o  : 

( l o )  f c . ) (x )  ~ ~ .  n !  ~ �9 ( , ' , ,  - ~).+~ - -  ( ~ . ~  + i ) . +  ~ 
0 

0 

Da hieraus folgt: 

I fc,~-,)(o) = o,  
( i t )  / f(,~)(o) = ( -  1).. . ( 2 m ) !  e TM , 

so erkennt man wiederum ganz direct (also ohne irgendwie functionen- 
theoretische Gesichtspunkte zu Hiilfe zu nehmen)dass die Mac Laurin'sche 
Reihe ffir jedes noch so kleine x divergirt, und es diirfte daher dieses 
Beispiel insbesondere geeignet sein, auch im Rahmen einer gewShn- 
lichen Vorlesung tiber Diiferentialrechnung die MSglichkeit dieses 
Vorkommnisses zu illustriren. 

Was n u n  die mweit~ der oben erwilhnten Eventualitiiten betritR, 

dass niimlich die R e i h e ~  f('~(~)~l (x--a)*) zwar eonvergiren , aber ihre 

Summe yon f ( x )  verschieden sein kSnne, so scheint man, soviel ieh 
weiss, bis zum heutigen Tage fiber das yon Cau c h y a. a. O. ge- 
gebene Beispiel: 

1 

f (x)  . ~  e 

nieht hinauBgekommen zu sein. Indessen [ehlt demselben aus zwei 
Griinden d/~ re~hte Bewe/sbrafl: einmai (was auch Du Bois R e y m o n d  
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in dem eitirten Aufsatze ausdrttcklich hervorhebt), well hier f(0) und 
ft~)(O) nicht ,,eigentlich" definirt sind, d. h. nicht dutch directes Ein- 
setzen yon x----0 aus einer der Definitionen: 

~ 1 1 ---- 1 1 e ~ -  ( - -1 ) ' .  ~! x~, ~ oder: e ='ffiffi d! x~, 
0 

berechnet werden kSnnen, sondern ]ediglich auf Grund der zweiten 
Definition als lira f(•  fiir ~ ~ 0 eine feste Bedeutung gewinnen;*) 
zweitens aber nach meinem Daftlrhalten such deshalb, well das so 
definirte f(0) mit allen Ableitungen den besonderen Werth 1gull hat, 
sodass yon einer convergi~enden Mac Laurin'schen l~eihe auch wiederum 
nur cure gra,no salts die Rede sein kann, da dieselbe formal eigentlich 
gar nicht exist~t_ .~-- ein Mangel~ der durch Einftthrung einer Function 

yon der Form f ( x ) ~  r =" (we q0(x) entwickelbar) zwar ver- 
deckt, aber in seinem Wesen doch nicht gghoben wird. 

Man erhlilt nun aber vSllig einwandfreie Beispiele dieser Ar$, wenn 
man in den oben betrachteten Reihen (6) und (9) den Coefficienten 

1 ( -  1), 
~i. durch ~t ersetzt. Auf diese Weise~entsteht aus (6): 

ao 

(12)  f(x) ==~.~ ( -  1)" 1 also: f ( 0 )  ~ e -1 

0 

woraus: 
oO 

(13) f( ' )(x)  ~ ( - -  1). . n ! ~  ( -  1)" a n" 
,z 0+~,~)n+l 

0 

also : 

f(n) (O)nI - -  ( -  1)n e-a's--"~- ( - -  l)n x e -  " 

Hier erkennt man aber: dass die Keihe: 
r aD 

(14) ~=~ f(')(0)~! x ' - - - - - ~ ( - - 1 ) "  .(-~)~'. x ' ~  ~(x) 
0 0 

geradezu best~ndig convergirt. Dass sie aber nicht mit f(x) tiberein- 
stimmen kann, geht daraus hervor, dass f(x) wegen der in unmittel- 
barer Nachbarsehaft der Nullstelle sich h~.ufenden singui~ren Stellen 
x ~ -  a - "  fltr keine noch so kleine Umgebung der 2VuUsteUe nach 
PotenNen yon x entwickelbar sein kann (wie sich mit slier Strenge aus 
den Betrachtungen des folgenden Paragraphen ergiebt). 

*) Dieeer Einwand wird such durch dab Raiaonnement des Herrn Herm i te  
(Cours d'Analyse, T. I~ p. 208) nicht entkrMtet. 
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Es erschien mir indessen yore didaktisehen Standpunkte aus 
wttnschenswerth, die Nicht-Entwickelbarkeit der durch G1. (12) deft- 
nirten Function f(x)  auch erweisen zu kSnnen, ohne auf die Theorie 
der analytischen Functionen einer complexen Variablen zu recurriren. 

Hierzu wfirde es offenbar geniigen, die Nicht-Uebereinstimmung 
yon f(x)  mit der Mac Laurin'schen Reihe q~(x) fiir einen einzigen 
positiven Werth yon x nachzuweisen. 

Angenommen niim]ich, die Be~iehung: 

f ( x )  - -  ~ (x)  
gelte fttr ein beliebig kleines positives Intervall 0 ~ x ~ h, so wiihle 

1 man eine positive GrSsse x o so, dass ~-h ~ x 0 ~ h: alsdann ]assen 

sich - -  lediglich unter Anwendung des Cauchy'schen Satzes fiber die 
Umordnung unbedingt convergirender Doppelreihen - -  f(x) und ~(x) 
in Reihen nach positiven ganzen Potenzen yon ( x -  x0) umformen, 
yon denen die erste fiir 0 ~ x ~ 2Xo, die zweite besti~ndig convergirt. 
Aus der Uebereinstimmung der Summen dieser beiden Potenzreihen 
fiir diejenige Umgebung yon Xo, welche dem Intervalle: 0 ~ x ~ h 
angehSrt (d. h. also fiir: 2x o --  h ~ x ~ h) folgt dann nach einem 
bekannten Satze deren ]dentitiit und somit die Giiltigkeit der Beziehung: 
f (x)  ~ q~(x) fiir das Intervall: 0 ~ x ~ 2Xo, wo jetzt: 2x o > h. 
Durch fortgehetzte Anwendung dieser Schlussweise ergiebt sich offenbar 
schliesslich, dass ftir jeden endlichen positiven Werth x: f(x)--~ ~(x) 
sein muss, sofern diese Beziehung fiir eine beliebig kleine, positive 
Nachbarschaft der Stelle x ~ 0 gilt. 

Daraus folgt dann aber umgekehrt, dass die Gleiehung f(x) ~ ~ (x) 
ffir kein noch so kleines Intervall 0 g x  ~ h bestehen kann, sobald 
sich zeigen l~isst, dass fiir irgend einen einzigen positiven Werth x' 
die Werthe yon f (x ' )  und ~(x')  verschieden sind. 

Leider ist es mir bisher nicht gelungen, diesen Nachweis gan# 
allgemein, d .h .  ffir ganz beliebige, nur die Einheit ttbersteigende 
Werthe der in f ( x ) u n d  ~(x) auftretenden Constante a zu ftihren. 
Dagegen gestaltet sich der Beweis iiberaus einfach ftir solche Werthe 
yon a, welche nicht unter einer gewissen, sogleich niiher anzugebenden 
GrSsse liegen, und dies genitgt immerhin, um das fragliche Beispiel 
auch fttr eine gewShnliche Vorlesung fiber Differentialrechnung nutzbar 
zu machen. 

Man hat n~mlich ffir jedes x ~ 1 nach G1. (14): 
1 (15) < 

Andererseits ist flir jedes positive x nach G1. (12): 

1 1 (16) f(x) > 
1 "~- X 1 -~- a~p " 
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Legt man hior x denjenigen Werth bei, fiir welchen der reehts 
1 

stehende Ausdruck ein Maximum wird, ngmlieh: x ~ a ~ , so folgt: 
1 

- 

> a ~ l  
1 

a ~ - I  

(17) 

und daher: 

08) 
sobald : 

09) 

d.h.  falls: 

(20) 

, (§ 
> - g  ur~d somit: > ( p  a -  

! 

a~A- t 

a > (eA" 1 )~ --- 4, 68 . . . .  
- -  e ~ l  

Damit ist abet naeh dem oben gesagten far solehe Werthe yon a, 
welehe der Ungleiehung (20) gentigen, die ~icht-Entwickelbarkei# yon 
f(x) vollstiindig bewiesen. 

.Zur niiheren Erlguterung dieses eigenthiimlichen Verhaltens yon 
f(x) in der Nghe der Nullstelle mSge hier noch folgendes bemerkt 
werden. Setzt man 
(21) 
WO : 

so wird: 

also: 

f(x) = f, (z) - 5 ('~) 

f; (~) = (~>x " ~ + ,,,,~,, 
o 

O3 

f2 (x) = ~ ,  1 
o 

(2~, + x): 
I 

o 

1 q- a~'+~x ' 

/'t("~ (x) 

12 (") (x) 

oO 

(-- I)- .  (~;)~ - 
( r  

(t + a~,z)~+t ' 

O0 

= ( -  1 ) - .  -(~,,7+ 1)z " 
0 

(an)~'e3r'l 

~ )  (0) 1 (e" + e-") nx = ( -  1 ) - . y  
(24) 

s 1 ( e " - -  e-="), 
.:  = ( - -  U " ' T  

woraus man sofor~ erkenn~, dass die Mac Laurin's~he R~lie ~t~ i~ (z) 
und f~(x)divergiren muss, da ihre Coeffieienten mit : n ~  :wie r  ia's 
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Unendliche wachsen. Bildet *man nun: f(") (x) = f~(") (x) - -  f~(~) (x), 
so hebt sich' f@r den einen speciel~en Werth x - - -0  die Gesammtheit der- 
jenigen p0sitiven Bestandtheile, welche zusammen e ~ ergeben, gegen 
die entsprechenden negatives weg,  und hierdureh kommt zwar die 

Co~vergen# der Mac Laurin'schen Reihe ~ . ~  f(')(O) ~,i x ~ zu Stande; da- 

gegen  tieben sieh die in unmit~dbarer ~ h e  der N~ZlsteBe. gelegenen 
Singu~aritSten yon f l (x )und f~(x) nicht heraus', und deshalb bleibt 
die 1Vich~-F_m~wicke~barT~ei~ die man bei f~ (x) und f~(x) sofort an der 
JDivergenz der Mac Laurin'schen Reihe erkennt, auch ftir: 

for) = f~(x) - f~(x,) 
~rot# dot Conv~rge~ jener Reihe bestehen. Es finder n~imlich tilt 
beliebig k~e/~e positive Werthe x ffi=xo 'zwischen den positiven und 
negativea Gliedern yon f(x) ein ~hnlicher.A~sgI~ich, wie an der Null- 

�9 ~" f(n) stelle, n/ch~ mehr start; genauer ausgedriick~: es nimmt (Xo) mit 
wachsendem ~ immerhin so grosse Werthe an, dass das Convergenz- 

intervall der Taylor'schen Reihe ~ f~')(=o). (x -- Xo)" mit xo selbst 

unter jede noch so kleine Grbsse herabsinkt*). Der nahe liegende 

1 �9 f(~) �9 ) Es ist zwar ~ (x) fiir jedes bes~immCe, wens auch noch so grosse 

, s ine  ~etige Function yon x fiir die positive Nachbarschaft yon x == 0, sodass 
also zu bel. klein gegebenem a sich Xo stets so bestimmen l~,sst, dass: 

nl 
1 

A~!~in diane Stetigkeit is~ sine wagZeichm#,ssige , we~ man ~ f(n) (x) ale Function 

d e ~ J  b e / d ~  Verltnderliohen x und n auffasst, d. 1i. man muss mit zunehmendem 
n d e n  We~tb yon ~r bmfc/daclig verkleiuern, urn'die obige Ungleichung zu erzielen. 

H i e r a u s  erklLrt es ' sich, dass lira 1 .  f(n) (0) yon unendlich hoher 0rdnung 

% 

a~o:]im. 1. ~')(~o) ~iche dmna~ u~eer e/net endl~he~ G~'e,nze bleiben ks, an 

-(de ja so,st die Tsy]or',ohe Reihe ~ f(')(xo);r (~ --=o)" einen Convergen,.- 
% 

radius ~ 1  bedtzen witrde). Der Orund dieses Verhali;ens ]iegt darin, dass 
die l~eihe; 

{ f~(~) ] ( - -  1)" 7J = . ~  ;i 
o 

b e i  fes tgeha l tenem,  beliebig grosseh n zwar # ~ ~ i g  convergent fiir aUe 
~ ' ~  O; class sich abet ffir x ~ 1 die' Convergenz der Reihe mit ~ , c ~ e m ~  
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Versuch, dies durch directe Rechnung zu constatiren, ~st mir freil ich 
bisher nicht gegltickt. Indessen ergiebt sich die Richtigkeit der eben  
ausgesprochenen Behauptung sowohl aus den functionentheoretischen 
Betrachtungen des folgenden Paragraphen, als a u c h -  ohne dere~n 
Beihilfe - -  aus einem Satze, den ich welter unten (w 4, gegen Ende)  
beweise~ und welcher, auf den vorliegenden Fall angewendet, lehr t ,  
dass in jeder beliebigen N~ihe der Stelle x ~ 0 positive Werthe ~o 

liegen mtissen, fitr welche alas Convergenzintervall yon . ~  f('~l x) (X--Xo)" 

die Null zur Grenze hat*). 

Will man start der eben betrachteten Function, welche bei reell 
veriinderlichen x an der Stelle x-----0 mit s~immtlichen Differential- 
quotienten nur vorw6rts stetig ist, wiederum eine solche construiren, 
ftir welche das Gleiche sowohl vorwSrts als riickw6rts stattfindet, so 

1 durch (--z)" zu er- braucht man nur in (9) den Coefficienten --y ~I 

setzen. Alsdann ergiebt sich : 
Oo 

) ' -  �9 ' r ( o )  f f i  1 ~- a t "  x ~ 
0 

und daraus: 

(26) f(~"~-~)(O) .-- 0 f(~'~>(O) ~ (2m) ! ( - -  1)".  e -='~. 

Die Mat Laurin'sche Reihe wtirde auch bier wiederum bestlndig con- 
vergiren, stellt aber nicht die Function f(x) dar. Bezeichnet m a n  
ihre Summe mit ~ (x), sodass also: 

(27) ~ ( x ) -  ~ (--1)" (~)'~". x t', 
0 

so stimmt ~(x) ,  ~(")(x) nut ftir x~---0 mit f (x) ,  f(,i(x) tiberein. 
Bildet man daher: 

oo  

(28)  F ( x )  - -  f ( x )  - ~ ( x )  - -  ( - -  1) ,  m , + : , ,  ~, �9 x , ,  , 
0 

so liefert dieselbe ein Beispiel - -  und, wie ich glaube, das erste be- 
kannte Beispiel ~ einer Function, welche ffir alle endlichen reellen 
x incl. x ~ 0 mit s~mmtlichen Ableitungen endlich und stetig und auch  
noch fiir x ~ffi 0 eigentlivh definirt ist, dabei aber (gleichwie die fttr  

bestl&ndig verz6gert, und zwar um so mehr, je kleiner x wird - -  wie man e o f O ~  
erkennt, wenn man das allgemeine (}lied auf die Form bringt: 

( -  1)'__. a'" _ ( -  ~" i j 

*) Vgl. die Fussnote zu dora eben citirten Satze, S. 181. 
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1 

x ~ 0 nicht eoentlich definirte Function e ~') die Eigensehaft besi~zt~ 
in belieb~ger N~ihe der Nullstelle nicht zu versehwinden, obsehon sie 
f~r x--~O mit siimmtlichen Ableitungen v~schwindet. Damit erseheint aber 
die yon L a g r a n g e  im 5. Capitel seiner Thdor ie  des  F o n c t i o n s * )  
geiiusse~te Ansieh~, dass eine stefige Function, welche fiir irgend 
einea Werth einer reellen Variablen mit siimmtliehen Ableitungen ver- 
schwindet, identisch verschwinden masse, nunmehr endgiiltig widerlegt. 

Der allgemeine Typus der im vorigen Paragraphen betraehteten 
Reihen lautet offenbar: 

f ( x )  ~ . , - - x  ' 
0 

wo ~0, at, a~ . . .  eine abz/ihlbare Punktmenge bedeutet,**) welehe 
(mindestens) einen nicht zur Menge gebSrigen Grenzpunkt ~ besi~zt: 
gerade dadurch, dass die Stelle x = a fiir kein einzelnes Glied der 
f(z) definirenden Reihe eine singuliire ist, entsteht an der Stelle x ~ a 
fitr f(x)  jene besondere SingularitY.t, welehe f (x)  und f~l(x) endlieh 
und nach allen denjenigen Riehtungen stetig sein l~st ,  in denen 
aich~ unendlich viele Punkte der Menge (a,) liegen. Es fragt sich 
aber~ ob auch wirklich in diesem Falle a stets eine singuliire Stelle 
ftir f (x)  sein muss. Dies ist niimlich keineswegs selbstversti~ndlich: 
denn wenn auch in jeder noch so kleinen Umgebung yon a unendlich 
vide Punkte ~, liegen, welehe fiir je, ein Glied der obigen Reihe 
' ~ u l a r e  Stellen slnd, so wiire es gerado wegen der Unbegrenzthei~ 
ilar~r Anzahl mSglieh, dass sie sieh zusammengenommen in ihrer 
W~,kiffig ~annutliren, ***) 

*) Oeu~rres complbtes, T. IX, p. 63. 
4,) Ich bemerke, dass die folgeudeu Betraehtungea such Giittigkeit behalten 

filr Reihen yon der etwas a|lgemeinen Form: 
QO 

o , 

wo die Ca, such ~ega:iv gebroehene oder beliebige rationale l~ositive Zshlen 
bedeuten. 

*~ Gersde in dieser Hinsieht enthM~ tier oben erw~hnte Versueh yon Du B ois 
Reymond, dureh Condensation eine Function der fraglichen Art herzustellen 
eine Bewehl~icke, Es wird n~mUch eigen~lich nur gezeigt, dass man eine Function 
bilden kann, wetche die betre~ende Singularit~t in einer bel~ebig grossen end- 
~chen Anzahl (n) yon Punkten eiues gew/ssen In~ervalles besi~zt, und dass diese 
Function auch ,noeh ffir ~-~ ~ eiaen bestimmten Stun beh~. A18dann abet 
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Es sei nun irgend ein einfaeh .zusammenh~ngendes yon einer 
Curve C begrenztes Fliichenstfick gegeben, welches keinen Punkt der 
abz~ihlbaren Menge (a,) im Innern oder auf der Begrenzung enth~ilt~ 
w~ihrend auf der letzteren der eine Grenzpunk~ a (abet kein weiterer, 
falls solche vorhanden) sich befinden sol'st dann 2~Ic, I convergenb, 
so stellt nach einem bekannte~ Satze des Herrn Weierstrass die 
obige Reihe eiae innerhal5 C reguliire a~che Function dar. Dies 
gilt aber auch noch ftir jeden Punkt x '  a u f  der Curve C ~ mit 
eventueller Ausnahme des einen Punktes ~. Denn da nach Voraus- 
setzung x '  weder tier Menge (a , )angehSren, ' )noch ein Grenzpunkt  
derselben sein kann, so existirt stets eine gewisse Umgebung yon x', 
innerhalb deren kein Punkt  der .Menge (a,) liegt, sodass also f ( x )  far  
diese Umgebung wiederum regul~ir bleibt. 

Um nun das Verhalten yon f ( x )  ffir die Stelle x ~ zu unter-  
suchen, bemerke man zun~ichst, dass allemal, wenn man den Punkt  r 
dutch einen der Menge selbst angehSrigen Punkt --  etwa a 0 - -  ersetzt~ 
dieser sicher eine singul~ire Stelle ftir f ( x )  sein muss (gleichgtiltig, ob 
% ein Grenzpunkt der Menge ist oder nicht). Man erkennt dies, wie 
Herr G o u r s a t  gezeigt hat ,*)  indem man die obige Relhe folgender- 
massen in drei Partien zerlegt: 

n ov 

f ( x )  - - -  . o _  x . , -  
1 n.-t..l 

c~ 
4X~ m X 

won sofixirtsein soil, dass 2' ]c,] ~ @. Ic0] (@ ~ l) wird, was in 

Folge der Convergenz yon .~Ic, l stets mSglich ist. Alsdann ist f.~ (x) 
regul/ir ftir eine gewisse Umgebung der Stelle %, w~ihrend fl (x) in 
r eine siagul~ire Stelle besitzt, welche dutch f3(x) wie mit Htilfe der 

OD 

Bedingung: ~ Ic, I ~ .  ICol leicht zu ersehen ist, nicht annull i r t  
~ z  

werden kann. 
Tritt sodann an die Stelle des einen Punktes a 0 eine unendliche 

Anzahl soJcher Punkte, welche auf der Curve Coder irgendwelchen 
BSgen derselben ilberall dicht liegen, so l:~sst sieh welter folgern, dass 

heisst es (a. a. O. p. 617): ,,~s w~ire frdlich noch direct zu ~eigen, class die (bei 
dem eben erwRhnten Grenzfibergange resultlrende) Function F(x) ~ i c h t ' ~  
wickdbar ist, doch wollen wit  bier diese tlechnung ~icht ansCeNm." ~ Ici~ ~I~t~ .~ 
es ffir sehr zweifelhaft, ob sich daz bier fiberhaupt auf dem Wege b~oesev.-~ 
nu~g erwelsen l~set. 

*) Bur lee Fonc~ons k Espaces lacunaires. Bullet~ etes Scienc.es mabh~- 
maticlues , 1887. 2 l~me Sdrie, T. XI, p. 109. 
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jeder solche Bogen eine singuldre Linie fiir f(x) sein muss, sodass 
also ftir keinen Punkt a '  eines solchen Bogens eine Reihe ! ~ ( x -  ~') 
existirt, welche innerhalb C mit f(x) tlbereinstimmt. 

Die obige Schlussweise beruht nun aber wesentlich darauf, dass 

co wirklich in f(x) vorkommt, wiihrend in dem hier zu der Term X-~o  

betTachtenden Falls die Existenz sines Gliedes yon der Form c 
X - - ' -  [~ 

gerade ausgeschlossen ist, da ja a der Menge der a, n i c h t  an- 
gehSren sollte. 

Es liisst sich indessen zeigen, dass auch in .diesem Falle a stets 
eine singuliire Stelle ffir f(x) ist: sofern man nur die Menge (a,) der 
einzigen Beschriinkung unterwirft, dass in jeder s yon a soZche 
~, vorhanden sind, die hSchstens in Linien (abet nicht in Flltchen- 
theilen) oder iiberhaupt ~icht iiberaZl dicht [iegen.*) 

Angenommen niimlich f(x) wiire ffir die Stelle a reguliir, so mfisste 
das Gleiche fiir a l le  Stellen innerhalb eines gewissen um a zu be- 
schreibenden Kreises der Fall sein. Dies ist abet in Folge der fiber 
die Vertheilung der a, gemachten Voraussetzung unmSglich, da nach 
dem angefithrten Satze innerhalb jenes Kreises stets singul~re Punkte 
oder Linien yon f(x) liegen miissen. 

Die MSglichkeit dieser Schlussweise bleibt aber unverKndert be- 
stehen, wenn an die Stelle des einen Grenzpunktes a eine beliebige 
Anzahl solcher Punkte tritt, die auch auf Coder  irgend einem Bogen 
yon C iiberall dicht liegen diiffen, sofern nur die Punkte a, in der 
Umgebung j e des solchen Punktes a der oben angegebenen Bedingung 
geniigen, und es gilt somit der folgende Satz: 

B e f i n d e n  s ich  auf  der g e s c h l o s s e n e n  Curve  C 
b e l i e b i g ' v i e l e  G r e n z p u n k t e  a der  d u r c h w e g  ausser. 
halb des B e r e i c h e s  (C) g e l e g e n e n  P u n k t m e n g e  (~), 
so i s t  ffir die i n n e r h a l b  (C) r e g u l i i r e  a n a l y t i s c h e  
F u n c t i o n :  

oo ( 2 )  f(x) = . ,  -- x wo I c, I convergent 
0 0 

j e d e r  P u n k t  ~ ein s i n g u l ~ r e r  P u n k t  u n d j e d e r  C u r v e n -  
bogen  yon C, au f  dem so lche  P u n k t e  a i i be r a l l  d i c h t  

*) Damit ist nicht ausgeschlossen, dass sin The(/ der Menge (~,) in der 
NLhe yon a auch in FUtchentheflen iiberall dicht liegt. Der Beweis behiLlt sogar 
noch seine G~ltigkeit, wenn die Menge (~,) in der N~he yon ~ au~sddie~I/ch 

aus Punkten beeteht, welche in Flachentheflen itberall dicht liegen, sofern nur 
irgendwo auf der ~egcegtcu~g derselben in jeder l~iLhe yon ~ stets auch Punkte 
~, (nicht bloss Grenzpunkte) liegen. 
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l i egen ,  eine s ingu l~re  Linie ,  sofern in be l ieb iger  
:Niihe jedes Punk te s  a s~et~ Punk te  a, v o r h a n d e n  
s ind,  welche hSchs tens  in Linien (nicht in Fl~.chen- 
thei len)  (iberall  d ich t  l iegen.  

Beispiele solcher Punktmengen sind: 

we 10~ positiv und fttr jedes endliche v > 1, dagegen lira ~, ~ 1 

z.B. p,~l-l- ~ + 1 '  p,~l-~- I 

eine complexe Zahl mit dem absoluten Betrage 1, abet keine Ein- 
heitswurzel sein sell, also e ~ e s,~ we seine Irrationalzahl bedeutet. 
Die Punkte e" (v ~ 0, i, 2...) liegen dann a uf dem Einheitskreise 
fibera]l dicht, wiihrend die Punkte a~-~-p, .~'~ a~., ~p~. ~" durch- 
weg a u s s e rh al b des Einheitskreises liegen ~ abet alle Punkte desselben 
zu Grenzpunkten haben. Dabei nKhern sich mit wachsendem v die 
Punkte ~, ~ ~. e' in spiralartiger Anordnung asymptotisch dem Ein. 
heitskreise und liegen nirgends (auch auf keiner Linie) ~Iberall dicht, 
wRhrend die Punkte a~., ~ ~, �9 ~, auf allen um den :Nu]Ipunkt con- 
centrischen Kreisen mit den Radien p~ (g ~ 0, 1, 2...), abet niaht 
in irgendwelchen Fl~ichentheilen ~iberall dicht liegen. 

w 

Auf Grund der im vorigen Paragraphen angestellten Betraeh~ung 
sind wit nunmehr im Stande, Reihen zu construiren, welche im Innern 
und auf der Begrenzung eines gewissen Bereiches -- etwa des Ein- 
heitskreises um den Nullpunkt -- durchweg endliche Ableitungen jeder 
endlichen Ordnung besitzen und dennoch in beliebig vielen, aueh un- 
endlich vielen auf dem Kreise iiberall dicht liegenden Punkten a nich~ 
nach Potenzen yon (x--v, ~) en.twickelbar sind, also in dem zulotzt 
genannten Falle eine analytische Fortsetzung iiber den Einheitslrrek 

hinaus nicht zulassen. 
Es seien also ausserhaZb des Einheitakreises unendlich viele Punkte 

~, gegeben, welche auf der Peripher~e desselben beliebig viele Grenz- 
punkte ~ besitzen sollen. Man hat alsdann fIir jedes endliche v: J~,l ~>I, 
wiihrend ffir v --- oo entweder geradezu }ira l a, I "~ 1 ist oder wenigst~ 
die untere Unbestimmtheitsgrenze yon ~ den Werth 1 haben m~s ~ 
(mit anderen Worten: es kSnnen die Punkte ~, auch noch a~s~ 
des Einheitskreises beliebig viele Grenzpunkte besitzen). ]n ae.~i~m - 
gebung jedes auf dem Einheitskreise gelegenen Gre~zpunktes #: sollen 
die a, der in dem Satze des vorigen Paragraphen s~rten Bedingung 

Mathem~tisohe Annalen. XLI~  1"2' 
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gen(tgen. 
Reihe: 

Bedeutet dann ~lc,,I eine convergirende Reihe, so ist die 

C~ 

(1) f ( x )  = , , -  x 
0 

zuniichst innerhalb des Einheitskreises gleichm~issig convergent und 
kann fiir diesen Bereich in die ebendaselbst convergirende Potenzreihe: 

Q0 QO 

(:2) = wo. 
~ ~u 

0 0 ~1, 

umgeformt werden. Man kann nun abet durch eine passende Wahl 
der c, leicht erzielen, dass die Reihe ( l ) ,  wie auch die Potenzreihe 
(2) auch noch auf der t ) e r ipher ie  des Einheitskreises unbedingt und 
gleichm~issig convergire. Da niimlich fiir ix I ~ I die Beziehung 
besteht: 

I'~,, - x l  > I ~<,,I - lx l  > I'~,1 - 1 ,  

so hat man insbesondere fiir alle Punkte x auf der Peripherie: 

I",l - ~  I < 1  

und es wird daher die Reihe (1) noch auf dem g~sammten Einheits- 
kreise unbedingt und gleichm~sig convergiren, falls die Reihe 

Ic, I 

convergirt, also ftlr: 
~, = ( l ~ , I -  i ) .  c," 

woc," das Glied einer absolut convergirenden Reihe bedeutet. Zugleich 
erkennt man, dass dann auch die Potenzreihe (2) auf dem Einheits- 
kreise noch unbedingt und gleichmiissig convergirt, denn man hat: 

0 = 0 0 [ 

0 0 

oo 

o I ' 1 - 1  
Ferner folgt aus (1) und (2) durch n malige Diiferentiation: 

(3) P')(~) = n! . ~  ~" 
o (.,_ ~)~I 

m 
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zun~ehst wieder f~ir das Innere des Einheitskreises. Es werden aber 
aueh diese beiden Reihen fiir irgend ein bestimmtes n noeh auf dem 
Einheitskreiso unbeding~ und gleichm~issig coavergiren uad demgem~s 
dort aueh noeh die n t' Ableitung yon f (x)dars te l len ,  wenn die e~ 
so gew~.hlt werden, dass die Reihe: 

I c ,  I 

( 1 " , 1 -  ') '+~ 

convergirt, was man offenbar wiederum erzielen kann~ wenn man setzt: 

e, ~ ( te ,  I - -  1) ~+I �9 e,' wo X]c~'I eonvergirt. 

Man erkennt zugleieh, dass bei dieser Wahl der c, die obige 
Reihe aueh a fortiori f/Jr jedes kleinere n eonvergirt, falls sehlechthin 
lira [~,1 ~- I i s t ;  hat dagegen nur die untere Unbes~.-Crremte yon 1~,1 
den Werth 1, so erzielt man dasselbe dureh die Substitution: 

I " , l  . c , .  

Daraus folgt dann zun~ichs~ wieder ohne Weiteres die u n b e d i n ~  

und gleiehm~ssige Convergenz der Reihe ~ (a, . -  ~r)~r~ fttr alle 

Punkte der Periloherie , Mihrend das Gleiehe f~tr die en~sprechende 
Potenzreihe erkann~ wird aus der Beziehung: 

Oo 

~.) t  a �9 (~ - l) . . .  (~t - - n  + l) I-~1 
n 

�9 . .  (i- ~-I- i) 

oo oc 

c,. • 2 4 7  
0 0 

ic, i 

o 1~,#+1 

(a + 1) (x + ~) . . .  (~ + n) ,~ 

O0 

- - h i  2 , ;  ' 

Nun lassen sich aber die e, in mannigfacher Weise geradezu so fixiren, 
dass die Reihe: 

nich~ nur fttr alle Werthe n~ bis zu irgend einem bes~mmbn hinj 
sondern geradezu fitr jedes m (ohne obere Grenze) eonvergirt. 

Man erziel~ dieses Resultat im l?alle lim ]a, [ ~  1 (cl. h. fa l~  die 
Punktmenge ~r, keine weiberen Grenzpunkb besitzt, sis die~mz~zlhi 
Peripherie des Einhei~kreises gelegenen) in der einfachste~ Weiss, 
indem man setzt: 
(4) c, - ( la ,  I -  l ) ' .  b,, 
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wo die b~ ganz beliebige Grbssen bedeuten~ deren absolute Betriige 
unter einer endlichen Grenze g bleiben. Hierbei ergiebt sich niimlich: 

Oo Oo 

o (1",1-1)~ o 
also: 

(5) ~ ( 1" ,1 -  ~)" ~ Ibm+,[ ( ] a , , + , l -  1), 
o 

< g .  ~ ( [ a = + , l -  1)', 
o 

w0..~e rechts stehende Reihe wegen: lina ( [ a , [ -  1 ) ~  0 yon einer 
bes~immten Stelle ab starker conver~rt, als jede convergence geo- 
met~'ische Reihe. 

Besi~z~ dagegen die PunkCmenge a~ auch Grenzpankte ausserhalb 
des Eihheitskreises, so geniigt es offenbar, wenn man in (4) b~ durch: 

b~ 
I~a, ]: erse~zr wobei in dem besonderen Falle, dass aueh~ der Pnnkt 

cr em Grenzpunkt der a, ist, die b, nSthigenfalls als Glieder einer 
beliebigen absolut convergirenden Reihe zu wilhlen sind, wiihrend sie 
in jedem anderen Falle wieder nut der Bedingung I b,[ ~ g zu ge- 
ntigen haben. 

Andere Bestimmungsweisen ftir die Coefficienten c, ergeben sich 
folgendermassen. Man setze zur Abkiirzung: 

1 1 (6) i~,[_L = q ,  d. b, I~-J = 1 + ~ ,  

wo also ~, wesentlich positiv und f'tir ~ - - - ~  entweder geradezu 
ilim:~ ~i  ~ oder zum mindesten die obere Unbestimmtheitsgrenze yon 
q~ uueffdl~ch wird. Alsdann hat man idenCiseh: 

I~'l = [c,I. q,~ - - -Ic , .  r ,I .  ~" (7) ( i ~ , l _~ )  ~ r ,  

and: w.onn :daher r, positiv und so gewiihlt .wird, class filr jeden noch 
so grosson Werth yon m: 

lira q---~'m ~ lira (e~)agq;' ~ 0 (8) 

wi~d - -  was z. B. fitr lim q, ~ ~ stets der Fall iSi,,wenn man setzt: *) 

*) W~re nur die o b e r e  U n b e s t i m m t h e i t s g r e n z e  vbn.qr ~ ,  so wfirde 

man der Forderung beispielsweise genfigen kSnnen,  indem m a a  ~etzt: 

r ,  ~ b -~" qr 
oder: 
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(9)  r,  = b -q,  (b < 1) 
oder auch: 

(10) r, ~ [lg q,]! (we Ix] die gr~isste in x enthaltene ganze Zahl), 
so geniigt es nach Gleiehung (7) fiir den gewtlnschten Zweck in 
j e d e m  F a l l e ,  wenn sodann: 

C~ 
( I 1 )  Ic~l .  r~ ~ [c,' I a lso:  c, == 

genommen wird, we ]c~' I das Glied einer convergenten Reihe bedeutet. 

Wenn aber hierbei schon qm ftir jedes noch so grease m das Glied 

einer convergenten Reihe bildet, was z. B. stets der Fall ist ftir 
~ c ~ v  und r ~ b  -q,, ebenso fiir ~/,c~ ~ a  , ( a ~  1) und r , . ~ r ! ,  so 
reicht es sehon bin, wenn man setzt: 

1 
(12)  Jc,}. r~ = 1 also: Ic,] = -C" 

Hiernach ergiebt sich aber in Verbindung mit dora Sstze des w 2 
das folgende Resultat: 

B e s i t z t  d ie  d u r c h w e g  a u s s e r h a l b  des E i n h e i t s -  
k r e i s e s  g e l e g e n e  abz~ihlbare  Menge (a,) auf  dem E i n -  
h e i t s k r e i s e  b e l i e b i g  v ie le  G r e n z p u n k t e ,  so l ass3ffi 
sieh auf  m a n n i g f a c h e  We i se  u n e n d l i c h e  R e i h e n  v0n 
GrSssen  c, s t e t s  so b e s t i m m e n ,  dass die R e i h e n :  

f ( x )  - -  ,~,, - x f ( ' ) ( x )  - -  n !  
o o ( ~ , -  x),+L 

n i c h t  nu r  im I n n e r n ,  s o n d e r n  auch a u f d e r  Per ipher ie  
u n b e d i n g t  and g l e i c h m i i s s i g  c o n v e r g i r e n  und in die 
eben  d a s e l b s t  u n b e d i n g t  und gle ichm~iss ig  conve r -  
g i r e n d e n  P o t e n z r e i h e n :  

Oo 

f ( x )  ~ ~ A ~ x  ~ 
o WO: AI ~-~ 

;~ (2,- 1) ... ().-- n ~  1) Aax ~-" 
0 

f(")(x) .~ ~ , i  

u m g e f o r m t  w e r d e n  kSnnen. 
B e d e u t e t  dann  a e inen  auf  der  P e r i p h e r i e . b : ~ ~  

f i n d l i c h e n  G r e n z p u n k t  der a, ~on sole-her B e s ~  ~ s  . 
he i t~-dash  in j e d e r  N~ihe yon a s t e t s  Pankt~e e~ vor-  
h a n d e n  sind~ welche  h S c h s t e n s  in Linien,~ n i e h t  a b e r  
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in F l i i c h e n t h e i l e n ,  i i b e r a l l  dich~ l i e g e n ,  so exis~ir~ 
ke ine  P o t e n z r e i h e  ~3(x--a.) de ra r t~  dass die G l e i c h u n g  
f(x)--- ~3(x--a) b e s t e h t  f i t r  P u n k t e  in be l i e  b i g e r  NiChe 
yon a~ die im I n n e r n  o d e r  auf  der P e r i p h e r i e  des 
E i n h e i t s k r e i s e s  l i egen .  

W.enn a l so  s o l c h e  P u n k t e  a auf  der  P e r i p h e r i e  
f iberal l  d i c h t  l i e g e n  (sodass schliesslich j e d e r  Punkt dot 
Peripherie als ein Grenzpunkt der Menge (u,) anzusehen ist)~ 
so e x i s t i r t  fiir f(x) k e i n e  a n a l y t i s c h e  F o r t s e t z u n g  
tiber die P e r i p h e r i e  des E i n h e i t s k r e i s e s  h i n a u s ,  ob- 
schon  f(x) mit  s ~ m m t l i c h e n  A b l e i t u n g e n  j e d e r  end-  
l i chen  O r d n u n g  d o r t  noch  e n d l i c h  und s~et ig  ist .  

Der Vollst~indigkeit halber sei hierzu noch bemerkt, dass der Gonver- 

Y o, in Folge tier den.Punkten av auferlegten genzbezirk derReiheA.w a, - x 

Beschr~nkung mi~ dem Einheitskreise noch nicht erschSpft sein wird, 
sondern je nach der Wahl der g, ~och aus einem oder mehreren 
(eventuell auch unendlich vielen) S~iicken ausserhalb des Einheits- 
kreises bes~ehen muss. Alsdann stellt also auf Grund der yon Herrn 
W e i e r str a s s gegebenen Begriffsbestimmung der analytische Ausdruck 

a,--x  in verschiedenen Gebieten verschiedene analytische Func- 

tionen dar. 
Um mit Hiilfe des oben ausgesprochenen allgemeinen Sa~zes be- 

stimmte Beispiele yon Functionen zu cons~uiren, die trotz der End- 
lichkeit der Ableitungen fiber den Einheit~reis nich~ for~gesetzt 
werden kSnnen, mSgen etwa die am Schlu~se ~e$ vorigen Paragraphen 
magefllhrten Punktmengen benittzt werden. S e i  also: 

:a~--~, ". ~ (wo ~ = e Is~,  s e i n e  Iri'atioaalzahl~ 
\ ~ v , >  1 ,  l i m ~ - - - I  ] 

so kann man nach G1. (4) setzen: 

2 ( p . - ~ ) "  f(x) = ~, , 
o P~ - -  x �9 

oder~.uch" nach G1. (9) und (12): 
1 

bp~-  1 
f (x) = - -  (b < 1). 

Setzt man in der le~zten Formel speeiell: 

(v --- 1, 2, a . . . )  P ' - - ~ + 7  
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so wird : 

WO 

O0 

r (~)  = ( . ' ) . "  o ' 

~0 

Al ~ ; (~ -]- 1 
1 

1 

Nimmt man p, e 7 also i p , - - i  ~ v, so ergieb~ sich~ wenn man 

fltr ~ seinen Werth einsetzt: 

WO 

27 b, Z' 
l T o 

A~ ~ b~ 
1 e 7" +t~,~ (l-t-i) 

Diese Reihen convergiren dann auch noch gleiahmiissig ftir das 
ganze Gebiet ausserhalb des Einheitskreises mit Aussohluss der un- 
mittelbaren Umgebung der Punkte a,--~v~r welche ausserhalb des 
Einheitskreises keine weiteren Grenzpunkte besitzen. Zwischen den 
Werthen der Reihen f(z)  im Innern und ausserhalb des Einheitskreises 
existirt jedoch kein ~tanalytischer" Zussmmenhang. 

Es werde ferner gesetzt: 

1 

t oder p ~ e ; ( p ~ l , 2 , 3 . ' . )  und wo etwa wiederum ~,  ~- 1 ~ ~- 

gleichfalls d~e frtlhere Bedeutung hat. Bildet man alsdann: 

o0 ~0 

so erkennt man leicht, dass die gleiohm~sige Convergenz yon f(~) 
und f(~)(z) auf der Peripherie wiederum erhalten bleibt, wenll man 
etwa setzt: 

c,,,, = ~ - "  . ( b <  1). 

Alsdann ergiebt sich: 
r o0 ~O 

=2 X" =Z  L'':' 
l 1 "lOpl~ ~ ll~ 0 
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WO: 

m.. ~ |  

Des- Convergenzbereieh yon /'(=) besteht h i e r -  abge, ehen yon dem 
Innern des ]~uheitekreim~, --  sue dem ganzen Ebenenstaeke auuerhslb 
des Kreises mit dem Radius Pl (wobei tilt die oben getroNene a~eielle 
Wahl Pt " - ~  be~ P l - - e  let), 8odann sue unendlieh vielen eon- 
eentriechen Ringen , welche begrenzt werden yon Kreioen suit den 
Pmdien p# und Ps+t ( P ' - 1 ,  2p 3 . . . ) .  Anf allen dieaen Kreimu Uegen 
die Punkte a#., aberall dieht, indue aim die Reihe f(z) in dimen 
d~nmtliehen 8~eken ihres Convergenzbereichee ltuter vereehiedene 
Qalyt~che Functionen darstellt. Jedoch besitzt 8ie nut auf dem PAn. 
heitakreiee die Eigenschaft mR allen Ableitungen endlieher Ordnung 
endlich undstetig zu eein, wlhrend sic auf den m3mmtJichen (lbrigen 
Begrenzungen divergirL 

Will men Functionen construiren, welche in der einen Hslb- 
ebene z. B. der oberen --  einsehlie~lich der reellen Axe mit dmmtr 
lichen Ableitungen stetig und dennoch nieht analytieeh forimetzbtr 
sind, so braucht man nur du Innere des EinheitskreiH, mit Httlfe 
der 8ub~/tution: 

~ ' - - s + i  

mif die obm'e ~.Hslbebene dmubilden. 

w 
Ich sebe nun dram fiber, einen weitereu Typos yen Reilien aa- 

zugeben , welehe auf der Grease einm gewi~en B e ~  nooh mit 
alien Ableitungen endlich und Stetig, dennoch nid~ j y t d m d t  fozt,- 
setzbsr dud. Ob~hon dieoelben mit den U n t e r s u e h ~  din" .be/den 
lenten Pm~rsphen uioht in unmittelbsrem Z,_,~mm__m~___nae~ehea, 
so liefern sie doch sine Nhr brsuchbare lllustraUon m. dNI,im w 1 
en~wiokel~en Prineipien, indem eie bei aueeerordentlioher f o ~  ]min. 
f~chheit suf dem Wege gaaz element~rer Eecbnung deutlich erkennen 
lessen, warm~ die ~.m~vickelbarkei~ auf jeder Grenzlinie. voI~.~tLud~ 
aufhSrt: ngmlieh, m~ die Able~mgm n ~'' Ordnung ~ ~ ~ ,  
iO~er~ll dicM liegmde ~ ~ n so starl~ ~ h m e %  dass die ~ s d ~  
tCcihe nicM n~r  
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(1) 

Es werde gesetzt: 
oO o~ 

I ~vti ~vU v 
0 o 

w o a  eine positive ganze Zahl > 2 ,  t - ~  v I ~-v2i eine eomplexe 
Variable bedeutet. Um den Convergenzbereieh dieser Reihe zu erkennen, 
hat man: 

UV'['.____.~ 1 ~ ~ , i~I ~ (a - -1 ) t i  

und daher f~ir v == ~ :  

1 
v + l  
. g--aV(a--l).'r~ . ea~{a-l)~1i 

lira --u"+t ~ lim e-':("-~)'r ~ ~-- O, wenn ~:2 = > O, 
~, ~ q- 1 ~ ~ or,  wenu lr 2 < 0 

d. h. die Reihe convergirt absolut fiir alle t mit nicht-negativem 
imaginKrem Bestandtheil, also innerhalb der oberen Halbebene ein- 
schliesslich der reellen Axe. Das Gleiche gilt auch fiir siimmtliche 
Ableitungen yon ~p(t). Man hat niimlich: 

(2) 
0 

und daher insbesondere ftir reelle t: 

QO oO 

1 , on.  - : 

9 0 

sodass also die Reihe fur ~p(")(t) aueh auf der ganzen reellen Axe 
absolut convergir~. Es stellt hiernach ~(t) fiir die obere Halbebene 
eine analytische Funetion yon t dar, welche noch auf der Grenze 
dieses Bereiches, n~imlich der reellen Axe, mit allen Ableitungen jeder 
endlichen Ordnung endlich und stetig ist. 

Nichtsdestoweniger l~isst sich leicht zeigen, dass ~(t) tiber diesen 
Bereich nicht analytisch fortgesetzt werden kann. 

Setzt man zuniichst in (2) t ffi= 2x~  (x •ffi0, -4- 1, 4 - 2 . . . ) ,  so 
folgt: 

l I -----:" 
und ebenso fur t ~ (2~-+- I )~ :  

I #:(")((2x+ 1)~)Iffiffi e ~" bezw. ~-  e" - -  2 (ersteres, wean a ungerade, 
letzteres, wenn a gerade). 

Daraus erkennt man aber zun~hs t ,  dass die Taylor'sche Reihe far 
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sgmmtliehe Stellen t ~--- g g  (p~-- 0, -~_ 1, _-4-2, �9 �9 .) "divergirt 
r 

Das ~leiche finder nun aber start fiir alle Stellen t ~ ~ - ,  worm 2o 

eine beliebige positive ganze ZahI bedeutet. Setzt man ngmlich ~(.)(g) 
in die Form: 

,p(.)(t) ~- i. an~ a~V ea~ti 

0 p 

$ - 1  .... 

i" .~ ,  e a't~ + i " .  a"(~§ 6 ar'4"**' (v+,,)~ 
0 

so ergiebt sieh zungehst~ fitr t ~ 2~_~ (x ---~-4- 1, __~ 2 �9 �9 .): 
~tP 

p - - t  oo 

\ # /  o o 

W O ;  
p - - t  

0 

Nun ist abet:  

(4) I cp,. I <  2 . ~ ,  ~ ,  < ~. " ~ " - t  a - -  I < 2 .  a ~ -  
0 

folglieh wird, wie gross man atiah Io annehmen:~mag, n stets so gross 
genommen werden kSnnen, dass der / in  (3) vorkommende Term e ~" 

I, d i~ ;g l i%~elbs t  dann noch, wenn beliebig viel srSsser ist a.l~ I Cp,, �9 ~"" " i .- 
man p tiber alle Grenzen wach~en F~st~ :s6haldman nur n ~ p z l i m m t .  
Somit folgt aus (3) und (4), dass flit unendlicli-"wa:chsende n: 

(5) ,(.) ( 2 , , ,  ~ ~ . .e .~ ,  

wird, und das Niimliche ergiebt sich auf  anaroge WdSe auch ffir 

, cn~( (~ '{ -1 )=~ .  In  Folge de,sen muss abet die Ta~lor'sehe Reihe a p ] 

fiir ~p (t) an alien Stellen t ~ m~ divergiren, wie gross man auch 

nehmen mag,  und da diese Stellen auf der re~llen Axe/ iberaU dieht 
liegen, so ergiebt sich in der That~ dass q~(0 fiir keinen einzigen 
reellen Werth t0 nach Potenzen yon t t 0 :entWickel~ Werden kann. 

Die l~eihe (1) ist al~r auch noch in einer weiteren Beziehung 
lehrreich~ insofern man darlm :erkennen kann., das~-aar die-zweiCe 
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der beiden in w 1 erSrterten MSglichkeiten, ngmlich die Convergenz 
der Taylor'schen Reihe 

~ V c') (to)(t__to), 

abet ohne die Giiltigkeit der Beziehung: 

~ . 7  v(')(*~ (t--to)" ~" r 

geradezu in unendlich vielen t)unkten jedes noch so klei~en Intervalles 
stattfinden kann. 

Angenommen ngmlich, es sei jetzt speciell a eine ungerade Zahl 
yon der Form 410-{-3 (k~-O, 1, 2 . . . ) .  Alsdann bemerke man zu- 
n~chst, dass alle ungeraden Potenzen yon a gleichfalls yon der Form 
4/~+ 3, dagegen alle geraden yon der Form 4 k +  1 sind, sodass also: 

__+i  e --- - -  i ,  e s 

d. h. allgemein : 

wird. 

1 a~f# t . 

e ~ == ( - - 1 ) ' . i  

Setzt man daher in (2) t - - - ( m  + 1 ) ~ ,  so ergiebt sich: 

r ~ft~ " (("+ 
1 a* .$tt 
2 

- -  6 ~ a ~ ' ~ i  " e 

also: 

OO 
~ a ~  anP  

~--- ( - -  1) ~ �9 i ' ,+ t ( - -  1 ) " .  ; ! .  
to 

sodass die Taylor'sche Reihe zungchst an allen Stellen 

to = 

fiir jedes noch so grosse ( t -  to) convergirt. 
Man finder nun abet ganz analog wie oben G1. (5), dass 

( ) ~n+-f 
(7) r - ~ < Cp,, + e -~" a p  ~ -  

WO : :. 

(8) c~;. < a~" 
. - ~ .  7. , ; , - ' - .~ . ,  

und da, wie gross man auoh p nehmen mSge~ die ReRig,.'i~liJ ddi~ 

1 { a ~ , _ { .  e - " }  r .  fttr jedes n~ch ~o.grosse .r con- allgemeinen Gliede: ~-T '. �9 .... - ' 
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vergirt, so folgt, dass die Taylor'sche Reihe ~ J  v(')(~o)~ ( t _ t o ) ,  ffir 

alle Stellen t 0 ----- -t- ~-) = d.h. schliesslich fflr unendlich vie]e, tiberall a~ 
dicht ]iegende Punkte der reellen Axe convergirt und zwar sogar be- 
st~ndig convergi~. Da aber in beliebiger Niihe j eder solchen Stelle 
andere liegen, flit welche nach dem zuvor gesagten die Taylor'sche 
Reihe divergirt, so kann sie nicht die Summe ~(t) haben. 

Hieran knitpft sich naturgem~iss die Frage, ob es denkbar w3ire, 
dass die Taylor'sche lCeihe fib" alle Stellen eines gewissen Intervalles 
einer redlen Variablen convergirte oder genauer gesagt, ein Convergenz- 
intervall besitzt, dessen Ausdehnung unter eine bestimmte angebbare 
Crr6sse nicht herabsinkt, und dass ihre Summe nichtsdestoweniger mit 
der er~eugenden Function nicht iibereinstimmte? 

Diese Frage ist aber zu verneinen. Angenommen nKmlich, es 
convergire die Reihe: 

,~y~ ~')(t) r" 
0 

fiir t o < t < ~, und r _< rl ,  so hat man sieher far alle Werthepanre 
(t, r) aus dem angegebenen Bereiche: 

lira ~(")(*) r " ~ O  n l  
t l ~ o o  

und daher insbesondere, worm 0 die kloinere der beiden GrSssen 
(tl: t o) und rl. bezeichnet: 

Nun g i l t a b e r  mit Beniitzung der L a g r a n g e ' s c h e n  Restform die 
Entwiekdung: 

(m) 
, t - - I  

 Cto + h) ~,(')(t) h'.-+- y ( " ) ( t o + e h )  h-  
~,I n!  

und man erkennt aus G1. (9), dass dieses Restglied filr h ~ 0 mit 
unendlich:~vachsenden n versehwindet, soaass also in der That die 
Beziehung gilt: 

~ ,  ~(*)(to) h" ftlr h ~ Q (11.) @(~o + h) •=. '" ,z = " 
0 

Damit ist also bewiesen, dass die Taylor'sche Reihe nicht fiir 
atle Stellen eines beliebigen kleinen Intervalles einen Convergenzbereich 
Yon angebbarer GrSsse besitzefi kann, ohne dort auch die betreffende 
FUnction darzustellen. Mithin gilt der Satz: 
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W e n n  die T a y l o r ' s c h e  R e i h e ~  V('l(t~ h" ff ir  i r g e n d  

e i n e n  b e s t i m m t e n  W e r t h  t o do t  r e e l l e n  V a r i a b l e n  
u n d  f t i r  h ~  e o n v e r g i r t ,  o h n e  die S u m m e  ~(~o-{-~) 
zu b e s i t z e n ,  so m t i s s e n  e n t w e d e r  in  j e d e r  b e l i e b i g e n  

t '  ~ v(')(~') h" NRhe yon t o S t e l l e n  ex i s t i r en ,  sodass  ~., 

fi lr  j e d e s  n o c h  so k l e i n e  h d i v e r g i r t ;  o d e r  es m u s s  
zum m i n d e s t e n  d ie  u n t e r e  G r e n z e  fiir  d i e  C o n v e r g e n z ~  

i n t e r v a l  le a l l e r  m S g l i c h e n  R e i h e n :  ~ v(~)(t')~! h" f i i r  

W e r t h e t ' i n  d e r N ~ i h e  v o n t 0 d e n W e r t h  N u l l  h a b e n . * )  

Der Satz gilt offenbar auch fiir den Fall einer complexen Yariablen ~. 
Denn man kann die Gesammtheit der Stellen, welche auf irgend einer 
im Punkte t o beginnenden geradlinigen Strecke lie'gen, durch eine 
ganze lineare Substitution auf ein Stiick der reellen Axe congruent  
abbilde- und sodann wieder die oben ben~tzte Schlussweise anwenden. 

Bei dem oben be~achteten Beispiel: 

(.t) 
O0 

I ~z~ti 

fritt also ~ wenn a ~ 4k -~- 3 -- ~hafaRchlich der Fall sin, dass  
in jedem noch so kleinen Intervalle Stellen l iegen,  f ~  ~e lche  
der Convergenzradius der Taylor'schen Reihe un~dlich gross ist; 

9(')(t) *) Da der 0onvergenzradius yon ~_j h* in dem vorliegenden PalLs 

offenbar eine u~stetige Function yon t ist, so brauch~e in der That keine bes~imz~$e 
8tdZe t" zu existiren, wo derselbe wirklich =~ 0 wird. Ein Beispiel ffir diese Ar t  
des Verhaltens giebt die in w 1 betrachtete Function; 

oo 

~ ( - -  1)" 1 
f(*) ~ *,! I -I- a"~ ' 

0 

fiir welche die Mac Laurin'~che Reihe convergir~s, ohne die Function darzustellen. 
Hier existir~ f'/ir jedes noch so kleine positive t sine convergente Taylor'sobs 
Ent~wickelung: 

f(,~ f(,  + h) = ,~ ~! h', 

deren Convergenzbezirk sioh nach links nut bis zur Nulls~eUe erstrock~, also m]t- 
selbst unter jede noch so kleine Gr5sse herabsink~, ohne abet jemals wJrMioh 

.-~ 0 zu werclen, da ja f(ir ~-~-0 die be~dig r Reihe 

~,~(--. 1)~. e-a~ h" 
resultirt. 
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{ (- + 
~nRmlich ffir t ~  ) und ebenfalls solehe, fur welche dieselbe a~ 

gleieh Null ist n~mlich ftlr t ~ �9 
a p 

Ersetz~ man in (1) t durch (-- t ) ,  so wird die Reihe: 
cO 

1 8_aVti (i2) -- Tr., 
0 

eine analytische Function darstellen, welohe nur fiir die untere Halb- 
ebene einschliesslich der reellen Axe mit siimmtlichen Ableitungen 
existirt, und es ergeben sich dureh Addition und Subtraction yon ~(t) 
und ~p(-- t) (wobei, wie man leieb~ erkennt, die fragliehen Singu- 
]aritiiten sich nicht etwa herausheben)~ die Reihen: 

(13) Tp, (t) ~, eos a'~ ~ 8in ~ ~. 
0 0 

Bls Beispiele you Funetionen, welehe fib alia reellen t mit s~immfliehen 
Ableitungen jeder noch so grossen endlichen Ordnung endlieh und 
stetig sind, and dannoch nicht in das complexe Gebiet der Variablen t 
fortgesetzt warden k5nnen.*) 

Ist hiarbei insbesondera a eine ungerade Zahl yon der Form 
4k + 3, so besitzen jene Funetionen wiederum noah die merkwtirdige 
Eigenschaf~, dass in der Umgebung jeder Stelle t o sowohl Stellen t" 
liegen, ffir walehe die Taylor'sche Reihe bei beliebig kleinem ( t-- t ' )  
divergirt, als auch soleha, fitr welehe dieselbe bei beliebig grossem 
( t - - t ' )  convergirt- letzteras natitrlich, ohm die Function ~t (t) bezw. 
~/i~ {~) darzusbllen. 

Setzt ,man Sohliesslich in (I) noch di~= x, so s dabs die 
F~tion: 

6 

nieht fiber den Einheitskreis hinaus analytisch forf~esetzt werden kman, 
obschon sic noah auf der Peripherie derselben mit ~;lten Ablei~ungen 
~'eder-endlichen Ordnung endlich und steti'g ist. 

Der allgemeine Typus derartiger Reihen lautet offenbar: 
r 

05) f (x) c,. x 
0 

�9 *) Wie ich nach~r~gLich bsjmerkt, habe, finder sioh die #rste dieser beiden 
Reihen mit der Beschrltnkang aufungerade gauzzahlige We~r~lae 'yon a schon in 
eiaem Aufmtze des Herrn Lerbh :  ,, Ueber die .~ic~differentiirbwfkeit #ewi, sser 
~'wne~ionen." Journ. f. Ma~h. Bd. t08, S. 156. 
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we die m, positive ganze Zahlen yon der Beschaffenheit bezeichnen, 
dass der grSsste gemeinsame Theiler yon m,,  m,+l, m , + ~ , . . ,  mit v 
selbst in's Unendliche wiichst~ w~hrend die Coefficienten c, so beschaffen 
sein miissen, dass die Reihe: 

~ n 

ftir jedes endliche n zwar convergirt, aber ihre Summe mit n so stark 
zunimmt, dass: 

co 

0 

filr jeden noch so kleinen Werth @ divergirt. 

Ich mSchte diese Gelegenheit bentttzen, um einer Stelle in meinem 
Aufsatze: ,, Ueber die Convergenz unendli, cher Producte" (Bd. XXXIII 
dieser Zeitschr.) eine etwas schiirfere Fassung za geben. Es handelt 
sieh dort (a. a. O. p. 140) um den Beweis des folgenden Satzes: 

~ei einem un bedingt  convergenten Product convergirt 
auch jedes bdiebig herausgehobenv Partiallyroduct. 

Sei also 
Oo 

= v 
1 

ein unbedingt convergentes Product, so muss zuniichst, wenn man die 
Reihe der u, in zwei Partien zerlegt, deren Glieder mit v,, w, be- 
zeichnet werden mSgen, und: 

St 

v=, w, 
1 

set.t: 
lim Vm W .  ~-. U 

d. h. endlich bestirnmt und yon Null verschieden sein, wenn m. und 
in beliebiger Weise und unabMi, ngi9 yon einander in's Unendliehe 
wachsen. Es ist also einerseits fflr alle ganzzahligen m: 

(I) I V~ W.l ~g, wo g eine yon Null versehiedene positive 
GrSsse bedeutet, 

und andererseits miissen sich zu jeder beliebig klein v o r g ~  
positiven GrSsse ~ zwei ganze positive Zahlen M, 2f so b e ~ # n  
lassen, dass fiir ~n ~ M, n ~ N: 
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wi rd ,  wobei i~r O, a jed.e beliobige Combination aus der Zahlenreihe: 
O, 1, 2, . , .  gew[dalt werden t ~ n .  8otJt man nun speciell einmal r .-. O, 
dss andere  Msl # - -  O, und dividirt die so resultirenden U~gleiohungen 
durch Ungl.  0"), so ergeben sich die Boziohungen: 

welche 
ziehen. 

--~= - I< 

in der That  die OonTorgomz 

( , , ,~ .~' ,  e - - o ,  ~ 2 , . . . ) ,  

0 , ~ ,  ~-.o, I,~,...) 

der Producte V.,  W.  nach sioh 

M ~i n e h e n ,  M~,z und November 1892. 


