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E in le i tung .  

Den nachs~ehenden Un~ersuchnngen lieg~ der allgemeinste Begri~ 
reeller ebener Kurven zugrunde: Eine Kurve oder, sch~rfer ausgedriickt, 
eine Parame~erI~ve ist das eindeutige und stetige Abbfid einer Strecke. 
Die Punkte t dieser Strecke ( t z . . .  tB) soUen dann die Parameter unserer 
Kurve heil~en. 

Hierbei wtirde die Kurve zun~chst keine unendlichfernen Punkte ent: 
halten k~nnen. Unendliche ferns Kurvenpunkte werden jedoch zugelassen, 
wenn man (wie in der projektiven Geometrie) die Ebene dutch Hinzuo 
nahme der unendlichfernen uneigentlichen Punkte abgesctLlossen macht  
und dann yon der folgenden nichtmetrisehen Stetigkeitsdefinition Ge- 
branch machO**): 

Eine abgeschlossene Punk~nenge Q heist stetiges Abbild einer anderen 
abgeeehlossenen Punktmenge P, wenn jedem Grenzpunkt einer Punk~folge 
van P der Grenzpunkt der entspreehenden Punktfolge in Q zdgeord- 
net is~.***) 

*) ~dlt dieser Abhaudlung hat sieh der Verfamser ira Juli 191~ all der Mtluchener 
UniverBit~t habilitiert. Ira vorllegenden Abdruck sind einige geringMgige K~lrzungen 
vorgenommen worden (insbeeondere in Nr. 11, 21, 22), wegegen der Anfang yon Nr. 40 
e~was eusf~ihrlicher dergestellt ist. 

~*) 0der, was daeselbe w~re, man bel~ndle sta~ des ebenen Gebildes seine Pro- 
jektion anf eine Kugel K sue deren Mittelpunkt Sgx' 

,o.) Ygl. E. Heine~ $. s Math. 74 (1872), S. 182, we dies ~ls S~tz ausgesprochen iet. 
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Charakteristisch f~ir die Kurve is~ einerseits die yon ihr gebildete 
Punktmenge, andererseits die dutch die Abbildung der Strecke bewirk~e 
Anordnung der Kurvenpuuk~e. Zwei Kurven sind demnach als idsntiseh 
zu betraehten, wenn sis in Punktmenge und Anordnung der ~urvenpunkte 
fibereins~immen. Im ~ibrigen kann dieselbe Kurve in verschiedenster Weiss 
auf die Parameterstrecke ( t a . . - t s )  bezogen werden; d. h. (den Para- 
meter t ale ,ZeiV' gedaeht), dab die ,Durchlaufungszeit" der einzelnen 
Kurvenst~icke keine RoUe spieleu soU. 

Ohne Menge oder Anordnung der Kurvenpunkte einzuschr~inken, kann 
man voraussetzen, dal~ niemals einem ganzen Parame~erintervalle (t~... t~) 
sin einziger Kurvenpunk~ P0 entspreehen sell. Die einem vielfachen Punkte 
:Po entspreehenden Parameter t, bildsn dann eine nirgends dichte Menge. 

Im folgenden sell nun ha up~s~ehlieh studiert werden, in welehen 
Mengen die versehiedenen Arden yon SJngularitiiten bei reellen ebenen 
Kurven auftreten kSnnen. Mit Singularitiiten sind hierbei (wie aueh sonst 
in der Kurvenlehre)bezeiehne~: Spitzen~ Eeken, Wendepunkte~ mehrfache 
Punk~e und mehffache Tangen~en, ferner nieht differenzietbare Stellen. 
Die Definitionen dieser Singulari~ten im Fall unserer aUgemeinen Kurven 
werden ira w 1 genauer er~rtert und es ergeben sich dabei mancherlei 
reeht ungewohnte and merkwiirdige M~gliehkei~en. w 2 behandelt sodann 
die Menge der in ei~e~n Punkt vereing ]iegendeu Singularit~en. In den 
i~olgenden beiden Paragraphen werden die Mengen der fiberhaupt auf einer 
Kurve gelegenen Singularit~ten betraeh~et. Dabei ergeben sieh natur- 
gem~B vielfaeh seh~rfere Aussagen, wean man den Kurven noeh gewisse 
Bedingungen auferlegg (beispielsweise Differenzierbarkeit oder Besehr~nkung 
tier Miiehtigkeit yon Art oder Klasse). Die Resultate sind niehg unbe- 
sehr~nkt dualisierbar, sondern die Kurveu miissen hierzu noch gewissen 
verl~limiBm~iBig spezielleu Bedingungen genfigen. Der le~zte Paragraph 
untersueh~ dies n~her und betraehtet die ,,dualisierbaron" Kurven. 

Im ganzen ergeben sich eine grebe Anzahl allgemeiner Resulgate, 
die nieht nur fiir die geome~rische Kurvenlehre, sondern zum Tell aueh 
fiir die Funktionen~heorie reeller Variabeln Neues bringen. 

w  
Die Deflnitionen der Singularit~iten. 

1. Ein Punkt P~ dem m bzw. unendlichviele t-Parameter zugeh~ren~ 
hei6e ein m-fac~er bzw. unendlic~vieZfavher .Punkt; in _P liegen m bzw. 
unendlichviele Kurvenpunkte vereinig~. Wit sagen auch~ tier Punk~ P sei 
yon m ~= bzw. yon unendlichem Viel[achheitsgrad. Besitzt eine Kurve nur- 
endlichvielfaohe bzw. nut besehrlinkNvielfaehe Punl~e, so sagen wit der 
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]Tidfachheitsgrad der Kurve sei endlich bzw. beschr~uk~. (Ist im letz~erea 
Falls n das Maximum der Vielfschhei~sgrade der Kurvenpunkte, so nenne 
man n zugleich den Vielfachheitsgrad der Kurve.) Enth~lt dagegea die 
Kurve such unendlichvielfache Punk,s, so sage man, der Vielfschheitsgrad 
der Kurve set unendlich; ist hierbei der u der Kurven- 
punkte h~chstens abz~hlbar bzw. h~chstens yon der M~chtigkeit des Kon- 
tinuums, so bezeichne man den Vielfachheitsgrad der Kurve als abz~hlbar 
bzw. als yon der M~ichtigkei~ des Kontinuums. 

Im folgenden bezeichne t immer einen Parameter, P einen Punk~ tier 
Ebene; wenn, wie bei mehrfachen Punkten, in e/ne~h Punkt P mehrere 
Kurvenstellen vereinig~ liegen, so bezeichne P ( t )  oder ~P~ die zum Para- 
meter t gehSrends Kurvenstelle in P. 

2. Das zu den Psrametern t~ < t bzw. t, > t gehSrende Kurvenstiick 
soil der vordere bzw. hinters ~urvenzug yon iP(t) heil~en. 

Hat man eine gegen t konvergierende Folge yon Parsmetern tl, t2, ts , . . -  
wobei slle t~ < t (bzw. slle t~ > t) sind, und geh~ren zu dieser Folge {t~} 
lau~er yon i~(t) verschiedene Pun t ,  s {i~ und ist die yon P ausgehende 

Halbgerade ~t die Orenzlags der Folge der Halbgeraden {PPi} ,  so heiBe 
a t eine vordere (bzw. hinters) Ha~btangente yon P(t) .  Ergibt sich fiir sUe 
gegen t yon vorn (bzw. hint~n) konvergierenden Parsme~erfolgen dieselbe 
Halb~ngente a~, so heiB~ die Stelle/~(t) vorn (bez. hinte~) differengie.bar. 
Jede Oerade, die sine vordere oder hintere Halbtangente yon iu($) ent- 
h~il~, nennen wir Tangente oder, wenn sine genauere Be~eichnung nSgig 
is~, a l l g ~ d ~  Tangents. Is~ die Stelle iP(t) vorn u_ud hinten differenzier- 
bar und liegen die vordere und hinters Halbtsngente in dner ~eraden ~ ,  
so heit~ die S~elle P( t )  vollstgnd~g differenzierbar; ~ is~ die einzige Tan- 
gents yon P(t)  und werde, we sine Un~erscheidung yon den aUgemeinen 
Tangen~en n ~ i g  is~, wirldiehe Tangents genann~. Siud in einer differenzier- 
baren S~elle die vordere und hinters Halbtangente entgegengesetz~ ge- 
rich~e~ so haben wir sine gew~hnliche differenzierbare Stelle, fallen sie 
zusammen, so haben wit eine S~oitze. ]st die Stelle P( t )  vorn und hinten 
differenzierbar, aber liegen die vordere und hin~ere Halbtangen~e nieht 
in einer Geraden, sondern bilden einen Winkel e mi~einander (wobei immer  
$ <~ x)~ so haben wit eiue vorn und hinten differen~ierbare ~cke yon tier 
G ~  e. Allgemeiner nennen wit sine (such vorn und hinten nich~ dif- 
ferenzierbare) S~elle ~P(t) sine ~ e ~  yon der Gr~6e ~, wenn man einen 
W[u]~el ~ ~ ~ finden kann, soda~ slle vorderen uad hin~eren Halb~angente a 
yon P( t )  innerhalb dieses Winkels ~ eingeschlossen sind, und wenn ~ den 
kleins~n*) aller dieser Winkel ~ dars~ell~ und aufierdem yon Null vet- 

*) Eia solcher H v / ~ r  Winkel ((lessen Schenkel selbst H~lbtangentea aind), 
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sehieden ist. Jede (differenzierbare oder nichtdifferenzierbare) Ste11% die 
weder Spitze noeh Eeke ist~ sell eine gew~hnlidse Stelle heiBen. Eine 
differenzierbare Stelle P(t) heigt ste~ig differe~ierbar, wenn die Te~gent~ 
in ~( t )  die Grenzlage aUer Folgen yon Naehbartangenten is~. Eine Kurve, 
die lauter stetig differenzierbare Stellen enthiilt, wird selbsg stetig dif- 
s genann~. 

~. Ein mehrfacher Kurvenpunkt P heiBe ein vollstii~cliger Selbstbe- 
riihrgngs~u~kt, wenn yon 1 ~ zwei Halbgerade ausgehen, sodaB f~r jede in 
10 liegende Stelle .P(t,) die eine eine vordere, die andere eine hintere 
Halbtangen~e ist; andernfalls heiBe 10 ein eigentlicher mehrfacher P~nkt. 

:Eine mehffache Tangente a werde voZZst~indige Sdbstberiihru~gstan- 
gente genannt~ wenn alle Bertihrungsstellen yon a in einen einzigen Punk~ 
zusammenfaUen; andernfalls heiBe a eigentliehe ~neh~ache Ter~gev~te. 

4. Bet den Kurven endliehen Vidfaehheitsgrades existiert (wie man 
es aus der Lehre der reellen stetigen Funktionea gewohnt ist) in jeder 
Kurvenstelle immer en~weder eine ein~ige vordere (bzw. hintere) Halb- 
tangente oder ein ganzer Winkelraum yon solehen. 

Beweis.  Bet Kurven yon endliehem Vielfaohheitsgrad kann man zu 
jedem Parameter t eine endliche Umgebung v = (t~... t . . .  t~) finden, derar~ 
dal~ nu r  t und sonst keinem andern Parameter yon v der Punkt P zu- 
geordnet ist. Gibt es in P( t )  zwei versehiedene vordere (bzw. hin~;ere) 
ttslbtangenten al, ~ und a~,t, die den Winkel ~ und (2~ -- ~v) begrenzen, so 
existieren zwei gegen P( t )  konvergierende Folgen yon Kurvenpunkten, 

{P,,,} und {.P~,,} derar~, dab ate Sehne~ (Pt~,,} gegen ~,, t~nd die 
Sehnen {P10~,~} gegen a~,e konvergieren. Man wKhle nun solehe Teilfolgen 
{10o} und {10o,,} aus, dab die zugehSrigen Parameter die Anordnung 

~,, < r < ~,,+l 
besi~zen. Da f{lr gentigend grof~e i die Kurvenstiieke ~-----(/~,, ~,~) nicht 
dutch P(t )  hindurchgehen, so besitzt 10(t) e/he endliehe Entfernung yon 
diesen ~ und de shalb wird jedes dieser ~, yon allen durch T( t )  gehenden 
Halbgeraden eines tier beiden Winkelr~ume <):: (_P~,,; 10(t); ~ , , )  ge~roff-en. 
Es wird also sicherlieh e~ner der beiden Winkel ep oder ( 2 z - - ~ )  yon 
ttalbtangenten des Kurvenpunktes P( t )  vollst~indig eff[lllt, q. e. d. 

5. Der vorstehende Satz ist dagegen fttr Kurven ~nendliel~e~ Vielfach- 
heitsgrades nieht mehr allgemein riehtig: In unendlichvielfachen Pun~en  P 
kSnnen zu einer S~elle P(~) aueh versehiedene, ge~ren~t lieg~de vord'ere 

existier~ bier immer, de un~en (Nr. 5) gezeig~; wlrd, d~  die Halb~angenten ether Stelle 
P($) immer eine endliehe odez ~bgeschlossene Menge bilden. 
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(ebenso hintere) Halb~angenten gehgren. Solche Stellen P(~), bei denen 
die vorderen oder die hin~eren Halbtangen~en nicht eine einzige Halbgerade 
dsrstellen oder einen einzigen Winkelraum erfiillen~ sollen Straklen~nkt~ 
genaun~ werden; die verschiedenen, ge~rennt liegenden einzelnen Halb- 
geraden und vollen Winkelr~ume, aus denen die Menge der vorderen bzw. 
der hin~eren Halbtangenten einer Stelle P( t )  sich zusammensetzt, sollen 
die vo'rderen bzw. hintvren Strahlen yon P( t )  hei~en. 

Die t~ISglichkeit der Existen~ solcher Strah~npunkte in unendlichviel- 
fachen Kurvenpunkten ergibt sich aus den folgenden Beispielen: 

l~eis~@l fi& Stra~lenFunkte ~it endlichviden Strahlen (vgl. Figur 1): 
Man w~hle etwa n yore Punkte P ausgehende Halbgeraden a~ ( i =  1,...,n)*) 
und zu jeder der Halbgeraden a~ eine unendHche Folge yon ineinander- 

az~ ~ j  

~ a 5 

" ~ "  - - ~ . . ~ . .  

Fig. 1. 

liegemen Schleifen 
{~k}~, die alle in P 
die Halbgerade a~ be- 
riihren (etwa in P 
Spitzen haben); mi~ 
wachsendem k soU 
die L~mge der Schlei- 
fen und der Winkel~ 
unter dem die Schlei- 
fen yon 2 aus ge- 
sehen werden, wie 

gegen Null ab- k 
nehmen. Nunmehr 
teile man das Pars- 
me~erin~rvall (to... t~) 
mit~els der gegen t~ 

konvergierenden Psrameteffolge I t~ } in e~ae Intervallfolge { ~ } **). Schlie$- 
lich lasse man den Parsmet~rn {t,~ } und g~, den Punl~ P entsprechen un4 
or4ne dem In~ervaU %~+, die Schleife (~k)~ zu. Dsnn sind die Hslb- 
gersden al , . . . ,  a,~ die slleinigen (vorderen bzw. hinteren) Halbtangenten 
und S~rahlen far P(t~). 

Woll~e man such S~rahlen erhalten, die sus einem ganzen Winkel- 
mum yon Halb~angen~en bestehen, so h~tte man im vorigen far das betr. i 
den Winkel~ unter dem die Schle/fen { ~ } ,  yon P sus erscheinen, etwa 
kons~ant zu batten. 

*) n is~ eine beliebige gauze Zahl. 
**) Um vordere Strahlen zu erhalten, mug to~ reehter Endpunk~ des Parameter- 

in,trails (t o . . .  t~) sein, um hintere S~z~hlen zu erh~lten, l~nker Endpunkt. 
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Beispid fiir Sbrahlenpunkte mit abz~ihlbar unendlichviden Strahlen. 
Man nehme sine unendliche Folge yon Halbgeraden {a~} dutch P, ver- 
fahre im iibrigen,wie vorhin; nut ordne man z. B. dem Intervall v~ dana 
die Schleife (~)~ zu, wenn m die k te ganze Zahl ist, die sich a u s i  Prim- 
zahlen multiplikativ zusammensetz~. 

Satz.  Die Menge der (vorderen bzw. hinteren) HaPotangenten und 
ebenso die Menge der (vorderen bzw. hinteren) Strahlen sines Kwrven~ur~ktes 
ist immer endlich oder abgeschlossen. 

Beweis .  Es sei die ~enge  der (vorderen bzw. hinteren) Halb~a~a- 
genten des Kurvenpunktes Pt nicht endlich und man babe irgendeine 
Folge {a~} t yon Halbtangenten, deren Hiiufungshalbgerade a~ sei. Jede 
Halb~angente a~ isi selbst ttaufungshalbgerade yon-Sehnen r~(k) (k=l,2,...), 
die LO, mit  Nachbarpunkten verbinden. Nan wiible man aus diesen Sehnen 
die Folge {r~(~) } aus; dana ist a~ Hiiufungshalbgerade dieser Folge yon 
Sehnen, also Halbtangente yon Pt. Die Menge der (vorderen bzw. hinteren) 
ttalbtangenten yon Pt is~ also endlieh oder abgeschlossen; daraus folgr 
dasselbe auch fiir die (vorderen bzw. hinteren) S~rahlen yon Pt. Ist niim- 
lich {s~} sine einfache Folge yon Strahlen, so repr~sentiere man jedes s~ 
durch sine in ihm enthaltene Halbtangente ai; a~ sei die H~ufungshalb- 
~ngen~e yon In,}; dana kann a~ keinsm s i fiir i _~ 2 angeh~iren, da die 
s~ nlle voneinander durch Halbgerade, die nicht Halbtangenten sind, ge- 
~renn~ liegen. Deshalb gehSrt a~ einem yon allen s~ for i ~ 2 verschie- 
denen s~ an. q . e . d .  

Sa~z. Je& endlic~e oder abgeschlossene Menge yon (vorderen b~w. 
l~interen) Halbtangenten u~d ebenso yon (vorderen bzw. hinteren) Strahlen 
ist in einem Kurvenpunkte m5glich. 

Beweis .  Flir endliche ~[engen ist der Beweis schon durch Auf- 
'slellung des obigen Beispiels (S. 484) erbracht; es ist also jenes Beispiel nut 
noch fiir beliebige abgeschlossene Mengen zu verallgemeinern. Man bride 
zu diesem Zweck wieder die gegen t~ konvergierende In~ervallfolge (v~}. 
Nun trage man an LP(t~) die verla.ngte abgeschlossene Menge A yon 
Halbtangenten an. Die Komplemenfllrmenge yon A besteht aus den 
inneren Punkten einer abz{ihlbaren Menge yon nicht iibereinandergreifen- 
den Winkela {q%}. Die Menge A wird m~glicherweise gewisse Winkel 
Z~ vollst~indig efftillen. Die beiden Schenkel elnes Winkels X~ sollen mit 
c~(~) und cs(~), die yon r mit f~(~') und f~(~) bezeiclmet werden. Die (~e- 
sam~hei~ aller im Innern der Winkel %z enthaltenen Elemente yon A soll 
B genann~ werden. Man trage nun in jedem Intervall v~ sine zu der 
abgeschlossenen und nirgends tiberall diehten Menge ( A - - B )  ~ihnliche 
Parametermenge T~ auf. Allen Elementen dieser siimtlichen Mengen T~ 
soll in der Kurvenebene unser Punk~ P entspreehen. Den In~ervdlen ~ 
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fiigen wit je eine Folge yon Schleifen {~.)} ein~ die aUe ganz im Innern 
yon g~ verlaufen und die Halbgeraden c1(l) und c~(~) in _P beriihren; auBer- 

1 sein: Jedem Inte~vall dem soil die Sehleifenliinge proportional zu ~'W 

~ sollen zwei Folgen yon Schleifen, ~(~)~ und ~-q;(') } eingefiigt werden, 
die ganz im Innern yon T~ verlaufen und beziehungsweise fl(~) mid f~(~) 
berilhren i die L~inge dieser Schleifen und der Winkel~ under dem sie yon 

1 P a u s  erseheinen, seien proportional zu ~ "-V" Nun werden dureh die 

1~enge T~ iu ~, die In~ervallmengen { o~ }, und { ~ } ~ bestimmt, die den 
Wfiakelmengen {~} bzw. {Z~} i~hnlich sind. Man ordne jetzt jedem Para- 

~(~) bzw. ~ ) z u .  Hier- me~erintervall (~)~ bzw. (~l)~ die Schleifen ~(~) Jr c,~,~ UI~ 

mit ist die Konstruktion des" verlangten Beispiels durehgefiihrt und seine 
M~iglichkeit erwiesen, q . e . d .  

6. Hat man einen S~rahlenpunk~ P( t )  mit 
genten a 1 und a~, welehe die ontgegengesetzten 

zwei vorderen Halbtan- 
Halbgeraden einer und 
derselben Geraden 
sin(t, und sind entweder 
a t odor a~ odor beide 
die einzigen hinteren 
Halbtangenten yon B(t)~ 
so ist ~ die einzige 

Tangente yon P(~), ohne daft P(t)  sine einzige vordere bzw. hintere Halb- 
tangen{a besitst (vgl. Fig. 2)*). Also ist damit gezeigt: 

Ist P sin unendlichvielfacher Pu~kt, so kan~ in "der Stalls P ( t )  sine 
~ i g e  Tangents existieren, ohne da/3 P( t )  ram und hinte~ differen~ierbar 

sei~ braucht. 

Eine solche Tangente heilie eine a/aflerorde~tliche Tangente. Nach 
der Definition S. 482 rechnen wir sine solehe S~elle nieh~ zu den vollstiindig 
differenzierbaren. 

Eine Kurv% die an jeder Stelle eine ein~ige Tangents besitzt, soil 
tang/erbar genann~ werden. Wenn diese Tangenten sine stetige Gesam~- 
heir bflden~ sell die Kurvo stetig tangierbar heil3en**); (sine stetig tangier- 
bare Kurve braueht, wie Fig. 2 zeigt, noeh nieht fiberall stetig differenzier- 
bar zu sein). 

*) Diese Figur zeigt, dab sin solcher Strahlenpunkt B(t) mlt einzlger Tangents " 
soga~ bei einsr Kurve vorh~nden sein kann, die sonar fiberall stetig diffsrenzierbar ist. 

**) ]~s ist ffir das Sp~tere zu bemerken, da~ bei einer stetig t~ngierbaren Ku.zw 
jsder Punkt mit au~erordentlicher Tangents Hlufungspunkt yon Spitzen ist. 
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7. Ha~ man zwei yon versehiedenen Seiten gegen ~ konvergierende 
Parameterfolgen 

t~< t~< r  < ~<. . .  < t ; <  q<~/  

und sind die zu ~i und t~' geh6renden Kurvenpunkte P~ und P~' von- 

einaaxder versehieden, so heiBe jede Grenzgerade der Sekanten {P~P~'} naeh 
J.  Hjelmslev*) eine Grenzsekante yon P(t).**) 

Jede Tamgente yon P(t) is~, wie leieh~ ersieh~lieh, zugleieh eiue 
Ga'enzseka~e. Die Grenzsekan~en, die nieht (eigenttielae) Tangen~en sind, 
kmm man fin Ansehlul] an C. Juel***) uneigenffiche Tangent~ nennen. 

8. Die Menge der Kurvenstellen, yon denen eine Grenzsekan~e dutch 
den festen Punk~ A hindurchgeh~, heiBe die Klasset) van A in bem~# 
a~[ die Kurve. Ist jeder Punkt A der Kurvenebene yon endlioher bzw. 
besehr'gnk~er Klasse, so heit~e die Kurve selbst yon endlieher bzw. bv- 
schr~nkter KlasseJf). Ist in le~zterem Fall k die ]Kaximalzahl der Klassen 
aller Puak~e in bezug auf die Kurve, so hefl}e k die K~asse der .Kurva 
Gibt es Punk~e A, deren Klasse in bezng ~uf die Kurve unendlich oder 
genauer yon der M~ehtigkei~ ra ist~ und existiert kein Punk~, dessen Klasse 
van h~herer M~ehtigkeit als m ist~ so heigt die Kurve selbs~ yon unend- 
lieher Klasse bzw. yon Klasse der M~eh~igkei~ m. 

Analog ist Ordnung zu definieren. Die ~Ienge yon Kurvens~ellen, die 
auf  einer festen Geraden a liegen, heifie die Ordnung yon a in bez~ 
auf die K~xve. Genau, wie soeben b.ei der Kiasse, is~ dana endliehe, be- 
schrii~kte, unendllehe Ordnnng dot Kurve und Ordnung k bzw. Orchaung 
tier M~chtigkei~ m d e r  Kurve zu definieren. 

Hierbei sort jedeeh jede d'er Kurve angehSrende, in einem Zug dureh- 
laufeneStreeke einsehliel~lich der Endpunkte als ein einzi#er (,,verl~ingerted'TT)) 
Punk~ z~hlen, j - ~ )  

*) J. H~elmslev, Overs. or. Kgl. Danske Yidensk. Selsk. ForhaudL 1911, Nr. 5, 
S. 486. 

**) P. du Beis-Beymond and A. Hamack bezeichnen bei reeUen Funkfionen ~In 
,,mittleren Differentialquo~ienten", w~s hiex Ri~h~ung & Grenzsektm~e gen~nnt wird, 
vgl. Ma~h. Ann. 16, S. 220 bzw. 23, ~, 255. 

~*) C. Juel, Kgl. Danske Yidensk. 8elsk. Sk14ft, (6) X, Nr. I (1899), S. 9, 89 u. 77, 
t) Man kann einen tmderen Klassenbegriff bilden, wenn m~n die uneigentlieheu 

Tangen~en nieh~ mi~t~hlk Flit diesen F~ll kama man ei~a den ~Ntrmen Kh~e i~n 
e~tgeren S/,tn gebrtmehen. Im Gegonss~z hierzu ware der im 'rex~ defl~ier~e Begriff 
als Elasse im weiteren Sin** zu bezeielmen. Im felgendext (inabes. in ~ 4,) wlrd nut 
die Kl~.s~e im welteren Sinn bet~aehtet und stets kurzweg K~a~se gena~a~. 

r So bei J. Hjelm~lev. ~. ~. 0.. S. 469--470 genannt. 
t'H') Solehe Streeken kGnaen in h~ehstens abzi~hlbarer ]genge in der Kurve vor- 

haaden sein. 
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9. Existiert ein Winkel 9, < ~ der alle vorderen Halb~g-genten mid 
die Verlgngerungen aller hinteren Halb~angenten yon B(t)  einschlie~t, so 
set der kleinste dieser Winkel ~ mit ~l (0 ~ ~1 ~ ~) bezeichnet; der 
Schei~elwinkel #~ yon #~ s~ellt dann gleichzei~ig den kleinsten Winke! 
dar, der alie hinteren Halb~angen~en und die Verlingerungen alter vorderen 
ttalbtangenten yon B(t)  einschlie~t. 6 set der vollstgndige Winkel~ dot 
sich aus ~l und ~ zusammensetzt, l~ach Angabe yon J. Hjelmslev*) (die 
sich auf Jordansche Kurven bezieht, aber leicht allgemein bewiesen werden 
kann) liegen dann alle ~renzsekanten yon P( t )  innerhalb ~ und effiillen 

g'gnzlieh. ~ mSge deshalb der Gren~sekantenwinkd yon P( t )  heiBen. 
Exis~iert kein Winkel 9 ~ ~, also auch nich~ 6 ~ z, so ist jede Gerade 
dutch -P (t) Orenzsekante und wit sagen, der Grenzsekantenwinkel set = ~. 
Es ist dann und nut dann ~ ~ 0, wenn P( t )  eine gew~hnliche differenzior- 
bare S~elle is~ (also vollstgndig differenzierbar, ohne Spitze zu seth). Der 
kleinste Winkel ~l bzw. ~, in den sich die vorderen bzw. hinteren Halb- 
t~angenten einsohliel~en lassen, heine das vordere bzw. hgntere Schwingu~gs- 
int~'va~ (der Halbtangenten) yon _P(t). ~l und ~ sind immer ~ ~. 

10. Die Wendelgunkte und Wendetangenten kann man geometrisch in 
zwei verschiedenen Weisen definieren, indem Inan einmal die Eigenschaft 
als trennende Tangente, das andere Mal die Eigenschaft als station~re 
Tangente hervorhebt. Iu allgemeiner Weise scharf gefal]t, lauten diese 
Definitionen: 

D e f i n i t i o n  a)**). Einen Kurve~punkt W(t) nenne man einen Wende- 
punl~, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

1) Es existiere in .W(t) eine den vorderen und hinteren Kurvenzug 
~rennende Gerade w (die ,,Wende~angente"), derart, dal] ein endliches, an 
W(t) anschliel3endes Stfiek des vorderen Kurvenzuges ganz in der eiaen 
yon w bestimmten Halbebene [ev. einsehliel~lieh w selbst], ein ebensolehes 
Stfiek des hinteren Kurvenzuges ganz in der anderen yon w bes~imm~en 
Halbebene [ev. einschlielllich w selbs~] gelegen ist. 

Trilt, wie klein man auch das Kurvenstfick w~hlb, eine der in [ ] 
gesetz~en Eventualit~ten ein, so sagea wit, tier Wendepunk~ set ausgeartet. 

2) w mull Tangente im Wendepunk~ sein und zwar sol1 eine Halb- 
gerade yon w vordere Halbtangen~e, die andere Halbgerade yon w hintere 
Halb~ngente in W(t) seth. (Man bezeichne sie mit~ vordere bzw. hinter~ 
Wendehalbtangente. ) 

*) a. a. 0 . ,  S. 486. 
**) Diese Definition ist hior nut ffir einen im Endlichen gelegenen Kurvenpunk~ 

gegeben; f ~  einen unendlichfemen Punk~ wende man zuers~ eine Umpro~ek'~ion inn 
Endliehe an. 
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3) Die vordere Wendehalbtangente sell nicht zugleich hinbre Halb- 
tangente und die hintere Wendehalbtangenb sell nicht zugleieh vordere 
Halbtangente yon W(t)  sein. 

Im Falle der ausgearteten Wendepunkte hat man noeh folgende weitere 
Bedingung hinzuzuffigen: 

4*) Auf beiden Seiten and in jeder noeh so kleinen Umgebung yon 
b sell es Parazne~er geben, denen nicht auf w gelegene Kurvenpunkb ent- 
sprechen. 

Man fiberzeugt sich leicht dutch geeigneb Beispiele, dab die vor- 
sbhenden Bedingungen voneinander unabhingig sin& 

D e f i n i t i o n  b).*) Ein gewShnlicher Punl~t W(t)  heil~t bier ein Wende- 
punkt~ wenn sich eine Tangente w yon W(t)  (die , ,Wendetangenb") and 
ein t umschlieBendes endhches Paramebrinbrvall  v = (t~. . . t . . . tp) an- 
geben l ~ t ,  derart, da~ die Wendetangenb w fi~r alle zu v gehSrenden 
Tangentenrichtungen ein (eigentliches oder uneigentliehes) Extremum dar- 
sbllk 

Die Definition b), die den extremalen Charakter der Wendetangente 
bebnt ,  hat der Natur der Sache nach nut f~ir stetig tangierbare Stellen 
eine Berechtigung. 

Einen Wendepunk~ nach Definition a) bz w. b) nennen wit Wende- 
~unkt der G~ttung a) bzw. b). 

11. Die beiden De~nitionen a) and b) dedcen sich selbst bei i~'bera~ 
stetig differenzierbare~ Kurven nicht, sondern es existieren Wende~nkte der 
Gattu~g a), die nicht tier Gattuag b) angehSren, ~md umgekehrt. 

Dutch Angabe der folgenden beiden Beispiele wird dies erwiesen. 
Ein B e i s p i e l  einer tiberaU n-fach stetig differenzierbaren Kurve, die 

einen Wendepunkt tier Gattung a) besitzt, der @/cht der Gattung b) angehSrt, 

erh~ilt man, w e ~  man die Nr. 27 angegebene Kurve y = y ~ ( t ) g ~  so urn: 

projiziert, da~ der unendlich ferne Punkt der t-Achse ins Endliehe ~ra~s- 
formiert wird. 

Dam Gteiche wie in diesem Beispiel gilt yon jedem Wendepunkt W(t) 
der Gattung a), dessen Wendetangente w einen yon W(t)  versehiedenen 
Punkt en~hilt, yon dem aus beiderseib gegen w sich h~ufende Naahbar- 
tangenbn ausgehen. 

*) Aueh diese Definition b) bezieht sich nut auf im Endlichen gelegene Kurven- 
punkte; wir wollen sagen, ein im Unendliehen gelegener Kurvenpunkt W~(t) sol ein 
Wendepunk~ nach Definition b), wenn sich W~(t) (lurch eine projek~ive Transformation 
in einen Pnnkt W'(t) verwandeln lil~, weleher der Definition b) gen~ig~. (u ~ueh 
N~. ii u. i~J 

Mathema~i~cl~r Annalen.  L:~,~III. ~ 
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Zugleich geh~ aus jenem Beispiel hervor, dat~ auch bei n-fach steto 
differenzierbaren ~urven Wendetmnkte der Gattung b) projektiven*) Trans- 
formationen gegeniiber nicht notwendig invariant sind. Dagegen ist tier 
Begriff des Wendepunk~s der Gattung a) projektiven Transformationen 
gegeniibsr stets invariank 

Be i sp ie le  yon iiberall stetig differenzierbaren Kurven, die einen 
Wendepunkt der Gat~ung b) besi~zen, der nicht der Gattung a) angehS~t, 
sCellen die Fig. 3 und 4 dar.**) 

12. In diesen letzten Beispielen ist der Wendepunk~ W sin H~ufungs- 
punk~ yon Spitzen. Man sieht in der Tat: 

Ist sin Wende~nkt W(t) der Gattung b) nicht H(iufungs~un~t vor~ 
Ecken oder S~itzen, so geh~rt er gleichzeitig der Gattung a) an. 

Beweis: Man brauch~ (wegen der ~u~noten zu ~r. 10) den Beweis 
nur ffir im Endlichen gelegene Punkte W(t) zu flihren. Wit kSnnen also 

x~ / 

� 9  l ~ i g .  ~. , , ,  

einen endlichen Bereich ~i 
um W herum abgrenzeJa 
und das Kurvenstiick ~3  
be~rachten, das W(t )  
enth~ilt und ganz inner- 
halb ~ liegt. Wir wSJalen 
nun auf w zwei auBer- 

halb ~ gelegene Punkte Q1 und Q~, die durch ~ ge~renn~ werden. W~re  
W ~ Hiiufungspunkt ~on Schnittpunkten ~P~(t,) yon ~s mit w (die ev. 
auch mit W zusammenfallen kSnn~en), so gingen yon Q1 und ~ aus  
an jedes St~tick (Brit.,).../~,+~(t,+~)) S~li~zgerade ql(0 und qs(0, die eigent- 

14/ 

/ 
/ / 

liche Tangenten w~ren, und diese wtirden, der Richtung nach, w urn- 

*) Dagegen blelbt der Begriff der Wendepunk~e der G~ttung b) affinen Trans- 
forma~ionen gegeniiber invari~nt,. 

**) In meine~ ttab..Seht. S. 18 ist ein weiteres Beispiel angegeben, bei dem a a f  
dora vorderen und hinte~en Kurvenzug yon W t die Tangent6 (ohne Berficksichtigung 
des Yorzeichons der Rich~ung) monoton variiert, und das dutch geringfiigige ~nderung 
in einen Wendepunkt fibergeht, dex gleichzeitig Ga~tung a) und b) angeh~rk 



~ber die Singularit~te~ der reellen ebenen Kurven. 49J 

geben, im Widersprueh mit der Des b). Wi~ren beide Halb- 
goraden r and w~ yon w gleiehzeitig vordere (bzw. hint~re) ttalb- 
~angenten yon W(t), so giibe es Halbtangenten yon W(t), die in der 
gleiohen Halbebene yon w liegend, w~ und w~ benachbar~ wliren, also 
Tangenten, die w einschlSssen. Darnaeh w~ren noch zwei MSgliehkoiten 
vorhanden, die durch die WorSe ,,Sehnabelspitzen" und ,Wendepunkt~" 
gekennzeichnet sin& Da aber in die Definition b) mit aufgenommen ist, 
dab W(t) sin gewShnlieher Punkt sein soll~ so sind alle Bedingungen der 
Definition a) erftill~, q .e .d .  

Wendepunkte, die gleiehzeitig der Gattung a) und b) angehSren, 
wollen wit als regul~ire Wende~unkte bezeiehnen. 

13. In einem t;angierbaren Wendepunld; W(t)~ sowohl der Gattranff a) 
wie b), is~ na~irlieh nut sine einzige Wende~angente vorhanden, da ja in 
W(~) bier iiberhaupt nur eine einzige Tangents exis~iert. 

Dagegen: 
In einem nicht tangierbaren Wendep~kt W(t) der Ga~ng a) k&men 

entweder eine oder ~wei verschiedene Wendetangenten vorhanden sein. 
Beweis :  Die MSgliohkei~, dab sin nizht tangierbarer (auch nicht 

ausgear~eter) Wendepun~ der Ga~r a) zwei versehiedene Wendetan- 
genten (w 1 und w~)besitzen kann~ ergibt sich eiwa aus folgendem 
Beispiel: 

1 liar z = - - 2  bis x ~ + 2 ;  y ~ sin x .  sin ~- 

dabei is~ x ~ 0 der Wendepunk~ und w~ uud w, sind durch y ~ + x dar- 
gestellt. 

lq'aeh Bedingung 1) unserer Definition a) mtissen die in W(t) vor- 
handenen Wendetangenten w~ so gelegen sein, dab die Kurve in W(0 ia 
bezug auf al/e w~ yon tier einen Halbebene in die aadere trrit~. Darau~ 
ergibt sich sofort, dab es h6chstens zwei versohiedone Wendetangentsn in 
W(t) geben kann. q .e .d .  

Aus Bedingung 2) folgt welter, dab falls zwei x~erschiedene Wende- 
taugen~en w 1 und w~ yon W(t) existieren, der yon w 1 und w~ gsbflde~e 
Winkel mi~ dem Grenzsekan~enwinkel ~ identisch ist. Damit also ttber- 
haupt  zwei Wendetangen~en in W(0 m~glieh sind~ muB das vordere 
Schwingungsintervall der Halb~angenten =- dem hin~eren Sehwingu~gs- 
interval1 ~= ~ sein. 

14. Wit haben zuniichst den 
I-l i lfssatz:  Liegen auf einer Geraden a zwei Punk~ P und Q, yon 

denem aus sine Tangents an sin stetig tangierbares Kurvenstiick ~ geht, 
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sO gehen auch yon allen Punkten des einen der beiden durch /~ und Q 
auf a bestimmten kbschnitte Tangenten an 6. 

Es kann nilmlich nicht auf den beiden durch P und Q auf a be- 
strimm~en Abschnitten a (~) und a(~) Strecken geben, durch deren Punkte 
kehae Tangenten an ~ gehen, da sons~ die Tangentenrichtungen in Punkten 
yon ~ Spriinge haben miillten. Darnach mu6 also a u f a  (1) odor a (~) sine 
zusammenh~ngende Menge yon Punkten liegen, die Tangenten an ~ senden, 
und diese Menge muB, wie leicht ersichtlich~ auch abgeschlossen sein. 

Nun kann man zeigen: 
.Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daft auf einer stetig 

tangierbaren Kurve ein Wendepankt W( t) der Gattung b), der nicht Hdufungs- 
punld yon Spitzen (also regulgr) ist*), jeder projektiven Transformation 
gegeniiber invariant bleibt, ist, daft kein yon W verschiedener Punkt Q exi- 
stiert (der notwendig auf w gelegen w~ire), yon dem aus an jedes noch so 
kleine W(t) enthaltende Kurvenstiick 6 o unendlid, vide Tangenten lanfen. 

Beweis :  Nimmt man in hinreichendor ~N~he yon W einen Punk~/~ 
auf ~o, so biidet die Gerade r = (R W) einen beliebig kleinen Winkel 

mit w und man kann /~ immer so w~hlen, dab der Bogen ~ ganz 
in ~ liege. Danu gibt es mindestens sine zu r paraUele Tangente rl 

yon ~'-W, deren Beriihrungspunk~ ~ Maximum yon ~ ' W  in bezug auf 

die l%ichtung yon r ist. Jetzt kann man dasselbe ffir den Bogen R1W 
machen. Man erhiilt so sine Reihe aufeinanderfolgender gegen W(t) kon- 
vergierendsr Bogenstticke ~,, die alle je mindestens eine Tangents ~ be- 
sitzen, sodas der Schnittpunkt S~ yon w mit ~ bei waehse~dem i ~mmer 
n~her an W heranriickk Existiert nun sin auf w gelegener und yon W 
verschiedener Punk~ Q, yon dem aus unendlich viele Tangenten an C o 
gehen~ so gehen nach dem vorstehenden Hilfssatz yon allen Punkten sines 
der beiden yon W and Q auf w bestimmSen Abschnitte unendlich viele 
Tangenten an ~o; sei dieser Absohnitt yon w mit w(~) bezeichnet. Zieht 
man jetzt irgend sine w (1) in einem Punkte U treffende Gerade u und 
mach~ man u dutch Umprojektion zur unendlichfernen Geraden, so wird 
bei dieser Transformation der W(t) entsprechendo Punkt W'(t) nicht mehr 
sin Wendepunkt. der Gat~ung b) sein. Also ist unsere Beding~ng notwendig. 

Die Bedingung is~ abet auch hinreichend. Wenn niimlich aus W(t) 
dutch projektivo Transformation sin Punkt W'(t) wird, der nich~ mehr 
Wendepunk~ der Oa~m~g b) ist, 'so gibt es in jeder beliebigen N~he yon 
W'(t) Tangentenrichtungen, welche die Richtung yon w" einschliel~enl daher 

*) Diese Voraussetzung kann nich~ entbehrt warden; ffir Hii, ufungspunkte yon 
8pitzen gilt dot Bowels und.dor Satz nicht mehr. 
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gibt es in jeder beliebigen lqiihe yon W'(t) Stollon Pt, deren Tangenf~n 
die Richtung yon w" besitzen. Deshalb mul~, auch worm die Stellen P~' 
auf w' selbst liegen, der unendlichferne Punkt Q/- der Geradon w' unend- 
lichviele Tangenten an jedes noch so kloine W'(t) enthaltonde Kurven- 
stock senden. Es mu$ also aucb vor tier Projektion eiu del~iger yon 
]W verschiedener Punkt Q auf w vorhauden gewesen sein, was dot vor- 
ausgesetzten Bedingung widerspricht, q.e.d. 

Bei Erfiillung der gleichen _Bedingung ist auf eimr stetig tangierbare, 
JK~rve sin Wendepunkt der Ga#un9 ~), der nicht tt~iufungs2~mkt yon S2it~en 
~st, zugleieh regul~ir. 

Beweis: Wiirde dot Wendepunkt W(t) dsr Gattung a), dagegen 
~ch~ der Gattung b) angehSren, so g~ibe es auf jedem noeh so kleinen 
-W(t) en~haltenden Kurvens~fick ~o Tangen~enrichtungen, welche die Rioh- 
tung yon w einsehliel~on. Daraus folg%, genau wie vorhin, dall der un- 
endlichferne Punk~ Q~ yon w unendlichviele Tangenten an ~e ssnden 
~rde~ im Widerspruch mit unseror Bedingung. q.e.d. 

Die in den beiden vorstehenden S~tzen verwendete Bedingung ist, 
auf jeden Kurvenpunkt ers~reck~ wie im w 5 gozeig~ wird, (neben der 
:Forderung, da$ die Kurve keine Streeke enthalten soil) zugleich der wesont- 
liehs~e Bestandteil der Bediugung der Dualisierbarkeit einer Kurve. Im 
:Fall dot Dualisierbarkei~ ist also jeder Wendepunkt, dot night Hgufungs- 
punkt yon Spitzen ist, regulgr und gogentiber projektivor Transformation 
Jnvarian~ und aul~erdem is~ hier die Wendepunktdefinition der Gattung b) 
dual zur Definition der Spitze. 

Letzteres folgt daraus, da$ mit der oben gegebenen Spitzendefinitioa 
die folgende identisch ist: Ein Kurvenpunkt S~ mi~ der Tangente s~ hei~t 
Spi~ze , worm die Nachbarpunk~e yon S~ dutch jede yon st verschiedene 
dutch S gehende Gerade 9 nicht gotrennt werden. Das Duals hiorzu is~ 
aber, wenn man noeh hinzunimmt, da~ Wt keine Spitze (Schnabelspitze 
u. derg].) sein soB, im Falls der Dualisierbarkeit mit obiger Definition b) 
dem Inhalt nach identisch. 

w 
Die in einem Punl~t vereinigten Singularitliten. 

15. Aus dora in de~" Eintoitung Gesagten folgL d ~  die Menge tier 
einem Punkt /~ zugeh6rigen Parameter end~ich odor abgeseMossen und 
hi, ponds dich~ ist. 

Alle drei hierin enthaltene ~IGglichkeiten der Parametermengen (end- 
lithe, abz~ihlbare Menge odor Menge yon der M~chtigkeit des Konfinuums) 
konnen wirklich vorkommen, wenn die in P vereinig~en Knrvenpunk~ P(t) 
aueh nicht-differenzierbar sein d~rfen. Diese drei M~gliehkei~en kSnnen 
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auch noeh eintreten, wenn alle P(t) en~weder (vorn und hinten bzw. votl- 
s~ndig) differenzierbar oder sogar alle ste~ig differenzierbar sein sollen, 
vorausgesetz~ dag eine genfigende Menge der P(t)  Spitzen oder Ecken sind. 
Dies geht aus den weiter unten (Nr. 17) gegebenen Beispielen hervor, bei 
denen in P,  dessert Vielfachheitsgrad abz~hlbar bzw. yon M~ehtigkei~ des 
Kontinuums ist, Spitzen oder Ecken in abz~iMbarer Menge bzw. in einer 
Menge yon der M~.ehtigkeit des Kon~inuums vorhanden sind. Man kann 
aber ferner beweisen: 

Sind alle in P verdmigte~ Kurvewtmnkte P(t) vorn und hinten diffe- 
renzierbar und sind nut abz~hlbar vide bzw. nut endlichviele yon ihnen 
Blritaen oder Eclc~n, so ist P nut eim abz~ihlbar- bzw. endlichvielfa&er P~nkt. 

Also: 
Eine i~beral~ vorn und hinten differenzierbare Ku~e  mit nur abz~hlbar 

vielen b,w. mit nur endlichvielen Spitzen oder Ecken ist yon hSchstens ab- 
z5hlbarem b~w. yon endlichem Vietfachheitsgrad.*) 

Dies folg~ unmittelbar aus dem nachstehenden Satz: 
Entsprechen der Parameteffolge {t,} in P verein$ liegende ,,gew~hn- 

Hche" (differenzierbare oder nichtdifferenzierbare) Kurvenpunkte, so en~- 
spricht dem H~iufungs2arameter t~ ein in P liegender ,gewShnlicher" "nicht- 
differenzierba~er Punk~. 

Beweis :  W~re P(to,) eine Ezke oder Spitze, so miiBte ein Winkel  
~ < =  exis~ieren, derar~ dal~ s'~mtliehe vorderen und hinteren ttalb- 
tangenten yon P(t~) in diesem Winkel enthalten sind. Nun w~hle man  
einen so kleinen Winkel ~, dab aueh (#~- t - s )<  or isk Dana mfll~e eine 
gewisse endliche Umgebung �9 yon t~ existieren, sodal~ alle den Wer~en 
yon ~ entsprechenden Kurvenpunkte im Winkel (@~+ D liegen. Es mfil~en 
also auch, yon einem gewissen i ab, f~ir alle P(t~) die zugehSrigen vorderen 
und hin~eren Halbtangeuten im Winkel (a~ + e) Megen, was im Widerspruch 
dami~ s~ehr dal~ alle P(t,) ,gewShnliehe" PunkCe sein soUen. Es is~ also 
P(t~) ein ,gewShnlicher" Punkt. ~reif~ man nun noch aus {t~} eine Teil- 
folge {t~} heraus, sodal~ entweder alle t~ < to, oder alle t, > to, sind, so er- 
gib~ sich in gleicher Weise, dal~ das Schwingungsintervall der vorderen 
oder der hinteren Halb~angen~en yon P(to,) > x, also P. (to,) nieht diffe- 
renzierbar is~. q .e .d .  

Hieraus folg~ noch: 
Die Parameter der in einem Punk~" P verein~ liegenden gewShnlichen 

Punk~e sowie der gewShn~chen nicht-differenzierbaren Punk~e bilden eine 
abgesddossene ~enge. 

�9 ) M~n kann noch zeigon, da~ tier Vielfachhei~sgrad einer ste~ig differenzler- 
baren Kurw mit nut endlich wlelen Spitzen sogar immer be~dvrOmk~ is~. Es ergibt 
sich dies aus dem Bilfs~z yon Nz. ~1. 
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Die Parameter der in P liegenden gew6hnlichen Punkte~ deren Gren~- 
sekantenwinkel ~ ~ is~, bilden eine isolierte Menge. 

Die Parameter der in P liegenden gew6hnlichen dif[erenz, ierbaren Punkte 
bilden e/no isolierte Menge und sogar nut eine endl~he Menge, wean aUe 
in P liegenden Kurvenlounk~e vorn und hinten differenzierbar sin& 

16. Zu den gewShnlichen Punkten gehSren insbesondere auch die 
Wendepunkte und zwar ist fiir diese, wenn sie zur Gattung a) gehSren~ 
sioher der Grenzsekantenwinkel <: ~. Also haben wit: 

Die Parameter der in einem P u n ~  P vereint liegenden Wendelounkte 
der Galtung a) bilden eine isolierte Menge. 

Dieser Satz gilt nicht mehr ftir Wendepunkte der 6~attung b); sondern 
die ~in einem Punkte P vereinigten Wendepunkte der Gattung b) kSnnen 
(wenn sie nieht alle differenzierbar, sondern etwa nur t~ngierbar sind) 
auch eine abgeschlossene, ja sogar eine perfekte :~enge bilden, wie man 
aus folgendem Beispiel sieht: 

Man nehme eine (~erade ~, die dutch den Punk~ /) in zwei Halb- 
gerade a 1 und a s zerlegt wird. Dann bilde man zwei Folgen yon fiberall 
stetig differenzierbaren, zweispitzigen Schleifen, { ~ } 1 und { ~ }  j, die alle 
yon :P ausgehen und nach P zurilckkehren; derart~ dab alle (~)1 in ihren 
beiden Endpunkten a 1 und alle (~)~ in ihren beiden Endpunkten a s als 
einzige Halbtangenten besi~zen. Die beiden Folgen { ~ } 1 und { ~ } j sollen 
auf den beiden entgegengeset~ten Sei~en yon ~ liegen. Die Rieh~ung yon 

sell ein eigentliehes Extremum der Tangentenrichtungen jeder Sehleife 
darsbellen. Ferner sell die L~nge yon (~k)h, der Winkel, unter dem (~k)h 
yon P aus gesehen wird, sowie die Variation der Tangentenrichtungen 

1 auf (~)~  proportional zu T sein. Nun nehme man wieder~ wie in dem 

Beispiel S. 485/486, eine perfekte nirgends dichte Parametermenge T, welche 
die Parameterintervalle {v~} bestimm~. ~Ian ordne hierauf jedem Werte yon 
T den Punkt P zu und jedem Intervall v~ die Doppelschleifen (~i)1 -b (~)~. 
So erh~ilt man die gewiinschte Kurve, die fiberall s~etig tangierbar ist un~ 
alle in P vereinigten Kurvenstellen zu Wendepunkten der Gat~ung b) hat. 

Dagegen bilden nach Nr. 15 die in einem Punkte P vereinig~en diffe- 
renzierbaren Wendepunkte der Gattung b) immer eine iso~ierte Ylenga 

Uncl allgemein gilt noeh fttr (}a~mng a) und b): 
Bet ether vorn und hinten differenzierbaren Kurve kSnnen nut end//e~ 

viele Wendepunkte in einem Punl~ P vereint liegen. 

17. Wir gehen nunmehr zu den Ecken und S2/t#en llber und haben 
zunRchst~ wie oben angedeutet, dutch Beispiele die Existenz yon unsndlich 
vielfachen Ecken bzw. Spitzen bet (vorn und hinten bzw. vollst'~ndig und 
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s~e~ig) differenzierbaren Kurven nachzuweisen. Ein solches Beispiel einer 
liberall vollst~ndig differenzierbaren Kmwe, bei welcher die in einem 
Punk~ P vereint tiegenden Spitzen eine abzghlbare Menge odor sogar sine 
Menge yon der M~chtigkeit des Kontinuums bilden, ergib~ sioh, wenn 
man in dem S. 485/486 kons~ruier~en Beispiel die einem Parame~erintervaU v~ 
en~spreehende Teilfigur betrachtet. Diese Kurve wird sogar iiberall stetig 
differenzierbar~ wenn man die in Fig. 1 verwendeten Schleifen mit nur  je 
einer Spitze dutch die in Fig. 2 gebrauchten zweispitzigen Schleifen er- 
se~zt. Ein ~hnliches Beispiel einer ttberall ste~ig differenzierbaren Kurve 
mit einer peffekten in P vereinigten Menge yon Spitzen ist in Fig. 5 
angedeute~; hierbei kann man sich die Parameter auf dem die F i g u r e  in 
sehlieBenden Kreis aufgebagen denken und die perfekte Parametermenge T 
in bekannter Weiss dutch fortgesetzte Drei~eilung erhalten. 

Duroh geringe Abgnderungen der Konsbuktionen erh~lt man unend- 
lich vielfache Eckea und zwar abzghlbar vielfache Ecken bei vorn und 

TI 

<,::,, / \ ,,,:....'.. \ . ,  
\ 

L.. "".'.':L\ 1., 
['s . . . .  - : : : : - i  "> / ~(~_.:: :- . . . . .  

/ / / /  ' 

Fl~, 5. 

hin~en differenzierbaren Kurven. 
Fig. 5 kann man beispislsweise so 
ver~ndorn: Jedem Intervall v~ der 
dutch die perfekte Parametermenge 
T ausgesehlossenen Intervallmenge 
{vi} lasso man nicht mehr eine 
Sehleife ~ en~sprechen~ welche die 
Schenkel des v~ aus P projizieren- 
den Sektors a~ berfihrt, sondern eine 
~hnliche Schleife ~ / ,  welche die 
Schenkel sines anderen Sektors a~' 
beriihr~. L~l]~ man dabei a~' da- 
durch en~s~ehsn~ dal~ man a~ hash 
beiden Seiten bin um etwa je I 

vergrSflert~ so erhglt man eine 
ttberall vorn und hinten differenzierbare Kurve mi~ einer (in sioh dichten) 
sbz~hlbaren Eckenmenge; jedem Endpunk~e yon v~ entsprich~ n~mlich eine 

1 
Ecke der Gr6Bo ~-r allen iibrigen Punkten yon T dagegen entspricht 
wleder sine Spitze, deren Mange also wiederum yon der M~htigkei t  des 
Kontinuums ist. Liiflt man jedooh ~' etwa dadurch entstehen~ daft man  
~ nach beiden Seiten bin um den konstauten Winkel & vergrSl~ert~ so 
erhlilt man in P sine peffelrte Menge yon nicht mehr vorn oder hinten 
differenzierbaren Ecken der GrSfle &~___ 2~ (ohne Spitzen in P). 

1~ Wir haben zuniichst den 
Hi l f s sa tz :  Eine Ecke P(t~) der GrSl~e ~ kann nicht Hiiufungsstelle 
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y o n  ebens in ~P liegenden Eeken {~(t~)} der GrSBe ~ ~ ~o sein, wo- 
b e i  #e ein fester Winkel > ~} ist. 

B e w e i s :  Nimmt man eine beliebig kleine WinkelgrSl~e ~, so kann 
m a n  immer eine endliche Umgebung ~ yon t~ finden, derar~, da~ das zu 
z geh6rige Kurvens~lck ganz im Winkel ( # + 2 ~ )  liege. Man w~ihle nun 
e so klein, da/~ (~ + 2~) < #o is~. Dann kann also P(t~) uicht H~ufungs- 
lounk~ yon Ecken { P(t~) } sein, die ebenfalls in P liegen und deren Winkel 
~ , > a o  is~. q.e.d. 

Speziell sag~ dies aus: 
Eine Spi~ze in _P kann nut  H~nfungspunk~ yon ebenfalls in P ~iegenden 

E c k e n  {P(t~)} sein, wean deren Winket @, mi~ waehsendem i mater jede 
be t i eb ig  kleine Winkelgr~l~e herabsink~. 

19. Nunmehr  ergibt sich der 

Sa~z: Die Parara~ter ~,  welche allen in einem Purd~ P verei~ 
liegenden ~2i~zen ents2orechen, bil~en eine inr~ere Grenzmenge.*) 

B e w e i s :  Um jeden Parameter t~ unserer Spitzen legen wir eine Folge 
y o n  Parameterintervallen { d~) }, derarl dab 

1) in ~ )  kein Parameter sieh befindet, der einem in P liegenden ,,ge- 
wShntiehen" Kurvenpunkt entsprieht. (Dies kann man immer tun, da 
naoh Nr. 15 t~ nich~ H~ufungsstel]e yon Paramelern yon ,,gewShnlichen" 
i n  P liegenden Kurvenpunkten sefi, kann.) 

2) in d~) kein Parameter sich befindet, der einer in P gelegenen Eeke 
e~a~spricht, deren Winkel # ~ ~ is~ i dabei sol #, der dem Wer~e i enb- 
sl~rechende WinkeI  aus der gegen Null abnel~menden l~eihe yon Winkeln: 

*) Kann man ~eden Punk~ P der linearen Punk~menge E sc ,nit einer Intervsll- 
folge {~c~)} umgeben, dal] kein zu E nicht geh6render Punk~ existier~, dot f~r jedes i 
~nnerer Punkt mindestens eines der E zugecrdneten In,errs.lie is~, so wlrd (hath 
~i r. H. Young) E eine inhere Gre~zmenge genann~. 

~be~ den Begriff und die Eigenseh~ften der ~nneren Gr~m~ngen siehe: 
"W. H. Young, Leipz. Ber. 55 (1908), S. 287 nnd Prec. Lend. Math. Soc. (2) 1 (I90~), 
S.282; W . H . u . G . C .  Young, The ~hecry of sets of points, Cambridge 1906, S. 65/75; 
ferner E. W. Hobscn, The theory of functions of a real varia~ole, Cambridge 199~, 
S. 127/135. Tnsbescndere sei an 4ieHauptelgensc]aaf~ erlnner~, dab n~mlich d~e innem~ 
Grenzmengen entweder e~dHch cder ab~ll~b~r oder yen 2~ichtigkeit de~ K~n~i~u.m~ 
sind; le~z~eres nut, wean die Menge einen in sich dichten BestandtoiI enth~l~, 

W. H. u. G. C. Young~ 1. c., be~eichnen, was in elen frfiheren Abhandluugen unr 
~ei E. W. Hobson ,,inner limiting set" genann~ is~, mi~ ,,ordinary ~nne~ l~mi~iug se~% 
]aier wird immer elnfach ,,inner~ Grenr ges~gt. 

A. Sehoenflies hal die inneren Grenzmengen und ihre Kcmplemen~rme~gen 
~ordsche Me~g~n genannt; vgl. Berieh~ fiber Mengenlehre, J~hresber. g. Dts~h. M~h.- 
~rer. 8 (1899), $. 110 und Erg~zungshand II (1908), S. 80/88. 
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0"~ > ~  >~'s  > "  " > ~ '~>" '  . > 0 .  

(Auch dies ist, nach dem vorhergehenden gilfssatz, immer m(iglieh.) 
3) ~+1) liege ganz innerhalb ~)  (fOr jedes festgehaltene a). 
4) lira o. 

Auf diese Weise wird eine Intervallmenge erhalten, welche eine innere 
Grenzmenge T definier~, wobei nut noch zu zeigea isi~ dab T aussehlieB- 
lieh aus den Parametern t~ besteht, die den in /) liegenden Spitzen ent- 
sprechen: Angenommea zu T wiirde ein anderer Parameterwe~ t~ gehSren, 
der aicht einer in P gelegenen Spitze entsprieht. Dann giibe es eine Inter- 

- f l  i = ~  

ist. tt~ ist dabei Hi~ufungspunkt yon Paxametern ta and deshalb lieg* rler 
tfl entsprechende Kurvenpunk~ in/~. Wegen 1) kanu P(tfl) kein ,,gewiShn- 
lieher" Punk~ Rein. W~ire /~(t#) eine Ecke yon der Gri~Be ~ ,  so k(innte 
man i so grol] w~hlen, dab ~ i <  @~ ist; danu wiIrde aber (fiir dieses und 
alle griiBeren i) nach 2) d~ ) den Parameter t# entgegen der hunahme nieht: 

umfassen. Also muB T ausschliel~llch aus Paxametern bestehen, denen 
Spitzen in p entsprechen, q.e .d.  

Genau die gleichen Schliisse, die im vorstehenden fiir Spitzen allein 
gemaeht wurden, lassen sich auch flir die Gesamtheit der in /) vereint- 
liegenden Spitzen und Eeken anstelten, deren Winkel ~ < ~o ist, wobei 
&0 einen lessen WinkeI bezeichnet. Man erh~l~ so den: 

Satz: Die Parameter, welehe der (]esamtheit tier in einem Punkt .P 
vereint liegenden Spit~zen und Eeken entsprechen, deren Winkel # < &o 
is~, bilden eiue innere Grenzmenge. 

W~hlt man hierin ~ o ~  x (oder l~Bt man im Beweisveffahren die 
Bedingung 2) fallen), so ergibt sich der: 

Satz:  D/e Parameter, welche der Gesamtheit der in einem Punkte P 
vereint liegenden ~Ecken und Spiteen entsprechen, bilden eine innere Grenz- 
menge. 

Dagegen brauchen die Parameter, welche nur dea in P vereint; liegenden 
~eke~ entspreehen, nicht notwendig eine innere Grenzmenge zu bilden. Ein 
Beispiel hierf(lr stellt~ die ~r. 17 angegebene iiberall vorn und hin~n diffe- 
renzierbare Knrve dar, bet welcher die Parameter der in P liegenden 
Eeken eine abz~ihlbare, in sich dichte Menge (also keine innere (]renz- 
menge) bilden. 

20. Wir miissen nan zuniichst zwei Hi[fssdt~e i~ber lineaze inhere 
G-remmengen beweisen. 

W. H. und G. C. Young habea gezeigt, d ~  die Summe yon endlieh 
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vielen inneren Grenzmengen*) und ferner dal~ die Differenz einer inneren 
Grenzmenge und einer abz~ihlbaren Menge**) selbst innere Grenzmengen sind. 

Wi t  haben dam noch hinzuzufiigen: 
H i l f s s a ~ z  a): Die Differenz yon zwei inneren G-renzmengen besit~t 

endliche, abzdhlbare oder Kontinuums-M~htigkeit und is~ darslellbar als 
~( /~ , ) ,  wo nile /~, selbst innere Grenzmengen sin&***) 

B e w e i s :  Es sei die inhere Grenzmenge B~ ein Tell der inneren 
Grenzmenge ~ .  {{5~q)}} sei die zu /~,, {{~(0}} die zu 3~ gehSrige 
Intervailmenge. Die Gesamthei~ derjenigen Intervalle yon {{ #~)} }, die 
einem fasten i = i o en~spreehen, sei mit AI'o) bezeiehnet, und E~,~o sei 
diejenige Teilmenge yon ~ und yon (E~--~7~), die nieht innerhalb A~) 
gelegen ist. Dann liegt auch kein Puakt  der Ableitung yon /~,~ inner- 
halb A~o) und deshalb enth~lt die Mange ailer Intervalle yon {{~(~} }, 
die zu den Punkten yon ~,;o gehSren, ~ , ,~  als innere Grenzmenge. L ~  
man nun i o die Relhe aller ganzen positiven Wer~e dureh]aufen~ so er- 
h~lt man lauter innere Orenzmengen ~ ,~  derart~ dab E~,~ ein Tail yon 
/~,,,+x ist, und es wird (E , - -E~)  = ~ ( E ~ ,  3. Sind ane ]~engen/~,,, end- 
lich oder abz~hlbar, so is~ auch ( / ~ - - ~ )  endlieh oder abzi~hlbar. Be- 
si~z~ eine der Mengen E~,, die M~ichtigkei~ des Kontinuums, so muB dies 
a~eh ftir ( ~ , - - ~ )  der Fall sein. q . e . d .  

H i l f s s a t z  b): Der gemeinsame Tail vor~ zwei inneren Grenzmengen ist 
wieder eme innere Crrenzmenge. ~) 

Aus den soeben angegebenen S~zen yon W. It. u. G. C. Young und 
diesem Hilfssatz a) folg~, dal~ jedes Aggregat yon inneren Grenzmengen ent- 
weder endlich oder abz~ihlbar oder yon M~htigkeit des Kontinuums ist.j~') 

21. Wendet  man den Hilfssa~z a) auf die S~i~ze yon Nr. 19 an, so 
ergib~ sieh: 

*) W. H. u. G. C. Young, The theory of se~s of points, Cambridge 1906, S. 72, 
Theorem g7 a. **) ibid., S. 75, Cot. 

***) Hat man die Differenz zwlsehen einer abgesehlossenen Yienge und einer 
inneren Grenzmenge, so sind dlese E~ sogar alia abgeschlossen. 

W.H.u .G.C.  Young nennen (a. ~. 0., S. 70) eine ~enge E ~ ( J ~ , ) ,  wenn ~lle 
.E~ abgesehlossen sind, eine ,,gew6"hnZiche ti~flere Gren~menge". 

Zu bemerken is~ noch, dai$ naeh W. It. u. G. G. Young (~. ~,. 0., S. 74, Theorem 40) 
die Differenz zwischen elne~ gew~hnlichen i~u~eren oder inneren Grenzmenge und 
einer abgeschlossenen Monge gleiehzeitig eiue gew~hnliche ~.u~ere und innate Grenz- 
mange dars~ell~. 

1-) De~ Beweis ist ~beraus einf~ch; vgl. melne Hab.-Sehr. S. 23. 
tf') Mit Hilfe des Theorems 41 yon W. H. u. G. 0. Young (a. a. 0., S. 74) folgt 

noch waiter: 
Jades Aggrega~ yon gewbhnlichen ~uBeren und inneren Grenz-mengen besltzt 

endliehe, abzfihlba~e oder Kontinuumsm~ch~igkeit. 
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Die Menge der in einem Punkts P vereint liegenden Ecken ist ent- 
wsdsr endlich oder ab~dhlbar oder yon Miichtigkeit des Kontinuums. 

Ferner beweisen wir: 
Die Parameter der in einem Punkt P vereint lisgenden vorn und 

hinten differenzierbaren Ecken der Gr~fle ~ ~ @o bilden eine isolierte Menge 
(ffir jede positive WinkelgriiBe ~o < :v) und sogar nur eins endliche Menge, 
wenn aUe in P liegenden Kurvenpunkts vorn und hinten differenzierbar sin& 

Hat man niimlich eine einfache Folge yon solchen Ecken {P(ti)}, 
wobei al]s t~< t~, (bzw. > t,,) sind, so kann der H~ufungspunkr P(t~) 
dieser Ecken nieht vorn (bzw. hinten) differenzierbar sein; denn zu einer 
vordersn (bzw. hinteren) Halbtangente l~, gehSrt als weitere vorders (bzw. 
hinters) Halbtangen~e yon P(t~) eine yon l~, mindestens um den Winkel ~)a 
abstshends Halbgerade. 

Sstzt man nun an SteUe yon #o nacheinander die Elemente der gegsa 
Null abnehmenden Folge 

a~> ~ >  ~ > . . . > ~ > . . . ,  
so erh~lt man auf diese Weise abzi~hlbar viele isolierte Mengen yon vora 
und hinten differenzierbaren Ecken. Also haben wit den 

Satz: Die in einem Punkte P vereint liegenden vorn und hinten diffe- 
renzierbaren Ecken (ohne die Spitzen) bilden eine hSchstens abz~ihlbare Meng~. 

22. Wir gehen nua zu der Gesamtheit tier in einem Punkt .P vsr- 
eint lisgenden differenzierbaren bzw. nichtdifferenzierbaren Stellsn fiber. 

Satz: Die Parameter der in einem Punkte t ) liegenden voUst~ndig diffe- 
renzierbaren Stellen bilden eine innere Grenzmenge. 

Beweis:  Die Menge besteht aus den Parametern der in P liegenden 
,gswiihnlichen" differenzierbarsn Punk,s lind der in P liegenden Spitzen; 
sis ist daher die Sutures einer isolierten Menge undoeiner inneren Grenz- 
menge, also selbst eine innere Grenzmenge. q . e . d .  

Daraus folgt wieder, dab dis Menge der in P liegenden nicht voll- 
stdndig differenzierbaren Kurvenpunkte end~ich~ abzdhlbar oder yon Mdchtig- 
keit des Kontinuums ist.*) - -  Absr disse Menge braucht keine innera 
Grenzmenge zu bilden, wie das zweite Beispiel yon Nr. 17 zeigt. 

Salz: .Die Parameter der in einem t)unkt P liegenden vorn und hinten 
differenzierbaren Kurvenb~tdlen bilden eine innere Grenzmenge. 

Man beweist; dies ~hnlleh wie den erstsn Satz yon Nr. 19. **) 
Nach Hflfssatz a) yon l~r. 20 folgl hisraus, dab die Menge der i n P  

liegenden, nicht vorn und hinten differenzierbaren Kurvenpunkh'~ end~ich 

*} Und zwar ist sie (nach tier Youngschen Ausdruckweise) eine gew~ihnlfcha 
~ul~ere Grenzmenge. 

**) Ygl. meine Hab.-Schrift S. 24/25. 
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ab~Khlbar oder yon M~chtigkeif des Kontinuums is~.*) - -  Diese •euge 
braucht aber keine inhere Grenzmenge zu sein.**) 

23. Hat man eine Folge yon Punktmengea E~, so versteht man mater 
der Grenzmenge E,o yon {E~} nach P. Painlevd***) die Gesamthei~ aller 
Punkte, gegen deren jeden sich Elemen~e yon unendlichvielen ~ hiiufen. 
Man beweis~ dann ohne wei~eres den 

Hilfss  atz: Eine abgesehlossene Menge 2" yon abgesehlossenen Pmakt- 
mengen E ist selbst eine abgeschlossene Punktmenge. 

1-Iieraus und aus dem ersten Satz yon Nr. 5 folgt nun: 
Alle (vorderen bzw. hinteren) Ha~btangen~en und ebenso alle (vorderen 

bzw. hinteren) Strahlen der in einem Punkte _P vereinigten Kurvenstellen 
P(~) bilden eine endliche oder abgeschlossene Menge. 

24. ~ie Menge der in P vereinigt~ Kurvenpunkte LP(t~), we~che eine 
gemeinsame Halbtangente a besitzen, ist endlich oder abgesehloesen. 

Beweis:  Sei in P eine Folge yon Kurvenpunkten {P(ti) } vorhanden, 
welehe eine gemeinsame Halb~angente a besitzen, so exlstieren dazu Folgen 
yon Kurvenpunkteu/~(~) derart, dal3 fitr jedes i 

lira (.P, .R~(~)) = 0 und lira ( .~,(k))  = a 
k----a* k----o~ 

ist. Setzt man jetzt k = i, so ergibt sieh daraus, dat~ aueh P(t~) die 
Halbtangente a besitzt, q . e .d .  

Da beliebig viele abgesehlossene Mengen immer eine eudliche oder 
abgesehlossene Menge gemeinsam haben~ so gilt der vorstehende Satz aueh 
ffir die in P vereinigten Kurvenpunkte, welehe i~yendeine Menge A ge- 
meinsamer Halbtangenten besitzen. 

w  

Die Singulari t i i tenmengen a u f  tier Kurve. 

25. Wir-be~rachten zun~chst die l~Ienge der auf einer Kurve ge- 
legenen Eeken und S pitzen. 

Die s fiber die M~ehtigkei~ dieser Mengen stfitzen sieh 
wesen~lich auf die folgenden beiden Siitze yon A. Schoenfiiest): 

*) Und zwar ist sie (nach der Youngsehen Ausdrucksweise) eine gew~hnliehe 
~ufleze Orenzmenge. 

**) Ein Gegenbeispiel ist in meiner Hab.-Schrift 8. 25 a~gegeben. 
***) Vgl. L. Zoretti, J. de Math. (6) 1 (1905), S. 8. 

t) Sehriften d. phys. 8kon. Ges. zu K6nigsberg, 41 (1900), S. [13], und Bericht 
fiber Mengenlehre I, Jahresb. d. deutsoh. Mstb.-Ver. 8 (1899), S. 157--159. 
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(I.) Die eigentlichen Maxima und Minima einer (eindeutigen) s~etigen~ 
nirgends konstanten Funkfion (beliebig vieler) reellen Variablen bilden 
eine endliche oder abz~hlbare Menge. 
und 

(HI.) Die Menge aller Wer~e, die eine (eindeutige) s~efige reelle Funk-  
%ion in ihren Extrempunkten annehmen kann, is~ endlich oder abz~hlbar. 

Der ~,usspruch und Beweis dieser belden Si~tze sowie der eines an-  
deren yon Sehoenflies 1. c. aufgestellten (und mi~ II. bezeichneten) Sa~zes 
1K~t; sieh unmittelbar yon den eindeutigen Funktionen auf beliebige Para-  
me~erkurven (f~r eine beliebige x-Abzissenrichtung) i~ber~ragen, wenn m a n  
den in den Beweisen verweudeten Exh.embereieh ~ nicht~ dutch die 
Abszissendifferenz, sondern durch die t-Parameterdifferenz der Endpunk~e 
yon ~ mi~. 

Auf Orund des Sehoenfliessehen Sa~zes I. hat nun B. Levi*) fiir ein- 
deutige s~e~ige Funkfionen einer reellen Yariablen den folgenden Sa~sz 
bewiesen: 

Die Menge der Stellen, ftir welche die Funk~ion eine vordere und  
eine hin~ere Ablei~ung besi~z~, die beide voneinander verschieden sind~ is t  
h~chs~ens abzi~hlbar.**) 

Dieser Satz, den B. Levi f~ir die vorn und hinten differenzierbaren 
Ecken aussprich~, l~t~t5 sich bei w~rfiieh gleiehem Beweise auch auf die 
Gesarnt~nenge s~m~lic~er (aueh der nieh~ vorn u~nd hinten differenzierbaren) 
Ecken und S_~it~en einer dndvtttipen stetigen reellen IZ~tnktion verallgemeinern. 

DaB abet der so erhalteae Satz nicht mehr fiir bdiebige K~trven gil~, 
ersieh~ man aus den in Nr. 17 angegebenen Beispielen yon Kurven, boi 
denen die in einem Punk~e P verein~ liegendeu Eeken und Spi~.zen eine 
Menge yon der Milehfigkeit5 des Kon~inuums bilden.***) Der Grund ftir 
diese Ta~sache lieg~ in dem Umstande, dab f%'r eine Eeke oder Spitze P(g), 
die in einom ~tne~dlichviel/'ac~en Punk~e P lieg%, nieh~ mehr eine Riehtung 
zu existieren brauch~, in bezug anf die P(t) eia eigen~Jiches Ex~remum 
darstell~. 

Ffir eine Ecke oder Spi~ze P( t ) ,  die in einem nut endliehvidfavhert 
Punkte P lieg% mu~ dagegen immer ein Winkel yon Rieh~ungen exis~ieren, 
in bezug auf die P( t )  ein eigentliches Ex%remum darstellt. Man kann 

*) B. Levi, Rend..~ccad. Lincei (5) 15 (1906), S. ~37. 
**) Ffir konve~ Funk%icnen ha~ F. Bernstein einen anderen sehr einfaehen Be- 

weis dleses ~a~zes gegebon, Math. Ann. 66 (1907), S. 425/6. 
***) Man kann leieht eine ~berall stefig differenzierbare Kurve mit sogar abziihl- 

bar unendliehvielen Punk~en P angehen, in death je eine Menge yon 8pi~zen yon der 
~[~e~tigkeit des Kontinuums verein~ liege, indem man eine Folge yon gee~gne~en, 
imraer sehml~ler und kleiner werdenden Ausschni~ten aus Fig. 5 aneinander reiht. 
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daher fiir Kurven endliehen Viels den B. Levisehen Beweis 
(unter Benutzung der Verallgemeinerung des Sehoenfliessehen Satzes I.) 
ilber~ragen. 

26. Dagegen mul~ die Untersuehung fiir Kurven unendliehen Viet- 
faehheitsgrades in anderer Weise geftihr~ werden. Wir beweisen zunKehst: 

Satz. Die P~nkte ~ get Ebene, in denen Ecken oder Spitzen einer 
JKurve liegen, bilden eine h6chstens abzghlbare Menge. 

Beweis: Man nehme eine gegen Null konvergierende Folge yea 
positiven Winkelgr~iBen, die alle Bruchteile yon ~ sind, 

~=#o>#~ >~>'" " > # ~ > " "  
und fasse alle diejenigen Punkte P, welehe Spitzen oder Eeken tier 0r~i~e 

== x -- ~ enthalten, wobei #~ ~ # ~> #~+t ist, in eine Klasse K~ zusam- 
men. Derselbe Punkt P kazan dabei natiirlieh mehreren dieser Klassen 
angehiiren. Angenommen nun, es giibe mehr als abziihlbar viele PunkCe P. 
Dann milBte mindestens eine dieser abz~hlbar vielen Klassen K~ vorhau- 
den sein, die mehr als abz~.hlbar viele Punkte ~ enthiilt; sei dies die 
Klasse K,~. Nun teile man die Gesamtheit aller Riehtungen in endlieh- 

viele aneinander grenzende Winkel der Gr613e @~+t. Dann m[il~en Ecken 
2 

oder Spitzen yon mehr ale abz~htbar vielen Punkten P der Klasse K~ 
in bezug auf siimtliche Riehtungen mindestens sines clieser Winkel 

0 

wir mit -Po. Sei s~+ I eine Riehtung des Winkels o" Naeh dem 
verallgemeinerten Schoenfliesschen Satze ][]1 kiinnen diese Extrema-nut 
auf abz~hlhar vielen Geraden der l~iehtung sin+ 1 liegen. Es mtil~te also 
mindestens eine solche Gerade, g,~+~, vorhanden sein, auf tier mehr ale 
abzilhlbar viele Punkte Po liegen. Die auf g,m+~ liegeaden Punk~ Po 
bezeichnen wir mit Poe. Nun wi~hlen wit irgendeine andere Riehtung 

die ebenfalls dem Winkel I ~ |  angehSrt; dann kiinn~en keine 
t_ ~ _J 0 

zwei Punkte Poe auf derselben Geraden der Richtung r,~+~ liegen, und 
die vorher verwende~en Eeken und Spitzen der Punkte P0o w~iren auoh 
in bezug auf r,~+t Extrema. Es mtigten also mehr ale abz~ihtbar viele 
flerade der Rich~ung r~+, vorhanden sein, auf denen Extrema liegen, 
was im Widersprueh zum verallgemeiner~en Schoenfliessehen 8a~z ].II 
stehen wtirde. Die Puakte P kt~nnen deshalb nur eine h6chstens abz~hl- 
bare ]~Ienge bilden, q .e .d .  

ttieraus folgt sofort: 
Jede ~wrve van ertdtid~m oder ab~tdbarem Vidfachheitsgrad besit~t 

hgchstens abz~hlbar viele .Ed~en ,~d Spitzen. 
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Da ferner nach Iqr. 21 und Nr. 19 die in einem Punkte vereint l i~..  
genden Ecken bzw. Spitzen eadliche, abz~Mbare oder Kontinuumsmilchfi~.. 
keit besitzen, so haben wit jetzt: 

Die Ecken bzw. die Spitzen einer beliebigen Kurve bilden sine e n e ~  
liche oder abzShlbare Menge oder sine Menge yon der Mtivhtigkeit des K o ~ _  
tinuums. 

Und: 
Die notwendige und hinreichende Bedingung daf@r, daft die E c k ~  odor,. 

�9 I h6chstens abz~hlbarer Menge I v ~ r ~ m ~  
S2itzen einer Kurve ~n ( Menge yon M~htigkeit des Kontinuums ~ 

. (Fehten ~ . . . .  
sind, ist aas [ Vorhandensein ~ unenat~ca vielfacher ~unkte, in denen die M e n ~  

der vereinigt liegenden Ecken oder Spitzen yon Miichtigkeit des Kontinuums iS$o 
Durch Heranziehung 'des letzten Satzes yon ~r. 21 erhalten wir n o c h :  
Die vorn und hinten differenzierbaren Ecken (ohne Spitzen!) bilden beg 

jeder Kurve sine h6chsteus abzdihlbare Menge. 
Da die in einem Punkte /a verein~ liegenden Kurvenpunkte eine~- 

nirgends diehten Parametermenge angehSren, so kann man, wenn man v o ~  
dem Baireschen Begriff der Mengen erster Kategorie*) Gebrauch m a c h t ,  
noeh sagen: 

Die Parameter, welche zu den Ecken bzw. den ,gpitzen einer K u r v e  
gehSren, bilden eine Menge erster Kategorie. 

27. Wir gehen nun zu den Wendepunkten fiber. In w 5 wird gezeigt;~ 
dal~ das Dualitiitsprinzip nieht mehr allgemein anwendbar ist, sondern n u r  
ffir Kurveu, die noeh gewisse spezielle Bedingungen erftillea; fiir dieso 
,,dualisierbaren" Kurven entsprechen nach Nr. 14 immer Spitzen u n 4  
Wendepunkte, die nicht H~ufungspunk~e yon Spitzen sind~ einander dual.  
In w 5 wird dies 'benutz~ werden. 

Hier sei allgemein folgeudes hervorgehoben: 
Die Existenz yon eindeutigen monotonen, itberall vollst~ndig differea- 

zierbaren reellen Funktionen, die eine Menge zweiter Kategorie yon regu-  
l~iren Wendepunkten mit (der Abszissenachse) parallelen Wendetangenter~ 
besitzen, hat D. Pompeiu**) dutch sin geeignetes Beispiel dargetan. 

Man kann nun auch Beispiele yon eindeutigen monotonen, ilberal]_ 
sogar n-ma~ stetig differenzierbaren reellen Funkfionen angeben, die sine 

*) R. Baits, Ann. di Mat. (3) 8 (1899), S. 65. Die Punktmengen, die Bich aus 
hSclastens abz~hlb~rvieIen nirge~ds diehten Mengen zuBammense~zen, heil}ea ~Iengen 
erster Kategorie; alle ~nderen bellmen Mengen zweit~r Kategorle. 

**) D. Pompeiu, Math. Ann. 63 (1907) 8. $26; sin weiteres der~rtlges Beispiel  
ha~ H. h. Schwarz, Sitzb. Be~Iiaer b~kademie 1910, 8. 592 angegeben und R. Remak, 
J. f. Ma~h. 141 (1912)~ S. 77 hat d~aselbe eingehend behandelt. 
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perfek~e Menge*) yon regul~ren Wendepunkten mit (der A_bszissenachse) 
parallelen Wendetangenten besitzen: Man nehme auf einer G~raden a eine 
nirgends dieh~e perfekte Menge T und errichte fiber jedem Intervall ~ der 
durch T bestimmten Intervallmenge einen (gauz oberhalb ~ gelegenen) 
Bogen ~i yon foIgenden Eigenschaften: 

1) ~, sei ( n -  1)-real ste~ig differenzierbar; 
2) ~ bertihre r, in seinen Endpunkten tl(~) und t~(~) (~--1)-fach; 
3) ~ und seine Ablel~ungen ~' ,  @/',..., ~(~-1) sollen yon t~(') und t~(') 

aus dureh Winkel projizier~ werden, die proportional zu ~ sind. 
Ist nun die yon der (~esamthe~t { ~} and T gebildete Kurve mit ~(~) 

bezeictmet, so stellt 

die gewtinschte Funk~ion dar. 
Bei e~ner stetig d~fferenzierbaren Kurve kb'n~en in h~c~tens ab~hlbar 

vielen versch~ede~en Rich~ngen Wendetangenten der Gattung b) (oder spe- 
ziell regu~6re) vorhanden se~n.**) Dies folgt unmittelbar dutch Anwendung 
des Nr. 25 zitierten Schoenfliesschen Satzes III auf die stet~ge Kurve, 
welche dutch die Ableitungswerte der gegebenen Kurve dargestellt wird. 
Dieser Schlul~ wtirde zun~iehst nut ft~r ganz im Endliehen gelegenen Kurven- 
s~ficke gelten; die unendlieh fernen Kurvenpunkte k~nnen abet nichts 
welter ausmachen, du jeder H~ufungspunkt yon Schni~tpun]~ten einer Kurve 
mit einer Geraden diese Gerade zur Tangente hat. 

Dat~ dies nicht allgemein f~r We~detangenten der Gattung a) gilt, 

ergibt sieh, wenn man die eben angegebene Kurve y =j '~( t )d t  so umpro- 
jiziert, dab der unendlich ~erne Punkt tier Abszissenachse ins Endliche 
transformiert wird. 

28. Ein Gegenst•ek zu den in einem Punkt vereinig~ liegenden Spi~zen 
bilden die Wendepunkte mit gemeinsamer Wendetangente. Es ergib~ 
sich bier: 

1)@ Wende_~unkte der Gattung a) (oder speziell reg~d~re), welche di~- 
sdbe Wendetangente w besitzen, bilden eine isolierte _~e~ge.***) 

*) Die Menge der Wendepunkte mit parallelen Wende~angenten k~nn sehon 
bei iiberall stetig differenzierbaren Funk~ionen nicht mehr ~lberall dleht liegen und 
daher nicht yon zweiter K~egorie sein, da bei de~ ste~ig differenzierb~ren Funktionen 
die Menge der parallelen Taugen~en abgeschlossen ist. 

**) Also sind bei stetig differenzierbaren Kurven abz~hlbarer Klasse h~chstens 
abz~hlbar viele Wendepunkte der Gattung b) (oder spezlell regul~re) vorhenden. 

***) F~ir vorn und hin~n differenzierbare Kurven lllBt sich aueh noch bewei~n, 
dab die Wendepunkte der Gat~ung a), die iiberhaupt auf e/net Geraden liegen, eine 
isolierte Menge bilden. 

Mathema@lsohe Annalen. I ,XXIII .  ~ 
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Beweis:  Set P~ der tt~ufungspunkt einer einfachen Folge {_P~} yon 
Wendepunkten mit gemeinsamer Wendetangente w. Nun liegt zwar, da 
zwei Kurven (wie iiberhaupt zwei abgeschlossene Punk~mengen) eine ab- 
geschlossene ~Ienge yon Punkten gemeinsam haben, P~, ebenfalls auf w. 
Da abet in jeder beliebigen Parame~ern~ihe yon P~ Kurvenpunkte auf  
beiden Seiten yon w liegen, so gibt es Kurvenpunkte eines Kurvenzuges 
yon P ,  auf beiden Seiten yon w und in jeder beliebigen N~i~e yon P~. 
Also kann w nicht Wendetangente der Gattung a) yon P~ sein. q . e . d .  

Dies gilt jedoch nicht mehr allgemein ftir Wendepunkte tier Gattung b) 
oder genauer gesagt, ffir Wendepunkte tier Gattung b), die Hiiufungspunkt, e 
yon Spitzen sin& Man sieht dies aus folgendem Beispiel: 

Man nehme auf der Geraden a eine nirgends diehte perfekte Punkt-  
menge T und ftige in jedes Intervall z~ der yon T bestimmten Intervall- 

J .  

- -  t i; , ~ ~ ~ tilj " ~ :  

F i g .  6. 

menge ein stetig differenzierbares Kurvenstfick ~ yon folgenden Eigen- 
schaften ein (wie in Fig. 6 angegeben): 

1) ~ berfihre vi in den Endpunkten tl(0 und t~q); 
2) ~ werde yon tl(0 und t~(0 aus durch einen Winkel projizier~, der  

proportional zu v~ ist; 
3) die Richtungen der Tangenten yon ~ seien in einem Winkel cpi 

enthalten, der proportional zu v~ set; 
4) die Gesam~heit aller Winkel ~ bilde einen Winkel ~, dessen einer  

Schenkel die Richtung yon a set. 
Die Gesamtheit atler {~} und T ergibl eine stetig differenzierbare 

Kurve, die in den Punkten der perfek~en Menge T Wendepunkte der flat- 
tung b) mit der gemeinsamen Wendetangente a besitzt. 

29. Bei den mehffachen Punkten ist der Gegensatz zwischen den 
vol~sffindigea Selbstber~rungs~unkten und den eigentliehen mehrfachen _Punkt.en 
wichtig. 

Die vollst~ndigen Selbstberiihrungspunkte kSnnen aueh bet n- lath 
differenzierbaren Kurven in pe~.fekter Menge vorkommen. Wenn man yon  
dem trivialen Fall, dal~ ein ganzer Kurvenbogen mehrfach durchlaufen wird, 
absieh~, so kann man ein Beispiel einer solchen Kurve mit ether nirgends 
diehten perfekten Menge yon Selbstbertihrungspunkten auf folgende Welse 
erhal~en: Man durehlaufe das in Nr. 27 konstruier~e Kurvensttick ~(t) and 
hierauf die Gerade a, welche die perfekte Menge T tr~gt. Will man eine 
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nirgends geradlinige Kurve erhalten, so kann man r (s~att tiber a) fiber 
einem Kreisbogen k konstruieren und dann nacheinander ~(t) und k dureh- 
laufen. 

Fiir die eigen~liehen mehrfachen Punkte dagegen gilt der Satz: 
Bet ether vorn und hinten differenzierbaren Kurve bilden die eigent- 

lichen mehrfachen Punkte eine hiiehstens abziihlbare Menge. 
Beweis:  Naeh Nr. 26 gibt es nut abziihlbar viols Punk~e P, in denen 

Eeken oder Spi~zen liegen, und naeh dem letzten Satz yon Nr. 15 mfissen 
hier in jedem unendlieh vielfaehen Punkt Ecken oder Spitzen liegen. 

Wir haben also nut noch zu zeigen, dal~ die eigentliehen endlichvid- 
fachen Punk~e, die ausschlieBlich gewShnliehe Kurvens~ellen enthalten, 
sine hiiehstens abzghlbare Menge bilden. Set P~ ein soleher mrfacher 
Punkt und seien (in na~firlieher Anordnung) 

die Parameter tier in P vereinigt liegemen Kurvenstellen. Das Parameimr- 
intervall a, dessen eindeutiges und stetiges Abbild misere Kurve ~ ist~ 
babe die Liinge s. Wir kSnnen ~ ale gesehlossen annehmen; denn wenn 

nicht yon selbst gesehlossen isl, so denke man sieh ~ durch Hia- 
zufiigung sines einfaehen Kurvenbogens gesehlossen gemaeht; dadurch 
kami die Menge unserer mehrfachen Punkte h~ehstens noeh vermehrt 
werden, was far unseren Beweis niehts sehadet. Die Parameter 

t1(0 ~ t~(0. . ,  t ~  

Iiegen da.nn in zykliseher Anordnung vor. Jedes Parameterintervall h (~... t(o 

zerlege man nun dureh Halbiermlg in die beiden neuen Parameterinter- 

z (;) �9 (') und ~51 ;d i e  zugehSrigen Kurvensiiieke seien mit (+~) bzw. vatie +~ 

/ (0 x (~a+l) bezeiehnet. Zu jedem Punkt mug es einen ersten Index b geben, 
(o sodaB die Kurvenstellen /)~(t~ ~)) und _P~ (tk+l) verschiedene Tangenten be- 

sitzen. ~(_v~ O) ~[~(0~ ~(v~O+,)mid \+'+V k6mien nieht in jeder be- , \+~/ '  _ 

l i e b i g e n  Nghe yon Pi Punkte genleinsam haben, nnd daher mug es Para- 
meterintervalle u yon folgender Eigenschaf~ geben: Tr~ig~ man ~ yon t~ 0 

_(0 und z (0 and aus auf ~)  und z (') ab und ebenso yon 4'5+, aus auf .%+~ +,+,, 
_ § 1 6 2  

e r h ~ I t  man so die Parameterintervalle 

+k ~ k+l~ § 

mid die zugehSrigen Kurvenstiieke 

_ /u ~ ~./~(~) 

SS* 
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so haben 

~. ~OSENTHAL. 

auBer P~ keinen Punkt gemeinsam. Die obere 
gehSrigen u sei mit ~ bezeichnet. Man nehme 
nehmende Folge yon positiven GrSBen 

al > as > as > . . . > a ,  > . . .. 

Wjr wollen jetzt zeigen, dal~ die Punkte Pi, deren ~ > a~ ist, nut  in end- 
licher Anzahl vorhanden sin& W~ren es unendlieh viele, so g~be es eine 

Hgufungsstelle ~, der ~) und in deren Niihe zwei Werte t~ ') und t(~, der- 

art, dab ~(:~)< t (') und (ti")--t(~ ' ) )  < ~ .  a , ,  wobei ~ eine beliebig Maine 

positive Zahl ist. W~.ehst der Parameter yon t~ ~ aus waiter, so kehrt die 

,oo ,on 

Da ferner P, nic'ht Schnittpunkt yon ~@+~")) und e(~'~)sein kann~ 

so muB 
( ~ ' ~ - -  ~ )  > o~ 

sein. Da dies ffir je zwei aufeinanderfolgende Wer~e der gegen t~ sich 

h~ufeuden Folge {~)} gil~, so erh~it man 

- .  ~ < < . . . <  < < . . . <  < 
"k+l  " h + l ~  k + l  "k+l  

und 

(r ~>) >~o ( ~  jedes , ;~,~,3, . , . ,~--1) .  
Wiihlt man nun v hinreiehend groB, so kgnnte man erreiehen, da~ 

.~+~ ~ u �9 a ~  

wird, was unmSglieh ist. Daher k~nnen die Punkte P~, dere~ ~ >  a~ ist, 
nur in endlieher An~.~]ll vorhanden sein und deshalb ist die Mange 
P~ und also aUer eigentlichen mehrfachen Punkte unserer Kurve h~chst~us 
abzghlbar, q . e .d .  

\+k/, . . -  [§ 
ebenso 

~i \ ;~  / \_k / ,  \ _ ~+1 / ,  \ + k + , / ,  

f e r n e r  

~k +~) mit \_~/ ,  \+k 1, \§ ~1, 

un~ 

Grenze aller zu fast, am i 
nun eine gegen Null ab- 
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Der vorstehende Beweis gilt noch aUgemeiner f//r s/Ze Kurven~ g/e 
.nut h~chstens abziihlbar vide, gew6hnliche, nicht differen~ierbare PunkCe be- 
sitae~; fiir eben diese Gesamtheit yon Kurven ist aueh nack dem letzt~a 
Satz yon Nr. 15 die Menge der unendlich vielfachen Punkte h6chstens ab- 
z~ihlbar. 

Es sei noch erwiihnt~ da$ die gemeinsamen Punkte zweier Kurven 
(wie iiberhaupt zweier abgeschlossenen Mengen) hnmer eine abgeschlossene 
Menge bilden, uad da~ diejenigen gemeinsamen Punkte, in denea die 
beiden Kurven keine gemeinsamen ttaIbtangonien haben~ eine i~olierte 
Menge bilden. Beide Aussagen golten nicbt mehr ftlr die meh~fachea 
Punkte eiuer Kurve, wie man sich leicht dutch Beispiele iiberzeugt. 

30. Bei den mehrfachen Tangenten macht sich wiederum bemerkhar, 
daI~ die Miiglichkeit zu dualisieren nicht allgemein vorhaaden ist. 

Selbst bei i~berall n-fach stetig differenzierbaren Kurven kana die Mengo 
der eigentlichen mehrfachen Tangenten die M~ichtigkeii des Kontinuums 
bosi~zen. 

Beispiel :  die Nr. 27 angegebene Kurve y = / ~ ( t )  dt and Man nehme 
fiige ein zweites Exemplar hinzu, das aus dem ersten dutch Parallel- 

L . r  - -  

verschiebung liings der Abszissenachse entstanden ist, sodaB beide Exem- 
plare keine Punkte gemeinsam haben. Verbindet man nun beide durch 
einfache KurvenbSgen, so erhiilt man eine n-lath differenzierbare Kurve 
mit einer perfekteu Menge eigentlicher Doppeltangen~en, die tier Abszissen- 
achse parallel sin& 

Wie Fig. 7 zeigt, brauchen auch bei vollstandig differenzierbaren 
Kurven die yon einem Punkt ausgehenden Tangenten keine abgeschlossene 
Menge zu bilden. Nimmt man eine zweite l~ngs a parallel verschobene 

P S . . . . .  

/ ~x xn " 

f . x x 

r  Fig. 7. a 

gleiche Kurve hinzu, so erh~It man ein Beispiel yon zwei vollstiindlg 
differenzierbaren Kurven~ die eine n/cht abgesd,/ossene Menge yon gemein- 
samen Tangenten besitzen. 

Dagegen bilden natiirlich die an ei~e s~etig differenzierbare Kurve 
yon einem Punkt ausgehenden Tangenten eine abgeschlossene Menge und 
man bewelst auch leicht: 
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Die gemeinsamen Tangenten yon zwei ste~ig differenzierbaren Kurven 
bilden eine abgeschlossene Menge.*) 

Beweis:  Es sei {a~} eine unendliche Folge gemeinsamer Tangenten 
der beiden Kurven ~ und ~s. Man zeiehne yon den Beriihrungsstellen 
yon a~ auf ~ uud ebenso auf ~ je eine aus.**) Diese haben auf ~z 
mindestens einen Hiiufungspunk~ P(t~)). Man w~ihle aus {a~} eine Teilfolge 
{a~'} aus, deren auf ~ ausgezeichne~e Ber~ihrungsparameter t(~) als einzige 
tt~iufungsstelle besitzen. Dann haben die zu {a~} geh~rigen, auf ~ aus- 
gezeichne~en Beriihrungsparameter mindestens eine tt~iufungsstelle t(~). Man. 
w~hle nun  aus {a~} eine neue Teilfolge {a~'} aus, deren auf g, aus- 
gezelchneee Berfihrungsparameter tl~) als einzige H~iufungss~elle besitzen. 
Wegen der s~e~igen Differenzierbarkei~ yon ~ und ~, ha~ {a~'} nur eine 
einzige H~iufungsgerade a;  und diese is~ gemeinsame Tangenee yon P(g2?) 
und .P(t(2) ). q . e . d .  

31. Wir gehen mm zu den nicht differen~ierbaren Stellen einer Kurve 
tiber. Wir beweisen bier zunliehst den folgenden Hilfssa~z fiber die Menge 
der yon einem Punkt; ausgehenden Grenzseka~en (der ein Seitenstiick zu 
einem fiir eindeutige, stetige reelle Funktionen bewiesenen Satz yon 
T. Brod~n***) und seiner Verallgemeinerung yon W. It. Youngt) /st): 

l?,ei einer stetige~ Kurve bilden die Parameter derjenigen Stellen, fiir 
welche dutch einen gegebenen Punkt A hindurchgehende Grenzsekanten existieren, 
eine innere Grenzmenge. 

Bowels:  Man ha~ nur zu zeigen, dab die S~ellen, fiir welehe Grenz~ 
sekan~en einer gegebenen Richtung a exist~ieren~ eine innere ~renzmenge 
bilden. Daraus folg~ dann der allgemeine Sa~z dutch Umprojizieren. Ist 
P(t)  ein Punk~, der eine Grenzsekante a r der Rich~ung a besitz~, so 
existieren zwei gegen t konvergierende Folgen {t~} und {t~'}, derar~, dab 

*) Dagegen brauchen ~uch bei einer n-fach s~e~ig differenzierbaren Kurve die 
mehrfachen Tangen~en /~e/ne abgeschlossene Menge zu bilden; Beispiel: Die der 
x-Achse parallelen Doppeltangen~en yon 

xS~ + 1. sin 1 

**) De die Menge tier Ber0hrungsstellen yon a k suf {~1 (hzw. ~,) abgeschlossen 
i,~, ksnn beispiel~weise immer die ~rs~ Ber0hrungs,telle genommen werden; des Ans- 
w~hxpoao~let ~ r a  ~ier ~ o  ~r  verwenae~ 

"*) T. Brod~n, Acre Unlv. Lurid, 33, (1897), S. 81; A. 8choenflies, Bericht fiber 
~engenlehre I, JehreBb. d. Deut,ohen Meth.-u 8 (1899), p. 148/9. Der Sch6nRiessehe 
Bewei, und damit tier Brod~nsche 8at~ l~sen sioh ~uf Paremeterkurven ~bort~gen, 
wenn man zu den In~ervallen (~n... x') = s' noeh die zugeh~rigen Par~.meterin~ervalle ~" 
bildet un4 dann die In~eNsltmonge I {~'} / betmch~e~. 

~f) W. H. Young, Arklv F6r Mat., Astr. och Fys. 1 (190S/~), 8, 201. 
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and 
lira (P(t~), P(t()) ---- a~. 

Wir w~hlen nun eine gegen I~ull abnehmende Folge yon Grii~en 
Y~ ~ ~ ~ �9  ~ ,  > . . .  

and besfimmen fiir jeden unserer Punkte P( t )  den Index i = i(~ so, dab 
1) f'tir alle i ~ i(~7) 

2) fiir alle i ~ i(~'~) 

n+l- n " 

(a;  o(tj, T(t,')) < 

i t ,-t , ' i  < 

Wir bezeiehnen dann das Parameterin~erval[ ( t ( D ' ' . g ~ , )  mi~ z~V). Dann 

bestimmt die (~esamtheit dieser ]ntervalle, { { ~ t  }, eine inhere Grenz- 
menge T und wir haben zu zeigen, dab zu T nut unsere Parameter t ge- 
h~iren. Jeder Punk~ t yon T mu~ fiir jedes n innerer P u n ~  mindes~ens 
eines Intervalls ~(~u sein. 
trod t~, sodaB 

ferner 

*and endlieh 

Fiir jedes n gibt es also zu ~ zwei W e r t e t .  

t . < t < t L  

(a; v(t.), P(t:)) < 
is~. Also besitzen alle Punkte, deren Parameter T angehiiren, eine Grenz- 
sekante der gegebenen Riehtung a. q . e .d .  

32. Nunmehr kSnnen wit den folgenden Sa~z beweisen: 
IAegen die Kurvenlounkte, deren Grenzsekantenugnkd :> ~ > 0 ~ 

in einem Kurvenbogen iiberall dicht, so gibt es deft eme Menge ~eiter 
Kategorie*) yon Punkten, deren Grenzsekantenwi~kel > d ist, wobei a > d 
undo '  yon e~ bdiebig wenig verschieden sei. 

Beweis:  Man retie den roUen Wilakel der mSgliehen Rich~ngen in 

endlich viele Teilwinkel ~v~ ~ ~ ,  wobei n irgendeiae posilive ganze Zahl 

ist. Jeder Winkel, tier durch Zusammenfassen aufeinander folgender Teil- 

winkel ents~eht und der > ~------~. a und -( n - - I .  ~ ist, sell mit t~ be- th - -  n 

bezeictme~ werden. Dann umschliel~t der I~renzsekantenwinkel a~ > et j ed~  
unserer Punk~e P(t,) mindestens ein & Da nun, wean eine' tiberall dich~e 

*) Hier ist die Menge zweiter Ks~egorie zugleich Komplemen~l~rmenge einer 
Menge ers~r Ka~egorie. 
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Menge in eine endliehe Anzahl yon Teilmengen ge~eilt wird, mindestens 
eine dieser Teilmengen tibera11 dieht ist, so mug es bier mindestens einen 
dieser Winkel @ (er heiSe @~) geben, der gleiehzeitig yon den Grenz- 
sekantenwinkeln tier Punkte einer iibera11 diehten Menge umfa6t wird. 
Nunmehr folgt naeh dem vorigen Satz, da$ es zu jeder in g~ enthal~enen 
Richtung a~ eine Menge zweiter Kategorie yon Kurvens~ellen gibe, fiir 
welehe (]renzsekanten der Riehtung a~ vorhanden sind. W~hl~ man fiir ax 
speziell die beiden Schenkel a 1 und a~ yon a , ,  so mug es (da der ge- 
meinsame Teil zweier l~Iengen zweiter Kategorie wieder eine Menge zwei~r  
Kategorie is~) eine Menge zweiter Ka~egorie yon Kurvenstellen geben, in 
deren Grenzsekantenwinkel die Riehtungen a~ und a~ und deshalb auch 
~ enthalten sind. Bezeiehnen wit die GrSSe des Winkels @= mit ~', so 

ist a > a; wobei (~-- a') < 2-A~ fiir hinreiehend grolte n beliebig klein ge- 

maeht werden kann. q . e . d .  
Es is~ leieht zu sehen, dal~ die in vorstehendem Beweis benufszte, ffir 

die tibetan dieh~ liegenden Mengen gel~ende Tatsaehe sieh aueh auf  die 
in sieh dich~ liegenden Mengen tiber~ragen 1ii$~; d.h.:  zerleg~ man eine 
in sieh dieh~e Menge in eine endliehe Anzahl yon Teilmengen, so enth~lt; 
mindestens eine yon diesen Teihnengen einen in sieh diehten Bestand~eiI. 

Deshalb behalf der vorstehende Satz und der Wortlaut seines Be- 
weises voile Geltnng, wenn man durehweg ,,iiberaU dicht" dutch ,fin sick 
dichU und gleiehzeitig ~Menge zweiter Ka~egorid' durch ,,innere Grenz- 
me'age yon der M~htigkeit des Kontinuums" ersetz~. 

33. Da ferner nach Nr. 26 die Spi~zen und Eeken eine Menge ers~er 
Kategorie bilden, so folgl aus dem vorigen Sa~z weiter: 

Liegen auf einem Kurvenbogen die Ecken der Gr~fle ~ < ~ < ~t iiberatl 
dicht, so gib.t es dort eine Menge zweiter Kategorie yon gew6hn~iche% nicht vor~ 
und hinten differen~ierbaren Punkten, deren G-renzsekantenwinkel > (z~-- e--~l) 
ist, wobei ~ eine beliebig kleine Gr~fle darstellt. 

Und: 

Liegen auf einem Kurvenbogen die ~)i~zen iiberaU dicht*), so gibt es 
dort eine Menge zweiter Kategorie yon gew6hnliehen, nicht vorn u~d hinters 
differen~,ierbaren Punkten, deren Gren~sekantenwinkd > ( ~ t -  ~) ist, wobei 
I? eine beliebig kleine Crr6fie darstell$. 

Daraus folg4 der Satz: 

Bei einer durchweg vorn und hinten differenzierbaren Ku/rve ldinnxm 

*) Ygl. Enzyklop~die II s 1 (A. Pringsheim) S. 48 Ful~note 228, wo Beispiele ff~r 
solche Kurvenb~gen angegeben sind. 
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die S~itzen und die Ect~en tier Gr6fle ~ ~ E < ~ nirgends iiberalZ dicht 
liegen.*) 

Die drei vorstehenden Siitze gelten nicht mehr allgemein, welm man 
,iiberall dicht" dutch ,,in sich dicht" und ,,Menge zweiter Kategorie" dutch 
,innere Grenzmenge van Miichtigkeit des Kontinuums" ersetzt. Dies sieht 
man schon aus den Nr. 17 angegebenen Beispielen. Sekliel~ maa dagegen 
die Kurven yore Vielfachheitsgrad der Miichtigkeit des Konr welehe 
naehr als abz~ihlbar viele Ecken oder Spitzen enthalten, aus, so kann man 
diese ~lber~ragung der drei vorstehenden S~ze auf die in sich dichtea 
Mengen vornehmen. Dies ist also insbesondere fi~r al~ Kurven van h6chstens 
ab$~ildbarem-Fidfachheitsgrad mSglich. 

Aus dem letzten Satz erhalten wit so: 
.Bei einer durchweg vorn .~r hin~n differen~ierbaren Kurve van h6ehstens 

abz~ihlbarem Vielfachheitsgrad bilden die Spitzen und die Edrx'n der Gr~fl, 
e~ < e ~ ~ eine separierte Menge. 

Aus dem am Anfang dieser Nummer Gesag~en ergibl sich, dal~ man 
fflr iiberall dichte Mengen den Satz Nr. 32 noeh in folgeuder Weise ver- 
sch~rfen kann**): 

Liegen die Kurvenpunkte, 4eren Grenzsekantenwinkel ~ ~ > 0 is~ in 
einem Kurvenbogen fiberall dich~, so gib~ es dort eine Menge zweiter 
Kategorie yon gew~hn~ichen, nicht vorn und hinten differen~ierbaren Punk-ten, 
deren Grenzsekan~enwinkel > a' ist, wobei ~ ~ a' und ~' yon a beliebig 
wenig verschieden is~. 

Es isb noeh hervorzuheben, dal~ (was aus dem Beweis des Satzee 
Nr. 32 hervorgehQ die Grenzsekantenwinkd aller Punkte der in den vor- 
stehender, S~it~en (Nr. 32 u. 33) vorkommenden Mengen ~weiter Kategorie bzw. 
inneren Grenzmengen der M~chtigkeit des ~ontinuums, der t~iehtung 7mvh, 
einen jedesmal festen Winkel der Gr6[Je a" einschlieflen. 

Hieraus werden wit im niiehsten Paragraphen, der yon den Kurven 
h6r abz~hlbarer Klasse handelt, weitere Folgerungen zu ziehe~ haben. 

34. Mi~ Hflfe yon Nr. 32 kiinnen wir ferner den folgenden Sa~z beweiaen: 
Die M~enge der nieh~differen~ie~'baren Kurven~nkte ist end~ieh~ ablY)d- 

bar oder yon Mtichtigkeit des Konti~vaons. 

*) Der Satz gil~ nicht raeh,r ftir die Gesam~heit aller F2ken (ohne Be~chrll, nkung 
dot {kr~l~e), wie sich schon aus dem Riemannsehea Beispiel einer nleht ttberall diffe- 
renzierbaren Funk~ion ergib~. Dal~ selbs~ bei ~on~e~n ~unkhone die Ge~ana~menge 
der Ecken fiberall dieh$ sein kann, haben J.L.W.Y.Jensen, Ac~a Math. 80 (t~6), S. 191 
und F. Bernstein~ Archiv Ma~h. Ph. (~) 12 (1907), S, 285]6, dureh Beispiele gezeig~. 

**) Dagegen ffir in sie~ d~hte Mengen entaprechend nut dann, wenn die Kurve 
hOchstens abz~hlbar viele Ecken und SpiSzen enE~lt, also we~enflich nur fttr die 
Kurven yon h~ohs~ens abzdhlba~em ~ielfavhheitsgrad. 
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Beweis:  Man nehme sine Folge yon gegen Null abnehmenden posi- 
riven Gr6i]en 

e~>a~>es>... >e.>.... 
Ist die ~fenge E.  der nich~ differenzierbaren Stellen, deren Grenzsekanten- 
winlrel > ~ ist, ffir jedes ~ nirgends in sich dicht, so ist E ,  fiir jedes n 
endlieh oder abzi~hlbar und daher die Menge E aller nicht differenzier- 
baren Stellen ebenfalls endlieh oder abziihlbar. Enth~lt dagegen :E~ fiir 
irgendein n einen in sich dichten Bestandteil, so existiert nach Nr. 32 sine 
inhere Grenzmenge der Miichtigkeit des Kontinuums yon Stellen, deren 
0renzsekantenwinkel > o , +  1 ist. q . e .d .  

Da nach Nr. 26 die vorn und hinten differenzierbaren Ecken sine 
h6chstens abz~hlbare l~enge bilden, so folgt aus dem Vorstehenden noch: 

Die Menge der nieht vorn und hinten differenaierbaren Kurverqneakte 
ist endlieh, abz~ihlbar, oder yon Mtiehtigkeit des Kontinuums. 

w 

Klasse und 0rdnung. 

35. Klasse und Ordnumg sind immer endlich, abz~ihlbar oder yon Miich- 
tigkeit des Kontinuums. 

Beweis :  Nach Nr. 31 bilden die Kurvens~ellen, yon denen Orenz- 
sekan~en dutch einen festen Punk~ A gehen~ eine innere Orenzmenge. 
Also is~ die Klasse jedes Punkles A in bezug ~,uf die Kurve endlich~ ab- 
z~ihlbar oder yon Mi~chtigkeit des Konfinuums und dann gil~ dasselbe 
auch fflr die Klasse der Kurve selbs~. 

Die Kurve hat mit jeder Geraden a (wie ilberhaup~ mit jeder anderen 
Kurve) sine abgeschlossene Menge yon Punklen gemein. Dami~ is~ der 
8atz auch ffir die 0rdnung erwiesen, q.e.d.  

36. Aus l~lr. 33 folg4, da6 bei einer Kurve yon h6r abz~hlbarer 
~Tasse die Kurvenpunkte, deren Grenzsekantenwinkel ~ o > 0 ist~ nirgemfs 

sich dicht liegen k5nnen. Also: 
Ei~e Kurve yon hgehstens abztih~barer Klasse besit~t hUehstens ab~ilcIbar 

vide nichtdifferenzierbaxe Stelle~ und h6chstens abz~blbar vide S2Mtzen.*) 
Die gew~hnlichen differenzierbaren S~ellen bilden deshalb bei einer 

Kurve yon hSchstens abziihlbarer Klasse sine iiberalI dichtliegende Mengr 
zweiter Kategorie. 

*) Die Umkehrung des gauzes gilt nieht; wlo dio in l~r. 27 konstruiex4en Kurven 

qD(t) und j~( t )d t  zeigon, gibt es n-fach differenzierb~re Kurven, dere~ Klasse und 

Ordnuag yon M~chtigkei~ des Kontinuums sin(l. 
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Orede Kurve yon h6chstens abz;~hlbarer Klasse ist van h2ichstens abz~ld- 
~arer Ordnung. 

Beweis :  Wir zeigen, daft bei jeder Kurve ~, deren 0rdnung yon 
M~Lchtigkeit des Kontinuums ist, aueh die Klasse yon Mgchtigkeit des Kon- 
tinuums ist. Bei einer solchen Kurve ~ mul~ n~mlieh eine {~erade a exi- 
stieren, die sine abgesehlossene Punktmenge O yon Miich~igkeit des Kon- 
tinuums mit ~ gemeinsam hat; daun wird aber a yon ~ in jedem Punk~ 
der Ableitung Q" beri~hrt, q.e.d.  

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht allge,nein. Wit geben das 
folgende Beisp ie l  einer Kurve abz~hlbarer Ordnnng mit einer nirgends 
dieh~en perfekten Menge nichtdifferenzierbarer Stellen, deren Klasse also 
nach dem vorhergehenden sicher yon Miichtigkeit des Kontinuums is~. 
Man nehms einen Kreis ~ und auf ibm eine nirgends diehte perfek~e 
Punktmenge Q~ die etwa in bekann~er Weiss durch fortgese~zbe Dreitei- 
lung ents~eht. In jedem Intervall ~ der yon Q bestimmten Intervallmenge 
ziehe man die Sehne s~ und errichte fiber ihr (beispielsweise nach dem 
~.ul~ern yon ~ hin) einen Halbkreis ,~. Dann bildet die Gesamtheit {~} 
unt~r Hinzunahme der Punlc~menge Q sine einfache Kurve ~ yon abz'~hl- 
buret 0rdnung (da alle Kurveupunkte nut abz'~ihlbar vielen K_reiseu an- 
gehSren), die in den Punkten yon Q nichtdifferenzierbar, also yon nieht- 
abzi~hlbarer Klasse is~. 

Der letzte Satz sagt zugleieh aus: 
.Die ~Kurven hSchstens abzghlbarer Klasse sind yon h6cbztens abz~hl- 

harem Irietfachheitsgrad. 
Hieraus und nach l~r. 33 folg~ dann: 
.Bei einer Kurve yon hSchaens abz?ihlbarer Klasse bilden die Sl~ittten 

und die .Edcen der GriStle ~ < e < ~ eine separierte Menge. 
Da bei einer Kurve yon h~chs~ens abzi~hlbarer Klasse hSehstens ab- 

z~hlbarviele nichtdifferenzierbare S~ellen trod Spitzen vorhanden sind, so 
erh~ilt man naeh Nr. 29: 

?Bei einer Kurve yon h6chstens ab~ihlbarer Klasse ist die Menge tier 
eigenttiehen m.ehrfachen _Punkte hVehstens aba~hlbar.*) 

Aus gleiehem Orunde folg~: 
Bei einer Kurve yon h6ehstens abzahlbarer Klasse ist die Menge aller 

une~dliehvielfachen Punkte hi~ehstens abzaMbar. 

37. Sei irgend sine Riehtung a vorgeleg~. Enthlil~ unsere Kurve {~ 
yon hSehs~ens abz~hlbarer Klasse zu a parallels Streeken s,, so ersetze 

*) Die Menge tier Selbstberfihrungspunkte ktmn hierbei noeh yon Ml~ch~igkeit; 
des Kon~inuums sein; sin Beispiel hlorfiir bilde~ die in bl~. 29 fiber dem Kreisbogon k 
konstruierte Kurve. 
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man s i durch eta m6glichst einfaches Kurvenstiick, alas s, in den End-  
punkten berfihrt; dies kann man immer so maehen, daI~ die dadurch ent- 
stehende Kurve ~ '  ebenfalls yon hSehstens abz~hlbarer Klasse is~. Dann  
folgt naeh Nr. 31, dab die Kurvenstellen yon ~', die zu a parallele Grenz- 
sekanten besitzen, eine separierte l~enge bilden, und da~ deshalb ~ '  aus  
hSehstens abz~hlbarvielen in bezug auf a monotonen Stricken and deren 
I-ti~ufungspunkten besteht. Letzteres gilt dann afor t ior i  yon ~. Also: 

Eine Kurve ~ yon h6chstens abzghlbarer Klasse besteht i n  bezug a u f  
jede Richtung aus hgchstens abzdhlbarviele~ monotonen Stiidcen ~ und deren 
Ht~ufungs~unkten.* ) 

Wit erhalten zugleich, daft die Klasse der Kurven mi~ liberall dicht; 
tiegenden Maxima und Minima (wie z. B. die K6pckesche Kurve**)) uncl 
sogar die tier Kin'yen mi~ nut in sich dichtliegenden Extremen immer  
yon M~ichtigkeit des Kontinnums ist. 

38. Wir gehen nun speziell zu den Kurven endlicher Klasse fiber: 
Jede tVurve endlicher Klasse ist auch yon endlicher Ordnung. 
Beweis:  W~re die Kurve ~ yon abz~hlbarer Ordnung, so g~be es 

eine Gerade a, auf der eine unendliche Folge yon Kurvenptmkten {~(t~)} 
liegen. Der H~ufungspunkt P~(t~) liege im Endliehen (worm nicht, p ro-  
jiziere man alas bert. Kurvenstfiek ins Endliche); dann mu6 es ein i ~ i o 
geben, derart dab der Kurventeil (P~o(t~o)... P,o+~,(t,o+~)... Po.(to)) ganz im 
Endlichen liegt. Auf jedem Kurvenstiick 

) 

mul~ deshatb mindestens eine Stelle liegen, die eine zu a parallele Grenz- 
sekante besitzt. ~ w~re also yon unendlicher Klasse, im Widerspruch mi~ 
tier Voraussetzung. 

Die Umkehrung gilt nicht. Ein einfaehes Beispiel ether Kurve yon 
2k t~ 0rdnung, abet abzi~hlbar unendlicher Klasse hat J. Hjelmslev***) 
angegeben. 

dede Kurve endlich~ Ordnung und deshalb auch jede Kurve endlicher 
Klasse ist iiberall vorn und hinten differenzierbar. 

Beweis:  Jede solche Kurve ist yon endlichem Vielfachheitsgrad; des- 
halb sind Strahlenpunkte ausgesehlossen. G~ibe es nun einen Punkt~ ~ ( t ) t  

*) Nach Nr. 86 kanu man diese monotonen S~cke ~ immer so w~hlen, dab 
s~e aueh keine Spitzen mehr en~hal~en. 

**) A. K~pcke, Math. Ann. 34, S. 161 und 35, S. 10&. Die K6pelresche Kurve  
besitzt also eine ~iberall dlchte i~Ienge zwei~er Kategorie yon S~ellen, deren Tangenten 
parallel der x-Achse sind. 

***) J. Hjelmslev~ Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Forhandl. 1911, ~qo. 5~ S~ 492~ 



~oer die Singularit~ten tier reellen ebenen Kurvea. 517 

der eiu Sehwingungsintervall ~ ~ 0 der vorderen (bzw. hinteren) Halb- 
tangen~en besitzt~ so w~rde jede innerhalb des <):: ~ verlaufende Gerade 
in der l~ihe yon P uneadlich viele Punkte mi~ der Kurve gemeh~ haben. 

q .e .d .  
Daraus folgt, dag die Kurven endlicher Ordnung hSchstens abz~ihlbaz 

viele eigentliche ~nehrfache t>unkte, Spitzen und .Ecken besRzen, daft dabei 
die ~qpitzen und dis Ecken der Crr6fle e~ "( ~ ~ z nirgends in sich dieht 
liegen. 

Fiir die Kurven endlicher Klasse gilt, wie unmittelb~r ersiehfl~ch, 
noeh sch~irfer, dab die S~oitzen und die _Ecken der Gr6fle ~, ~ ~ ~ ~r nut  
in endlicher Anzahl vorhanden sein d~irfen. 

Ferner ist klar, dab die Kurven endlicher Klassr in bez~d auf jede 
_Rich~ung abteihengsweise ~wnoton *) sind. 

Ffir die Kurven endlicher Ordn~u~g gilt dies niel~t allgemein; sondern 
f/~r sie l~gt sieb nut  zeigen, dab sie in bezug auf je~e Richtung aus 
hSehs~ens abz~ihlbarviden ~nonotonen Stiicken und deren I=lgufungss~ellen 
bestehen. Dies is~ eine unmittelbare Folge eines Sa~zes yon J. K6nig**); 
(der yon A. Schoenflies gegebene Beweis l~g~ sieh yon eindeutigen reellen 
stetigen Funktionen auf die Parameterkurven iiber~ragen***); darnach is~ 
nEmlich eine Kurve, auf der Extreme fiberall dieh~ liegen, yon unendlicher 
Ordnung. 

39. t t ierher geh~ren zwei S~tze yon J. Hjelmslev. Der e inet)  sagt 
~us, dab ein Kurvenbogen endlicher Ordnung, d e r n u r  aus gewShnlichen 
differenzierbaren Punkten besteht, und der keine mehffachen Punkte und 
ke ine  Strecken besi~ztt t ) ,  sieh aus hSchstens abz~hlbarvielen konvexen 
BSgen und deren H~ufungspunkten zusammense~zt. Der andere Sa~z t t t )  
yon J. Hjelmslev sagt aus, dab ein Kurvenbogen endlicher Klasse, der 
keine Strecken, keine mehrfachen Funk~e und kdne Eeken oder Spi~zen 

*) Die Kurve ist also rektifizierbar. 
**) J. KSaig, l~ona~sh. Math. Phys. 1 (1890), 8, 7; A. Schoeuflies, Bericht fiber 

~[engenlehre I, Jahresb. d. Dtsch. Math. Vet. 8 (~[899) S. 160. 
***) Es ist hierbei nicht nStig, sich nur auf die eigenflichen Extrema zu be- 

schr~nken. Da n~mlich die Maxima iiber~ll dich~ liegen, k~nn man, auch wena um 
eigentliehe Extre'ma vorliegen, di~ Maxima $1, ~, $~."" immer so w~hlen, d ~  

f(~) ~ f(&) > f(~) > f(~s) > ' "  
is~. Im /ibrigen ha~ m~n (wie in Nr. ~5) bei tier t~bertragung auf die Parameter- 
kurven die Bereiehe @, ~1, @~, #8, ""  mit Hiffe der t-Parameter zu messen. 

"t") J. Hjelmslev, a. ~. O. S. 482, ~h4or~mv 25. 
~-~-) Einen nut aus gewShnlichen differen~ierbaren Punkten beB~ehenden Kurven- 

bogen ohne mehrfache Punkte nenn~ J. Hjelmslev (a. a. O. S. ~i6/9) ,,~c ordinaire". 
-~J--[-) a. a. O. S. 491, ~h~or~me 32. 
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enth~il~, ilberall s~e~ig differenzierbar und yon endlicher Ordnung is~ und 
deshalb sich ans h~chs~ens abzilhlbarvielen konvexen BSgen und deren 
H~ufungspunkten zusammense~z~; ferner, dal~ hier der Schni~tpunk~ benach- 
barter Tangen~en immer ihren Berfihrangspunkten benachbar~ is~. 

Nach dem Vorhergehenden gelten diese beiden Hjelmslevschen S~i~ze 
aach, wenn man mehrfache Punkte und Spi~zen nich~ ausschliel~. AuBer- 
dem kaun m~n nach Nr. 14 and 27 dem zweiten Hjelmslevschen Satz noch 
hinzuffigen, dab die Wendepunkte alle regal~ir and in hSchs~ens abzKhl- 
barer Menge vorhanden sin& 

w 

D n a l i s i e r b a r k e i t  u n d  dua l i s i erbare  Kurven .  

40. Wit  haben hier noch die M6glichkeit dualer {Jbertragung erhal- 
tener Resultate zu besprechen. An vielen Stellen dieser Abhandlung ha t  
es sich gezeigt~ dab duale (Tbertragung nich~ in vollem Umfang mSglich 
is~, und bereits J. Hjelmslev*) hat hierauf hingewiesen. 

Wit  wollen nun die Bedingungen dafiir aufsuchen, dab nach dem 
Dualit~tsprinzip einer Kurve ~1 eine zweite Kurve ~ and auch umge- 
kehrt dieser Kurve ~z die gegebene Kurve ~1 zugeordnet ist. ~ muB 
na~iirliCh s~etig tangierbar sein, dami~ ~ iiberhaupt eine s~etige Kurve 
ist. Es entsprich~ dann dem Tangentengebilde ~ die stetige Punktkurve ~:~ 

und dem Punlr~gebilde ~i eine stetJge Geradensehar ~ .  Wenu ~,~ mi~ den 
Tangenten yon ~ iden~iseh ist, dana and nur dann en~sprich~ der Punk~- 
kurve ~ mit allen ihren Tangenten aach umgekehr~ dual das gegebene 

Punk~angen~engebilde ~l. Nun isb aber im allgemeinen ~ keineswegs 
mit den Tangenten yon ~ iden~isch. Man weifl vielmehr allgemein nut ,  

dab die Geraden yon ~ ,  abgesehen yon einer nirgends dichten Menge, 
Tangenten ~ sind**); fitr eine nicht tangierbare Stelle yon ~ is~ die 

zugeh~rige Gerade yon ~ ,  wenn sie iiberhaup~ Tangente ist, sicher nich~ 

die einzige Tangen~e. Die s~etige Geradensehar ~ ist demnaclx dann uud  
nur dann mi~ der Gesam~hei~ der Tangenten yon ~ identiseh, wenn fi;~ 

�9 ) ~. ~. O. S. ~98/4. 
�9 *) Es ist nt~mlich jeder Punkt einer s~etig tangierb~ren ]~urve, der nieh~ 

Hrmfaugspunk~ yon Spitzen ia~, (wie aus dem Beweis des verle~zten Satzes yon l~r. 14 
hervorgeh~) Ht~ufungspunk~ der Schnit~punkte der zugehiirigen Tangente mi~ ihren 
Nachbar~angen~en. Anderersei~s k~nnen nach dem Nr. 38 zitierten KSnigschen Satz 
die Spi~zen bei einer s~etig ~angierbaren Kurve nirgends ft.'befall dlcht liegen; denn 
scnst wii~de folgen, dal~ es fiberall dicht Stellen gibt, welche zu einer beliebigen 
Rich~ng c parallele Tangenten besi~zen, was bei einer Kurve mit s~etiger Tangen~e 
unm0glich ia~. 
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solbst stetig tangierbar ist. Also ist fiir die Dualisierbarkeit notwendig und 
hinreielzend, da/~ ~ und ~ stetig tangierbar sind. 

Welche Bedingung ist damit der ursprfinglichen Kurve ~l auferlegt? 
Wit  kGnnen soforg folgende Fs angebon, in denen einer Kurve 

mig ste~siger Tangents nicht wieder eine Kurve ~s mit s~etiger Tangente 
entsprechen kann. 

:Enthil~ ~l sine S~recke s, so gehGrt das den Punk~en yon s dual 
zugeordnete Biischel yon Tangenten zu einem einzigen Kurvenpunkt 8 
yon fi~s. Also ist S sine Ecke yon ~s. Forner: Ist a die Tangents sines 
Kurvenpunktes B yon ~1 und is~ P nicht der oinzige*) Hiufungspunkt 
der Schnittpunkte Ql yon a mit seinen Nachbartangenten, sondern erfiillen 
die Punkte Q~ etwa eine Sgrocke G, so gib~ es in dora entsprechonden 
Kurvenpunkt A yon ~ sin gauzes Bfischel #z von'Taugenten q~; A ist 
also hier sin nicht tangierbarer Punkt, dessen Tangenten den Winkel ~ 
erfiilten. 

Wir sehen also bereits: Damit der stetig tangierbaren Kurve ~ dual 
eine stetig tangierbare Kurve .~  entspricht, ist notwendig, 1) daft ~l keinv 
~recken enth~ilt, 2) daft es auf keiner Tangente a~ yon ~1 einen yore Be- 
riihrunyspunkt B t verschiedenen _Punkt Q gibt, gegen den sich die Schni~ 
punkte der Tanyente a~ mit ihren Navhbartanyenten h~i~fen. 

Die Bedingung 2) enth~lt als wesentlichsten Best~ndteil die Forderung, 
daft es auf keiner TanKente a~ yon ~i elnen yore Berilhrungspunkt -Pt 
verschiedenen Punk~ Q gibt, yon dem aus unendlick viele Tangenten an 
jedes noch so k]eine B t enthaltende Kurvensttick gehen. Diese Forderung 
wird m[t der Bedingung 2) identisch, wenn ~ keinen H~ufungspunkt yon 
Spitzen enthilt, oder allgemeiner, wenn jeder Punkt P, yon ~ sin 
Hiiufungspunkt der Schnittpunl~t~e der zugehGrigen Tangsnte a tmi t  ihren 
Nachbartangenten ist. 

Die beiden Bedingungen sind aber auch ;~inreic~end. Denn der Ta~- 
sachs, da~ tier Beriihrungspunkt P, you et~ der einzige giiufungspunkt der 
Schnittpuakte yon a~ mit seinen Nachbartangen~sn is~, entspricht dual, da$ 
die Tangents i~t yon A~ die einzige Hiufuugsgerade der Verbindungslinien 
yon A~ mit seinen Naohbarpunkten ist. Also ist ~s tangierbar. Dana 
folgt aber yon selbst aus der Stetigkeit yon ~, d~ die T angente yon 
~ stetig variiert. 

Wir wollen deshalb jede stetig tangierbare Kurve~ welche die beiden 
obigen Bedingungen 1) und 2) erf(ill~, sine d~talisierbar~ Kurve nennen. 

Die am Sclllul~ des vorigen Paragraphen betrachtet~n differenzierbaren 

*) Vgl. hierzu die vorige Anmerkung. WRxe P fiberhaupt nicht Ht~ufungspunkl~ 
der ~i, so wRre ~2 ira entsprechenden Punkt sicher nicht stetig tangierbar. 
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mad nirgendslinearen Kurven endlieher Klasss sind als SpeziaffiiUe in der 
Gesamtheit der dualisierbaren Kurven enthalten. 

41. Naeh tier zwsiten Anmerkung yon Nr. 40 folgt aus dem Nr. 38 
zitierten K~nigschen Satz, dal} die Spitzen bei einer dualisierbarsn Kurvs 
nirgends ~iberall dicht liegsn k~nnen*). 

Da fsrner nach Nr. 14 bei dualisierbaren Kur~en die Wendepunk2e, 
die nicht H~iufungspunkte yon Spitzen darstellen, rsg~l~r und dual zu den 
Spitzen sind, so ergib~ das Vorige zugleich, claB bier die Wendepunkte 
nixgends iiberaU dicht liegen. 

Wir sehen also, da$ ~ aus abz~hlbarvielen Stricken ~, die weder 
Spitzen noch Wendepunkte enthalten, und deren Hiiufungspunkten besteh~. 

Wir zeigen nun zun~ehst: 
Hilfssa~z: Eine im Endlichen gelegens Kurve ~ mit stetiger Tan- 

gents und ohne Spitzen zerf~llt in endlieh viols Tefle ~ ,  die, ffir sieh 
betrachtet, keiae mehrfaehen Punkte besitzen. 

Beweis:  Um jeden Punkt yon ~ kann man sin endliehes Kurven- 
stttck derart abgrenzen, da$ die Variation der Tangenten innerhalb disses 
Stiiekes unterhalb der (fiir alle Punkte festen) endlichen Winkelgr~ge. 

@ ( <  ~-) bleibt. Nun teile man ~ in aufeinanderfolgende Kurvenstiicke ~;, 

in denen die Tangentenvariation ~ ? ist, derart, dab dabei tier Wert 
selbst jedesmal elTeieht wird. Dann kann es nur endlic~ viele solehs 
Kurvenstiicke ~i geben W~iren es n~mlich unendlichviele, so hiitten sis 
miudestens einen Hiiufungspunkt P auf der Kurve. Dann k~nnte man 
um P herum sin Intervall ~e abgrenzsn, in dem die Variation der Tan- 
genre < ~ <: ~ ist. Es miiBten abet gleichzeitig innerhalb $~ beliebig 
viele Stiicke ~ ~orhande~ sein, in densn die Tangentenvariatien --= @ ist~ 

Jedes Stiiek ~ ,  fiir sieh betraehtet, kann nun keinen mehffaehen 
Punkt D besitzen. G~ibe es niimlieh einen solehen, so betraehte man zwei 
aufeinanderfolgende in D liegende Kurvenstellen D(t~) und D(t~); deren 
Tangenten seien d(t~) und d(t~.), die hSchstens einen Winkel = ~ mitein, 
ander einschlieBen. Man nehme nun sine Gerade g~ die etwa ssnkrer 
zur Halbierungslinie des <)C (d(t~), d(ts)) steht. Dann w~irde alas Kurvsn- 
s~itek ~ ~ (D(t~), �9 -., D(t~)) mindestsns sine zn 9 parallels Tangents go end) 
halten und es w~re im Widsrspruch zur Voraussetzung die Tangentsn, 

,t 
variation > u > @. Also en~h~ilt ~ ke/nen mehrfachen Punt~. q, a d. 

~) Die in einer stetig tangierbaren Kurve etwa vorhandenen unendlich vlelf~hen 
Punk~e mfi~sen, ~ie ]eioht ~rsiehtlich ~t, H~.ufungspunkt~ yon Spltzen sein. Dar~u~ 
folgt schon, dab jede stet~g tangierbare, also auch jed~ dualisierbare Kurve, e~wa 
yon einer nirgends dichten Menge abgesehen, stetig differenzierbar ist. 



~ber die 8ingularitt~ten der reellen ebenen Kurven. 521 

Wenden wir  diesen Hilfssa~z auf das Vorhergehende an, so ergibt  
sich, dab ~ aus hSchstens abziihlbar vielen Stiicken ~i, die weder Spitzen 
noch Wendepunkte noch mehrfache Punk~e en~halten, und deren tI~iufungs- 
punkten besteht. Derartige Kurvenstiicl~e ~ setzen sich aber nach einem 
Satze yon A F. Mfbius*) aus endlich vielen konvexen B~gen zusammen. 
Wi t  haben also jetzt  den folgenden Satz erhalten: 

Sa tz :  Die dualisierbaren Kurven bestehen a~s h~chstens ab~ihlbar vielen 
konvexen B~gen und d~e~ Hh'ufungsstetlen.**) 

*) A. F. Mfbius, Lelpz. Bet. 2 (1848), S. 179/182 ~ Ges. Werke II, S. 183/187; 
genauere Beweise dieses M~biusschen Satzes bei A. Kneser, Math. Ann. 41 (1893), 
S. 858/362 und J. Hjelmslev, a. a. O. S. 673. Bei ~fbius und Kneser is~ der S~tz 
unter etwas spezielleren Vor~ussetzungen fiber ~ bewiesen, w~hrend Hjelmslev yon 
~ nut Diffe~enzierbarkeit fordert. 

**) Die Umkehrung dieses Satzes gilt nioht; d.h. es gibt fiberall ste~ig dlife- 
renzierbare Kurven, die aus abz~hlbar vielen konvexen B~gen und deren Grenzpunk~en 
bestehen, ohne dualisierbar zu sein; Beispleh 

y ~ s  sin I . 
fig 


