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Einleitung.

Den nachstehenden Untersuchungen liegt der allgemeinste Begriff
reeller ebener Kurven zugrunde: Eine Kurve oder, schirfer ausgedriickt,
eine Parameferkurve ist das eindeutige und stetige Abbild einer Strecke.
Die Punkte ¢ dieser Strecke (f- - - tz) sollen dann die Parametfer unserer
Kurve heifen.

Hierbei wiirde die Kurve zuniichst keine unendlichfernen Punkie emt-
halten kénnen. Unendliche ferne Kurvenpunkte werden jedoch zugelassen,
wenn man (wie in der projektiven Geometrie) die Ebene durch Hinzu-
nahme der unendlichfernen uneigentlichen Punkte abgeschlossen macht
und dann von der folgenden nichtmetrischen Stetigkeitsdefinition Ge-
brauch macht*¥):

Eine abgeschlossene Punktmenge @ heiBt stetiges Abbild einer anderen
abgeschlossenen Punkimenge P, wenn jedem Grenzpunkt einer Punktfolge
von P der Grenzpunkt der entsprechenden Punktfolge in @ zigeord-
net ist.*#*)

") Mit dieser Abhandlung hat sich der Verfasser im Juli 1912 an der Miinchener
Universitit habilitiert. Im vorliegenden Abdruck sind eimige geringfiigige Kiirzungen
vorgenommen worden (insbesondere in Nr. 11, 21, 22), wogegen der Anfang von Nr. 40
etwas ausfilhrlicher dargestellt ist.

* QOder, was dasselbe wire, man behandle statt des ebenen Gebildes seine Pro-
jektion auf eine Kugel K aus deren Mittelpunkt M.

*#) Vgl E. Heine, J. f. Math. 74 (1872), 8. 182, wo dies als Satz ausgesprochen ist.
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Charakteristisch fiir die Kurve ist einerseits die von ihr gebildete
Punktmenge, andererseits die durch die Abbildung der Strecke bewirkte
Anordnung der Kurvenpunkte. Zwei Kurven sind demnach als identisch
zu betrachten, wenn sie in Punktmenge und Anordnung der Kurvenpunkte
iibereinstimmen. Im iibrigen kann dieselbe Kurve in verschiedenster Weise
auf die Parameterstrecke (fy --- f3) bezogen werden; d. h. (den Para-
meter ¢ als ,Zeit* gedacht), daB die ,Durchlaufungszeit” der einzelnen
Kurvenstiicke keine Rolle spielen soll.

Ohne Menge oder Anordnung der Kurvenpunkte einzuschrinken, kann
man voraussetzen, daB niemals einem ganzen Parameterintervalle (¢, :--¢5)
ein einziger Kurvenpunkt P, entsprechen soll. Die einem vielfachen Punkte
P, entsprechenden Parameter ¢, bilden dann eine nirgends dichte Menge.

Im folgenden soll nun hauptsichlich studiert werden, in welchen
Mengen die verschiedenen Arten von Singularititen bei reellen ebenen
Kurven auftreten konnen, Mit Singularititen sind hierbei (wie auch sonst
in der Kurvenlehre) bezeichnet: Spitzen, Ficken, Wendepunkte, mehrfache
Punkte und mehrfache Tangenten, ferner nicht differenzietbare Stellen.
Die Definitionen dieser Singularititen im Fall unserer allgemeinen Kurven
werden im § 1 genauer erdrtert und es ergeben sich dabei mancherlei
recht ungewohnte und merkwiirdige Moglichkeiten. § 2 behandelt sodann
die Menge der in einem Punkt vereint liegenden Singularititen. In den
folgenden beiden Paragraphen werden die Mengen der tiberhaupt auf einer
Kurve gelegenen Singularititen betrachtet. Dabei ergeben sich natur-
gemiB vielfach schirfere Aussagen, wenn man den Kurven noch gewisse
Bedingungen auferlegt (beispielsweise Differenzierbarkeit oder Beschrinkung
der Michtigkeit von Art oder Klasse). Die Resultate sind nicht unbe-
schrinkt dualisierbar, sondern die Kurven miissen hierzu mnoch gewissen
verhiltniBm#Big speziellen Bedingungen gentigen. Der letzte Paragraph
untersucht dies niher und betrachtet die ,dualisierbaren” Kurven.

Im ganzen ergeben sich eine groBe Anzahl allgemeiner Resultate,
die nicht nur fiir die geometrische Kurvenlehre, sondern zum Teil auch
fiir die Funktionentheorie reeller Variabeln Neues bringen.

8 1.
Die Definitionen der Singularititen.

1. Ein Punkt P, dem m bzw. unendlichviele #Parameter zugehdren,
heiBe ein m-facher bzw. unendlichviclfacher Punkt; in P liegen m bzw.
unendlichviele Kurvenpunkte vereinigt. Wir sagen auch, der Punkt P séi
von m*™ bzw. von unendlichem Vielfachheitsgrad. Besitzt eine Kurve nur-
endlichvielfache bzw. nur beschrinkt-vielfache Punkte, so sagen wir der
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Vielfachheitsgrad der Kurve sei endlich bzw. beschrinkt. (Ist im letzteren
Falle # das Maximum der Vielfachheitsgrade der Kurvenpunkte, so nenne
man 7 zugleich den Vielfachheitsgrad der Kurve.) Enthilt dagegen die
Kurve auch unendlichvielfache Punkte, so sage man, der Vielfachheitsgrad
der Kurve sei unendlich; ist hierbei der Vielfachheitsgrad der Kurven-
punkte hochstens abzihlbar baw. hichstens von der Michtigkeit des Kon-
tinuums, so bezeichne man den Vielfachheitsgrad der Kurve als abzihlbar
bzw. als von der Michtigkeit des Kontinuums.

Im folgenden bezeichne ¢ immer einen Parameter, P einen Punkt der
Ebene; wenn, wie bei mehrfachen Punkien, in einem Puokt P mehrere
Kurvenstellen vereinigt liegen, so bezeichne P(f) oder P, die zum Para-
meter ¢ gehorende Kurvenstelle in P.

2. Das zu den Parametern £, < ¢ bzw. ¢,>>¢ gehirende Kurvenstiick
soll der vordere bzw. hintere Kurvensug von P(t) heiBen.

Hat man eine gegen ¢ konvergierende Folge von Parametern #,,%,%,- -
wobei alle #, < ¢ (bzw. alle ¢ > ¢) sind, und gehéren zu dieser Folge {4}
lauter von P(t) verschiedene Punkte {P,} und ist die von £ ausgehende
Halbgerade a, die Grenzlage der Folge der Halbgeraden { PP;}, so heiBe
a, eine vordere (bzw. hintere) Halblangente von P(#). Ergibt sich fiir alle
gegen ¢ von vorn (bzw. hinten) konvergierenden Parameterfolgen dieselbe
Halbtangente a@,, so heiBt die Stelle P(¢) vorn (bez. hinten) differensierbar.
Jede Gerade, die eine vordere oder hintere Halbtangente von P(¢) ent-
hilt, nennen wir Tangente oder, wenn eine genauere Bezeichnung notig
ist, allgemeine Tangente. Ist die Stelle P(¢) vorn und hinten differenzier-
bar und liegen die vordere und hintere Halbtangente in einer Geraden @,,
o heiflt die Stelle P(3) vollsidndig differencierbar; G, ist die einzige Tan-
gente von P(?) und werde, wo eine Unterscheidung von den allgemeinen
Tangenten ndtig ist, wirkliche Tangente genaunnt. Sind in einer differenzier-
baren Stelle die vordere und hintere Halbtangente entgegengesetzt ge-
richtet, so haben wir eine gewthnliche differenzierbare Stelle, fallen sie
zusammen, 30 haben wir eine Spitze. Ist die Stelle P(#) vorn und hinten
differenzierbar, aber liegen die vordere und hintere Halbtarigente  nécht
in einer Geraden, sondern bilden einen Winkel ¢ miteinander (wobei immer
& <), so haben wir eine vorn und hinten differenzierbare Ecke von der
Grife s. Allgemeiner mennen wir eine (auch vorn und hinten nicht dif-
ferenzierbare) Stelle P(t) eine Ecke von der Grfe z, wenn man einen
Winkel 4 <z finden kann, sodaB alle vorderen und hinteren Halbtangenten
von P(t) innerhalb dieses Winkels 7 eingeschlossen sind, und wenn & den
Kleinsten*) aller dieser Winkel 5 darstellt und auBerdem von Null ver-

*} Ein solcher kleinster Winkel (dessen Schenkel selbst Halbtangenten sind),
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schieden ist. Jede (differenzierbare oder nichtdifferenzierbare) Stelle, die
weder Spitze noch Ecke ist, soll eine gewihnliche Stelle heiBen. Eine
differenzierbare Stelle P(¢) heiBt stetig differensierbar, wenn die Tangente
in P(¢) die Grenzlage aller Folgen von Nachbartangenten ist. Eine Kurve,
die lauter stetig differenzierbare Stellen enthilt, wird selbst stetig dif-
ferenzierbar genannt.

3. Ein mebrfacher Kurvenpunkt P heie ein wvollstindiger Selbstbe-
rihrungspunkt, wenn von P zwei Halbgerade ausgehen, sodaB fiir jede in
P liegende Stelle P(#) die eine eine vordere, die andere eine hintere
Halbtangente ist; andernfalls heife P ein eigentlicher mehrfacher Punkt.

Eine mehrfache Tangente a werde wollstandige Selbsiberiihrumgstan-
gente genannt, wenn alle Berithrungsstellen von a in einen einzigen Punkt
zusammenfallen; andernfalls heiBe a eigentliche mehrfache Tangente.

4. Bei den Kurven endlichen Vielfachheitsgrades existiert (wie man
es aus der Lehre der reellen stetigen Funktionen gewohnt ist) in jeder
Kurvenstello immer entweder eine eineige vordere (bzw. hintere) Halb-
tangente oder ein ganzer Winkelrawm von solchen.

Beweis. Bei Kurven von endlichem Vielfachheitsgrad kann man za
jedem Parameter ¢ eine endliche Umgebung 7z = (f,---¢--- ;) finden, derart,
daB nur ¢ und sonst keinem andern Parameter von v der Punkt P zu-
geordnet ist. Gibt es in P(#) zwel verschiedene vordere (bzw. hintere)
Halbtangenten a, , und gy ,, die den Winkel  und (2% — ) begrenzen, o
existieren zwei gegen P(f) konvergierende Folgen von Kurvenpunkten,
{P;} und {Py;} derart, daB die Sehnen {_P-?;} gegen a,, und die
Sehnen {PP,,} gegen a,, konvergieren. Man wihle nun solche Teilfolgen
{P;} und {P{,} aus, daB die zugehtrigen Parameter die Anordnung

tg,s‘ < tg,i < t?,i+1
besitzen. Da filr gentigend groBe i die Kurvenstiicke €, = (P?, PJ;) nicht
durch P(¢) hindurchgehen, so besitzt P(¢) eine endliche Entfernung von
diesen €, und deshalb wird jedes dieser €, von allen durch P(¢) gehenden
Halbgeraden eines der beiden Winkelriume < (P2 ; P@); F),) getroffen.
Es wird also sicherlich einer der beiden Winkel ¢ oder (2w —¢) von
Halbtangenten des Kurvenpunktes P(¢) vollstindig erfillt. q. e. d.

5. Der vorstehende Satz ist dagegen fiir Kurven unendlichen Vielfach-
heitsgrades nicht mehr allgemein richtig: In unendlichvielfachen Punkten P
konnen zu einer Stelle P(f) auch verschiedene, getrennt liegende vordere

existiert hier immer, ds unten (Nr, 5) gezeigt wird, daf die Halbtangenten einer Stelle
P(f) immer eine endliche oder abgeschlossene Menge bilden.
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(ebenso hintere) Halbtangenten gehoren. Solche Stellen P(f), bei denen
die vorderen oder die hinteren Halbtangenten nicht eine einzige Halbgerade
darstellen oder einen einzigen Winkelraum erfiillen, sollen Strahlenpunkte
genannt werden; die verschiedemen, getrennt liegenden einzelnen Halb-
geraden und vollen Winkelrfiume, aus denen die Menge der vorderen bzw,
der hinteren Halbtangenten einer Stelle P(¢) sich zusammensetzt, sollen
die vorderen bzw. hinteren Strahlen von P(¢) heiBen.

Die Moglichkeit der Ewistenz solcher Strahlenpunkte in unendlichviel-
fachen Kurvenpunkten ergibt sich aus den folgenden Beispielen:

Beispiel fiir Strahlenpunkte mit endlichvielen Strahlen (vgl. Figur 1):
Man wihle etwa n vom Punkte P ausgehende Halbgeraden a, (i=1,.-,1)¥)
und zu jeder der Halbgeraden g, eine unendliche Folge von ineinander-
liegenden Schleifen
{&,},, die alle in P
die Halbgerade a;, be-
rithren (etwa in P
Spitzen haben); mit
wachsendem % soll
die Linge der Schlei-
fen und der Winkel,
unter dem die Schlei-
fen von P aus ge-
sehen werden, wie

—;c— gegen Null ab-

nehmen. Nunmehr
teile man das Para-
meterintervall (f,£,}
mittels der gegen 7,
konvergierenden Parameterfolge |7, } in eine Intervallfolge { z,,} #*). Schlief-
lich lasse man den Parametern {#,} und #, den Punkt P entsprechen und
ordne dem Intervall z,, , die Schleife (&,), zu. Dann sind die Halb-
geraden ay,-- -, a, die alleinigen (vorderen bzw. hinteren) Halbtangenten
und Strahlen fiir P().

Wollte man auch Strahlen erhalten, die aus einem ganzen Winkel-
raum von Halbtangenten bestehen, so hiitte man im vorigen fiir das betr. §
den Winkel, unter dem die Schleifen {&,}, von P aus erscheinen, etwa
konstant zu halten.

Fig. 1.

*) n ist eine beliebige ganze Zahl.

*) Um vordere Strablen zu erbalten, mu8 ¢, rechter Endpunkt des Parameter-
intervalls (¢, - - ¢,) sein, um hintere Strahlen zu erhalten, linker Endpunks.



Uber die Singularititen der reellen ebemen Kurven. 4856

Beispiel fiir Strahlenpunkte mit absihlbor unendlichvielen Strahlen.
Man nehme eine unendliche Folge von Halbgeraden {a;} durch P, ver-
fabhre im tibrigen.wie vorhin; nur ordne man z. B. dem Intervall v, dann
die Schleife (&,); zu, wenn m die %* ganze Zahl ist, die sich aus ¢ Prim-
zahlen multiplikativ zusammensetzt.

Satz. Die Menge der (vorderen bazw. hinteren) Halbtangenten und
ebenso die Menge der (vorderen bzw. hinteren) Sirahlen eines Kurvenpunkies
ist émmer endlich oder abgeschlossen.

Beweis. Es sei die Menge der (vorderen bzw. hinteren) Halbtan-
genten des Kurvenpunktes P, nicht endlich und man habe irgendeine
Folge {a,}, von Halbtangenten, deren Hiufungshalbgerade a, sei. Jede
Halbtangente a, ist selbst Hiufungshalbgerade von Sehnen +r® (%¥=1,2,.-.),
die P, mit Nachbarpunkten verbinden. Nun wihle man aus diesen Sehnen
die Folge {r®} aus; dann ist o, Hiufungshalbgerade dieser Folge von
Sehnen, also Halbtangente von P,. Die Menge der (vorderen bzw. hinteren)
Halbtangenten von P, ist also endlich oder abgeschlossen; daraus folgt
dasselbe auch fiir die (vorderen bzw. hinteren) Strahlen von P,. Ist ném-
lich {s,} eine einfache Folge von Strahlen, so repriisentiere man jedes s;
durch eine in ihm enthaltene Halbtangente a;; a, sei die Haufungshalb-
tangente von {g,}; dann kann @, keinem s; fiir 4 > 2 angehtren, da die
s; alle voneinander durch Halbgerade, die nicht Halbtangenten sind, ge-
trennt liegen. Deshalb gehort a, einem von allen s, fiir ¢ > 2 verschie-
denen s, an. g.e. d.

Satz. Jede endliche oder abgeschlossene Menge von (vorderen bzw.
hinteren) Halbiangenten und ebenso von (vorderen bzw. hinteren) Strahien
st in einem Kurvempunlie moglich.

Beweis. Fir endliche Mengen ist der Beweis schon durch Auf-
stellung des obigen Beispiels (8. 484) erbracht; es ist also jenes Beispiel nur
noch fiir beliebige abgeschlossene Mengen zu verallgemeinern. Man bilde
zu diesem Zweck wieder die gegen #, konvergierende Intervallfolge {z,}.
Nun trage man an P(¢) die verlangte abgeschlossene Menge 4 von
Halbtangenten an. Die Komplementirmenge von A besteht aus den
inneren Punkten einer abzihlbaren Menge von nicht tbereinandergreifen-
den Winkeln {¢,}. Die Menge A4 wird moglicherweise gewisse Winkel
%; vollsténdig erfillen. Die beiden Schenkel eines Winkels y, sollen mit
6® und ¢®, die von @, mit £, und f;* bezeichnet werden. Die Ge-
samtheit aller im Innern der Winkel y, enthaltenen Elemente von A4 soll
B genannt werden. Man trage nun in jedem Intervall v, eine zu der
abgeschlossenen und nirgends {berall dichten Menge (4— B) #hnliche
Parametermenge 7. auf. Allen Elementen dieser simtlichen Mengen T
goll in der Kurvenshene unser Punkt P entsprechen. Den Intervallen g,
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figen wir je eine Folge von Schleifen {§,?} ein, die alle ganz im Innern
von g, verlaufen und die Halbgeraden ¢, und ¢, in P berithren; auBer-

dem soll die Sehleifenlinge proportional zu y, - %— sein. Jedem Intervall

@, sollen zwei Folgen von Schleifen, {%(1’,),} und { ;‘?x}, eingefligt werden,
die ganz im Innern von @, verlaufen und bezichungsweise £, und £,

beriihren; die Linge dieser Schleifen und der Winkel, unter dem sie von
P aus erscheinen, seien proportional zu ¢, - % Nun werden durch die

Menge T, in 7; die Intervallmengen {d,}, und {d,}; bestimmt, die den
Winkelmengen {gp,} bzw. {7,} shnlich sind. Man ordne jetzt jedem Para-

meterintervall (4,), bzw. (4,), die Schleifen %ff)x + i};”) ) bzw. 6 zu. Hier-
mit ist die Konstruktion des verlangten Beispiels durchgefiihrt und seine

Maglichkeit erwiesen. q. e. d.

6. Hat man einen Strahlenpunkt P(#) mit zwei vorderen Halbtan-
genten a, und a,, welche die entgegengesetzten Halbgeraden einer und
derselben Geraden &
sind, und sind entweder
a, oder a, oder beide
die einzigen hinteren
Halbtangenten von P (%),
so ist @ die einzige
Tangente von P(?), ohne daf P(¢) eine einzige vordere bzw. hintere Halh-
tengente besitzt (vgl. Fig. 2)*). Also ist damit gezeigt:

Ist P ein unendlichvielfacher Punks, so kanm in der Stelle P(t) eine
eingige Tangente existieren, ohme dafi P(t) vorn und hinten differensierbar
au sein braucht.

Eine solche Tangente heiBe eine auferordentliche Tangente. Nach
der Definition 8. 482 rechnen wir eine solche Stelle nicht zu den vollstindig
differenzierbaren.

Bine Kurve, die an jeder Stelle eine einsige Tangente besitat, soll
tangierbar genannt werden. Wenn diese Tangenten eine stetige Gesamt-
heit bilden, soll die Kurve stetig tangierbar heiBen**); (eine stetig tangier-
bare Kurve braucht, wie Fig. 2 zeigt, noch nicht tiberall stetig differenzier-
bar zu sein).

*) Diege Figur zeigt, dab ein solcher Strahlenpunkt P(¢) mit einziger Tangente -
sogar bei einer Kurve vorhanden sein kann, die sonst iberall stetig differenzierbar ist.

™) Es ist fiir das Splitere zu bemerken, daB bei einer stetig tangierbaren Kurve
jeder Punkt mit auBerordentlicher Tangente Hiufungspunkt von Spitzen ist.
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7. Hat man zwei von verschiedenen Seiten gegen ¢ konvergierende
Parameterfolgen
t1<tg<t3<"‘<t< <t3,<tg'<t1,
und sind die @u 4, und {’ gehSrenden Kurvenpunkte P; und P, von-

einander verschieden, so heiBe jede Grenzgerade der Sekanten { P, P;) nach
J. Hjelmslev*) eine Gremssekante von P(3).*¥)

Jede Tangente von P(¢) ist, wie leicht ersichtlich, zugleich eine
Grenzsekante. Die Grenzsekanten, die nicht (eigentliche) Tangenten sind,
kann man im AnschluB an C. Juel **¥) uneigentliche Tangenten nenmen,

8. Die Menge der Kurvenstellen, von denen eine Grenzsekante durch
den festen Punkt A hindurchgeht, heife die Klasset) von A in besug
auf die Kurve. Ist jeder Punkt 4 der Kurvenebene von endlicher bzw.
beschriinkter Klasse, so heifle die Kurve selbst von endlicher bzw. be-
schrinkter Klasset). Ist in letzterem Fall % die Maximalzahl der Klassen
aller Punkte in bezug auf die Kurve, so heile % die Klasse der Kurve.
Gibt es Punkte 4, deren Klasse in bezng auf die Kurve unendlich oder
genauer von der Michtigkeit m ist, und existiert kein Punkt, dessen Klasse
von héherer Michtigkeit als m ist, so heifit die Kurve selhst von unend-
licher Klasse bzw. von Klasse der Miachfigkeit m.

Analog ist Ordnung zu definieren. Die Menge von Kurvenstellen, die
auf ciner festen Geraden a liegen, heifle die Ordnung von a in besug
auf die Kurve. Genan, wie soeben hei der Klasse, ist dann endliche, be-
schriinkte, unendliche Ordnung der Kurve und Ordnung % bzw. Ordoung
der Machtigkeit m der Kurve zu definieren.

Hierbei soll jedoch jede der Kurve angehorende, in einem Zug durch-
Yaufene Strecke einschlieBlich der Endpunkte als ein eineiger (,perlingerter 1))
Punkt zihlen. )

%) J. Hjelmslev, Overs. ov. Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Forhandl. 1911, Nr. 8,
S. 486.

* P, du Bois-Reymond und A. Harnack bezeichnen bei reellen Funkiionen als
,xoittleren Differentialquotienten®, was hier Richtung d. Grenzsekeute genannt wird,
vgl. Math, Ann. 16, 8. 220 bzw. 23, 8. 256,

w0, Juel, Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrift, (8) X, Nr. 1 (1899), 8.9,89 u. 77,

4) Man kann einen anderen Klassenbegriff bilden, wenn man die uneigentlichen
Tangenten nicht mitzgthlt. Fir diesen Fall kaun men ebws den Namen Klasse im
engeren Sinn gebrauchen. Im Gegensatz hierzu whre der im Text definierte Begriff
ale Klasse ¢m weiteren Sinm zu bezeichnen. Im folgenden (lnsbes. in § 4) wird nur
die Klasse im weiteren Sinn betrachtet und stets kurzweg Klasse genanut.

+1) 8o bei J. Hjelmslev, a. a. 0., 8. 469—470 genannt,

++1) Solche Strecken konpen in hdchatens abzihlbsrer Menge in der Kurve vor-

handen sein,



488 A, RoSENTHAL.

9. Existiert ein Winkel ¢ < m der alle vorderen Halbtangenten und
die Verlingerungen aller hinteren Halbtangenten von P(¢) einschlieBt, so
sei der kleinste dieser Winkel ¢ mit 6, (0 < 6, <) bezeichnet; der
Scheitelwinkel 6, von o, stellt dann gleichzeitig den kleinsten Winkel
dar, der alle hinteren Halbtangenten und die Verlingerungen aller vorderen
Halbtangenten von P(t) einschlieBt. 6 sei der vollstindige Winkel, der
sich aus ¢, und 6, zusammensetzt. Nach Angabe von J. Hjelmslev*) (die
gich auf Jordansche Kurven bezieht, aber leicht allgemein bewiesen werden
kann) liegen dann alle Grenzsekanten von P(¢) innerhalb ¢ und erfiillen
¢ ginzlich. o moge deshalb der Gremeschantenwinkel von P(t) heiflen.
Existiert kein Winkel p < =, also auch nicht 6 < @, so ist jede Gerade
durch P (¢) Grenzsekante und wir sagen, der Grenzsekantenwinkel sei =u.
Es ist dann und nur dann o = 0, wenn P(#) eine gewohnliche differenzier-
bare Stelle ist (also vollstindig differenzierbar, ohne Spitze zu sein). Der
Kleinste Winkel ¢ bzw. §,, in den sich die vorderen bzw. hinteren Halb-
tangenten einschlieBen lassen, heile das vordere bzw. hintere Schwingungs-
intervall (der Halbtangenten) von P(t). ¢, und ¢, sind immer < 6.

10. Die Wendepunkie und Wendetongenten kann man geometrisch in
zwei verschiedenen Weisen definieren, indem man einmal die Eigenschaft
als trennende Tangente, das andere Mal die Eigenschaft als stationéire
Tangente hervorhebt. Tn allgemeiner Weise scharf gefaflt, lauten diese
Definitionen:

Definition a)**). Einen Kurvenpunkt W (¢) nenne man einen Wende-
punkt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) Es existiere in .W(¢) eine den vorderen und hinteren Kurvenzug
trennende Gerade w (die ,Wendetangente®), derart, daB ein endliches, an
W(t) anschlieBendes Stiick des vorderen Kurvenzuges ganz in der einen
von w bestimmten Halbebene [ev. einschlieBlich w selbst], ein ebensolches
Sttick des hinteren Kurvenzuges ganz in der anderen von w bestimmten
Halbebene [ev. einschlieBlich w selbst] gelegen ist.

Tritt, wie klein man auch das Kurvenstiick wihlt, eine der in [ ]
gesetzten Eventualititen ein, so sagen wir, der Wendepunkt sei qusgeariet.

2) w muB Tangente im Wendepunkt sein und zwar soll eine Halb-
gerade von w vordere Halbtangente, die andere Halbgerade von w hintere

Halbtangente in W(f) sein. (Man bezeichne sie mit vordere bzw. hintere
Wendehalbtangente.)

* & a. 0., S. 486.
**) Diese Definition ist hier nur fiir einen im Endlichen gelegenen Kurvenpunks

gegeben; flir einen unendlichfernen Punkt wende man zuerst eine Umprojektion ins
Endliche an.
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8) Die vordere Wendehalbtangente soll nicht zugleich hintere Halb-
tangente und die hintere Wendehalbtangente soll nicht zugleich vordere
Halbtangente von W(¢) sein.

Tm Falle der ausgearteten Wendepunkte hat man noch folgende weitere
Bedingung hinzuzufiigen:

4%) Auf beiden Seiten und in jeder noch so kleinen Umgebung von
t so0ll es Parameter geben, denen nicht auf w gelegene Kurvenpunkte ent-
sprechen.

Man tiberzeugt sich leicht durch geeignete Beispiele, daB die vor-
stehenden Bedingungen voneinander unabhiingig sind.

Definition b).*) Ein gewShnlicher Punkt W (#) heiBt hier ein Wende-
punkt, wenn sich eine Tangente w von W(f) (die ,,Wendetangente®) und
ein ¢ umschlieBendes endliches Parameterintervall o= (f,---£---#;) an-
geben liBt, derart, daB die Wendetangente w fiir alle zn v gehdrenden
Tangentenrichtungen ein (eigentliches oder uneigentliches) Extremum dar-
stellt.

Die Definition b), die den extremalen Charakter der Wendetangente
betont, hat der Natur der Sache nach nur fiir stetig famgierbare Stellen
eine Berechtigung.

Einen Wendepunkt nach Definition a) bzw. b) nennen wir Wende-
punkt der Gattung @) bzw. D).

11. Die beiden Definitionen a) und b) decken sich selbst bei dberall
stetig differensierbaren Kurven wicht, sondern es existieren Wendepunkie der
Gattung o), die nicht der Gattung b) amgehiren, und wmgekehrt.

_Durch Angabe der folgenden beiden Beispiele wird dies erwiesen.

Ein Beispiel einer iiberall n-fach stetig differenzierbaren Kurve, die
einen Wendepunkt der Gattung a) besitzt, der nicht der Gattung b) angehdrt,

erhilt man, wenn man die Nr. 27 angegebene Kurve y = f p(t)dt so um-
projiziert, daB der unendlich ferne Punkt der ¢-Achse ins Endliche trans-
formiert wird.

Das Gleiche wie in diesem Beispiel gilt von jedem Wendepunkt W(¥)
der Gattung 2), dessen Wendetangente w einen von W(f) verschiedenen
Punkt enthilt, von dem aus beiderseits gegen w sich hiufende Nachbar-
tangenten ausgehen.

*) Auch diese Definition b) bezieht sich nur auf im Endlichen gelegene Kurven-
punkte; wir wollen sagen, ein im Unendlichen gelegener Kurvenpunkt W, (t) sei .ein
‘Wendepunkt nach Definition b), wenn sich W, (@) durch eine projektive Transformation
in einen Punkt W’(f) verwandeln lif%, welcher der Definition b) gentigh. (Vgl. auch
Nr. 11w 14)

Mathematische Annalen, LXXIIIL 32
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Zugleich geht aus jenem Beispiel hervor, daB auch bei n-fach stetig
differenzierbaren Kurven Wendepunkte der Gattung b) projektiven®) Trans-
formationen gegeniiber wicht notwendig invariant sind. Dagegen ist der
Begriff des Wendepunkts der Gattung a) projektiven Transformationmen
gegeniiber stets invariant.

Beispiele von fiberall stetig differenzierbaren Kurven, die einen
Wendepunkt der Gattung b) besitzen, der nicht der Gattung a) angehdrt,
gtellen die Fig. 3 und 4 dar.*¥)

12, In diesen letzten Beispielen ist der Wendepunkt W ein Haufungs-
punkt von Spitzen. Man sieht in der Tat:

Ist ein Wendepunkt W(¢) der Gattung b) wicht Hiufungspunkt von
Ecken oder Spiteen, so gehirt er gleicheeitig der Gattung a) an.

Beweis: Man braucht (wegen der FuBnoten zu Nr. 10) den Beweis
nur fiir im Endlichen gelegene Punkte W(#) zu filhren. Wir konnen also
einen endlichen Bereich 3
um W herum abgrenzemn
und das Kurvenstiick g
betrachten, das W(¢)
enthilt und ganz inner-
halb J liegt. Wir wihlen

: nun auf w zwei auBer-
halb § gelegene Punkte @, und ¢,, die durch & getrennt werden. Wire
W Hsufungspunkt von Schnittpunkten P,(t) von Gy mit w (die ev.
auch mit W zusammenfallen konnten), so gingen von @, und @, aus
an jedes Stick (P,(t) - P, (¢, ) Stitzgerade ¢, und ¢,, die eigent-

Fig. 8.

Fig. 4.

liche Tangenten wéren, und diese wiirden, der Richtung nach, w um-

*) Dagegen bleibt der Begriff der Wendepunkte der Gattung b) affinen Trans-
formationen gegentber invariant.

**) In meiner Hab.-Schr. §. 18 ist ein weiferes Beispiel angegeben, bei dem auf
dem vorderen und hinteren Kurvenzug von W, die Tangente (ohne Beriicksichtigung
des Vorzeichens der Richtung) monoton variiert, und das durch geringfiigige Anderang
in einen Wendepunkt fibergeht, der gleichzeitig Gattung a) und b) angehbrt.
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geben, im Widerspruch mit der Definition b). Wiren beide Halb-
geraden w, und w, von w gleichzeitig vordere (bzw. hintere) Halb-
tangenten von W(t), so gébe es Halbtangenten von W(f), die in der
gleichen Halbebene von w liegend, w, und w, benachbart wiren, also
Tangenten, die w einschlossen. Darnach wiren noch zwei Moglichkeiten
vorhanden, die durch die Worte ,Schnabelspitzen und , Wendepunkte®
gekennzeichnet sind. Da aber in die Definition b) mit aufgenommen ist,
daB W(¢) ein gewShnlicher Punkt sein soll, so sind alle Bedingungen der
Definition a) erfillt. q.e.d

Wendepunkte, die gleichzeitig der Gattung a) und b) angehoren,
wollen wir als regulire Wendepunkte bezeichnen.

13. In einem tangierbaren Wendepunkt W(Z), sowohl der Gattung a)
wie b), ist nattirlich nur eine einzige Wendetangente vorhanden, da ja in
W (t) hier iiberhaupt nur eine einzige Tangente existiert.

Dagegen:

In einem wichi tomgierbaren Wendepunkt W (t) der Gattung a) kinnen
entweder eine oder swei verschiedene Wendetangenten vorhanden sein.

Beweis: Die Mbglichkeit, daB ein nicht tangierbarer (auch nicht
ausgearteter) Wendepunkt der Gattung a) zwei verschiedene Wendetan-
genten (w, und w,) besitzen kann, ergibt sich etwa aus folgendem
Beispiel:

y=sinx-sin% fir 2=—2 bis 2=+ 2;

dabei ist 2 = 0 der Wendepunkt und w; und w, sind durch y = + z dar-
gestollt.

Nach Bedingung 1) unserer Definition a) miissen die in W(#) vor-
handenen Wendetangenten w, so gelegen sein, daB die Kurve in W(#) in
bezug auf alle w, von der einen Halbebene in die andere tritt. Daraus
ergibt sich sofort, daB es hichstens zwei verschiedene Wendetangenten in
W(t) geben kann, q.e.d.

Aus Bedingung 2) folgt weiter, daB falls zwei verschiedene Wende-
tangenten w, und w; von W(f) existieren, der von e, und w, gebildete
Winkel mit dem Grenzsekantenwinkel ¢ identisch ist. Damit also itber-
haupt zwei Wendetangenten in W(¢{) moglich sind, muB das vordere
Schwingungsintervall der Halbtangenten = dem hinteren Schwingungs-
intervall = o sein.

14. Wir haben zuniichst den
Hilfssatz: Liegen auf einer Geraden a zwei Punkte P und ¢, von
denen aus eine Tangente an ein stetig tangierbares Kurvenstiick € geht,
32*
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so gehen auch von allen Punkten des einen der beiden durch P und @
auf @ bestimmten Abschnitte Tangenten an €.

Es kann pimlich nicht auf den beiden durch P und @ auf @ be-
stimmten Abschnitten a® und ¢® Strecken geben, durch deren Punkte
keine Tangenten an € gehen, da sonst die Tangentenrichtungen in Punkten
von @ Springe haben miiBten. Darnach muB also auf a® oder af® eine
zusammenhiingende Menge von Punkten liegen, die Tangenten an € senden,
und diese Menge muB, wie leicht ersichtlich, auch abgeschlossen sein.

Nun kann man zeigen:

Die notwendige und hinreichende Bedinguny dafiiv, daf ouf einer stetig
tangierbaren Kurve ein Wendepunkt W (t) der Gattung b), der wicht Haufungs-
punkt von Spiteen (also reguldr) ist*), jeder projektiven Tramsformation
gegendiber invariamt bleibt, ist, daf kein von W verschiedener Pumkt @ exi-
stiert (der notwendig auf w gelegen wdre), von dem aus an jedes noch so
Kleine W (£) enthaliende Kurvemstiick €, unendlich wviele Tangenten laufen.

Beweis: Nimmt man in hinreichender Nihe von W einen Punkt B
auf €y, so bildet die Gerade r = (R W) einen beliebig kleinen Winkel %

mit % und man kann R immer so wihlen, daB der Bogen RW ganz
in % liegt. Dann gibt es mindestens eine zu # parallele Tangente 7,

von RW, , deren Bertihrungspunkt B, Mazimum von EW in bezug auf

die Richtung von r ist. Jetzt kann man dasselbe fiir den Bogen RTVT’
machen. Man erhiilt so eine Reihe aufeinanderfolgender gegen W (#) kon-
vorgierender Bogenstiicke B;, die alle je mindestens eine Tangente 7; be-
sitzen, sodaB der Schnittpunkt S, von w mit 7, bei wachsendem ¢ immer
néher an W heranriickt. Existiert nun ein auf w gelegener und von W
verschiedener Punkt ¢, von dem aus unendlich viele Tangenten an €;
gehen, so gehen nach dem vorstehenden Hilfssatz von allen Punkten eines
der beiden von W und @ auf w bestimmten Abschnitte umendlich viele
Tangenten an €,; sei dieser Abschnitt von w mit w® bezeichnet. Zieht
man jetzt irgend eine w® in einem Punkte U treffende Gerade % und
macht man « durch Umprojektion zur unendlichfernen Geraden, so wird
bei dieser Transformation der W(f) entsprechende Punkt W'(f) nicht mehr
ein Wendepunkt- der Gattung b) sein. Also ist unsere Bedingung notwendig.

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Wenn nimlich aus W(f)
durch projektive Transformation ein Punkt W'(¢) wird, der nicht mehr
Wendepunkt der Gattung b) ist, so gibt es in jeder beliebigen Nihe von
W'(t) Tangentenrichtungen, welche die Richtung von w’ einschlieBen; daher

*) Diese Voraussetzung kann nicht entbehrt werden; fiir Hiufungspunkte von
Spitzen gilt der Beweis und.der Satz nicht mehr.
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gibt es in jeder beliebigen Néhe von W'(¢) Stellen P/, deren Tangenten
die Richtung von w’ besitzen. Deshalb muB, auch wenn die Stellen P,
auf w selbst liegen, der unendlichferne Punkt Q. der Geraden u’ upend-
lichviele Tangenten an jedes moch so kleine W'(¢) enthaltende Kurven-
stiick senden. Es mub also auck vor der Projektion ein derartiger yon
W verschiedener Punkt @ auf « vorhanden gewesen sein, was der vor-
ausgesetzten Bedingung widerspricht. g. e. d.

Bei Erfiillung der gleichen Bedingung ist auf einer steliy tangierbaren
Kurve ein Wendepunkt der Gattung o), der nicht Haufungspunkt von Spiteen
si, sugleich reguldr.

Beweis: Wiirde der Wendepunkt W(¢) der Gattung a), dagegen
nicht der Gattung b) angehdren, so gibe es auf jedem noch so kleinen
W(t) enthaltenden Kurvenstiick €, Tangentenrichtungen, welche die Rich-
tung von w einschlieBen. Daraus folgt, genau wie vorhin, daf der un-
endlichferne Punkt Q. von e« unendlichviele Tangenten an §, senden
wiirde, im Widerspruch mit unserer Bedingung. q.e.d.

Die in den beiden vorstehenden Sitzen verwendete Bedingung ist,
auf jeden Kurvenpunkt erstreckt, wie im § 5 gezeigh wird, (neben der
Porderung, daB die Kurve keine Strecke enthalten soll) zugleich der wesent-
lichste Bestandteil der Bedingung der Dualisierbarkeit einer Kurve. Im
Feall der Dualisierbarkeit ist also jeder Wendepunki, der nicht Héufunge-
punkt von Spitzen ist, regulir und gegeniiber projektiver Transformation
invariant und auBerdem ist hier die Wendepunktdefinition der Gattung b)
dual zur Definition der Spitze.

Letateres folgt darsus, daf mit der oben gegebenen Spitzendefinition
die folgende identisch ist: Ein Kurvenpunkt S; mit der Tangente s heift
Spitze, wenn die Nachbarpunkte von S, durch jede von s verschiedene
durch § gehende Gerade g nicht getrennt werden. Das Duale hierzu ist
aber, wenn man noch hinzunimmt, daB W, keine Spitze (Schnabelspitze
u. dergl) sein soll, im Falle der Dualisierbarkeit mit obiger Definition b)
dem Inhalt nach identisch.

§2
Die in einem Punkt vereinigten Singularitiiten,

15. Aus dem in dey Einleitung Gesagten folgt, daB die Menge der
einem Punkt P zugehorigen Parameter endlich oder abgeschlossen und
nirgends dicht ist.

Alle drei hierin enthaltene Moglichkeiten der Parametermengen (end-
liche, abzihlbare Menge oder Menge von der Michtigkeit des Kontinuums)
kéunen wirklich vorkommen, wenn die in P vereinigten Kurvenpunkte P(t)
auch nicht-differenzierbar sein dtrfen. Diese drei Moglichkeiten kénnen
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auch noch eintreten, wenn alle P(t) entweder (vorn und hinten bzw. voll-
sténdig) differenzierbar oder sogar alle stetig differenzierbar sein sollen,
vorausgesetzt daf eine geniigende Menge der P(¢) Spitzen oder Ecken sind.
Dies geht aus den weiter unten (Nr. 17) gegebenen Beispielen hervor, bei
denen in P, dessen Vielfachheitsgrad abzihlbar bzw. von Michtigkeit des
Kontinuums ist, Spitzen oder Ecken in abzihlbarer Menge bzw. in einer
Menge von der Michtigkeit des Kontinuums vorhanden sind. Man kann
aber ferner beweigen:

Sind alle in P vercinigten Kurvenpunkte P(§) vorn und hinten diffe-
renzierbar wnd sind nwr abzihlbor wviele baw. nur endlichviele von hner
Spitzen oder Ecken, so ist P nur ein abzihlbar- bew. endlichvielfacher Punk.

Also:

Eine diberall vorn und hinten differenzierbare Kurve mit nur obzdhlbar
vielen bew. mit nur endlichvielen Spitzen oder Ecken ist von hichstens ab-
#iiklbarem baw. von endlichem Vielfachheitsgrad.®)

Dies folgt unmittelbar aus dem nachstehenden Satz:

Entsprechen der Parameterfolge {¢,) in P vereint liegende ,gewihn-
liche (differenzierbare oder nichtdifferenzierbare) Kurvenpunkte, so ent-
spricht dem Haufungsparameter ¢, ein in P liegender ,gewdhnlicher” wichi-
differenzierbarer Punkt.

Beweis: Wire P(f,) eine Ecke oder Spitze, so miite ein Winkel
#,< m existieren, derart daB simtliche vorderen und hinteren Halb-
tangenten von P(4,) in diesem Winkel enthalten sind. Nun wihle man
einen so kleinen Winkel ¢, daB auch (9,4 &) <=z ist. Dann miibte eine
gewisse endliche Umgebung = von £, existieren, sodaB alle den Werten
von 7 entsprechenden Kurvenpunkte im Winkel (#,+ £) liegen. Es miiBten
also auch, yon einem gewissen ¢ ab, fiir alle P(f) die zugehérigen vorderen
und hinteren Halbtangenten im Winkel (8,4 ¢) liegen, was im Widerspruch
damit steht, daB alle P(#,) ,gewdhnliche“ Punkte sein sollen. HEs ist also
P(i,) ein ,gewohnlicher” Punkt. Greift man nun noch aus {} eine Teil-
folge {#,} heraus, sodaB entweder alle {,< ¢, oder alle #,> ¢, sind, so er-
gibt sich in gleicher Weise, daB das Schwingungsintervall der vorderen
oder der hinteren Halbtangenten von P(¢,) ==, also P(¢,) nicht diffe-
renzierbar ist. gq. e d.

Hieraus folgt noch:

Die Parameter der in einem Punki P vereint liegenden gewihnlichen
Punkte sowie der gewdhmlichen nichi-differenzierbaren Punkte bilden eine
abgeschlossene Menge.

*) Man kann noch zeigen, daf der Vielfachheitsgrad einer stetiy differenzier-

baren Kurve mit nur endlich vielen Spitzen soger immer begchrinkt ist. Es ergibt
gich dies aus dem Hilfssatz von Nr. 41.
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Die Parameter der in P liegenden gewohnlichen Punkte, deren Grene-
sekantenwinkel <z ist, bilden eine dsolierfe Menge.

Die Parameter der in P liegenden gewohnlichen differeneierbaren Punkte
bilden eine solierte Menge und sogar nur eine endliche Menge, wenn alle
in P liegenden Kurvenpunkte vorn und hinten differenzierbar sind.

16. Zu den gewdhnlichen Punkten gehdren inshesondere auch die
Wendepunkte und zwar ist fir diese, wenn sie zur Gattung a) gehdren,
sicher der Grenzsekantenwinkel < m. Also haben wir:

. Die Parameter der in einem Punkt P vereint liegenden Wendepunkie
der Glattung a) bilden eine isolierte Menge.

Dieser Satz gilt nicht mehr fiir Wendepunkte der Gattung b); sondern
die 'in einem Punkte P vereinigten Wendepunkte der Gattung b) konnen
(wenn sie nicht alle differenzierbar, sondern etwa nur tangierbar sind)
auch eine abgeschlossene, ja sogar eine perfekte Menge bilden, wie man
aus folgendem Beispiel sieht:

Man nehme eine Gerade @, die durch den Punkt P in zwei Halb-
gerade @, und a, zerlegt wird. Dann bilde man zwei Folgen von iiberall
stetig differenzierbaren, zweispitzigen Schleifen, {&,}, und {&,},, die alle
von P ausgehen und nach P zuriickkehren; derart, daB alle (&,), in ihren
beiden Endpunkten ¢, und alle (&), in ihren beiden Endpunkten a, als
einzige Halbtangenten besitzen. Die heiden Folgen {&,}, und {&,}, sollen
auf den beiden entgegengesetzten Seiten von @ liegen. Die Richtung von
& soll ein eigentliches Extremum der Tangentenrichtungen jeder Schleife
darstellen. Ferner soll die Linge von (&,),, der Winkel, unter dem (&),
von P aus gesehen wird, sowie die Variation der Tangentenrichtungen
auf (&,), proportional zu 7} gein. Nun nehme man wieder, wie in dem
Beispiel S.485/486, eine perfekte nirgends dichte Parametermenge T, welche
die Parameterintervalle {7;} bestimmt. Man ordne hierauf jedem Werte von
T den Punkt P zu und jedem Intervall 7, die Doppelschleifen (&), + (&));.
So erhilt man die gewiinschte Kurve, die tiberall stetig tangierbar ist und
alle in P vereinigten Kurvenstellen zu Wendepunkten der Gattung b) hat.

Dagegen bilden nach Nr. 15 die in einem Punkte P vereinigten déffe-
rengierbaren Wendepunkte der Gattung b) immer eine ésolierie Menge.

Und allgemein gilt noch fir Gattung a) und b):

Bei einer vorn und hinten differenzierbaren Kurve konnen nur endlich
viele Wendepunkte in einem Punkt P vereint liegen.

17. Wir gehen nunmehr zu den Ecken und Spitzen tber und haben
zundchst, wie oben angedeutet, durch Beispiele die Existenz von ungndlich
vielfachen Ecken bzw. Spitzen bei (vorn und hinten bzw. vollstindig und
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stetig) differenzierbaren Kurver nachzuweisen. Ein solches Beispiel einer
itberall vollstiindig differenzierbaren Kurve, bei welcher die in einem
Punkt P vereint liegenden Spitzen eine abzéhlbare Menge oder sogar eine
Menge von der Michtigkeit des Kontinuums bilden, ergibt sich, wenn
man in dem 8. 485/486 konstruierten Beispiel die einem Parameterintervall z;
entsprechende Teilfigur betrachtet. Diese Kurve wird sogar iiberall stetig
differenzierbar, wenn man die in Fig. 1 verwendeten Schleifen mit nur je
einer Spitze durch die in Fig. 2 gebrauchten zweispitzigen Schleifen er-
setzt. Kin &hnliches Beispiel einer iiberall stetig differenzierbaren Kurve
mit einer perfekten in P vereinigten Menge von Spitzen ist in Fig. b
angedeutet; hierbei kann man sich die Parameter auf dem die Figur ein
schlieBenden Kreis aufgetragen denken und die perfekte Parametermenge T'
in bekannter Weise durch fortgesetzte Dreiteilung erhalten.

Durch geringe Abinderungen der Konstruktionen erhilt man unend-
lich vielfache Ecken und zwar abzihlbar vielfache Ecken bei vorn und
hinten differenzierbaren Kurven.
Fig, 5 kann man beispielsweise so
verdndern: Jedem Intervall 7; der
durch die perfekte Parametermenge
T ausgeschlossenen Intervallmenge
{#;} lasse man nicht mehr eine
Schleife &, entsprechen, welche die
Schenkel des v; aus P projizieren-
den Sektors g, beriihrt, sondern eine
dhnliche Schleife &/, welche die
Schenkel eines anderen Sektors o,
bertihrt. L#Bt man dabei ¢ da-
durch entstehen, daf man 6; nach

beiden Seiten hin um etwa je —i—ﬁ,.

vergr6Bert, so erhilt man eine
ttberall vorn und hinten differenzierbare Kurve mit einer (in sich dichten)
abzéihlbaren Eckenmenge; jedem Endpunkte von 7, entspricht nimlich eine
Ecke der GroBe —(l;-q; allen iibrigen Punkten von 7' dagegen entspricht
wieder eine Spitze, deren Menge also wiederum von der Miichtigkeit des
Kontinuums ist. LaBt man jedoch o, etwa dadurch entstehen, daB man
o; nach beiden Seiten hin um den konstanten Winkel & vergroBert, so
erbilt man in P eine perfekte Menge von nicht mehr vorn oder hinten
differenzierbaren Ecken der GroBe ;> 2% (ohne Spitzen in P).

18& Wir haben zuniichst den
Hilfssatz: Eine Ecke P(t,) der Grofe & kann nicht Hiufungsstello
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von ebenfalls in P liegenden Ecken {P(4)} der GroBe &; > 9, sein, wo-
bei 9, ein fester Winkel > & ist.

Beweis: Nimmt man eine beliebig kleine WinkelgrdBe &, so kann
man immer eine endliche Umgebung v von ¢, finden, derart, daB das za
T gehorige Kurvenstiick ganz im Winkel (84 2¢) liegt. Man wihle nun
& 80 klein, daB (&4 2&) < &, ist. Dann kann also P(f,) vicht Hiufungs-
punkt von Ecken { P(2)} sein, die ebenfalls in P liegen und deren Winkel
&, 20, ist. q. e d

Speziell sagt dies aus:

Eine Spitze in P kann nur Hiufungspunkt von ebenfalls in P liegenden
Ecken { P(Z)} sein, wenn deren Winkel &, mit wachsendem ¢ unter jede
beliebig kleine WinkelgroBe herabsinkt.

19. Nunmehr ergibt sich der

Satz: Die Parameter t,, welche allen in einem Punkte P vereint
Liegenden Spitzen entsprechen, bilden eine innere Grensmenge™)

Beweis: Um jeden Parameter £, unserer Spitzen legen wir eine Folge
von Parameterintervallen {0¢}, derart daB

1) in 69 kein Parameter sich befindet, der einem in P liegenden ,ge-
wihnlichen® Kurvenpunkt entspricht. (Dies kann man immer tun, da
nach Nr. 15 ¢, nicht Hiufungsstelle von Parametern von sgewdhnlichen®
in P liegenden Kurvenpunkten sein kann.)

2) in 0% kein Parameter sich befindet, der einer in P gelegenen Ecke
entspricht, deren Winkel & > &, ist; dabei sei 9, der dem Werte ¢ ent-
sprechende Winkel aus der gegen Null abnebmenden Reibe von ‘Winkeln:

* Kann man jeden Punkt P der linearen Punktmenge  so mit einer Intervall-
folge {d“;)} nmgeben, daf kein zu F nicht gehdrender Punkt existiert, dex fiir jedes ¢

innerer Punkt mindestens eines der F zugeordneten Intervalle ist, so wird (nach
“W. H. Young) E eine innere Grenzmenge genannt.

Uber den Begriff und die Eigenschaften der inneren Grenzmengen siehe:
'W. H. Young, Leipz. Ber. 65 (1908), 8. 287 und Proc. Lond. Math. Soc. (2) 1 (1904),
8.962; W.H. u. Q. C. Young, The theory of sets of points, Cambridge 1906, 8, 68/75;
ferner B. W. Hobson, The theory of functions of a real variable, Cambridge 1907,
8. 127/136. Insbesondere sei an die Haupteigenschaft erinnert, daf nimlich die jnneron
Grenzmengen entweder endlich oder abzdhibar oder von Miichtigheit des Kontinuums
sind; letzteres pur, wenn die Menge einen in sich dichten Bestandteil enthilt.

W. H. w. G. C. Young, 1 c., bezeichnen, was in den friheren Abbandlungen und
bei B. W. Hobson ,inner limiting set* genanui ist, mit ,,ordinary inner Lmiting set*;
hier wird immer einfach pinnere Grenzmenge® gessgt.

A. Schoenflies hat die imneren Gremzmengen und ihre Komplementirmengen
Borelsche Mengen genanst; vgl. Bericht tiber Mengenlehre, Jahresber. d. Disch. Math.-
Ver. 8 (1899), 5. 110 und Ergiinzungshand II (1908), 8. 80/83.
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F > >H> >8> >0

(Auch dies ist, nach dem vorhergehenden Hilfssatz, immer mdglich.)

3) 04+Y liege ganz innerhalb 8% (fir jedes festgehaltene «).

4) lim 9= 0.
Auf diese Weise wird eine Intervallmenge erhalten, welche eine innere
Grenzmenge 7' definiert, wobei nur noch zu zeigen ist, daB T ausschlieB-
lich aus den Parametern ¢, besteht, die den in P liegenden Spitzen eni-
sprechen: Angenommen zu T' wiirde ein anderer Parameterwert ¢, gehoren,

der nicht einer in P gelegenen Spitze entspricht. Dann gébe es eine Inter-
vallfolge {6‘(;) }» so daB t, innerhalb jedes Intervalls 6;;) liegt und lim 6{‘;) =0

ist. £, ist dabei Haufungspunkt von Parametern ¢, und deshalb liegt der
¢; entsprechende Kurvenpunkt in P. Wegen 1) kann P(#;) kein ,gewShn-
licher“ Punkt sein. Wire P(t;) eine Ecke von der GroBe &, so kinnte
man ¢ 80 grofl wihlen, da8 9;< &, ist; dann wiirde aber (fiir dieses und
alle groBeren 7) nach 2) 6:;) den Parameter ¢, entgegen der Annahme nicht

umfassen. Also muB 7' ausschlieBlich aus Parametern bestehen, denen
Spitzen in P entsprechen. q.e.d.

Genau die gleichen Schliisse, die im vorstehenden fiir Spitzen allein
gemacht wurden, lassen sich auch fiir die Gesamtheit der in P vereint-
liegenden Spitzen und Ecken anstellen, deren Winkel & < 9, ist, wobei
D, einen festen Winkel bezeichnet. Man erhilt so den:

Satz: Die Parameter, welche der Gesamtheit der in einem Punkt P
vereint liegenden Spitzen und Ecken entsprechen, deren Winkel 9 < &,
ist, bilden eiue innere Grenzmenge.

Wihit man hierin #,= = (oder 1iBt man im Beweisverfahren die
Bedingung 2) fallen), so ergibt sich der: '

Satz: Die Parameter, welche der Gesamtheit der in einem Punkie P
vereint liegenden Ecken und Spitsen entsprechen, bilden eine innere Grens-
menge.

Dagegen brauchen die Parameter, welche nur den in P vereint liegenden
Ecken entsprechen, nicht notwendig eine innere Grenzmenge zu bilden. Ein
Beispiel hierfir stellt die Nr. 17 angegebene iiberall vorn und hinten diffe-
renzierbare Kurve dar, bei welcher die Parameter der in P liegenden
Ecken eine abzéhlbare, in sich dichte Menge (also keine innere Grenz-
menge) bilden.

20. Wir miissen nun zunichst zwei Hilfssdize iiber lineare inmere
Grensmengen beweisen.
W. H. und G. C. Young haben gezeigt, daB die Summe von endlich
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vielen inneren Grenzmengen®) und ferner daB die Differenz einer inneren
Grenzmenge und einer abzihlbaren Menge *¥) selbst innere Grenzmengen sind.

Wir haben dem noch hinzuzufiigen:

Hilfssatz a): Die Differenz von zwet inmeren Grensmengen besiist
endliche, abzihlbare oder Kontinuwms- Mdichtigkeit und ist darstellbar als
M (E;), wo alle E, selbst innere Grenzmengen sind**¥)

Beweis: Es sei die innere Grenzmenge E, ein Teil der inneren
Grenzmenge E;. {{8,@}} sei die zu E,, {{0,9}} die zu E, gehdrige
Intervallmenge. Die Gesamtheit derjenigen Intervalle von {{d,9}}, die
einem festen i =4, entsprechen, sei mit Af) bezeichnet, und E,, sel
diejenige Teilmenge von E, und von (E,— E;), die nicht innerhalb Af
gelegen ist. Dann liegt auch kein Punkt der Ableitung von E , inmer-
halb A und deshalb enthilt die Menge aller Intervalle von {{d,9}},
die zu den Punkten von E, , gehoren, E, . als innere Grenzmenge. LBt
man nun 4, die Reihe aller ganzen positiven Werte durehlaufen, so er-
héll man lauter innere Grenzmengen E,; derart, daB E,, ein Teil von
E, ;. ist, und es wird (E,— E;) = QDE(E ) Smd alle Mengen E, ; end-
lich oder abzihlbar, so ist auch (E,— E,) endlich oder abzihlbar. Be-
sitzt eine der Mengen E, , die Michtigkeit des Kontinuums, so muB dies
aach fir (F, —E,) der Fall sein. q.e. d.

Hilfssatz b): Der gemeinsame Teil von zwer inneren Grenemengen ist
wieder eine innere Gremzmenge.)

Aus den soeben angegebenen Sitzen von W.H. u. G. C. Young und
diesem Hilfssatz a) folgt, dab jedes Aggregat von inneren Grensmengen ent-
weder endlich oder abzdhlbar oder von Michtighest des Kontinuums ist. 1)

21. Wendet man den Hilfssatz a) auf die Sitze von Nr. 19 an, so
ergibt sich:

* W. H. u. G. C. Young, The theory of sets of points, Cambridge 1906, 8. 72,
Theorem 87 a. ** ibid., 8. 75, Cor.

++) Hat man die Differenz zwischen einer abgeschlossenen Menge und einer
inneren Grenzmenge, so sind diese E; sogar alle abgeschlossen.

W.H. u. G. C.Young nennen (a. a. 0., 8. 70) eine Menge E = (X)), wern alle
E, abgeschlossen sind, eine ,gewdhnliche dufere Grensmenge'.

Zu bemerken ist noch, daf nach W.H. u. G. C. Young (8. a. 0., 8. 74, Theorem 40)
die Differenz zwischen einer gewthnlichen HuBeren oder 1nneren Grenzmenge und
einer abgeschlossenen Monge gleichzeitig eine gewdhnliche &uBere und innere Grenz-
menge darstellt.

4) Dex Beweis ist tiberaus einfach; vgl. meine Hab.-Schr. 8. 23.

+4) Mit Hilfe des Theorems 41 von W. H. u. G. C. Young (a. 8. 0, 8. 74) folgt
aoch weiter:

Jedes Aggregat von gewthnlichen #uBeren und inneren Grenzmengen besitzt
endliche, abzihlbare oder Kontinuumsmichtigkeit.
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Die Menge der in einem Punkte P vereint liegenden Ecken ist ent-
weder endlich oder abzihlbar oder von Mdchtigkeit des Kontinuums.

Ferner beweisen wir:

Die Parameter der in einem Punkt P vereint liegenden vorn wund
hinten differencierbaren Ecken der Grife & > &, bilden eine isolierte Menge
(fir jede positive WinkelgroBe 9, < ) und sogar nur eine endliche Menge,
wenn alle in P liegenden Kurvenpunkte vorn und hinten differenzierbar sind.

Hat man némlich eine einfache Folge von solchen Ecken {P(%)},
wobei alle ¢, <, (bzw. >¢,) sind, so kann der Hiufungspunkt P(#,)
dieser Ecken nicht vorn (bzw. hinten) differenzierbar sein; denn zu einer
vorderen (bzw. hinteren) Halbtangente I, gehort als weitere vordere (bzw.
hintere) Halbtangente von P(f,) eine von I, mindestens um den Winkel 8,
abstehende Halbgerade.

Setzt man nun an Stelle von &, nacheinander die Elemente der gegen
Null abnehmenden Folge

B, >8,>0> >8>
so erhdlt man auf diese Weise abzihlbar viele isolierte Mengen von vorn
und hinten differenzierbaren Ecken. Also haben wir den

Satz: Die in einem Punkte P vereint liegenden vorn und hinten diffe-
renzierbaren Ecken (ohne die Spitzen) bilden eine hichstens abzdhlbare Menge.

22. Wir gehen nun zu der Gesamtheit der in einem Punkt P ver-
eint liegenden differenzierbaren bzw. nichtdifferenzierbaren Stellen iiber.

Satz: Die Parameter der in cinem Punkte P liegenden vollstindig diffe-
renzierbaren Stellen bilden eine innere Grenzmenge.

Beweis: Die Menge besteht aus den Parametern der in P liegenden
sgewohnlichen” differenzierbaren Punkte und der in P liegenden Spitzen;
gie ist daher die Summe einer isolierten Menge und.einer inneren Grenz-
menge, also selbst eine innere Grenzmenge. ¢. e. d.

Daraus folgt wieder, daB die Menge der in P liegenden nich? voll-
stiindig differensierbaren Kurvenpunkte endlich, abedhlbar oder von Mdchtig-
keit des Kontinuums ist.¥) — Aber diese Menge braucht keine innere
Grensmenge zu bilden, wie das zweite Beispiel von Nr. 17 zeigt.

Satz: Die Parameter der in einem Punkt P liegenden vorn und hinien
differengierbaren Kurvenstellen bilden eine innere Grenzmenge.

Man beweist dies #hnlich wie den ersten Satz von Nr. 19.%¥)

Nach Hilfssatz a) von Nr. 20 folgt hieraus, daB die Menge der in P
liegenden, wicht vorn und hinten differensierbaren Kurvenpunkte emdlich

*) Und zwar ist sie (nach der Youngschen Ausdruckweise) eine gewihnliche

fubere Grenzmenge.
*) Vgl. meine Hab.-Schrift S. 24/25.
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abzéhlbar oder von Michtigkeit des Kontinuwms ist.¥) — Diese Menge
braucht aber keine innere Gremsmenge zu sein.*¥)

23. Hat man eine Folge von Punktmengen E_, so versteht man unter
der Grenzmenge £ von {E,} nach P. Painlevé**¥) die Gesamtheit aller
Punkte, gegen deren jeden sich Elemente von unendlichvielen F, hiufen.
Man beweist dann ohne weiteres den

Hilfssatz: Eine abgeschlossene Menge ¥ von abgeschlossenen Punki-
mengen F ist selbst eine abgeschlossene Punktmenge.

Hieraus und aus dem ersten Satz von Nr. 5 folgt nun:

Alle (vorderen bsw- hinteren) Halbtangenten und ebenso alle (vorderen
baw. hinteren) Strahlen der in einem Punkte P wvereinigien Kurvenstellen

P() bilden eine endliche oder abgeschlossene Menge.

24. Die Menge der in P vereinigten Kurvempunkie P(1), welche eine
gemeinsame Halblangente a besitzen, ist endlich oder abgeschlossen.

Beweis: Sei in P eine Folge von Kurvenpunkten { P(f,)} vorhanden,
welche eine gemeinsame Halbtangente ¢ besitzen, so existieren dazu Folgen
von Kurvenpunkten R® derart, daB fiir jedes ¢

N —
lim (P,R®) =0 und lim(P,R®)=a
k=o0 k=0

ist. Setzt man jetat k=1, so ergibt sich daraus, daf auch P({) die
Halbtangente a besitzt. q. e. d.

Da beliebig viele abgeschlossene Mengen immer eine endliche oder
abgeschlossene Menge gemeinsam haben, so gilt der vorstehende Satz auch
fiir die in P vereinigten Kurvenpunkte, welche irgendeine Mengo A ge-
meinsamer Halbtangenten besitzen.

§ 3.
Die Singularititenmengen auf der Kurve.
25. Wir -betrachten zunichst die Menge der auf einer Kurve ge-
legenen FEcken und Spitzen.

Die Aussagen iiber die Michtigkeit dieser Mengen stiitzen sich
wesentlich auf die folgenden beiden Sitze von A. Schoenfliest):

* Und zwar ist sie (nach der Youngschen Ausdrucksweise) eine gewdhnliche
dubere Grenzmenge.
*) Ein Gegenbeispiel ist in meiner Hab.-8chrift S. 26 angegeben.
*#) Vgl. L. Zoretti, J. de Math. (6) 1 (1905), S. 8.
4) Schriften d. phys. Skon. Ges. zu Kounigsberg, 41 (1900), 8. [13], und Bericht
iiber Mengenlehre I, Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver. 8 (1899), S. 167—159.
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(L) Die eigentlichen Maxima und Minima einer (eindeutigen) stetigen,
nirgends konstanten Funktion (beliebig vieler) reellen Variablen bilden
eine endliche oder abzihlbare Menge.
und

(1) Die Menge aller Werte, die eine (eindeutige) stetige reelle Funk-
tion in ihren Extrempunkten annehmen kann, ist endlich oder abzihlbar.

Der Ausspruch und Beweis dieser beiden Sétze sowie der eines an-
deren von Schoenflies 1. ¢. aufgestellten (und mit II. bezeichneten) Satzes
138t sich unmittelbar von den eindeutigen Funktionen auf beliebige Para-
meterkurven (fiir eine beliebige - Abz1ssennchtung) iibertragen, wenn man
den in den Beweisen verwendeten Extrembereich & nicht durch die
Abszissendifferenz, sondern durch die #-Parameterdifferenz der Endpunkte
von & miBt.

Auf Grund des Schoenfliesschen Satzes I. hat nun B. Levi*) fiir ein-
deutige stetige Funktionen einer reellen Variablen den folgenden Sabz
bewiesen:

Die Menge der Stellen, fiir welche die Funktion eine vordere und
eine hintere Ableitung besitzt, die beide voneinander verschieden sind, ist
hichstens abzihlbar, *¥)

Dieser Batz, den B. Levi fiir die vorn und hinten differenzierbaren
Ecken ausspricht, 1iBt sich bei wortlich gleichem Beweise auch auf die
Gesamimenge similicher (auch der nicht vorn und hinten differenzierbaren)
Ecken und Spitzen emer eindeutigen stetigen reellen Fumktion verallgemeinern.

DaB aber der so erhaltene Satz nichi mehr fiir beliebige Kurven gilt,
ersieht man aus den in Nr. 17 angegebenen Beispielen von Kurven, bei
denen die in einem Punkte P vereint liegenden Ecken und Spitzen eine
Menge von der Michtigkeit des Kontinuums bilden.***) Der Grund fiir
diese Tatsache liegt in dem Umstande, daB fiir eine Ecke oder Spitze P(?),
die in einem wnendlichvielfachen Punkte P liegt, nicht mehr eine Richtung
zu existieren braucht, in bezug auf die P(f) ein eigentliches Extremum
darstellt.

Fiir eine Ecke oder Spitze P(¢), die in einem nur endlichvielfachen
Punkte P liegt, mufl dagegen immer ein Winkel von Richtungen existieren,
in bezug auf die P(f) ein eigentliches Extremum darstellt. Man kann

* B. Levi, Rend. Accad. Lincei (5) 15 (1906), B. 437,

*) Fiir kowvexe Funktionen hat ¥. Bernstein einen anderen sehr einfachen Be-
weis dieses Sabzes gegeben, Math, Ann. 64 (1907), 8. 425/,

*# Men kann leicht eine iiberall stetig differenzierbare Kurve mit sogar abzihl-
bar unendlichvielen Punkten P angeben, in denen je eine Menge von Spitzen von der
Méchtigkeit des Kontinunms vereint liegh, indem man eine Folge von geeigneten,
immer schmbler und kleiner werdenden Ausschnitten aus Fig, 6 aneinander reibt.
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daher fiir Kurven endlichen Vielfachheitsgrades den B. Levischen Beweis
(unter Benutzung der Verallgemeinerung des Schoenfliesschen Satzes L)
tibertragen.

26. Dagegen muB die Untersuchung fiir Kurven unendlichen Viel-
fachheitsgrades in anderer Weise gefiihrt werden. Wir beweisen zunichst:

Satz. Die Punkie P der Ebene, in denen Ecken oder Spiizen einer
Kurve liegen, bilden eine hichstens abzihlbare Menge.

Beweis: Man nehme eine gegen Null konvergierende Folge vom
positiven WinkelgroBen, die alle Bruchteile von zx sind,

B=Fy >0 >8> >8>

und fasse alle diejenigen Punkte P, welche Spitzen oder Ecken der Grife
& =& — & enthalten, wobei &, > & > &, ist, in eine Klasse K, zusam-
men. Derselbe Punkt P kann dabei natiirlich mehreren dieser Klassen
angehdren. Angenommen nun, es gibe mehr als abzihlbar viele Punkte P.
Dann miifite mindestens eine dieser abzihlbar vielen Klassen K, vorhan-
den sein, die mehr als abzihlbar viele Punkie P enthilt; sei dies die
Klasse K,. Nun teile man die Gesamtheit aller Richtungen in endlich-

viele aneinander grenzende Winkel der GriBe .&%ﬂ.. Dann miiBten Ecken

oder Spitzen von mehr aly abzihlbar vielen Punkten P der Klasse X,

in bezug auf simtliche Richtungen mindestens eines dieser Winkel
#, —

(nennen wir ihn[ m+1]0) Extreme darstellen. Diese Punkte P bezeichnen

2
wir mit P, Sei s, ., eine Richtung des Winkels | -7 t-l] - Nach dem

verallgemeinerten Schoenfliesschen Satze Il kénnen diese Extrema nur
auf abzihlbar vielen Geraden der Richtung s, ., liegen. Es miBte also
mindestens eine solche Gerade, g,,,,, vorhanden sein, auf der mehr als
abzshlbar viele Punkte P, liegen. Die auf g, ,, liegenden Punkte P,
bezeichnen wir mit Py,. Nun wihlen wir irgendeine andere Richtung

4,
7,41, die ebenfalls dem Winkel 3 1] angehdrt; dann kdnnten keine

m
zwel Punkte P, auf derselben Geraden Qer Richtung 7,,,, liegen, und

die vorher verwendeten Ecken und Spitzen der Punkte P, wiren auch
in bezug auf 1, ., Extrema. Es miiBten also mehr als abzihlbar viele
Gerade der Richtung 7, ., vorhanden sein, auf denen Extrema liegen,
was im Widerspruch zum verallgemeinerten Schoenfliesschen Satz 111
stehen wiirde. Die Punkte P konnen deshalb nur eine hochstens abzihl-
bare Menge bilden. q. e. d.

Hieraus folgt sofort:

Jede Kurve von endlichem oder abeihlbarem Vielfachheitsgrad besitst
hichstens abzihlbar viele Ecken und Spitzen.
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Da ferner nach Nr. 21 und Nr. 19 die in einem Punkte vereint lia.
genden Ecken bzw. Spitzen endliche, abzihlbare oder Kontinuumsmﬁchtig\
keit besitzen, so haben wir jetzt:

Die Ecken bzw. die Spiteen einer beliehigen Kurve bilden eine enecZ.
liche oder abedhlbare Menge oder eine Menge von der Méchtigheit des Kora—.
tinuums.

Und:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf die Ecken odes

hichstens abzdihlbarer Menge }
Spiteen einer Kurve in {Menge von Mdéchtigheit des Konmtinuums vorkandezs
Fehlen
Vorhandensein
der vereinigt liegenden Ecken oder Spitzen von Michtigkeit des Kontinuums iS¢,

Durch Heranziehung des letzten Satzes von Nr. 21 erhalten wir noch =

Die vorn und hinten differenzierbaren Fcken (ohne Spitzen!) bilden bed
Jeder Kurve eine hichstens abzihlbare Menge.

Da die in einem Punkte P vereint liegenden Kurvenpunkte einex
nirgends dichten Parametermenge angehoren, so kann man, wenn man vora
dem Baireschen Begriff der Mengen erster Kategorie*) Gebrauch macht,
noch sagen:

Die Poarameter, welche 2u den Ecken bsw. den Spitzen einer Kurve
gehbren, bilden eine Menge erster Kategorie.

sind, ist das{ }zmemdlick vielfacher Punkte, in denen die Menge

217. Wir gehen nun zu den Wendepunkten tiber. In § 5 wird gezeigt,
daB das Dualitdtsprinzip nicht mehr allgemein anwendbar ist, sondern nurx
fir Kurven, die noch gewisse spezielle Bedingungen erfillen; fiir diese
pdualisierbaren” Kurven entsprechen nach Nr. 14 immer Spitzen und
Wendepunkte, die nicht Hiufungspunkte von Spitzen sind, einander dual-
In § 5 wird dies benutzt werden.

Hier sei allgemein folgendes hervorgehoben:

Die Existenz von eindeutigen monotonen, iiberall vollstindig differen-
zierbaren reellen Funktionen, die eine Menge zweiter Kategorie von regu-
Iiren Wendepunkten mit (der Abszissenachse) parallelen Wendetangenten
besitzen, hat D. Pompeiu**) durch ein geeignetes Beispiel dargetan.

Man kann nun auch Beispiele von eindeutigen monotonen, iiberall
sogar n-mal stetig differengierbaren reellen Funktionen angeben, die eine

*) R. Baire, Ann. di Mat. (3) 8 (1899), S. 66. Die Punktmengen, die sich aus
hochstens abzihibarvielen nirgends dichten Mengen znsammensetzen, beiBen Mengen
erster Katogorie; alle anderen heifen Mengen zweiter Kategorie.

*) D. Pompeia, Math. Ann. 83 (1907) 8. 326; ein weiteres derartiges Beispiel
bat H. A, Schwarz, Sitzb. Berliner Akademie 1910, 8. 592 angegeben und R. Remak,
J. f. Math. 141 (1912), S. 77 hat dasselbe eingehend behandelt.
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perfekte Menge®) von reguldren Wendepunkten mit (der Abszissenachse)
paralielen Wendetangenten besitzen: Man nehme auf einer Geraden a eine
nirgends dichte perfekte Menge 7 und errichte iiber jedem Intervall z; der
durch 7' bestimmten Intervallmenge einen (ganz oberhalb 7, gelegenen)
Bogen €, von folgenden Eigenschaften:

1) €, sei (» — 1)-mal stetig differenzierbar;

2) @, beriithre 7; in seinen Endpunkten #® und #4® (»—1)-fach;

3) @, und seine Ablertungen €, 8, ..., €~ sollen von ¢® und ¢®
aus durch Winkel projiziert werden, die proportional zu =, sind.

Ist pun die von der Gesamtheit {€,} und T gebildete Kurve mit (%)
bezeichnet, so stellt

y=fo(b)at
die gewiinschte Funktfion dar.

Bei einer stetig differensierburen Kurve kinnen in hochstens abeihlbar
vielen verschiedenen Richtungen Wendetangenten der Gattung b) (oder spe-
ziell reguliire) vorhanden sein.**) Dies folgt unmittelbar durch Anwendung
des Nr. 25 rzitierten Schoenfliesschen Satzes III auf die stetige Kurve,
welche durch die Ableitungswerte der gegebenen Kurve dargestellt wird.
Dieser SchluB witrde zunéchst nur fiir ganz im Endlichen gelegenen Kurven-
stiicke gelten; die unendlich fernen Kurvenpunkte kénnen aber nichts
weiter ausmachen, da jeder Haufungspunkt von Schnittpunkten einer Kurve
mit einer Geraden diese Gerade zur Tangente hat.

Da8 dies nicht allgemein fiir Wendetangenten der Gattung a) gilt,

ergibt sich, wenn man die eben angegebene Kurve y = f @(t)dt so umpro-

jiziert, daB der unendlich ferne Punkt der Abszissenachse ins Endliche
transformiert wird.

28. Ein Gegenstiick zu den in einem Punkt vereinigt liegenden Spitzen
bilden die Wendepunkte mit gemeinsamer Wendetangente, Es ergibt
sich hier:

Die Wendepunkte der Gattung a) (oder speziell reguliire), welche die-
selbe Wendetangente w besitzen, bilden eine isolierte Menge *4¥)

*) Die Menge der Wendepunkte mit parallelen Wendetangenten kann schon
bei tiberall stetig differenzierbaren Funktionen nicht mehr iiberall dicht liegen und
daher nicht von zweiter Kategorie sein, da bei dex stetig differenzierbaren Funktionen
die Menge der parallelon Tangenten abgeschlossen ist.

**) Also sind bei stetig differenzierbaren Kurven abzihlbarer Klasse hichstens
abzithlbar viele Wendepunkte der Gattung b) (oder sperziell reguldre) vorhanden.

) Fiir vorn und hinten differenzierbare Kurven 148t sich auch noch beweisen,
daf die Wendepunkte der Gattung a), die iiberhaupt auf einer Geraden liegen, eine
isolierte Menge bilden.

Mathematische Annalen. LXXIIT, 33
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Beweis: Sei P, der Hiufungspunkt einer einfachen Folge { P,} von
Wendepunkten mit gemeinsamer Wendetangente . Nun liegt zwar, da
zwei Kurven (wie iiberhaupt zwei abgeschlossene Punktmengen) eine ab-
geschlossene Menge von Punkten gemeinsam haben, P, ebenfalls auf 2.
Da aber in jeder beliebigen Parameternihe von P, Kurvenpunkte auf
beiden Seiten von w liegen, so gibt es Kurvenpunkte eines Kurvenzages
von P, auf beiden Seiten von w und in jeder beliebigen Nihe von P,
Also kann w nicht Wendetangente der Gattung a) von P, sein. q. e. d.

Dies gilt jedoch nicht mehr allgemein fiir Wendepunkte der Gattung b)
oder genauer gesagt, fiir Wendepunkte der Gattung b), die Haufungspunkte
von Spitzen sind. Man sieht dies aus folgendem Beispiel:

Man nehme auf der Gteraden a eine nirgends dichte perfekte Punkt-
menge T und fiige in jedes Intervall z; der von 7' bestimmten Intervall-

. )

o — 1 -

Fig. 6.

menge ein stetig differenzierbares Kurvenstiick ®; von folgenden Eigen-
schaften ein (wie in Fig. 6 angegeben):

1) &, beriibre 7, in den Endpunkten #® und #,®;

2y &, werde von %® und %% aus durch einen Winkel projiziert, der
proportional zu 7, ist;

3) die Richtungen der Tangenten von &; seien in einem Winkel ¢,
enthalten, der proportional zu z; sei;

4) die Gesamtheit aller Winkel ¢, bilde einen Winkel ¢, dessen einer
Schenkel die Richtung von a sei.

Die Gtesamtheit aller {R;} und 7 ergibt eine stetig differenzierbare
Kurve, die in den Punkten der perfekten Menge 7' Wendepunkte der Gat-
tung b) mit der gemeinsamen Wendetangente @ besitzt.

29. Bei den mehrfachen Punkten ist der Gegensatz zwischen den
vollstindigen Selbstberiihrungspunkten und den eigentlichen mehrfachen Punkten
wichtig.

Die vollsténdigen Selbstberiibrungspunkte konnen auch bei n-fach
differenzierbaren Kurven in peifekter Menge vorkommen. Wenn man von
dem trivialen Fall, daB ein ganzer Kurvenbogen mehrfach durchlaufen wird,
absieht, so kann man ein Beispiel einer solchen Kurve mit einer nirgends
dichten perfekten Menge von Selbstbertihrungspunkten auf folgende Weise
erhalten: Man durchlaufe das in Nr. 27 konstruierte Kurvenstiick ¢(f) and
hierauf die Gerade a, welche die perfekte Menge 7' triigt. Will man eine
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nirgends geradlinige Kurve erhalten, so kann man ¢(f) (statt iiber a) tiber
einem Kreisbogen % kounstruieren und dann nacheinander ¢(f) und % durch-
laufen.

Fiir die eigentlichen mehrfachen Punkte dagegen gilt der Satz:

Bei einer vorn und hinten differenczierbaren Kurve bilden die eigent-
lichen mehrfachen Punkte eine hichstens abzihlbare Menge.

Beweis: Nach Nr. 26 gibt es nur abzihlbar viele Punkte P, in denen
Eeken oder Spitzen liegen, und nach dem letzten Satz von Nr. 15 miissen
hier in jedem unendlich vielfachen Punkt Ecken oder Spitzen liegen.

Wir haben also nur noch zu zeigen, daB die eigentlichen endlichviel-
fachen Punkte, die ausschlieBlich gew&hnliche Kurvenstellen enthalten,
eine hdchstens abzihlbare Menge bilden. Sei P, ein solcher m facher
Punkt und seien (in natiirlicher Anordnung)

60,409, 10

die Parameter der in P vereinigt liegenden Kurvenstellen. Das Parameter-
intervall ¢, dessen eindeutiges und stetiges Abbild unsere Kurve R ist,
habe die Lénge s. Wir konnen ¢ als geschlossen annehmen; denn wenn
® nicht von selbst geschlossen ist, so denke man sich & durch Hin-
zuftigung eines einfachen Kurvenbogens geschlossen gemacht; dadurch
kann die Menge unserer mehrfachen Punkte hochstens noch vermehrt
werden, was filr unseren Beweis nichts schadet. Die Parameter

L, 49, ... 40

40 )
h k413
zerlege man nun durch Halbierung in die beiden neuen Parameterinter-

(%) @ .
valle % und Tor1’

liegen dann in zyklischer Anordnung vor. Jedes Parameterintervall (

die zugehdrigen Kurvenstiicke seien mit @(zf)) bzw.
!

(5(352_1) bezeichnet. Zu jedem Punkt mul es einen ersten Index % geben,

sodaB die Kurvenstellen P, (ti‘)) und P, (t(‘)

k+1
sitzen. @(gi‘)), @(‘fg)), @(1_:5:1 1) und @(Eg)“) kénnen nicht in jeder be-
liehigen Nihe von P, Punkte gemeinsam haben, und daher muf es Para-
meterintervalle 7; von folgender Eigenschaft geben: Trigt man 7; von t,(:’

f) ab und ebenso von t?H aus auf Eﬁl und E;‘ll, und

) verschiedene Tangenten be-

aus auf 1:2) und r
- +

erhilt man so die Parameterintervalle

7z =@ -6 =@
T T Trprr T

und die zugehdrigen Kurvenstiicke

6(6). S(E), (e S(Eh)

83%
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so haben

C&) mit €(5)), €(5%:), €(nly),
ebenso

6() mt S(). OL), S0
ferner

6() mit €(), €x), €,
und

o

() mt 6(), o), ()

auler P, keinen Punkt gemeinsam. Die obere Greunze aller zu festem ¢
gehdrigen 7, sei mit 7, bezeichnet. Man nehme nun eine gegen Null ab-
nehmende Folge von positiven GroBen

OG> > > >, >

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Punkte P,, deren 7, > @, ist, nur in end-
licher Anzahl vorhanden sind. Wiren es unendlich viele, so giibe es eine
Hiufongsstelle ¢, der ¢ und in deren Nihe zwei Werte £ und £%, der-
art, daB £V <t und (Y ) < s.a,, wobei & eine beliehig kleine
positive Zahl ist. Wichst der Parameter von £ aus weiter, so kehrt die

Kurve zuerst wieder nach P,, darnach erst nach P, zuriick, da @(;S:’))

weder von (S(tf‘)) noch von @(z“” ) getroffen werden darf Also
+

Tr+1

() - ) ) )
t;l < tk < tk+1 < t)t'+) '

Da ferner P, nicht Schnittpunkt von (S(Eﬁ:’)) und (5('(5‘)) sein kann,

Tri1
so muB
(1) ()
(tk+1_ tl::l-l) > a,
sein. Da dies fiir je zwei aufeinanderfolgende Werte der gegen f, sich
hiufenden Folge {#"} gilt, so erhilt man

(52) {éa) (62} i) ty, & : (4,)’
d BT < .<t§c)<t§:-31<. ’ '<t§:131<t§:£1<tk131
un
(0, < #47) > a,  (fir jedes y=1,2,3,--, »—1).

k41

Wihlt man nun v hinreichend groB, so konnte man erreichen, daB

() ) >v.a>a
wird, was unméglich ist. Daher konnen die Punkte P;, deren 7,> a, ist,
nur in endlicher Anzahl vorhanden sein und deshalb ist die Menge aller
P; and also aller eigentlichen mehrfachen Punkte unserer Kurve héchstens
abzihlbar. q. e. d.
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Der vorstehende Beweis gilt noch allgemeiner fitr alle Kurven, die
uur hiichstens abzihlbar viele, gewiohnliche, nicht differensierbare Punlde be-
sitzen; fiir eben diese Gesamtheit von Kurven ist auch nach dem letzten
Satz von Nr. 15 die Menge der unendlich vielfachen Punkte hichstens ab-
&ihibar.

Es sel noch erwihnt, daB die gemeinsamen Punkie sweier Kurven
(wie iiberhaupt zweier abgeschlossenen Mengen) immer eine abgeschlossene
Menge bilden, und daB diejenigen gemeinsamen Punkte, in denen die
beiden Kurven keine gemeinsamen Halbtangenten haben, eine isolierte
Menge bilden. Beide Aussagen gelten nicht mehr fiir die mehrfachen
Punkte einer Kurve, wie man sich leicht durch Beispiele diberzeugt.

30. Bei den mehrfachen Tangenten macht sich wiederum bemerkbar,
daB die Moglichkeit zu dualisieren nicht allgemein vorhanden ist.

Selbst bei iberall n-fack stetig differengierbaven Kurven kann die Menge
der eigentlichen mehrfachen Tangenten die Michtigkeit des Kontinuums
besitzen.

Beispiel: Man nehme die Nr. 27 angegebene Kurve y = f @ (¢)dt und
fiige ein zweites Exemplar hinzu, das aus dem ersten durch Parallel-
verschiebung lings der Abszissenachse entstanden ist, soda beide Exem-
plare keine Punkte gemeinsam haben. Verbindet man nun beide durch
einfache Kurvenbdgen, so erhilt man eine n-fach differenzierbare Kurve
mit einer perfekten Menge eigentlicher Doppeltangenten, die der Abszissen-
achse parallel sind.

Wie Fig. T zeigt, brauchen auch bei vollstindig differenzierbaren
Kurven die von einem Punkt ausgehenden Tangenten keine abgeschlossene
Menge zu bilden. Nimmt man eine zweite lings a parallel verschobene

p 7

Fig. 7.

gleiche Kurve hinzu, so erhilt man ein Beispiel von zwei vollstindig
differenzierbaren Kurven, die eine nicht abgeschlossene Menge von gemein-
samen Tangenten besitzen.

Dagegen bilden natiirlich die an eine stetig differenzierbare Kurve
von einem Punkt ausgehenden Tangenten eine abgeschlossene Menge und
man beweist auch leicht:
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Die gemeinsamen Tangenten von zwei stetig differensierbaren Kurven
bilden eine abgeschlossene Menge.*)

Beweis: Es sei {a,] eine unendliche Folge gemeinsamer Tangenten
der beiden Kurven €, und €;. Man zeichne von den Beriihrungsstellen
von a, auf € vund ebenso auf €, je eine aus**) Diese haben auf €,
mindestens einen Hiufungspunkt P(£V). Man wihle aus {a,} eine Teilfolge
{a.} aus, deren auf €, ausgezeichnete Beriihrungsparameter #V als einzige
Hiufungsstelle besitzen. Dann haben die zu {a,} gehtrigen, auf €, aus-
gezeichneten Berithrungsparameter mindestens eine Hiufungsstelle 2. Man.
wihle nun aus {a,} eine neue Teilfolge {a}} aus, deren auf G, aus-
gezeichnete Berithrungsparameter {2 als einzige Héufangsstelle besitzen.
Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von €, und €, hat {a;} nur eine
einzige Hiufungsgerade a und diese ist gemeinsame Tangente von P(t%)
und P(i®). q.e d

31. Wir gehen nun zu den niché differensierbaren Stellen einer Kurve
ttber. Wir beweisen hier zunfichst den folgenden Hilfssatz iiber die Menge
der von einem Punkt ausgehenden Grenzsekanten (der ein Seitenstiick zu
einem fiir eindeutige, stetige reelle Funkfionen bewiesenen Satz von
T. Brodén***) und seiner Verallgemeinerung von W. H. Young+) ist):

Bei einer stetigen Kurve bilden die Parameter derjenigen Stellen, fir
welche durch einen gegebenen Punkt A hindurchgehende Grenssekanten existieren,
eine innere Grenzmenge.

Beweis: Man hat nur zu zeigen, daf die Stellen, fiir welche Grenz-
sekanten einer gegebenen Richtung o existieren, eine innere Grenzmenge
bilden. Daraus folgt dann der allgemeine Satz durch Umprojizieren. Ist
P(f) ein Punkt, der eine Grenzsekante a; der Richtung @ besitzt, so
existieren zwei gegen ¢ konvergierende Folgen (¢} und {#/}, derart, daB

*) Dagegen brauchen auch bei einer n-fach stetig differenzierbaren Kurve die
mehrfachen Tangenten keine abgeschlossere Menge zu bilden; Beispiel: Die der
z-Achse parallelen Doppeltangenten von

a2+l gin L.
x
** Da die Menge der Beriihrungsstellen von @, auf €, (hzw. €,) abgeschlossen
ist, kann beispielsweise immer die ersie Beriibrungsstelle genommen werden; das Aus-
wahlpostulat wird hier also nicht verwendet.

*** T. Brodén, Acta Univ. Lund, 33, (1897), 8. 81; A. Schoenflies, Bericht iiber
Mengenlehre I, Jahresb. d. Deutschen Math.-Ver. 8 (1899), p. 148/9. Der Schonfliessche
Beweis und damit der Brodénsche Satz lassen sich auf Parameterkurven tibertragen,
wenn man zu den Intervallen (z,-.- #) = ¢’ noch die zugehdrigen Parameterintervalle z°
bildet und dann die Intervallmenge { {7’} } betrachtet.

1) W. H. Young, Arkiv for Mat., Astr. och Fys. 1 (1908/4), S, 201.
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L <t <t
und
lim (P@), P@,)) = a;.

Wir wihlen nun eine gegen Null abnehmende Folge von Grofen

n1>ﬂ2>...>ﬂ”>...
und bestimmen fiir jeden unserer Punkte P(f) den Index ¢ =i{" so, daB
1) fiir alle ¢ > 4@
< (a5 P@), PE,)) <,
2) fiir alle ¢ > i
o =4 <
3) ¢! [
Wir bezeichnen dann das Parameterintervall (t‘g—)- i t:(n;)) mit #{9. Daon

bestimmt die Gesamtheit dieser Intervalle, { (¢@}}, eine innere Grenz-
menge 7' und wir haben zu zeigen, daB zu 7 nur unsere Parameter { ge-
horen. Jeder Punkt ¢ von 7 muB fiir jedes »# innerer Punkt mindestens
eines Intervalls #{f) sein, Fiir jedes n gibt es also zu t zwei Werto f,

und t,, sodaB
t,<t<t,

|tn_~t«:al <'?u

ferner

und endlich

K (a5 Py, P)) <m,
ist. Also besitzen alle Punkte, deren Parameter T' angehtren, eine Grenz-
sekante der gegebenen Richtung a. q. e. d.

32. Nunmehr konnen wir den folgenden Satz beweisen:

Liegen die Kurvenpunkte, deren Grenzsekantenwinkel = o >0 ist,
in einem Kurvenbogen iberall dickt, so gibt es dort eine Menge zweiter
Kategorie®) von Punkten, deren Grenzsekantenwinkel > o dst, wobei o > o

und ¢’ von & beliebig wenig verschieden sei.
Beweis: Man teile den vollen Winkel der médglichen Richtungen in

endlich viele Teilwinkel (p,,é%, wobei # irgendeine positive ganze Zahl
ist. Jeder Winkel, der durch Zusammenfassen aufeinander folgender Teil-
winkel entsteht und der > 9{—53 ¢ und gﬁ# -6 ist, soll mit & be-
bezeichnet werden. Dann umschlieBt der Grenzsekauntenwinkel o, > o jedes
unserer Punkte P(#;) mindestens ein & Da nun, wenn eine dberall dichte

*) Hier ist die Menge zweiter Kategorie zugleich Komplementlirmenge einer
Menge erster Kategorie.
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Menge in eine endliche Anzahl von Teilmengen geteilt wird, mindestens
eine dieser Teilmengen iiberall dicht ist, so muB es hier mindestens einen
dieser Winkel & (er heiBe §,) geben, der gleichzeitiz von den Grenz-
sekantenwinkeln der Punkte einer iiberall dichten Menge umfat wird.
Nunmehr folgt nach dem vorigen Satz, daB es zu jeder in &, enthaltenen
Richtung a,; eine Menge zweiter Kategorie von Kurvenstellen gibt, fiir
welche Grenzsekanten der Richtung @, vorhanden sind. Wihlt man fir a,
speziell die beiden Schenkel a, und a, von 9,, so mub es (da der ge-
meinsame Teil zweier Mengen zweiter Kategorie wieder eine Menge zweiter
Kategorie ist) eine Menge zweiter Kategorie von Kurvenstellen geben, in
deren Grenzsekantenwinkel die Richtungen ¢, und a, und deshalb auch
9, enthalten sind. Bezeichnen wir die Griofle des Winkels &, mit &, so
ist & > &', wobel (6—d") < —27—; fiir hinreichend groBe » beliebig klein ge-
macht werden kann. q. e. d.

Es ist leicht zu sehen, daB die in vorstehendem Beweis benutzte, fiir
die tiberall dicht liegenden Mengen geltende Tatsache sich auch auf die
in sich dicht liegenden Mengen libertragen li8t; d. h.: zerlegt man eine
in sich dichte Menge in eine endliche Anzahl von Teilmengen, so enthilt
mindestens eine von diesen Teilmengen einen in sich dichten Bestandteil.

Deshalb behdlt der vorstehende Satz und der Wortlaut seines Be-
weises volle Geltung, wenn man durchweg ,iiberall dicht“ durch ,in sich
dicht* und gleichzeitig ,Menge zweiter Kategorie® durch ,innere Grens-
menge von der Mdchtigheit des Kontinuums® ersetzt.

38. Da ferner nach Nr. 26 die Spitzen und Ecken eine Menge erster
Kategorie bilden, so folgt aus dem vorigen Satz weiter:

Liegen auf einem Kurvenbogen die Ecken der Grife &, < & < x iiberall
dicht, so gibt es dort eine Menge zweiter Kategorie von gewdhnlichen, nicht vorn
und hinten differenzierbaren Punkiten, deren Grenssekantenwinkel > (w— e—m)
ist, wobes 7 eine beliebig kleine Girofe darstellt.

Und:

Liegen auf einem Kurvenbogen die Spitzen tiberall dichi*), so gibt es
dort eine DMenge aweiter Kategorie von gewihnlichen, wicht vorn wnd hindess
differenzierbaren Punlten, deren Grenzsekantenwinkel > (m — %) ist, wobéi
y eine beliebig kleine Grife darstellt.

Daraus folgt der Satz:

Bei einer durchweg vorn und hinten differenzierbaren Kurve kionnen

* Vgl Enzyklopidie IT A 1 (A. Pringsheim) 8. 48 FuBnote 228, wo Beispiele fiir
solche Kurvenbdgen angegeben sind.
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die Spilzen und die Ecken der Grifle ¢, < e <m nirgends iberall dicht
liegen )

Die drei vorstehenden Sitze gelten nichi mehr allgemein, wenn man
yiberall dicht* durch ,in sich dicht” und ,Menge zweiter Kategorie” durch
sinmere Grensmenge von Michtigheit des Kontinuums® ersetzt. Dies sieht
man schon aus den Nr. 17 angegebenen Beispielen. SchlieBt man dagegen
die Kurven vom Vielfachheitsgrad der Michtigkeit des Kontinuums, welche
mehr als abzshlbar viele Ecken oder Spitzen enthalten, aus, so kann man
diese Ubertragung der drei vorstehenden Sitze auf die in sich dichten
Mengen vornehmen. Dies ist also insbesondere fiir alle Kurven von hichstens
absdhlbarem Vielfachheitsgrad moglich.

Aus dem letzten Satz erhalten wir so:

Bei einer durchweg vorn und hinten differenzierbaren Kurve von hichstens
abgéhlbarem Vielfachheitsgrad bilden die Spitsen wnd die Ecken der Grofe
5 < & < m eine separierte Menge.

Aus dem am Anfang dieser Nummer Gesagten ergibt sich, dab man
fiiv étberall dichte Mengen den Satz Nr. 32 noch in folgender Weise ver-
schirfen kann®¥):

Liegen die Kurvenpunkte, deren Grenzsekantenwinkel > o >0 ist, in
einem Kurvenbogen iiberall dicht, so gibt es dort eine Menge zweiter
Kategorie von gewdhnlichen, nicht vorn und hinten differensierbaren Punkten,
deren Grenzsekantenwinkel > ¢’ ist, wobei ¢ > ¢ und ¢ von ¢ beliebig
wenig verschieden ist.

Bs ist noch hervorzuheben, daB (was sus dem Beweis des Satzes
Nr. 32 hervorgeht) die Grenssekantenwinkel aller Punkte der in den vor-
stehenden Siitzen (Nr. 32 u. 83) vorkommenden Mengen sweiter Kategorie batw.,
inneren Grensmengen der Michtigheit des Kontinuums, der Richtung nach,
einen jedesmal festen Winkel der Grifie o' einschliefen.

Hieraus werden wir im nichsten Paragraphen, der von den Kurven
hichstens absihlbarer Klasse handelf, weitere Folgerungen zu ziehen haben.

34. Mit Hilfe von Nr. 82 kénnen wir ferner den folgenden Satz beweisen:
Die Menge der nichtdifferensierbaren Kurvenpunlite ist endlich, absihl-
bar oder von Mdichtigkeit des Kontinuums.

" Der Satz gilt nicht mehr fiir die Gesamtheit aller Ecken (ohne Beschrinkung
der GrtBe), wie sich schon aus dem Riemannschen Beispiel einer nicht dberall diffe-
renzierbaren Funktion ergibt. DaB selbst bei konwexen Funktionen die Gesamtmenge
der Ecken iiberall dicht sein kann, haben J.L. W.V. Jensen, Acta Math. 30 (19C6), 8. 191
und F, Bernstein, Archiv Math. Ph. (8) 12 (1907), 8. 285/6, durch Beispiele gezeigt.

*#) Dagegen fiir in sich dichte Mengen entsprechend nur dann, wenn die Kurve
hdchstens abzihlbar viele Ecken und Spitzen enthalt, also wesentlich nur fir die
Kurven von hochstens abzihlbarem Vielfachheitsgrad.
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Beweis: Man nehme eine Folge von gegen Null abnehmenden posi-

tiven GroBen
61>62>63>"'>6n>""

Ist die Menge E, der nicht differenzierbaren Stellen, deren Grenzsekanten-
winkel > o, ist, fiir jedes » nirgends in sich dicht, so ist E, fiir jedes »
endlich oder abziblbar und daher die Menge E aller nicht differenzier-
baren Stellen ebenfalls endlich oder abzéhlbar. Enthilt dagegen E, fiir
irgendein » einen in sich dichten Bestandteil, so existiert nach Nr. 32 eine
innere Grenzmenge der Machtigkeit des Kontinuums von Stellen, deren
Grenzsekantenwinkel >0, ist. q. e d.

Da nach Nr. 26 die vorn und hinten differenzierbaren Ecken eine
héchstens abzihlbare Menge bilden, so folgt aus dem Vorstehenden noch:

Die Menge der wicht vorn und hinten differensierbaren Kurvenpunkie
ost endlich, abzdhlbar, oder von Mdichtigheit des Kontinuums.

§ 4
Klasse und Ordunung.

35. Klasse und Ordnumg sind immer endlich, abziihlbar oder von Mdch-~
tigkeit des Kontinuums.

Beweis: Nach Nr. 31 bilden die Kurvenstellen, von denen Grenz-
sekanten durch einen festen Punkt A gehen, eine innere (renzmenge.
Also ist die Klasse jedes Punktes 4 in bezug auf die Kurve endlich, ab-
zihlbar oder von Michtigkeit des Kontinuums und dann gilt dasselbe
auch fiir die Klasse der Kurve selbst.

Die Kurve hat mit jeder Geraden @ (wie itherhaupt mit jeder anderen
Kurve) eine abgeschlossene Menge von Punkten gemein. Damit ist der
Satz auch fiir die Ordnung erwiesen. q.e.d.

36. Aus Nr. 33 folgt, daB bei einer Kurve von hichstens abzihlbarer
Klasse die Kurvenpunkte, deren Grenzsekantenwinkel > 6 > O ist, nirgends
in sich dicht liegen konnen. Also:

Eine Kurve von hochstens abzihlbarer Klasse besitet hochstens abeihlbar
viele wichidifferenzierbare Stellen und hichstens abzihlbar viele Spitzen™)

Die gewohnlichen differensierbaren Stellen bilden deshalb hei eiper
Kurve von hochstens abzéihlbarer Klasse eme diberall dichtliegende Menge
sweiter Kategorie.

*) Die Umkehrung des Satzes gilt niché; wie die in Nr. 27 konstruierten Kurven
@(t) und f @ (t) dt zeigen, gibt es n-fach differenzierbare Kurven, deren Klasse und
Ordnung von Michtigkeit des Kontinuums gind,
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Jede Kurve von hichstens absdhlbarer Klasse ist von hichstens abzihl-
barer Ordnung.

Beweis: Wir zeigen, daf bei jeder Kurve €, deren Ordnung von
Michtigkeit des Kontinuums ist, auch die Klasse von Michtigkeit des Kon-
tinunms ist. Bei einer solchen Kurve € mufl némlich eine Gerade a exi-
stieren, die eine abgeschlossene Punktmenge @ von Michtigkeit des Kon-
tinuums mit € gemeinsam hat; dann wird aber @ von € in jedem Punkt
der Ableitung ¢ beriihrt. q.e. d.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt wicht allgemein. Wir geben das
folgende Beispiel einer Kurve abzihlbarer Ordoung mit einer nirgends
dichten perfekten Menge nichtdifferenzierbarer Stellen, deren Klasse also
nach dem vorhergehenden sicher von Michtigkeit des Kontinuums ist.
Man nehme einen Kreis & und aaf ihm eine nirgends dichte perfekte
Punktmenge @, die etwa in bekannter Weise durch fortgesetzte Dreitei-
lung entsteht. In jedem Intervall d; der von @ bestimmten Intervallmenge
ziehe man die Sehne s, und errichte tber ihr (beispielsweise nach dem
AuBern von & hin) einen Halbkreis §, Dann bildet die Gresamtheit {9}
unter Hinzunahme der Punktmenge ¢ eine einfache Kurve € von abzihl-
barer Ordnung (da alle Kurvenpunkte nur abzihlbar vielen Kreisen an-
gehdren), die in den Punkten von @ nichtdifferenzierbar, also von nieht-
abzihlbarer Klasse ist.

Der letzte Satz sagt zugleich aus:

Die Kurven hichstens abeihlbarer Klasse sind von hichstens abzdhl-
barem Vielfachheitsgrad.

Hieraus und nach Nr. 33 folgt dann:

Bei einer Kurve von hichstens abzihlbarer Klasse bilden die Spiteen
und die Ecken der Grifle ¢, < & <x eine separierte Menge.

Da bei einer Kurve von hdchstens abzihlbarer Klasse héchstens ab-
zihlbarviele nichtdifferenzierbare Stellen und Spitzen vorhanden sind, so
erhialt man nach Nr. 29:

Bei einer Kurve wvon hichstens abzdhibarer Klasse ist die Menge der
egentlichen mehrfachen Punkte hichstens absihlbar.*)

Aus gleichem Grunde folgt:

Bei einer Kurve von hichstens abzihlbarer Klasse ist die Menge aller
unendlichvielfachen Punkte hichstens abzihibar.

37. Sei irgend eine Richtung a vorgelegt. Enthiilt unsere Kurve €
von hdchstens abzihlbarer Klasse zu a parallele Strecken s;, so ersetze

*} Die Menge der Selbstberiihrungspunkte kann hierbei noch von Michtigkeit
des Kontinuums sein; ein Beispiel hierfiir bildet die in Nr.29 tiber dem Kreisbogen %
kounstruierte Kurve.
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man §; durch ein moglichst einfaches Kurvenstiick, das s, in den End-
punkten beriihrt; dies kann man immer so machen, dab die dadurch ent-
stehende Kurve @&’ ebenfalls von hochstens abzihlbarer Klasse ist. Dann
folgt nach Nr. 31, daB die Kurvenstellen von €', die zu ¢ parallele Grenz-
sekanten besitzen, eine separierte Menge bilden, und daB deshalb €  aus
hochstens abzéhlbarvielen in bezug auf ¢ monotonen Stiicken und deren
Hiufungspunkten besteht. Letzteres gilt dann a fortiori von €. Also:

Eine Kurve & von hichstens abzihlbarer Klasse besteht in bezug auf
jede Richtumg aus hichstens abzihlbarvielen monotonen Stiicken &; und deren
Hiiufungspunkiten.*)

Wir erhalten zugleich, daB die Klasse der Kurven mit iiberall dicht
liegenden Maxima und Minima (wie z. B. die K&pckesche Kurve*#) und
sogar die der Kurven mit nur in sich dichtliegenden Extremen immer
von Michtigkeit des Kontinuums ist.

38. Wir gehen nun speziell zu den Kurven endlicher Klasse iiber:

Jede Kurve endlicher Klasse ist auch von endlicher Ordnung.

Beweis: Wire die Kurve € von abzihlbarer Ordnung, so gibe es
eine Gerade a, auf der eine unendliche Folge von Kurvenpunkten { P;{%,)}
liegen. Der Hiufungspunkt P, (¢) liege im Endlichen (wenn nicht, pro-
jiziere man das betr. Kurvensttick ins Endliche); dann muB es ein 4 = 7,
geben, derart daB der Kurventeil (P, ¢,)--- P, ¢ .- P,(¢,)) ganz im
Endlichen liegt. Auf jedem Kurvenstiick

P,

(zo+p k) T i°+p+1<tio+p+1))

muB deshalb mindestens eine Stelle liegen, die eine zu a parallele Grenz-
sekante besitzt. € wiire also von unendlicher Klasse, im Widerspruch mit
der Voraussetzung.

Die Umkehrung gilt #nichi. Ein einfaches Beispiel einer Kurve von
2k Ordnung, aber abzihlbar unendlicher Klasse hat J. Hjelmslev**¥)
angegeben.

Jede Kurve endlicher Ordnung und deshald auch jede Kurve endlicher
Klasse ist diberall vorn und hinten differengierbar.

Beweis: Jede solche Kurve ist von endlichem Vielfachheitsgrad; des-
halb sind Strahlenpunkte ausgeschlossen. G#be es nun einen Punkt P(z),

*) Nach Nr. 36 kanu man diese monotonen Stiicke €, immer so whhlen, daB
#ie auch keine Spitzen mehr enthalten.

**) A, Kopcke, Math. Ann. 34, 8. 161 und 385, 8. 104, Die Kopckesche Kurve
besitzt also eine tiberall dichte Menge zweiter Kategorie von Stellen, deren Tangenten
parallel der z-Achse sind.

*%) J. Hjelmslev, Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Forhandl. 1911, No. 5, 8, 492,
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der ein Schwingungsintervall § >0 der vorderen (bzw. hinteren) Halb-

tangenten besitzt, so wiirde jede innerhalb des <C ¢ verlaufende Gerade

in der N#he von P unendlich viele Punkte mit der Kurve gemein haben.
gq. ®. d.

Daraus folgt, dal die Kurven endlicher Ordnung hochstens abzahlbar
viele eigentliche mehrfache Punkte, Spitzen und Iicken besitzen, daB dabei
die Spifzen und die Fcken der Grifie ¢; < e < m nirgends in sich dicht
liegen.

Fir die Kurven endlicher Klasse gilt, wie unmittelbar ersichtlich,
noch schérfer, daB die Spitzen und die Ecken der Grifle ¢, < s <« nur
in endlicher Anzahl vorhanden sein dirfen.

Ferner ist klar, daB die Kurver endlicher Klasse in beaug auf jede
Richtung abteilungsweise monoton™®) sind.

Fir die Kurven endlicher Ordnung gilt dies wicht allgemein; sondern
fir sie 13Bt sich nur zeigen, dab sie in hbezug auf jede Richtung aus
hochstens abedhlbarvielen monotonen Stiicken und deren Hiufungsstellen
bestehen, Dies jst eine unmittelbare Folge eines Satzes von J. Kénig*¥*);
(der von A. Schoenflies gegebene Beweis 1Bt sich von eindeutigen reellen
stetigen Funktionen auf die Parameterkurven iibertragen®*¥); darnach ist
nimlich eine Kurve, auf der Extreme ilberall dicht liegen, von unendlicher
Ordnung.

39. Hierher gehtren zwei Sitze von J. Hjelmslev. Der einet) sagh
aus, daB ein Kurvenbogen endlicher Ordnung, der mur aus gewShnlichen
differenzierbaren Punkten besteht, und der keine mehrfachen Punkte und
keine Strecken besitzt{f), sich ans hochstens abzihlbarvielen konvexen
Bogen und deren Hiufungspunkten zusammensetzt. Der andere Satz4++1)
von J. Hjelmslev sagt aus, daB ein Kurvenbogen endlicher Klasse, der
keine Strecken, keine mehrfachen Punkte und keine Ecken oder Spitzen

*) Die Kurve ist also rektifizierbar.
*) J, Kouig, Monatsh. Math. Phys. 1 (1830), 8. 7; A. Schoenflies, Bericht iiber
Mengenlehre I, Jahresb. d. Dtsch. Math. Ver. 8 (1899) 8. 180.
##) Fs ist bierbei nicht ndtig, sich nur auf die eigentlichen Extrema zu be-
schréinken. Ds nimlich die Maxima tberall dicht liegen, kann man, auch wenn up-
eigentliche Extrema vorliegen, dig Maxima &, &, &. - imwmer so whblen, daf

FE>FE>FE)>FE) >
igk. Im iibrigen hat man (wie in Nr. 25) bei der Ubertragung suf die Parameter-
kurven die Bereiche &, &, @, &, - - - mit Hilfe der t-Parameter zu messen.
$) J. Hjelmslev, 2. a. O. 8. 482, théordme 25.
41) Einen nur aus gewShnlichen differemzierbaren Punkten bestehenden Kurven-
bogen ohne mehrfache Punkte nennt J. Hjelmsley (a. a. O. 5. 446/9) ,,arc ordinaire*.
1) & a. O. 8. 491, théoreme 32.
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enthilt, dberall stetig differenzierbar und von endlicher Ordnung ist, und
deshalb sich aus hochstens abzihlbarvielen konvexen Biogen und deren
Hiufungspunkten zusammensetzt; ferner, dal hier der Schnittpunkt benach-
barter Tangenten immer ihren Bertihrungspunkten benachbart ist.

Nach dem Vorhergehenden gelten diese beiden Hjelmslevschen Sitze
auch, wenn man mehrfache Punkte und Spitzen nicht ausschlieft. AwuBer-
dem kann man nach Nr, 14 und 27 dem zweiten Hjelmslevschen Satz noch
hinzufiigen, daB die Wendepunkte alle regulir und in hochstens abzdhl-
barer Menge vorhanden sind.

§ 5.
Dualisierbarkeit und dualisierbare Kurven.

40. Wir haben hier noch die Moglichkeit dualer Ubertragung erhal-
tener Resultate zu besprechen. An vielen Stellen dieser Abhandlung hat
es sich gezeigt, daB duale Ubertragung nicht in vollem Umfang méglich
ist, und bereits J. Hjelmslev*) hat hierauf hingewiesen.

Wir wollen nun die Bedingungen dafiir aufsuchen, daf nach dem
Dualitiitsprinzip einer Kurve §, eine zweite Kurve ¢, und auch umge-
kehrt dieser Kurve @, die gegebene Kurve @, zugeordnet ist. &, muB
natiirlich stetig fangierbar sein, damit @, tiberhaupt eine stetige Kurve
ist. Es entspricht dann dem Tangentengebilde €, die stetige Punktkurve €,

und dem Punktgebilde €, eine stetige Geradenschar €,. Wenn G, mit den
Tangenten von @, identisch ist, dann und nur dann entspricht der Punks-
kurve ¢, mit allen ihren Tangenten auch umgekehrt dual das gegebene

Punkttangentengebilde §,. Nun ist aber im allgemeinen §; keineswegs
mit den Tangenten von @, identisch. Man weil vielmehr allgemein nur,

daB die Geraden von G,, abgesehen von einer nirgends dichten Menge,
Tangenten €, sind*¥); fiir eine nicht tangierbare Stelle von G, ist die

zugehbrige Gerade von @2, wenn sie iiberhaupt Tangente ist, sicher nicht

die einzige Tangente. Die stetige Geradenschar §, ist demnach dann und
nur dann mit der Gesamtheit der Tangenten von @, identisch, wenn €,

% 2. % 0. 8. 403/2,

* Fs ist nhmlich jeder Punkt einer stetig tangierbaren Kurve, der nicht
Haufungspunkt von Spitzen ist, (wie aus dem Beweis des varletzten Satzes von Nr. 14
hervorgeht) Hiufungspunkt der Schnittpunkte der zugehorigen Tangente mit ihren
Nachbartangenten. Andererseits kdnnen nach dem Nr. 88 zitierten Konigschen Sate
die Spitzer bei einer stetig tangierbaren Kurve nirgends {iberall dicht liegen; demn
sonst wiirde folgen, daf es fiberall dicht Stellen gibt, welche zu einer beliebigen
Richtung ¢ parallele Tangenten besibzen, was bei einer Kurve mit stetiger Tangente
unmoglich ist.
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selbst stetig tangierbar ist. Also ist fiir die Dualisierbarkeit notwendig und
tinreichend, dafi ©, und § stetig tangierbar sind.

Welche Bedingung ist damit der urspriinglichen Kurve @, auferlegt?

Wir konnen sofort folgende Fille angeben, in denen einer Kurve €,
mit stetiger Tangente nicht wieder eine Kurve €, mit stetiger Tangente
entsprechen kann.

Enthilt €, eine Strecke s, so gehort das den Punkten von s dual
zugeordnete Biischel von Tangenten zu einem einzigen Kurvenpunkt 8
von §,. Also ist S eine Ecke von @;,. Ferner: Ist ¢ die Tangente eines
Kurvenpunktes P von €, und ist P nicht der einzige*) Hiufungspunkt
der Schnittpunkte @, von o mit seinen Nachbartangenten, sondern erfiillen
die Punkte ¢, etwa eine Strecke s,, so gibt es in dem entsprechenden
Kurvenpunkt 4 von @, ein ganzes Biischel ¢, von-Tangenten g,; 4 ist
also hier ein nicht tangierbarer Punkt, dessen Tangenten den Winkel o,
erfiillen.

Wir sehen also bereits: Damit der stetig tangierbaren Kurve €, dual
eine stetig tangierbare Kurve &, entspricht, ist notwendig, 1) daf €, keine
Strecken enthilt, 2) dafl es auf keiner Tangente a, von G, einen vom Be-
rithrungspunkt P, verschiedenen Punki @ gibf, gegen dem sich die Schmiti-
punkte der Tangente a, mit ihren Nachbartangenten héiufen.

Die Bedingung 2) enthalt als wesentlichsten Bestandteil die Forderung,
daB es auf keiner Tangente @, von €, einen vom Berithrungspunkt P,
verschiedenen Punkt @ gibt, von dem aus unendlich viele Tangenten an
jedes noch so kleine P, enthaltende Kurvenstiick gehen. Diese Forderung
wird mit der Bedingung 2) identisch, wenn €, keinen Héufungspunkt von
Spitzen enthilt, oder allgemeiner, wenn jeder Punkt P, von &, ein
Hiufungspunkt der Schrittpunkte der zugehdrigen Tangente @, mit ihren
Nachbartangenten ist.

Die beiden Bedingungen sind aber auch hinrcichend. Denn der Tat-
sache, daB der Berithrungspunki P; von @, der einzige Hiufungspunkt der
Schnittpunkte von a; mit seinen Nachbartangenten ist, entspricht dual, daB
die Tangente p, von A4, die einzige Hiufungsgerade der Verbindungslinien
von A, mit seinen Nachbarpunkten ist. Also ist €y tangierbar. Daun
folgt aber von selbst aus der Stetigkeit von €,, daB die Tangente von
€, stetig variiert.

Wir wollen deshalb jede stetig tangierbare Kurve, welche die beiden
obigen Bedingungen 1) und 2) erfiillt, eine dualisierbare Kurve nennen.

Die am Schluf des vorigen Paragraphen betrachteten differenzierbaren

*) Vgl. hierzu die vorige Anmerkung. Wire P tiberhaupt nicht Héufungspunkt
der @,, so whre €, im entsprechenden Punkt sicher nicht stetig tangierbar,
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und nirgendslinearen Kurven endlicher Klasse sind als Spezialfille in der
Gesamtheit der dualisierbaren Kurven enthalten.

41. Nach der zweiten Anmerkung von Nr. 40 folgt aus dem Nr. 38
zitierten Konigschen Satz, daB die Spitzen bei einer dualisierbaren Kurve §
nirgends tiberall dicht liegen konnen*).

Da ferner nach Nr. 14 bei dualisierbaren Kurven die Wendepunkte
die nicht Haufungspunkte von Spitzen darstellen, regulér und dual zu den
Spitzen sind, so ergibt das Vorige zugleich, daB hier die Wendepunkte
nirgends iiberall dicht liegen.

Wir sehen also, daB § aus sbzihlbarvielen Stiicken §,, die weder
Spitzen noch Wendepunkte enthalten, und deren Haufungspunkten besteht.

Wir zeigen nua zunichst:

Hilfssatz: Eine im Endlichen gelegene Kurve & mit stetiger Tan-
gonte und ohne Spitzen zerfillt in endlich viele Teile &, die, fiir sich
betrachtet, keine mehrfachen Punkte besitzen.

Beweis: Um jeden Punkt von § kann man ein endliches Kurven-
stiick derart abgrenzen, daf die Variation der Tangenten innerhalb dieses
Stiickes unterhalb der (fiir alle Punkte festen) endlichen Winkelgrﬁﬂg

& (< {) bleibt. Nun teile man ® in sufeinanderfolgende Kurvenstiicke &;,

in denen die Tangentenvariation < & ist, derart, daB dabei der Wert &
selbst jedesmal erreicht wird. Daon kann es nur endlich viele solche
Kurvenstiicke &, geben. Wiiren es nimlich unendlichviele, so hitten sie
mindestens einen Hiufungspunkt P auf der Kurve. Dann kdnnte man
um P herum ein Intervall d, abgrenzen, in dem die Variation der Tan-
gente <e<<® ist. Es miiBten aber gleichzeitig innerhalb &, beliebig
viele Stiicke R, vorhanden sein, in denen die Tangeuntenvariation = & ist.

Jedes Stiick ®,, fiir sich betrachtet, kann nun keinen mehrfachen
Punkt D begitzen. Gibe es niimlich einen solchen, so betrachte man zwei
anfeinanderfolgende in D liegende Kurvenstellen D(?,) und D(4;); deren
Tangenten seien d(¢,) und d(;), die hochstens einen Winkel = & mitein-
ander einschlieBen. Man nehme nun eine Gerade g, die etwa senkrecht
zur Halbierungglinie des < (d@,), d¢)) steht. Dann wiirde das Kurven-
stiick & = (D), - - -, D(t,)) mindestens eine zu g parallele Tangente g, ent:
halten und es ware im Widerspruch zur Voraussetzung die Tangenten:

varistion > % > &. Also enthilt &, keinen mehrfachen Punkt. q. e. d.

*) Die in einer stetig tangierbaren Kurve etwa vorhandenen unendlich vielfachen
Punkte miissen, wie leicht ersichtlich ist, Héufungspunkte von Spitzen sein. Daraus
folgt schon, daB jede stetig tangierbare, also auch jede dualisierbare Kurve, etwa
von einer nirgends dichten Menge abgesehen, stetig differenzierbar ist.
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Wenden wir diesen Hilfssatz auf das Vorhergehende an, so ergibt
sich, daB © aus hochstens abzihlbar vielen Stiicken €, die weder Spitzen
noch Wendepunkte noch mehrfache Punkte enthalten, und deren Hiufungs-
punkten besteht. Derartige Kurvenstiicke €, setzen sich aber nach einem
Satze von A F. Mobius*) aus endlich vielen konvexen BGgen zusammen.
Wir haben also jetzt den folgenden Satz erhalten:

Satz: Die dualisierbaren Kurven bestehen aus hichstens abzihlbar vielen

konvexen Bogen und deren Hiufungsstellen.®*)

*) A. P. Mébius, Leipz. Ber. 2 (1848), S.179/182 = Ges. Werke II, S. 183/187;
genauere Beweise dieses Mdbiusschen Satzes bei A. Kneser, Math. Ann. 41 (1893),
B. 853/362 und J. Hjelmslev, a. a. O. 8. 473. Bei Mdbius und Kneser ist der Satz
unter etwas spezielleren Voraussetzungen iiber @, bewiesen, wihrend Hjelmslev von

€; nur Differenzierbarkeit fordert.
**) Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht; d. h. es gibt tiberall stetig diffe-

renzierbare Kurven, die aus abzéihlbar vielen konvexen Bogen und deren Grenzpunkten
bestehen, ohne dualisierbar zu sein; Beispiel:

y=:c’sin—1--
X




