Sulle configurazioni piane p; ®

(Nota del dott. Virrorio MartiverTi, ¢ Manfova.)

I n questa Nota mi propongo di far conoscere un metodo per dedurre
tutte le forme possibili di Configurazioni p;, quando si conoscano tutte le
Cfz. (x—1);. Applicherd in fine questo metodo per dedurre dalle mnote
Cfz. 10; (**) tutte le Cfz. 11, che, io credo, non furono ancora indicate.

1. Coi numeri progressivi dall’l al p indicheremoc i punti della Cfz. p,
e rappresenteremo la Cfz. stessa scrivendo in colonne successive i numeri rap-
presentanti le terne di punti in linea retta, come ad es.
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2. Condizione necessaria e sufficiente affinché due notazioni diverse rap-

presentino la stessa forma di Cfz. y, & che sia possibile operare sui numeri
1, 2,..., p tale sostituzione da trasformare le colonne della seconda notazione
in quelle della prima. Questo sard il criterio, che seguiremo per riconoscere

se due notazioni rappresentano o meno Cfz. della stessa forma.
Se due punti «, 8 della Cfz. si comportano in essa allo stesso modo deve

(¥) Per le denominazioni e notazioni cfr. Kantor-S.: Ueber die Configurationen (3, 3)
mit den Indices 8, 9, ete. Sitzh. der Wiener Akad. Jahrg. 1881, — Revs Ta.: Das Pro-
blem der Configurationen. Acta Math., 1,

(¥*) Kantor S.: Die Configurationen (3, 3),,. Sitzb. der Wiener Akad. Jahrg. 1881,
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essere possibile operare almeno una sostituzione sui numeri 1, 2,..., u la quale
sostituisca « a @ senza alterare la notazione della Cfz. stessa.

Le sostituzioni aventi la proprietd di non alterare la notazione di una
Cfz. formano un gruppo, che noi chiameremo relativo alla Cfz. considerata.

3. Disponendo i numeri 1, 2,..., s in n terne, in guisa, che ogni nu-
mero sia ripetuto tre volte, senza che lo sia pilt di una volta nella stessa terna,
e senza che in due terne entri la medesima coppia di numeri, si ha precisa~
mente la notazione di una forma possibile di Cfz. y;, la costruzione della quale
conduce ad un problema di 2° grado. Infatti scriviamo le p terne di numeri
in colonne, come si & detto in principio, in guisa perd che lo stesso numero
appaia una volta sola in ciascuna linea (e cid si pud ottenere in varii modi),
allora esisterd una sostituzione, composta di uno o pili cicli, la quale trasforma
ad es. la prima nella seconda linea. Se realmente i numeri 1, 2, 3,... p rap-
presentano punti di una Cfz. g, la cui notaziome & quella da noi stabilita,
allora il ciclo, od i cicli, della nominata sostituzione rappresentano un poligone
semplice, od un sistema di poligoni, i cui vertici e lati sono i punti e le rette
della Cfz.; questi lati passano sempre per un altro vertice, epperd la Cfz. sa-
rebbe quella di un poligono, o sistema di poligoni, inscritto e circoscritto a s
medesimo.

Ora & facile vedere, che il problema di trovare un poligono, o sistema di
poligoni, inseritto e circoscritto a st medesimo & di 2° grado qualunque sia la
legge colla quale i lati debbano passare per i vertici, quindi resta dimostrato
il nostro asserto.

Percid, essendo lo scopo nostro la ricerca di tutte le forme delle Cfz. p,,
¢i occuperemo soltanto della ricerca delle loro notazioni.

Per brevitd introdurremo anche le seguenti denominazioni.

Due punti della Cfz. si diranno congiunts se per essi passa una retta della
Cfz., estrames nel caso contrario.

Due rette della Cfz. si diranno congiunte se passano per uno stesso punto
della Cfz.; estranee nel caso contrario.

Una retta della Cfz. si dird estranea, congiunta, bicongiunta, o, tricon-
giunta ad un punto della Cfz. se essa contiene rispettivamente nessun punto
congiunto al considerato, ovvero ne contiene 1, 2, o, 3.

4. Siano « e B due punti estranei di una Cfz. (1 — 1), qualunque. Da
o partono tre rette della Cfz. le quali non possono essere tutte contemporanea-
mente congiunte a quelle passanti per 8, vi sono anzi almeno tre coppie di
rette estranee passanti per « e 8. Una di queste coppie sia (xaias)i, (Bf:8:).
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Allora se nella notazione della Cfz. (x — 1), considerata sostituiamo alle terne

« f oo e _
ay, B le ar, B, ed aggiungiamo la terna « abbiamo manifestamente la nota-
%y .Bz O3 .31 6

zione di una Cfz. y,. (¥)

Se sopra tutte le Cfz. (u— 1);, per ogni coppia di punti estranei e per
ogni coppia di rette estranee per essi, eseguiamo la detta operazione, otterremo
una serie di Cfz. g, (in generale non tutte diverse) che noi chiameremo ridu-
cibili, perocché operando su di esse in senso inverso quella operazione colla
quale furono dedotte, si riducono a Cfz. (u — 1);.

5. Le altre Cfz. y, che non si possono dedurre in questo modo dalle
(@ — 1); si chiameranno ¢rriducibili.

E facile vedere quale condizione deve soddisfare una Cfz. irriducibile,
Preso in essa un punto o« qualunque ed una delle tre rette della Cfz. passanti
per esso ad es. aa,a,, & necessario che a, od «, sia almeno bicongiunto alle
altre due rette per «, ovvero che una di queste sia bicongiunta tanto ad «,
quanto ad «,.

Come ora vedremo le Cfz. y, irriducibili sono in generale una sola per
ogni valore di p, perd possiamo dire che l'operazione indicata al n.° 4 ci da
il mezzo di scrivere, con estrema facilitd, tutte le forme diverse di Cfz. y,
quando siano note le Cfz. (u — 1),.

Nelle applicazioni mostreremo poi come con opportune osservazioni sia
possibile evitare che la stessa Cfz. p, si presenti pilt volte, e sard cosi resa
notevolmente pili semplice la ricerca delle Cfz. p..

6. Cerchiamo ora quali siano le Cfz. irriducibili.

Supponiamo che una Cfz. sia irriducibile perchié ogni suo punto possiede
una retta tricongiunta.

Non & pertanto possibile che un punto possegga due rette tricongiunte le
quali siano congiunte fra loro; perocche se dal punto 2 partissero le due rette
(246), (257), tricongiunte ad 1 (**) dal punto 3 dovrebbero partire due rette
contenenti i punti di una delle quattro coppie 4, 5; 4, 6; 5, 7; 6, T poicha
3 deve possedere una retta tricongiunta.

Ora per I'arbitrarietd della notazione possiamo supporre sempre che tali

o B8
(¥} Dovendo indicare questa operazione seriveremo [ocl {31] .
%2 P2
(#%#) In questa discussione supporremo sempre che le tre coppie di punti allineati con 1
siano 2, 3; 4, 5; 6, 7.
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punti siano 4 e 5 (scambiando all’occorrenza 1 con 2) ed allora se si considera
6 ¢ 7 si vede che la (3 5), dovrebbe passare per 6 e la (8 4) per 7, la qual
cosa evidentemente non pud avvenire.

Vale poi anche la proprietdh correlativa: Una retta non pud essere tricon-
giunta a due punti congiunte.

Supponiamo che i punto 1 possegga per refta tricongiunta (2, 4, 6), e
che inolire da 2, 4, e, 6 partano tre rette bicongiunte ad 1. Si potrd sup-
porre, senza fare vestrizioni, che la terza retta uscente da 2 sia la (2, 5, 8),.
Allora, poichd 3 deve avere una retta tricongiunta e questa non pud essere,
per l'osservazione precedente, ne la (1, 4, 5), né la (2, 4, 6),, sard 3 estraneo
a 4 e quindi 4 congiunto a 7. Il punto 6 & poi congiunto a 3, perocche se
lo fosse invece a B, non potrebbe 7 avere una retta tricongiunta. Dall'osservare
poi che 1 punti 3, 5, 7 devono anche essi avere una retta tricongiunta, si trova
che 1 punti stessi devono essere in linea retta. La retta tricongiunta ad 8 non
potrebbe essere che la (2, 4, 6), ovvero la (3, 5, 7);, in ogni caso & necessario
che le (3, 6),, (4, 7). passino per 8.

Dunque alle fatte ipotesi soddisfa unicamente la seguente Cfz. 8,:

‘ 1 I 1 1 2 2 3 3 Ii
Cfz. 8, 2 4 6 4 5 5 6 U
’ 3 5 7 6 8 7 8 H

7. Dovremo ora supporre, che per uno almeno dei punti 2, 4, 6 della
retta tricongiunta ad 1 passi una retta semplicemente congiunta ad 1, per es.
supponiamo che da 2 parta la (2, 8, 9)..

Allora la retta tricongiunta a 2 deve passare per 3, e potremo supporre
che sia la (3, 4, 8),. T & estraneo a 2 e 4, percid la retta tricongiunta a 7
sard certamente la terza retta passante per 6, la quale allora non conterrd 3;
essa passerd quindi per 5, giacchd la tricongiunta di 6 dovendo contenere 2
0 4 e non 3 & certamente (1, 4, b),.

Allora T & congiunto a 5 ed al terzo punto sulla (5, 6), il quale sar
quindi diverso da 8. La tricongiunta di 3 non pud essere (1, 4, 5),, altrimenti
8 non avrebbe retta tricongiunta, ma sard (2, 8, 9), ossia 3 e 9 sono congiunti,
Allo stesso modo si vede che il punto 8 deve essere congiunto al punto 10
sulla (3, 9),; 9 ad 11 sulla (8, 10),, 10 a 12 sulla (9, 11), e cosi di seguito.

Il punto sulla (5, 6), deve essere congiunto a 7 ed al punto sulla (5, T),, ecc.
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Cosi si riconosce la possibility di avere per ogni valore di x>9 una Cfz.
irriducibile di guesta natura. La notazione della Cfz. generale di questo tipo
¢ la seguente:
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Se consideriamo i punti 1, 4, 2, 3, 8, 9, 10, 11,..., , 7, 5, 6 in questo
ordine come vertici di un poligono, la notazione da noi stabilita ci dice, che
i lati del poligono sono le p rette della Cfz. stessa, e ciascuno di essi passa
per un altro vertice del poligono; sicche la Cfz. & costituita da questo poligono
inscritto e circoseritto a s& stesso.

Ogni vertice & sempre congiunto coi due adiacenti e con quello che pre-
cede il vertice precedente al considerato, talchd la Cfz. ci si presenta come
una successione di p triangoli fale che ognuno ha col successivo (e I'ultimo
col primo) due rette e due vertici in comune.

I punti della Ofz. si comportano poi allo stesso modo, giacché & evidente
che la sostituzione circolare

1, 4, 2,389 10, 11,..., , 7, 5, 6)

e le sue potenze appartengono al gruppo relativo alla Cfz. (v. n.° 2).
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8. Potremo ora supporre che il punto 1 non abbia rette tricongiunte,
¢ cosl si presentano tre casi:

1.” Per un punto congiunto ad 1 passa una sola retta bicongiunta ad 1;

2.° Per 1 punti congiunti ad 1 passano due rette bicongiunte ad 1 o
nessuna.

3.° Per tutti i punti congiunti ad 1 passano due rette bicongiunte ad 1.

1.0 Caso. Se per 2 passa una sola retta bicongiunta ad 1, supporremo
(2, 4, 8),, 3 non pud essere congiunto a 4, altrimenti per la irriducibilita lo
dovrebbe essere anche a 5, ed allora la Cfz. non potrebbe essere irriducibile
rispetto alla retta (1, 6, 7),.

3 e b devono essere congiunti. Dai punti 6 e T passano complessivamente
al pill tre rette bicongiunte ad 1, percid supporremo che da 6 parta una retta
contenente due punti estranei ad 1. Per la irriducibilith si vede poi che non
pud essere 6 congiunto a 3, epperd tre sono le ipotesi possibili:

a) Sono congiunti 6 e 4;
b) Sono congiunti 6 e 5;
c) 6 & estraneo a 4 ed a b.
9. a) 1l terzo punto sulla (4 6), sia 9, allora per la irriducibilita devono
essere congiunte le coppie di punti 7, 5; 3, 8; T, 9.
Se 3 e T sono congiunti potremo fare tre ipotesi:

(31 5) 8)1 ! (37 57 8)s §(31 7, 6)1 .
3(5, 7, M 1(3, T, [ (B, Ty O

La seconda e la terza non sono perd essenzialmente diverse, poiche colla
123456789
167452398
e quelli ad esso congiunti cessino di soddisfare a tutte le ipotesi fatte sopra.

Nel primo caso diciamo 10 il terzo punto sulla (3, 7), e consideriamo i
punti 2, 6, 8 ¢ 9; vediamo allora che la sola ipotesi (2, 9, 10); (6, 8, 10),
rende la Cfz. irriducibile rispetto ad essi, perche si trova dover essere 10 con-
giunto ai punti 2, 6, 8, 9.

Nasce cosi la

sostituzione( ) si passa dall’una all’altra senza che il punto 1

” 1 1 i 1 } 3 I 2 ; 3 | 3 i 4 5 ‘ 6 t
Cfz. 10, 2 ¢ | 6 4 | 9 s | 7 6 l v o8 |
3 ‘ 5 \ K ! 8 ‘[ 10 5 ’ 10 9 ‘ 9 ’ 10

| : o
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Nel secondo caso, chiamando 10 il terzo punto sulla (5, 7), e considerando
il punto 4 si deduce che 6 ed 8 devono essere congiunti; considerando 9 si
trova che 10 deve essere congiunto a 9 e 6, percid si avra (6, 8, 10),, (9, 10),.
Esaminando ora il punto 2 si riconosce che i punti 2, 9, 10 devono essere in
linea retta, percid da queste ipotesi nasce la
[
8

1 2 l 2 3 ! 4 ‘ 5 l]
4 9 5 k 6 ( 7
\ 8 10 i 8 ’ \ 9 ~ 10 \ 10 H

Se poi 3 e 7 sono estranei, perché la Ofz. sia irriducibile rispetto a 4 &
necessario che siano rette della Cfz. le (2, 9), e (5, 7, 9),, ovvero (3, 5, 8),,
(6, 8), oppure (2, 9),, (6, 8), o finalmente (5, 8), e (5, 9)..

La prima e seconda ipotesi non sono essenzialmente diverse, perocche colla
123456789
167452398
continuano a soddisfare le condizioni da noi imposte.

Se si verificasse la seconda ipotesi, posto (6, 8, 10), dovrebbe essere anche
(5, 7, 9),, perché se la Cfz. deve risultare irriducibile rispetto a 5 ed alla (5, 7),
& necessario che sulla (5, 7), vi sia un altro punto congiunto a 4 e questo non
pud essere che 9. Ma se si considerano i punti 6 ed 8 si conclude che 10 deve
essere congiunto a 2 e 9, e considerando 2 si vede che 3 e 10, ovvero 2 e 9
devono essere congiunti. Nel primo caso sard (3, 9, 10),, sicché la Cfz. & ri-
ducibile rispetto a 9; nel secondo sard (2, 9, 10), e perché la Cfz. risultasse
irriducibile rispetto a 3 e 7 dovrebbe essere 10 congiunto a questi punti, e ¢id
non & possibile, perche 3 e 7 sono estranei e 10 & gia allineato con due coppie
di punti della Cfa.

Nella terza ipotesi, supponendo (6, 8, «); (3, 8, @), saranno « e 8 diversi
da 9, e quindi, affinche la Cfz. risulti irriducibile rispetto ad 8, devono essere
congiunte le coppie 2, « e 3, « [non potendo essere nella presente ipotesi
(8, 5, 8),] quindi (2, 9, )i, (3, 5, «);; ma allora il punto 2 presenta un caso
gia considerato.

Finalmente se supponiamo 5, 8; 5, 9 coppie di punti congiunti, dovremo
avere (3, 5, 8), (5, 7, 9), altrimenti, se fosse (3, 5, 9), (5, 7, 8),, la Cfz. risul-
terebbe riducibile rispetto ad 8: supponendo poi (2, 9),, ovvero (6, 8), rette
della Cfz. saremmo condotti al caso precedente, quindi supponiamo (2, 10, 11),.

Considerando 2 si trova che 10 deve essere congiunto a 3 ed 8; si sup-
ponga (3, 10, 12), (8, 10, 13),.

1 1 1
Ofz. 10, | 2 | 4 |
3 i 5 7

w> -1 )

sostituzione ( ) una si cambia nell’altra, ed i punti 1, 2, e 9
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Considerando 11 si deduce che esso & congiunto a 12 e 13.

Considerando 12 si vede che 13 & ad esso congiunto.

Se si suppone (11, 12, 14),, (12, 13, 15),, (11, 13, 16), si trova poi che
deve essere (14, 15, 16),, e cosl di seguito.

Nasce cosl una serie unica di Cfz. irriducibili di cui possiamo scrivere il
tipo generale, essendo semplicissima la legge colla quale si debbono assumere
gl allineamenti:

1 5 4 10 10 10 14 15 16 14 14 15 16 20 20 | 20 24 | 25

2 3 8 2 3 8 11 12 13 15 17 18 19 17 { 18 | 19 | 21 22

3 8 2 11 12 13 12 13 11 ! 16 18 19 17 21 ) 22 ) 23 | 22 23

26 24
23 25
21 26

I | !
10 (n — 1)|10 (n—1)10 (12—1)'.10n—6 10225101 — 4|10 11-—(‘)‘

ece, ece. ect. ecc, 10n—910n—810n— 7102 —510n—3
10a—8[10n—7100—910n—4

10r—2110n—1/10n—310n—210 n—1

10n—2 100 —110n—3 [ 7 9

| g L

g 1
1011——6101;——5’10;2——4 10n 10 n 1 n Il 5{4 1]

617,95

719164

La disposizione da noi data alla notazione ci fa vedere subito una pro-

prieta della Cfz.
Se consideriamo i 2# triangoli:

2, 3,8 11,12, 13; 17, 18, 19, 21, 22, 93; 27, 28, 29;
31, 32, 33;......; 10n—3, 10n—2, 10n—1; 6, 7,9

noi vediamo che: I vertici ed i lati di questi costituiscono 67 punti e 6#n rette

della Cfz.:

Ogni triangolo & prospettivo al precedente ed al seguente (il primo al-
I’ ultimo);

T centri di prospettiva del 1° e 2° 3° e 4°, 5° e 6°%... (€n—1)"" e 2pm0
sono # punti della Cfz.;

Gli assi di prospettiva delle # coppie di triangoli, 2° e 3°, 4° e 5°, 6°
e %y @n—2y ¢ (2n—1)™, 2070 & 1° sono n rette della Cfz.;

Le 3n congiunti i vertici omologhi passanti per i detti centri di pro-
spettiva sono le altre rette della Cfz.; mentre le intersezioni dei lati omologhi
delle altre » coppie di triangoli prospettivi sono i rimanenti punti della Cfz.

Si vede adunque che queste Cfz. nascono dal considerare una serie di 2n
triangoli ciclicamente prospettivi, insieme alternativamente ai centri ed agli
assi di prospettiva delle 2n coppie di triangoli omologici.
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La pid semplice Cfz. di questa specie sarebbe una 20,, ma perd rientra
in questo stesso tipo Ja notissima Cfz. 10, di due triangoli prospettivi insieme
al centro ed all’asse di prospettiva, Cfz. che troveremo in seguito.

10. b) Siano congiunti 5 e 6. In tal caso deve essere 7 congiunto a 4
e lo supporremo congiuntv anche a 3, altrimenti si ricadrebbe nel caso a) gia
considerato. Deve poi essere 3 congiunto ad 8, e sard (2, 9, 10), ovvero
2, 10, 11),.

Se & (2,9, 10), e contemporaneamente 3 e 9 sono congiunti, sicchd (3, 5, 9),
¢ una retta della Cfz., allora sard (3, 7, 8), e considerando il punto 5 si vede
che sulla (5, 6), non pud esservi che 8, poiché deve tale punto essere congiunto
a 4, non lo potendo essere ad 1, n2 6 a 3 0 9. Ora considerando 6 vediamo
che 1 punti sulla terza retta non possono essere congiunti ad 1 né ad 8, quindi
uno di essi dovrd essere contemporaneamente congiunto a 5 e 7, ed allora
questo punto non potrebbe essere che 9, ed invece 6 e 9 sono estranei.

Se poi 3 ¢ 9 non sono congiunti, considerando 2 si trova che lo devono
essere 3 ad 8 e 8 a 10, quindi 8 e 9 sono estranei ed allora 2 presenta il
caso a).

Se & (2, 10, 11), la terza retta per 2 allora, perche la Cfz. sia irriducibile
rispetto a 2, devono essere coppie di punti congiunti le tre seguenti: 3, 8;
3, 105 8, 10.

Considerando 4 si vede che devono essere congiunti anche 5 ed 8 quindi
sara (3, 5, 8),, (3, 7, 10),.

Considerando 7, si conclude che 6 e 10 sono sopra una retta della Cfz,
la quale & percid la (6, 8, 10),, ma allora la Cfz. & riducibile rispetto a 6.

11. c) Se 6 & estraneo a 4 ed a 5 e sono (6, 8, 10),, (6, 9, 11), le due
rette per 6, dovrd essere necessariamente 7 congiuntoa 3, a 405, ad 8ed a 9.

«) Se 4 e 7 sono congiunti potremo supporre (3, 7, 8),, (4, 7, 9). ed
allora considerando 6 troviamo dover essere 8 e 9 congiunti, ovvero 8 ed 11,
9 e 10, in ogni caso i punti z, y sulle (2, 4),, (3, 5), sono diversi da 8 e 9.
Se fosse 9 estraneo a 5 oppure 2 ad 8, esaminando i punti 4 e 3 si vede che
la Cfz. sarebbe riducibile, per la qual cosa siamo costretti a supporre (2, 8, 11),
(5, 9, 10);; ma anche questo & incompatibile colla irriducibilitd, poiché y non
potrebbe essere 10, epperd 3 e 10 sono estranei, sicchd rispetto al punto 8 la
Cfz. sarebbe riducibile.

B) Se 5 e 7 sono congiunti sard (3, 7, 8), (5, 7, 9),, e per rendere irri-
ducibile la Cfz. rispetto a 2 si deve supporre inoltre (2, 4, 10),, (3, 5, 10),.
Se 8 e 9 non fossero congiunti, il punto 7 presenterebbe un caso gid consi-

Annali di Matematica, tomo XV, 2
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derato; se sono congiunti e la (8, 9), passa per 2 o 4 la Cfz. & riducibile; se
la (8, 9), passa per 10, allora 10 presenta un caso gid considerato al n.° 9, e
questo stesso avviene per 2, se irriducibile, quando 8 e 9 siano estranei a 2,
4 e 10. Da questa ipotesi non nasce adunque alcuna nuova Cfz.

12. 2.2 Caso. Per il punto 2 passano le due rette (2, 8, 10),, (2, 9, 11),
semplicemente congiunte ad 1, e per 3, 4, 5, 6, 7 passano o due rette bicon-
giunte o nessuna.

Per la irriducibilitd si dovranno avere poi le due rette (3, 4, 8),, (3, 6, 9),
e per la nostra ipotesi dovremo supporre congiunti:

4e6 ovvero 4el, beb6, bed
8e9 ovvero 8ed1l, 9 e 10, 10 ed 11

in ogni caso 4 e 9 sono estranel.

Se 4 fosse congiunto a 7 allora 4 non avrebbe rette tricongiunte, e per
3 passerebbe una sola retta bicongiunta a 4 per la qual cosa il punto 4 pre-
senterebbe un caso gid studiato. Cosl avviene per 9 se esso & congiunto a 10;
dunque dovrd essere 4 congiunto a 6 ed 8 a 9. Ma in tal caso la Cfz. & ridu-
cibile rispetto ai punti 5 e 7.

13. 3.2 Caso. Non ci resta che a supporre che per 1 punti congiunti

ad 1 passino sempre due rette bicongiunte ad 1. Siccome tutti 1 punti 2, 3,
4, 5, 6, T non possono essere congiunti a due punti allineati con 1, cosl po-
tremo supporre, che le due rette passanti ancora per 2 siano (2, 4, 8),,
(2, 6, 10),. Dobbiamo poi supporre congiunti:

a) 4e6 3ed 3eT, beT;ovvero
b) 4el 3eb 3aTl bHeb6b

a) Se & 9 il terzo punto sulla (4, 6), si vede che il punto 2 presente-
rebbe uno dei casi gid contemplati, qualora non fossero congiunte le tre coppie
di punti 3, 8; 8, 10; 8, 10. Considerando 4 e 6 si conclude allo stesso modo
che debbono essere congiunte le coppie: 5, 8; 5, 9; 8, 9; 7, 9; 7, 10; 9, 10,
per la qual cosa deve essere (3, 5, 8),, (3, 7, 10),, (5, 7, 9, (8, 9, 10), e
nasce cosl la

\
sz.103‘2 ’ 3 ‘ 8
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la quale, come manifestamente appare dalla notazione, rientra nel tipo delle
Ofz. (10n), trovate al n.° 9.

b) Nel secondo caso deve 2 comportarsi nello stesso modo di 1, altri-
menti 2 presenterebbe uno dei casi gid studiati, percid chiamando 8 e 9 i punti
sulle (2, 4), (2, 6), le 4, 9; 3, 9; 3, 8; 6, 8 devono essere quattro coppie di
punti congiunti. Ma allora deve essere (5, 6, 8),, (3, 7, 8),, (3, 5, 9, (4, T, 9)
e si ottiene la

|—1 1 1 l 2 ’ 2 ’ 3 l 3 ‘ 4 5
Cfz, 9, s 4 6 4 i 6 5 7 7 8
3 5 ‘ 7 8 l 9 9 ' 8 9 ‘ 8

Cost abbiamo esaurita la ricerca delle Cfz. irriducibili, e vediamo, che
esiste una sola Cfz. irriducibile g, (n.° 7) per ogni valore di g, che non sia
multiplo di 10 od inferiore ad 11. Per p =8 vi & ancora una sola Cfz. irri-
ducibile, ve n’hanno 2 per p=9 e 4 per p =10. Per ogni altro valore di g
multiplo di 10 si hanno due Cfz. irriducibili.

Cfz. 83, 93, e, 10,.

14. Non vi possono essere Cfz. 8, riducibili, percid per =28 abbiamo
I'unica Cfz. 8; trovata al n.° 6.

La sostituzione circolare (1245873 6), e quindi anche le sue potenze,
appartengono al gruppo relativo alla Cfz. e vediamo percid che in essa tutti
i punti e le rette si comportano ugualmente. Cosl anche con una di queste
sostituzioni si pud passare da una qualunque delle quattro coppie di punti
estranei ad un’altra pure qualunque, percid per ottenere coll’operazione indi-
cata al n.° 4 le Cfz. 9, riducibili, basterd considerare una sola di queste coppie
ad es. 5, 6.

Per questi punti passano tre coppie di rette estranee

5 6 5 6 5 6
1 3, 2 1, 3 2
4 8 8 7 7 4

operando sulle quali non si otterrebbero perd tre diverse Cfz. 9,, perocche ve-
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diamo, che colla sostituzione (1, 3, 2) (4, 7, 8) (5)(6), appartenente pure al
gruppo relativo alla Cfz., si passa da una coppia all’altra, quindi siamo certi
dell’esistenza di un’unica Cfz. 9; riducibile, la quale si ottiene operando ad

[5 6
es. colla |3 2| e che & rappresentata da:
7 4
1 | 1 I 1 l 2 ‘ 2 l 3 3 ‘ 4 5
COfz. 9, = 1 6 4 5 8 7 7 6
I I I P I P P I

Le Cfz. 9, sono tre sole, due irriducibili trovate ai n.i 7 e 13 e questa ridu-
cibile. (*)

15. Il complesso dei punti estranei ad un punto insieme alle rette della
Cfz. che li congiungono verra chiamato il resfo del punto. (**)

B chiaro che se due punti debbono comportarsi ugualmente nella Cfz.
devono i loro resti presentare la stessa figura, e perché due Cfz. siano iden-
tiche devono i loro punti avere resti rispettivamente della stessa forma.

Queste condizioni necessarie non sono perd sufficienti, ed avremo pil volte
occasione di trovare punti collo stesso resto, ma che si comportano diversa-
mente, ed anche Cfz. 11, essenzialmente diverse quantunque posseggano lo
stesso numero di resti eguall.

16. Rispetto ai resti nella Cfz. 9; riducibile, che diremo la I Cfz. 9y,
i punti sono di due specie: 1, 8, 9 hanno per resto due punti estranei, mentre
gli altri hanno per resto due punti congiunti. La sostituzione

1, 8 9@, 7,5 3, 4, 6)

appartenente al gruppo relativo alla Cfz. ci dice poi che i punti aventi resto
della stessa forma si comportano allo stesso modo.
Le coppie di punti estranei sono pure di due sorta

1 8 9. 2 7 5 3 4 6
87 91 13 67 21 Tr 5! 31 4

prendendo ad es. le 8, 9 e b, 7 si vede, che per la prima passano due coppie
(*) 8, Kanror: Ueber die Cfz. (3, 3} mit den Indices 8, 9, 1. e,

(*%*) Queslo complesso di punti e rette viene dal sig. Kantor chiamato Restfigur; Die
Cfz (3, 3, L e
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89 89 89
di rette estranee di natura diversa 2 3, 4 5 poiché la terza 3 2 si cangia
57 76 6 4
nella prima per la sostituzione (1) (2, 3) (4, 7) (5, 6) (8) (9) appartenente al
57 57T 57
solito gruppo; per la seconda ne passano tre di specie diversa 2 1, 6 4, 2 3
86 98 89

57
giacchd la quarta 1 3 si cangia nella prima colla sostituzione:

)2, 3) (4, 6) (5, DG, 9.

Venendo alla Cfz. 9, irriducibile (II Cfz. 9;) trovata al n.° 7, vediamo che
i resti di tutti 1 suoi punti sono sempre due punti congiunti. Tanto i punti,
quanto le rette, sono della medesima natura, come prova la sostituzione cir-
colare (1, 2, 8,7, 6, 4, 3,9, 5) la quale appartiene al gruppo relativo alla
Cfz. stessa, e dimostra anche che tutte le coppie di punti estranei si comportano
allo stesso modo. Per la 4, 9 passano quattro coppie di rette estranee, ciod:

49 49 49 49
12, 1 3, 2 3, 3 5
5 8 5 1 6 7 8 6

e dalla disposizione delle coppie di punti congiunti su di esse risulta immedia-
tamente che soltanto la prima e terza potrebbero essere convertibili una nel-
’altra, ma si vede poi che questo non & possibile.

Se consideriamo I'altra Cfz. 9; irriducibile (IIT Cfz. 9;) (n.° 13) si trova
che in essa 1 punti hanno tutti per resto due punti estranei e sono della stessa
natura poiche le due sostituzioni

1,2,66,9 04 85; (1,2,6387 43,9 5)

appartengono al gruppo relativo alla Cfz. Tutte le coppie di punti estranei
sono della stessa specie. Prendendo ad es, 8, 9 vediamo che tre sono le coppie
di rette estranee passanti per essi:

B no o
Tt oW w0
-~ ¢ O
(= B R =]
[<r B e )
-3 i ©

ma le sostituzioni

WA G DE 9N ME HE YOG



14 Martinetti: Sulle configurazion: piane p,.

del gruppo relativo alla Cfz., trasformano la prima nelle altre due, pereid ope-
rando sopra queste risulterebbe quella stessa Cfz. 10, che nasce dalla prima.
Cos si presentano in tutto 10 coppie diverse di rette per dedurre colla
nostra operazione tutte le Cfz. 10, riducibili.
Tali operazioni sono:

Nella Ofz. I: 13[

8
Nella Cfz. IIT: 10° [Z ?5,]

17. Dalla 1* nasce la I Cfz. 10, (v. tavola n.° 18) nella quale il gruppo
relativo & costituito dalla sostituzione identica e dalla sola

(1 @, 8) 4, 6)(,7) 8, 9)(10),

percid i punti sono di sei specie diverse.

La Cfz. & irriducibile rispetto ai punti 2, 3, 5, 7, 8, 9, ma lo & rispetto ad
1 edalla (1, 2, 3), a 4 ed alla (4, 7, 8), [epperd anche a 6 ed alla (6, 5, 9),]
a 10 ed alla (10, 8, 9),. Quindi la Cfz. trovata pud nascere ancora da due
Cfz. 9, precisamente da quelle che si hanno riducendo la Cfz. 10, rispetto ad
1 e 4. Facendo la riduzione rispetto ad 1 ed operando la sostituzione

2345678910
578496321

si ottiene la stessa notazione da noi stabilita per la I Cfz. 9,, sicché eseguendo
sulla I Cfz. 9, la 4* operazione si ottiene di nuovo Ja I Cfz. 10,.
Riducendo poi la Cfz. rispetto a 4 ed eseguendo la sostituzione

1235678910
(3 1278495 6)
si vede che risulta la II Cfz. 9, epperd su di essa facendo Voperazione 7 si
ricade nella nostra Cfz. 10,.
Dalla 2* operazione risulta la II Cfz. 10; (v. n.° 18) nella quale vi sono
i punti 1, 4, 5, 6, 7, 10 che hanno per resto tre punti in linea retta, e 2,

3, 8, 9 che hanno per resto tre punti, due a due congiunti, questi posseggono
quindi una retta tricongiunta, epperd la Cfz. & irriducibile rispetto ad essi,
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invece & riducibile rispetto agli altri (che sono della stessa specie, poiché le
due sostituzioni

(1, 4,10, 6)(2, 9,8, 3)(5, ) (1, 5, 6)(2, 8, 3)(9) (4, 10, 7)

appartengono al gruppo relativo alla Cfz.) ma rispetto ad una sola retta per
essi, talche la nostra Cfz. non pud nascere che dalla 2* operazione.
Dalla 8* operazione nasce la IIT Cfz. 10, (n.° 18). Appartiene al gruppo
di questa la sostituzione (1, 6, 5)(2, 8, 10)(3)(4, 7, 9), ed i punti sono di 4
specie
1, 6, 5; 2, 8, 10;  3; 4,7, 9.

La Ofz. ¢ riducibile soltanto rispetto a 2, 8, 10 quindi nessuna delle altre ope-
razioni pud dare questa stessa Cfz.

Dalla 5* operazione risulta la IV Cfz. 10, (n.° 18), la quale nasce poi
anche dalla 6% poiché la Cfz. & riducibile non solo rispetto ad 1 e 10, che
sono della stessa specie, ma anche rispetto a 4, 6, 8, 9 che sono di specie
diversa da 10, ma fra loro della stessa specie.

Eseguendo 1’8* operazione troviamo la V Cfz. 10, (n.° 18), la quale non
pud risultare altrimenti, che da questa operazione.

Finalmente la 9% e 10® operazione conducono alla stessa Cfz. 10, quella
che chiamiamo VI Cfz. 10; (n.° 18). Cosi vediamo che le Cfz. riducibili sono
sei solamente, e queste insieme alle quattro irriducibili trovate formano le 10
Cfz. 10, studiate dal sig. Kaxstor.

18. Nella tavola seguente sono segnate tutte le Cfz. 10,, e le sostitu-
zioni de] loro gruppo, sufficienti per indicare la natura dei punti e delle coppie
di punti estranei.

Le lettere maiuscole messe nella prima colonna sono quelle, che servono
al sig. Kaxror per indicare le Cfz. 10;.
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Cfz. 11..

19. Passiamo ora a trovare le Cfz. 11,.
Considerando le coppie di rette non congiunte passanti per le coppie di-

verse di punti estranei, indicate nella tavola precedente, e tenendo sempre
conto delle sostituzioni relative alle singole Cfz., si trovano le seguenti opera-
zioni, tutte essenzialmente diverse che servono a dedurre le Cfz. 11, riducibili
dalle Cfz. 10,:

Nella I Cfz. 10,; 1

110

6l2 8|, 71
(3 9]
(2 6]

125 1|, 13
10 7]
2 7]

18(5 4|, 19
10 8
4 6

241 3], 2
5 8]
"4 107

|7 2], 31
8 5]
5

3|2 3|, 37
[ 10 6]

Nella II Cfz. 10,; 89

Nella IIT Cfz. 10;; 44

2 b
49 [1 61, 50
3 9

5 7
55 [3 4}, 56
10 8

5 8
61[6 4!, 82
9 7

[2

|10 6]

J
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A0 oW~ WO
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1 107
Nella IV Cfz. 104 68 [g |

4 107 7 9]
7l [7 s, 2] ¢,
8 9] 16 4]
3 51 '3 5
o sf, w|t 7],
2 9] 2 10,
8 9] 8 0
8313 2|, 8sl4 5l
6 4 |7 6.
4 7
Nella V Cfz. 10,; $5 [1 81,
5 10

79

90[1 4], 91

6 10
3 9

96[4 5}, 97 ,
8 6 10 8

6 8
102[2 3|, 103
10 4

1
o
o

1
-3 W2
n W

| S| erreard | WSRO |

N o
o

|10 7

5 9
Nella VI Ofz. 10, 105 1 2],
4 8 4 8
o |1 2|, 111[1 3|,
L5 9 510
4 77 4 7
16 |2 3l 117[2 51,
16 9] 6 8
17 107 7 10
1223 5| 193 [5 4},
9 6] 8 9
.
128 |5 3].
10 7

4 10
Nella VII Cfz. 10, 129 [1 3],

4 9
134 [l 3],
510

1 10
67 14 2],

(79
3|1 o]

1
96 1],
3 4

4 7
813 1],
|8 6.
[7 91
.10 6
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9817 51,
.10 6

10415 31.
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4 10 [4 10 4 10 510 5 10
Nell VIIT sz. 103;138 [1 3], 13911 6], 140 [2 3 L 3}, 142 {1 61,
b 1 (5 8 8 7 4 7 4 8
5 10 8 9 [8 9
143 [s 2], 144 {b 5], 145 |3 4|,
8 9 07 L5 6
2 7 o 7 2 7 3 6 3 6
Nellg IX Cfz. 10, 146 [4 1], 147|9 1|, 148 [4 3], 149 [5 1], 150 [5 4],
8 6 10 6 8 9 8 7 8 9
36 197 19 19 3 4 3 4
151 [1 4), 152 [6 2, 153 |4 2:], 154 [2 al, 155 [7 1], 156 [7 2],
2 9 7 10 [5 10 3 6 9 5 9 8
3 4 3 4
157 | 1 6], 158 |5 6].
Z 9 8 9l
5 6 5 6
. 10,0 159 {3 2] 160 {3 4].
Nella X Cfz. 10s; 5.2 34

20. Nelle Cfz. 11, i resti dei punti possono essere di sei specie, che
noi indicheremo rispett.® con a, f, 7, 9, ¢, ¢:

«. 11 resto & costituito da tre punti in linea retta e da un quarto ad
essi congiunto.

B. 1 quattro punti del resto somo a due a due congiunti da sei rette
della Cfz.

y. Due punti sono congiunti fra loro ed agli altri due (da cinque rette
della Cfz.) e questi invece sono estranei fra loro.

8. Ogni punto del resto & congiunto a due punti del resto stesso.

e. Un punto del resto & estraneo a due altri i quali sono congiunti fra
loro ed al quarto, senza essere allineati con esso.

¢. Tre dei quattro punti sono in linea retta e questa & bicongiunta al
quarto.

I punti aventi un resto della specie «, 8, y hanno certamente una retta
tricongiunta (poiché le rette contenenti punti del loro resto sono meno di otto),
quindi rispetto ad essi la Cfz. & certamente irriducibile.

Notiamo poi come essendo conosciuti i resti della Cfz. (u — 1), da cui si

[~3
deduce colla liai Bi} una Ofz. p, si possono serivere con somma facilitd i resti
2 ‘82
di tutti 1 punti in questa Cfz.
Il resto di un punto y, diverso da «, ai, 22, B, By Be, ¢, © costituito da
¢ e dai punti che formano il resto di y nella Cfz. (u — 1)s.
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Il resto di p & formato da tutti i o — 7 punti che non appaiono nella
operazione eseguita.

11 resto di « si ha togliendo 8 dal resto di « nella Cfz. (x — 1), ed ag-
giungendo «, ed «,; cosl per .

In fine il resto di «y, s, Bi, B, & formato dagli stessi punti che nella
Cfz. (u—1); coll’aggiunta di « in «; ed a, € B in B, e ;.

21. Eseguendo 'operazione 1 (n.° 19) noi troviamo la I Cfz. 11, (v. ta-

vola seguente) nella quale i punti

1, 5, 9 hanno un resto della specie y,
6, 7, 8, 10 della specie ¢,
2, 3, 4, 11 della specie ¢.

Ma essi si comportano perd tutti diversamente, poiché nessuna sostituzione,
tolta I'identica, & capace di trasformare in st stessa la notazione della Cfz.
Come gia notammo rispetto ai punti y la Cfz. non & riducibile, lo & perd
rispetto a 2 e (2, 3, 11),; 4 e (4, 1, 5),; T e (7, 1, 6),; 10 e (10, 8, 9),; e
rispetto ad 11 e (11, 1, 8),; sicche la nostra Cfz., oltre che dalla operazione 1,
nasce da ecinque altre, che si trovano essere le 28, 43, 50, 69, 80.
La operazione 2 da la II Cfz. 11; nella quale

1, 3, 5, 9 hanno un resto y,
2, 6,8 » » 0 d
4, 7, 10, 11 » I TN

La sostituzione (1, 9) (2, 6) (3, 5)(4, 7) (10, 11) appartiene al gruppo relativo
alla Cfz. e prova che le coppie 1, 9; 2, 65 3, 5; 4, 7; 10, 11 sono di punti
della stessa specie, si vede poi che 1 e 3 non si comportano egualmente, come
anche 2 e 4; 4 ¢ 10, quindi i punti della Cfz. sono di sei specie diverse.

Questa Cfz. & riducibile rispetto a 2 e (2, 1, 3), {e quindi rispetto a 6 e
(6,9, 5),f; 4 (4,5, 11),, [T e (7,3, 10).J; 10 e (10, 3, Ty, [1L ¢ (11, 4, B).},
ed infine rispetto a 10 e (10, 8, 9),, |11 e (11, 8, 1),], perd essa nasce da tre
altre operazioni e queste sono le 35, T4, 146.

Cosi continuando si trovano 30 diverse Cfz. 11; riducibili, che sono se-
gnate nella tavola seguente. In essa sono indicate anche le operazioni dalle
quali nasce ogni Cfz., la natura dei resti dei loro punti, le varie specie di
questi, e le sostituzioni del gruppo, sufficienti per determinare la natura dei
punti stessi.
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Annali
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L’ultima Cfz. 11, & quella irriducibile trovata al n.° 7, essa & la sola che
possegga punti della medesima natura ed & quindi la piti uniforme delle Cfz. 11,.
Ma in seguito tornerd sopra questo argomento per studiare piu particolarmente
le singole Cfz. 11,, per ora noto solamente come le Cfz. VIIT e XIII; XI e
XXIII; X1V, XVII e XXV, sebbene abbiano rispett.® lo stesso numero di
resti uguali, siano essenzialmente diverse. Il concetto quindi dei resti non &
sufficiente per stabilire 1'uguaglianza delle Ofz. tuttavia esso & sempre un va-
lido aiuto per decidere della natura dei punti e per la ricerca delle sostitu-
zioni del gruppo relativo alla Cfz.

Palermo, aprile 1886,
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