
Aleune  s u p e r f i c i e  di Guichard 
e le relative trasformazioni. 

(n i  PASQUALE CALAPSO, a Palermo.) 

I n  una elegante ~ota  pubblicata dal sig. GUIettXRD nei Comptes Rendus 
de l'Acaddmie des ,Sciences (*)~ l'autore s'imbatte in una notevote classe di 
superfici% le cui linee di curvatura soddisfano ad una particolare condizione. 

L'autore definisce la superficie generica N della classe sudetta mediante 
la segfiente proprieth caratteristica: 

~ Il existe une surface N ~ ayant m~me image sph~rique de ses lignes 
,, de courbure que la surface • et telle que si r~ et r~ sont les rayons de 

courbure principaux de N~ r'~ et r'~ les rayons correspondantes de N.'~ 
, on air 

r i r '~  -~ r , r ' i  ~ const., (1) 

, la constante n'~tant pas nul le . ,  
:Nella presente Memoria ogni superficie che ammetta una superficie con- 

iugata nella sudetta relazione, la chiameremo una superfici¢ di GmeHARD e 
talora anche bre~emente una superficie N. 

Volendo assoggettare queste superfieie ad uno studio particotare, con- 
viene riferire la superficie generica N alle sue linee di curvatura. 

Serivendo le due forme quadratiche fondamentati 

f - -=Edu '  ~ - G d v  ~ 

? z D d u ~  D dv~ 

e cercando la condizione necessaria e sufficiente per l'esistenza della super- 

(~) Sur les Surfaces isothermiques [Comptes Rendus, voI. 130, 1)8". 159]. 
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ficie N '  nella relazione riehiesta, si perviene alia condlzione 

D - -  D "  )~ (\ G - -  ~/E = G ± E .  
\ /E 

Si b quindi condotti ad una classificazione del]e superficie di GUICm~RD 
secondo due tipi differenii definiti rispettivamente dalle relazioni: 

(- D t' 

Diremo superficie di GUICHAaD di prima specie quel]e definite dalla re- 
lazione (~); chiameremo di seconda specie le altre. 

Tra ]e superficie di GClCnARD di prima specie conviene notate le super- 
ficie a curvatura costante positiva che costituiscono una importante soluzione 
particolare del problema; alle superficie di GUtCHXaD di seconda specie ap- 
partengono ]e superficie a curvatura costante negativa. 

Fra  le principali proprietor di queste superficie si ha che l'inversione per 
raggi vettori reciproci trasforma una superficie di Gumm~aD in infinite nuove 
superficie di GCICHAaD. 

tto trovato questa proposizione utilizzando gl'in~,arianti dell'inversione 
gi~ da me osservati in una precedenie Memoria (*), 

Partendo da una superficie qualunque, sutla quale non si faccia alcuna 
ipotesi~ di cut ]e due forme fondamentali siano 

E d u ~ + G d v"- 

D d u ~ + D" d v ~, 

ed applicando l'inversione, si ha una nuova superficie con tre costanti arbi- 
trarie. Siano le due forme di quest'ultima 

E~du ~ + G, dv  ~ 
D~du" ~- D"~dv ~. 

Ho chiamato invariante dell'inversione una funzione 

~(E, G, D, D'~ ~E ) 

(*) Sulle supe,~cie a linee di curvah~ra isoterme. [Rendiconti del Circolo Ma~ematico 
di Palermo, t. XVII, p. 275.] 
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dei coefficienti E,  G, D, D '~ e delle loro derivate d'ordine qualunque, quando 
ha luogo identicamente la relazione 

~ (E, G, D, D,,, ~ E ) ( ,, ~ E~ ) -~-~ , . . . .  ~ E ~ , G , , D l , D ~ , -~"uu ' . . . .  

Ho riconosciuto che l'espressione 

G + _ E  

un invariante nel senso sopra definito, donde ho dedotto il teorema enunciato. 
Questo teorema conduce ad un metodo di trasformazione per le superficie N. 
Chiamando trasformazione di GUICH.~.RD il passaggi0 da una superficie N 

alla superficie coniugata N ' ,  possiamo dire che il sudetto metodo di trasfor- 
mazione consiste nel comporre l'inversione co]]a trasformazione di GUmHA~D. 

Per  le superficie N sussiste utl secondo metodo di trasformazione il quale 
deriva da un teorema di Gutc~tAaD~ che stabilisce alcune rel~zioni tra le su- 
perfieie /Y e le superfieie isoterme. 

Per  enunciate il teorema di Guicm~aD sotto una nuova forma, utile per 
il seguito della presente Memori~, conviene introdurre come incognita prin- 
cipale per la determinazione di una superficie N ,  di prima speci% la fun- 
zione 0 dei coefficienti del suo elemento lineare definita dalla formola 

tgh 0 == G-. 

La funzione 0 ~ earatterizzata dal fatto che le due equazioni differen. 
ziali nella funzione ineognita W 

~W 1 ~0 ~2® 1 ~o ~(-) 
u - - c o s h * O ~ u ~ u *  -j-senh*O ~u ~s  ~- 

__ l ~s o 2 tgh 0 ~ -  W, 
senho coshO ~ u ~ v ~ g u 

~W 
~v 

1 ~0  8~0 1 80  ~ 0 

÷ 

cosh*O~v ~u S senh 20 ~v ~v 2 

1 ~3 0 ~o 
senh o cosh o ~ u * ~v 2 coth 0 ~ -  W 

debbono ammettere una soluzione eomur~e, 

(7) 
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D'al t ra  parte, sappiamo ohe la determinazione delle superficie isoterme 
dipende dal l 'equazione di quarto ordine 

a ,., ( , i f)=° 

a cui deve soddisfare il suo invar iante  t ) (* ) .  
Clb post% il teorema di GUICnAaD che permet te  di t rasformare una su- 

perficie N in infinite superfieie isoterm% pub enunciarsi  nel modo seguente :  
Se due funzioni O e W sono legate dalle retazioni (7)~ il s is tema di 

RICOATI 

0 u - -  • / 
• ~ n 1 eosh 0 (tr" + W)  + ~~7 ~ 

i ] l imitatamente integrabi]e. Si awlt  de] l ' in t%razione una funzione tl con 
una  eostante arbitraria  che sark una soluzione dell 'equazione (~). 

Volendo pervenire  al seeondo metodo di t rasformazione per le super- 
fieie N g neeessario proeedere in eerto modo alla inversione del teorema di 
GmCI~ARD; potremo eosi inversamente  far derh, are da una superfieie isoterma 
infinite superficie N con tre eostanti arbitrarie.  

F r a t t an to  le tbrmol% che dhnno t ' invar iante  O della superfieie N,  sap,  
posti noti gl ' invariant i  ~ e J della superfieie isoterma, sono:  

~) ~O . 1 t ?~ ~ 1 

! 

~20 1 i (3o' t '  1 [ 3 e l '  , ~o I 
t t  ? v - -  2 ~,~-r.[~] - -  --~2- i I~V,) "-r V 2 tl senh 0 ?--~ [ 

(=) 
0 i 1 / 

- -  i \ ~ _q cosh 0 a u  ÷ -~ i ~.1 ~ eosh 2 0 - -  -~- i ( J  + m), 

3:~' ~ 3 u ~ v i ~ 2 senh 0 ~vv - -  ~ \f2 ()~ eosh O ~-~ - -  i () ~ ~ ~ v 

m essendo una  costante. 

(*) Vedi formola (9) della mia citata Memoria. La medesima equazione di 4. ° ordine, 
sotto forma diversa, fu stabilita precedentemente dal D. r ROTHE nella sua tesi di laurea, 
che ora soltanto vengo a conoscere: U'nters~ch~mgen dber die Theorie der isothermen 
T'ldchen, [naugural-Dissertation~ Berlin, 1897 [Vedi formola (D), pag. 23]. 
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Le trasf+rmazioni rappresentate analitieamente dalte formole (~) e (~) le 
chiameremo rispettivamente G, e G -~. 

Consideriamo attresl le trasformazioni anatoghe che si dedueono da (~) 

e (r) eambiando i in - - i  e ehe indieheremo con G e G -'~. 
Veniamo alte nuove trasformazioni per le superfieie di GUICI:ARD me- 

diante la composizione di due trasformazioni G~ G -~. 
Limitando ]e considerazioni alle trasformazioni reali, potremo dedurre da 

una ben nota superficie N una nuova superfieie N, con tre costanti arbitrarie. 
I1 passaggio dalt'invariante 0 della supetiicie N all'invariante O~ di N~ 

rappresenIato analitieamente dal seguente sistema di equazioni 

DO: 1 ~?, '. 
u = ) 'B°shO~+ :~ Ov 

o:=?senhO,+  .1 ~7. 
(i) 

), 1 3 ~ o 3 o I senh 0 ()? , ° ) . . . .  + 2 IV), 
u ~ e o s h o D u  ~ a~v 2 

~--~ ~ y. ~ - -  Bosh 0 .  ~ ~, 

( Ib  

O~__X Oe) 

v senh o 0 v~ 
0 ! ?~ 

. . . .  )' b-~i + -2- Bosh O (),' ~ + 2 W), 

(III) 

nella funzione incognita O, e in dne ausiliarie ?, e ,J. 
notevole the  l'integrazione di questo sistema pub eompiersi mediante 

]a suecessiva integrazione di due sistemi di R:ee.~TI illimitatamente integra- 
biti; ne diseende ta seguente proposizione: 

Se si eonosee una soluzione partieotare del sistema (II), (III), si pub 
compiere la trasformazione con sole quadrature; e in tale ipotesi l'appliea- 
zione della medesima trasformazione alle superfieie trasformate riehiederh sol- 
tanto successive quadrature. 

Risultati analoghi sussistono per le superfieie di Gmen~RD di seconda 
specie. 

La nuova forma sotto eui ho enuneiato il teorema di GUmHARD, per- 
metre altresl di rappresentare la trasformazione di DARBOUX per le snperfieie 

Annali di Ma~ematica, Serie IH, ~omo XL 27 
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~ o 
OuOv- -  

~ o  1 1 
- -  i \ 2" x2 eosh 0 ~u  + ~ i ft ~ eosh 2 0  - -  ~-  i ( J  + m), 

isoterme, chiamatk dal B~Ascm una trasformazione Dm (*), mediante il pas- 
saggio da una soluzione particolare della (d) ad una nuova soluzione eonte- 
nente quattro costanti arbitrarie. 

Le formole relative si otteng0no manifestamente componendo una tra- 

sformazione G -~ con una G. Si avra: 

O~o . ao  ao + ~/~- eosh 0 bn ~o "t a , n  ~ a u a v ~~; + ~/~" f~ senh 0 ~ ,4- i a O u a v '  

( a o ) ' ,  - ao 1 it~O~ ' -  1 i -t- f ~ s e n h O - -  

32o . 0 o 8 o  i~ /~senh08-  o. .... a v , = * a u a v  ~-7 i \ ;2 ~coshO a°  i l a~a 
- -  - -  0-7--- n a u a v '  

a~, aa ao 1 
- -  ~ - - i  (~1, + ft) =_senh 0 (ft~-- f~O, 

~u Ou ~v \9, 

-~7- - -  Ov -t-- i (~), - -  ~) }~} --- i -= cosh 0 ( f ~ -  f~'). 
\/2 

Si pub mettere questo sistema sotto forma reale in virth dell'esistenza 
di una funzione q~ soddisfaeente alle eondizioni 

~ b  . 3 o  1 

a+  _ . O o  1 &- _ ,  ~ - -  i ~): eosh o (n, + m. 

Mediante l'introduzione della ~p, potremo rappresentere analitieamente la 
trasformazione sotto la forma seguente: 

___a~+ _ 2 a + a +  2 a,a 
2 ~ u ~ v - -  ~u ~v ~ ~uav 

a~ + (a +¢ (~,~],~ ~ (a: - ~: + 2 n Q,) + (a + m), 

(*) BrAXCHI, It  teorema di permutabilitd per le t fasformazioni di DARBOUX detle su- 
perfieie isoterme. [Atti della Reale Aecademia dei Lineei, 12 semestve, 1904, pag. 359.] 
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Intorno a questo sistema nelle funzioni incognite ~, l~j, osserviamo che 
esso non differisce essenzialmente dal sistema (A) (B) nelle funzioni ,~, o. 
della mia citata Memoria che per lo scambio di J in J - t - m .  lge discende 
]a proposizione : 

Una trasformazione Dm equival% a meno di movimenti~ alla trasforma- 
zione Cm ad un parametro da me segnalata netla citata Memoria e rappre- 
sentata analitieamente dalla formola 

J( ')  : J + m (m = costante) 

piil una inversione ed una trasformazione di CHaISTOFFEL (*). 

§ L - -  CONDIZIONE PER LE LINEE DI CURVATURA DI UNA SUPERFIC1E DI (~fUICSARD. 

Siano N e N due superficie coniugate eolla rel~tzione (1); e sia 

d s  ' ~ - = e d u  ~ + g d v  ~ 

la rappresentazione sferiea delle lore linee di curvatura. I raggi prineipali di 
curvatura delle due superfieie soddisfano alle equazioni 

~-rA - -  (r~ ~-- r~) ~ log ~/g 
~u - -  ~ u 

~?'-~ - -  (r, - -  r2) ~ log ~/e- 

/~ , 9 log ( ]  

~v ~v 

\ 

/ 

(3) 

(*) 1~ notevole per  queste t rasfermazioni  un teo~'ema di permutabilitd scoperto dal 
BI••OHI; Ie formole relat ive sono state esposte dall 'autore sotto la forma pifi elegante 
nella nora sopra citata, 
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Da queste si. ricava : 

r ' l  ~ ,--7 ~ r ,  ~ -  z (ri r ' ,  --~ r.~ r ' i  - -  2 r ,  r ' ,)  a log Va 

e, denotando con 2 c i l  valore della costante:  

r~ ~ r'~ r '  ~ -  ~- r ,  ~ ~ 2 (c r, r ' ,)  ~ log ~/.q 

Si deduce integrando 
,'~ (~) 

r , r ' ~ z c - - ' - - - - ,  
g 

in cui ~ (v) denota una funzione arbitraria della sola v. 
Analogamente  

e 

con ~ (u) funzione arbitraria della sola u. 
Possiamo supporre senza ledere ]a generalitb~ c - - -1 ,  e che per una op- 

portuna scelta di parametri  le funzioni ~? (u) e ~ (v) si riducano all 'unitk po- 
sitiva o negativa, escludendo per ora il caso in cui qualcuna di queste fun- 
zioni si annulla identicamente,  caso che tratteremo a parte. Sicchb scriveremo 

/ 

r i r , ~ l  ~ ( ~  -)- 1) 
g 

e $ 
t r ~ r ~ = l  . . . .  ( F - - +  I). 

e 

Sostituendo in (1) per r ' ,  ed r'~ i valorl ricavati 
denti, si ottiene dopo faeili riduzioni 

dalle formole prece- 

(r, - -  r,) ~ --- - e  r~ + ~ r ~ .  ~" 

Si osserva intanto che i valori ~ ~ '  . . . . .  1 non possono corrispondere 
ad una soluzione reate del problema; una almeno di queste costanti dovdt 
essere t'unitb, positiva. Ed allora possiamo supporre (scambiando se occorre 
u con v) e ' : =  + 1, quindi aw'emo 

( r i - -  r~)" 1 .~ -c r~ ' = ~ , , + ~ -  . (4) 
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Cib posto, introdueiamo per una superfieie N le due forme quadratiehe 
fondamentali 

f - ~ - E d u  ~ + Gdv", 

~ - - D d u  ~ + D" dv  2. 
Si dovrh avere: 

e sostiiuendo nella (4): 

che potremo scrivere 

G E 
r i  - -  D "  ~ r ~  - - -  L ) -  

D 1 Dv'~ 
e -~----- -E-, g = ~ - ,  

\/G D -- -__ \-E- , E  G +-~E, 
\ 

- -  D / X '  

q G x i ~  - -  q~' x,,'G~-= ~ x,'G -4- ~ E. 

In questa assumeremo per il radieale il valore positivo potendo eambiare 
se occorre D e D" in - - D  e - - D ' .  

Siamo quindi condotti a classifieare le superfieie N seeondo due tipi dif- 
ferenti, definiti rispettivamente dalle relazioni: 

D D" 

D D" =x:o + E. (6) 

In cib ehe segue ~ dimostrato che ad ognuna di queste relazioni corri- 
sponde effettivamente una soluzione rea]e del problema ; in attri termini:  

Se le linee di curvatura di una superficie soddisfano atta condizione (5) 
o (6)~ esist@ una nuova superficie avente la stessa immagine sferica delle linee 
di curva/ura e legata alla prima dalla condizione (1). 

Le linee di curvatura della nuova superficie soddisfano pure alla (5) 
o (6). Il passaggio da una superficie N alla sua coniugata N~ diremo bre- 
vemente una trasformazione di GuIcaA~D. 

Prima d'intraprendere lo studio delte superfieie definite dalta relazione (5) 
o dalla (6), vogliamo esaminare il caso escluso in cui qualcuna delle fun- 
zioni ~ (u) o ~ (v) sia identicamente nulla. 
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Supponiamo ~ ( v ) ~ - 0 ;  in tal caso avremo: 

ri r'~ --~ I, 

r~ r % - -  1 - -  ? (u) . 
e 

Fra  queste e la (1) etiminando r', ed r'~, otte/liarno: 

(e ] 

donde derivando rispetto a v ed eliminando ~ (u), ricaviamo: 

~v ~v r, 8v 

Cib posto, perch~ sia soddisfatta la seconda delle (2) dovr• essere 

Ov ==0, 

cio~ r, sarb. funzione della sola u. 
Ma cib esprime, come si pub facilmente dirnosh'are, la condizione necessaria 

e sufficiente affinch~ le linee di eurvatura (u =-- cost.) della superficie siano eircoli. 
Viceversa ogni superficie~ per c u i l e  linee di curvatura di un sisierna 

sono circoli, dk un'effettiva soluzione del problema. 
Infatti avrerno in tale ipotesi: 

r , - - $ ( ~ ) ,  

ed integ'rando la seeonda detle (2): 

F ( . )  ~ ' ~  (u) + := 
\:e 

D'altra parte potremo soddisfare alle (3), ponendo: 

1 i - -  

r ,  - - +  (u) 

I F (u) 
' "~ = +-(u-5 - = - - ~ - =  " 

In questo modo avremo 

la quale dimostra la proposizione. 
Su questa partieolare soluzione del problema, ehe conduce ad una classe 

ben nora di superfieie, non ci fermeremo pill ottre. 
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§ [ [ . -  LE SUPERFICIE DI GUICH~RD D1 PRIMA SPECIE 

(DEn IT  .ALL  (5)). 

Volendo 
zione (5), convienc semplificare quest 'ultima col porre 

~/E-~- e ~ senh O, \'-G = e ~ cosh O. 

Con questa nuova notazione, l 'equazione di definizione diventa 

D D" 
cosh O.  - -  - -  senh 0 . . . . . .  1. 

Ed in~roducendo altres] una funzione H mediante la formola 

D D" 
- - s e n h 0 . ~ c o s h 0 .  = - - - - H  

q E  k'G 
si ha : 

fare uno studio completo delle superficie definite dalla rela- 

(7) 

D D" 
i//!7- ~ cosh O + H s e n h  O, ~,--~ = :  senh 0 + H'cosh O. (8) 

Denotiamo secondo il solito con x, y, z ]e coordinate di un punto mo- 
bile sulla superficie e con 

(X~O,, y~o~, Z~O)), (X~O), y~o~, ZlO)), (X~o,, y~o), g~ol) 

i coseni di direzione dei tre spigoli del triedro principale, diretti rispetti- 
vamente : 

1. ° secondo ta tangente alla ]inea v -  cost. ; 
2. 0 secondo la tangente alia linea u ~ c o s t .  ; 
3. ° secondo ]a normale a]la superficie. 

Le funzioni x, y, z, XI °J, y~Gt, Z~O), X~O), y~o), Z~O), X(3o~, y~o), Z(3O) deb- 
bono soddisfare at sistema di equazioni:  

D x ~ e~ eosh O.  X~ °), x __ e~ senh O.  X~ °), ~v 

I ~ X ~ ° ' - - (  v~ 9 7 )  + O +  (9) 6 u - -  tgh 0 ~v -~ ~o X~O ~ (cosh H s e n h  O) X(3 °~, 
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= tgh O + 
Du U~ ~ ' 

D X~ °~ - -  
~v 

-~ u 

v (senh 0 ~- Heosh O) X (°~ 
- - - -  2 :~ 

eolle analoghe in y e z. 

~ 3o) 
oath 0 ~ --[- ~ X] °) @ (senh O 

(eosh 0 -~-- Hsenh 0) X¢, °), 

+ Hcosh O) X~ °~, 
I (9) 

Come g noto, per la illimitata integrabitith di questo sistema sono neees- 
sarie e sufficienti le relazioni: 

DH ( H @  eoth O) D :: ~H ~ --= ~--, = (H + tgh O) ~-v ~u cu ~v 

D u'-' ~ + eoth o ~ -+- tgh o D v~ senh~ o ~ u D u 

l ~OD~ 1 
+ cosh-° O cv Dv + (cosh o + Hsenh o) (senh o -}- t teosh  o) ==-- 0). 

Conviene porre questo sistema sotto altra form~ ehe megiio si presti per 
ulteriori rieerehe. 

A tale seopo introdueiamo una funzione ausiliaria W mediante la formota 

b2;~ ~ t (O.~]' 1 ._(0~t2{ - t g h o ~ °  
~u-- %-j- Or---- 5 + 2senhO. O~-i~, " 2eosh~o\Dv] ~ @ 

3~0 1 
5 eoth o ~ + ~ eosh 2 0 (1 + I t  ~) -}- 2 f/senh 0 cosh 0 + W--= O. 

Potremo al]ora esprimere ]e derivate seeonde de]]a ~ per mezzo de]]e de- 
rivate d'ordine inferiore e di KK~ cio~ 

~u ~--  ~ \Fu) )- t g h ' O [ ~ )  + e°thOT;uOu tghO ~v0v  

1 senhOO (1 + H ~ ) -  Hsenh 0 e o s h O - -  tgh 0 ~u ~ @ Wsenh ~ O, 
2 

~'°.~__ 1 (D~t* 1 ( ~ ) " .  c')OD~ ¢othODOD;: 

~ o  
1 eosh' (=) 11 + I-I ~) --- H senh 0 eosh 0 - -  eoth 0 ~ - -  W eosh'- O. 
2 
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~ ~ 1 
u~ 

Inoltre dal sistema (10) eliminando la funzione H coll ' imporre la condizione 

si perviene all 'equazione 

u ~ v - -  ~ u ~ v + coth 0 ~v ~u -' O--u Or" 

AI sistema (10) si pub dunque sostituire il sistema seguente :  

0 u ] tgh ~ 0 [~v ~ coth 0 ~u ~u - -  tgh 0 ~v ~--v 

- -  - -  senh ~ 0 (1 + H~) - -  H senh 0 cosh 0 - -  tgh 0 
C ~ 0 

+ W s e n h  ~ O, 
2 

3 u  ~ v -=  ~--u ~-~v + e°th 0 D-~ ~-~ + t ghO ~uu~v'  

0 v - - i  = ~- I,Tv) g coth ~ 0 Yuu + tgh 0 ~ coth 0 - - -  Ov Ov ~uDu 

_ _  _ _  3-°0 
1 cosh~0 (1 + H~) - -  I t senh  0 e o s h 0 - -  coth 0 ~ - - W c o s h ~ 0 ,  

0u0H--- ( H +  c o t h 0 )  ~uu' 

M-/ ( H + tgh O) ~ ~ 

Infine ealeolando le condizioni d'integrabilit'X del sistema (A), (B) 
trova ehe le funzioni IV e 0 debbono soddisfare alle equazioni 

~W 1 ?0  ~0~0 1 ?O ~ O  
Ou c o s h ~ O ~ u ~ u  2 + s e n h  2 0 ~ u  ~v 2 

1 0 ~ 0 DO 
senh o cosh o ~u~v" 2 tgh 0 W~ 

?W 1 vq0 ~ 0  1 ~0 ~"O 
~'v cosh ~OOv ~u ~ s e n h ~ o ~ v  ~v~ 

1 ~ O 2 coth 0 0 o 
@ s e n h o c o s h o  Ou ~ v  ~ W(*) .  

(B) 

si 

(c) 

(A) 

(*) Considerando le equazioni (C) nella funzione iacognita 
la O in modo che esse abbiano una soIa soluzione comuae. 

Annali  &" Matematica, Serie HI, tomo XL 
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Inversamente, se due funzioni (9 e W soddisfano al sistema (C), il si- 
sterna (A)~ (B) ~ illimitatamente integrabile; le funzioni ~, H ricavate da 
esso e la funzione O soddisferanno at sistema (10)~ e allora si pub determi- 
nare dalle (9) una superficie di eui l'elemento lineare 

d s ~ = e'¢ (senh ~ 0 .  d u ~ + cosh ~ 0 .  d v ~) 

e la rappresentazione sferiea di Gxvss 

d s ~ = (eosh 0 -1- I t senh 0) ~ d u ~ + (senh 0 + Heosh 0)'- d v ~. 

I coeffieienti delle due forme quadratiehe soddisfano manifestamente alla 
rela~;ione (5). 

Dimostriamo ora the le superficie cost ottenute dhnno effettivamente una 
soluzione del problema. 

A tale seopo introduciamo due funzioni !~  O, definite rispettivamente 
dalle formote 

d '  - - -  e - ~  (1 - -  tt~), 

1 [senh (9 (1 + It ~) -~ 2 Heosh O]. senh 0, -~ 1-~-~H~ 
(11) 

Avremo allora 

cosh O~ 
1 

l - - H *  [coshO(1 + H *) -1-- 2 H s e n h  (9]. (12) 

Dalla prima delle (11) derivando si ha :  

~ u - -  Ou 1--  H2 0u 

In questa sostituendo per ~ il suo valore rieavato dalla prima del si- 

sterna (10) ed osservando le (11) e (12) si r icava:  

Analogamente : 

/ /  (H-t -  eoth 0~) 0 i, ~ u =  g-~-u " (18) 

0 H _ t H  + tgh Ol) ~ ~' (14) 
O r - -  -~v" 
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Inoltre dalle (11) e (12) si ricava: 

cosh 0j + Hsenh  0, ---- cosh 0 -f- Hsenh 0, ) 

senh0 ,  + Heosh0~ = - - ( s e n h 0  + Hcosh0) .  ) (15) 

E la terza delle (10), potendosi serivere in forza delle (10) stesse: 

~ [  1 ~ (senh 0 + Hcosh e)] + 
¢osh o + H senh o ~ u 

~ [ 1 ~ (cosh O + ttsenh O)] -+- 
+ senh O + Heosh e ~-~ 

+ (cosh 0 + / / s e n h  0) (senh 0 + Hcosh 0) = 0, 

sark soddisfatta altresi dalla funzione 0~. 
Ed allora le funzioni ~ 0, ,  H soddisferanno al sistema (10) e pereib 

esiste una nuova superficie le cui forme fondamentali prima e terza sono ri- 
spettivamente : 

d s ~ ~ e'~, (senh ~ 0~ d u ~ + cosh* O~ d v*), 

d s '~ ~ (cosh 0~ + Hsenh  01) ~ d u ~ + (senh 0, + Hcosh O,) d vL 

In forza delle (15) questa nuova superficie ha lo stesso elemento lineare 
sferico della superficie primitiva; per i raggi di curvatura di esse si hanno 
le formole : 

e~ cosh o 
ri - -  senh o -4- H cosh o 

e~, eosh O~ 
senh o~ + H cosh o~ 

e~ senh 
r~ -~- cosh e + H senh e ' 

eh senh o~ 
r'~ ~ cosh e~ + Hsenh e~ " 

E da queste tenendo conto delle (11) e (12) si deduce 

r~ r'~ + r~ r't ~ 2. 

Infine notiamo the tra le due forme fondamentali della seconda super- 
ficie si ha la relazione identica 

cosh 0~ (cosh 0~ + H senh 0,) - -  senh 0~ (senh 01 + H cosh 0~) -~- 1~ 

ed ~ cosi stabilita ]a proposizione, 
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Come soluzio'ne part icolarmente interessante notiamo che le equazioni (C) 
r imangono soddisfatte~ assumendo pet' 6) una soluzione della equazlone 

_ _  3 ~ O 
32 o + ~ + senh @ cosh 0 ~ O, 

z~ z 

e per W la funzione 

i 3z 0 1 
W ~  senh O cosh O ~u ~ -~ ~ 

1 3 ~ 0  1 

~ s e n h O c o s h o  ~v 2 - i - ~ - "  

In tal caso le superfieie di GUICHARD si riducono in particolare alle su- 
perficie a. curvatura  costante positiva~ e alle lore derivate mediante Fin- 

versione. 

§ I I [ . -  LE 8 U P E R F I C I E  DI GUICH~RD DI SECOND& SPECIE 

(DEV~XTE DALLX RELAZm~E (6)). 

Pe r  t ra t tare  il problema in questa seconda ipotesi porremo 

~]E=-: e~ sen O, x/G --- e~ cos @, (7 ~) 

e con questa notazione l 'equazione di definizione diventa :  

cos @. D D" - -  - -  sen @ ......... ~ 1. 

Ed  introducendo altresl una funzione H mediante la formola 

D D 'p 
sen @ ~ + cos O ~ H, 

\/G 

avremo 

Dr/ 
D _ __ cos 0 + H sen o, _ - -  sen O + H c o s  0. (8)* 
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Con le solite notazioni siamo condotti  al sisiema seguente :  

i 9 ~  = d sen o X ~o~ ~u 

I ~ '__L ~ d cos o X(~ o) 

( X~°)-- tg  o ~ ~ ~ ~ + ~  X T l + ( c o s  

v = co tO~-u  Ou) 

o -~ H s e n  o) X~ °.~ 

eo~ o " X~ ° ) -  (sen 
9 v  9u  9 " 

~Xi  °' - -  (cos e + / / s e n . O )  Xl °/ 3u  

~X(~°) - -  (sen o - -  H cos o) X~0). i 
9v 

o --/-/cos o) Xi o) 

(9)* 

Pe r  la i l l imitata integrabil i t~ di questo sistema sono necessarie e suffi- 
cienti le relazioni 

,. 9! 9H=(H_tgo)~ ~H : ( H A - e o t o ) ~ ,  ~v 
9 U * 

~ o  ~ O + c o t O  + t g o - - .  
'gve 9'u 2 ~ 9v  e sen ~0  ~u ~u 

\ 

t (10)* 

1 ~ 0  ~ 
+ c o s ~ O  ~v 9v  

(cos o -f- H s e n  o) (sen o - -  H e o s  o)~- -0 .  

In t roduciamo come precedentemente  una funzione ausiliaria W definita da:  

~u ~ ~v ~ 2 s e n ' o ~ u  2cos~O ~ ] - - t g o  Ou 7, 

D ~ 0 
--- cot; o ~ + (cos ~ o - -  sen ~ o) (1 - -  I t  ~) + 2 H sen o cos o + W = 0 

e con procedimento analogo a quello seguito nel paragrafo precedente  sosti- 
tuiamo alle (10) * un sistema risoluto rispetto alle derivate seconde della ~ e 
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alle derivate pr ime della H.  Avremo:  

( ~ ) ~  ~ o ~ ~ ~ ___ 1 ( g r ~ t ~  1' tg '  0 @ COt e ,  

1 
+ ~ - sen  ~ O ( 1 - H  ~ ) - H s e n e c o s o 4 - t g o - - - -  

. . . . .  tg e _ _  __  ~ u ~ v - - ~ u ~ v  ~ e ° t °  ~v~u  ~u ~v 

tg e - -  - -  

9 ~ O 

1 
+ ) -  cos ~ 

~v t?v 

W sen: e 

9 u  ~ u  

~= e 
e (1 - -  H : )  -}- H sen e cos e - -  cot e ~ q- W e o s ~ e  

~ Hu " __-- ( H  + cote )  ~ ~ ! ) 

~ H  ~ 
= ( H  - -  e )  " / 

(B)* 

Infine calcolando le eondizioni d ' integrabil i th del 
trova ehe le funzioni W e 0 debbono soddisfare alle equazioni 

W 1 ~o ~ o  1 ~o ~ o  
u ~ c o s ~ O g u ~ u ~  sen 2 e  ~ u g v  ~ 

i ~3 e ~o 
q s e n e c o s e ~ u ~ v 2 - l - 2 t g e ~ W ~  

v - - c o s ~ e ~ v g u ~  s e n S O r y  ~v~ 
! 

1 0 3 e 2 cot O ~e  i 
-] s e n e c o s e O u * 0 v  ~v W. ] 

sistema (A~*~ (B) ~ si 

(c)" 

Inversamente ,  se due funzioni 
sterna (A)*, (B)* ~ i l l imitatamente 
esso e t a  funzione o soddisfaranno 
minare  dalle (9) * una superfieie di 

d 8 ~ - -  e ~$ (seN" 

o~ W soddisfano al s istema (C) ~, il si- 
integrabi le ;  te funzioni ~, H r icavate da 
al sistema (10)*~ e allora si pub deter-  
cui l 'e lemento l ineare 

e d u ~ + cos" o d v ~) 

e la rappresentazione sferica di GAuss 

d s ~ ~ (cos o -{- H sen o) ~ d u ~ @ (sen e - -  H cos e)~ d vL 
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I eoeffieienti delte due forme quadra t iche  soddisfano manifes tamente  alla 
relazione (6). 

Si dimostra  come nel easo precedente  ehe le superficie cos'l o t tenute  
d'Xnno effet t ivamente una  solazione del problema;  invero le formole ehe de- 
finiseono in questo caso la superfieie eoniugata  sono:  

g, : (1 + 

- - 1  
sen o~ - -  1 -~- H ~ [sen o (1 - -  H ~) - -  2 / / c o s  0],  

Avremo allora 

t (11)* 

/ 

1 
COS O, ~--- 1 - I - / /2  [COS O (1 - -  H 2) -~- 2 H s e n  o) 

e~ COS 0 - ~  e~ s e n  0 
r i  ~ r2  

sen o - -  H cos o ' cos o -t- H sen o 

e ~ c o s  ®t ~ e~, s e n  ®i 

r ' ,  sen ¢.~ - -  H cos o~ ' r'2 - -  cos o~ -~ H sen o~ 

donde discende facilmente la proposizione. 
Come soluzione par t icolarmente  interessante notiamo che ]e equazioni (C)* 

r imangono soddisfatte, assumendo per O una soluzione dell 'equazione 

÷ sen o cos o _~. 0 ,  u2 ~ v~ 

e per W la funzione 

W - -  
1 ~' 0 1 

s e n o c o s O  ~U ~ -~- 

1 ~ o 1 
s e n o  cos o ~ v ~ 2 

In tal caso le superficie di ~'UICtlARD si r idueono in part icotare alle su- 
perfieie a curvatura  costante nega t iva ,  e alle ]oro derivate mediante  l ' in .  
versione. 

§ I V .  - -  ~LIINVARIANTI DELL'INVERSIONE. 

Allo studio delle classi di superfieie sopra considerate siamo altrest con- 
dotti da una questione assai pih generale  di cui per  ora t ra t teremo soltanto 
in quanto t h e  possa interessare alia presente Memoria.  
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Riprendiamo'per una superfieie qualsiasi S, sulla quale non faremo al- 
cuna ipotesi, le consuete notazioni. Siano x~ y, z, le coordinate di un punto 
mobile su S~ e siano 

f - -  E d u ~ -~- G d v ~ 

~ D d u '  ~ - D " d v  2 

le due forme fondamentali della superfieie riferita ~lle sue ]inee di curvatura. 
Applicando alla superficie S l'inversione di potenza ~ -  l,  otterremo 

una superficie S, dipendente da tre costanti arbitrarie. 
Siano 

f~ - -  E ,  d u s ÷ G~ d v ~ 

~ .... DI d u ~ ~ D", d v ~ 

]e due forme fondamentali di quest'ultima. 
Chiameremo invariante una funzione 

~ E  

dei coefficienti E, G, D, D" e delle loro derivate d'ordine qualunque, quando 
ha luogo identicameute la relazione 

( OE ) = ~ ( E ~ ,  G, ,D~,  1~"~ D E~ ) E, G, D, D", ~ u ' " "  ' - ~ u '  . . . .  

Qui interessano particolarmente alcuni invarianti fondamentali che pas- 
siamo a costruire. 

Denotiamo con a, b, c le eostanti del polo dell'inversione, e poniamo 

p ~ (x - -  a ) '  + (y - -  b)~ + (z - -  c)~ 

Le formote della trasformazione sono: 

x - - a ,  y - - b  z - - c  
x l ~ a  ~, y i ~ b  , z , ~ c - - - - -  (16) 

Derivando queste si ottiene: 

- -  ' 1 

~xi 1 ~x_~_xp aDp 

Oxi 1 0 x  3 7 x - - a ~ p ,  
( t 7 )  
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con le anatoghe in y e z~ dalle quali si deducono faeilmente le relazioni 

E~p~E~, G~O ~G~. (18) 

E 
Secondo la definizione superiore la funzione ~- ~ un invariante  del l ' in-  

versione. 
Un secondo invariante  l 'ot terremo nel modo seguente.  
Espr imendo i coseni direttori  della normale  alla superficie t rasformata 

per mezzo dei coseni direttori della normale  alia superficie primit iva e delle 
funzioni x, y, z si o t tengono con opportuni  artifizi le formole seguent i :  

X~ ~ - -  X~ °) -I- x - -  a ~ 2 X (°) (x - -  a) 

Y3 - -  y~o) -I- y - -  b .~, 2 X(~ °) (x - -  a) (19) 

Z~ = - -  Z~ °) 4- z - -  c ~ 2 X~ °) (x - -  a). 

D 'a l t ra  parte der ivando ancora le (17) e tenendo presenti le (17) stesse, 
si r ieava:  

~2 xi 1 ~ x 
~u ~ ..... ~ ~u ~ 

D'onde~ osservando le (19) 

~ x~ [ 1 X~o) = 

p OuOu 

] ~ x  '2 ~ X ~x~ 
~ • 

1 ~'? [Z / a X~aO ) (x--a)~x, 2X~O)(x__a)]" 

Sommando  e r iducendo:  

~xt 1 ~X~O)~x 1 ~ 2 X ~ O ) ( x _ a )  

1 [ ~X ~ y  ~Zl,y .  
~ (x - -  a) ~ ÷ (y - -  b) ~ + (z  - -  c) ~-U~ j ._ 2 X(~ °) (x - -  at.  

Intanto,  avendosi 

p ~--- (x - -  a) * -t- (y - -  b)* + (z - -  c) 2, 

Annali d* Malematica, Serie III, tomo XIo 29 
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sarh : 

~ u - -  ~ ( x - -  a) ~ ,  

2 ~ u 2 " ~ u 2 

Dopo di the la preeedente si pub serivere 

D, 1 D +  1 E ~ 2 X ~ ° ) ( x - - a ) .  (20) 
= 7  Y 

~/"E la (20) diventa Sostituendo in forza delle (18) per p il rapporto ~--.~, 

D, D ~ - -a ) .  (21) + VY, 2 x o> 

In modo analogo si trova 

D"~ D" + ~/G_ ~2  X?>(x-  a). (22) 
q-d; V~ 

Moltiplicando la (21) per \/G, la (22) per ~,/E ed osservando le (18) si ha: 

Dl 
+ p~/E, G~ Z 2 X ? ) ( x - - a ) =  t~/G, ~/-EI 

D" ~ D"~ 
x/E ~ @ p\/E, G~ ~ 2 X ~ ° l ( x - - a ) = p , , / E ~  7--~ • 

C E-;, ~)D" . /23 ) 

Da queste sottraendo si ricava ]a relazione 

g n  , - -D" +~D, 

D'altra parte in forza delle (18) 

Dalla (23) e (24) si deduce ehe l'espressione 

~--D ~ D "  

un invsriante dell'inversione. 

(24) 

(25) 
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Questo risultato permette di dedurre importanti conseguenze per la pre- 
sente teoria. 

Invero la propriet~ invariantiva dell'espressione (25) mostra ehe appli- 
cando l'inversione ad una superfieie di GUICHARD~ si ottengono ~3 nuove su- 
perficie di GUIOHAaD. 

Componendo l'inversione colla trasformazione di GUmUARD si ha un primo 
metodo di trasformazione per queste superficie. 

§ V . -  IL TEOaEMA DI GClCnARD. 

In questo paragrafo ci oecuperemo in particolar modo delle superficie N 
di prima speci% per le quali adotteremo le notazioni introdotte at § IL 

Per la teoria di queste superficie ha grande importanza un teorema del 
sig. GUmHARD, che pub enunciarsi nel modo seguente: 

Data una superficie N di prima speci% si pub determinare una funzione 
delle variabili u e v~ in modo che la  superficie I definita dalle equazioni 

sia isoterma. 

~, = x + e~ (Xi  °) + i X i  °)) ] 

Y, ---- V + e~ (Y~°) + i y~o)) 

z , = z + e ~ ( Z l  °)-[ i Z i  °)) / 

(26) 

La determinazione della funzione ~ dipende da un sistema di Rmc.~Ti il- 
limitatamente integrabite. 

L'autore viene cosl a dedurre ~ i  superficie isoterme, riferite alle linee 
di cucvatura, ciaseuna delle quali si ottiene come luogo di un punto A~ si- 
tuato sulla tangente isotropa della superficie AT. 

Per cib che segue ~ molto utile dimostrare direttamente questo teorema 
deducendolo dalle formole superiori. 

A tale scopo deriviamo ]e (26) e sostituiamo alle derivate delle funzioni 
x, y, z, X~ °), y(o), Z~O), X~O), y(o),~ Z(~)~, le lo1'o espressioni ricavate dalle (9). 

Otteniamo cosl : 

0 u = e¢ senh 6) 4- eV ~u + ~ b-v- + i tgh o D ,11 

+ i eV \0(0?u + i ~ 0  o + i tgh o 00~]v] x(~°) + eV (cosh o + H senh o) X~O), 
(27) 
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+ i-fv + b~ eotho?~)jX(~0). 
O v  

- -  ~ ~v + ~ + eoth o ~ u! X~°) + i eV (senh o + H cosh o) X~O~ 

colle analoghe in y~ e z~. 
Imponendo le condizioni 

~ x~ ~ x,  = 07 
O u ~ v  

(27) 

si trova che la funzione ~ dovr~ soddisfare al sistema seguente: 

(?~o ~O]_ _ c o s i~O(?  ~ ~ ( ~  0~ senh o i ~v + ~-u-j Uu- + i ~-v) + cosh o ~--~ 

0 ~ __ e¢-v (cosh o ÷ H senh o) (senh o ÷ H cosh o) ~ 0~ - -  i senh o 7v 

cosho i ~ v  ~uu]--senh(~) ~ + i ~  + s e n h O  0u 

"senh~cosh oO ~ v ~ cosh ~ o senh (~ ~ ~) - -  senh ~ o eosh (? ~ ~) 

i eV-~ (H ~ cosh ~ o + H ~ senh ~ o + 4 Hsenh  o cosh o) - -  0~ 
2 

(28)  

the si pub scrivere 

a_~ + i a o _  
?u  ~v 

. ~  ~ o 

senh o cosh (~ - -  ~) - -  i tgh o v_:~ 
~v 

1 
- -  - -  ev-~ (H '  senh o ÷ 2 Hcosh o), 

eosh o senh (~ --~)  ~ coth o 0___~ 
• O u  

1 
+ ~ ev-~ (H ~ cosh o + 2 Hsenh o). 

(29) 

Intorno a questo sistema osserviamo subito che esso ~ illimitatamente 
integrabile in forza delle equazioni (10) che supponiamo soddisfatte; inoltre~ 
posto p ~ eV~ esso assume la forma di RIccAT~. 
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Sostituendo 
dalle (29), si ha:  

x~ ~___ te t senh o - -  eV ~u ( 

- -  i e~ [senh 

nelle (27) per la derivata della ? le espressioni ricavate 

senh 

+ 

6) eosh (? - -  6) + 

e~-:(tt~senho+2Heosh:,))llX'~°) 
6) cosh (~ - -  i) + 

+ e~ -~ (H ~ senh o -+- 2 H eosh o)] X~ o) 

+ eV (cosh 6) + Hsenh e) X~ °), 
(30) 

~vX~ __ i e~ [eosh 6) senh (~ - -  6) + 

1 eV_:(H~cosh6 ) + 2 H s e n h 6 ) ) ]  X *°* + - £  -- ,  

+ I e~ eosh e) + e'[eosh o senh (? - -  ~) + 

+ eV-~(H~cosho + 2 Hsenho)] l  X.(, °) 

-4- i e~ (senh o -t- Heosh o) X~O), 

donde si ricava per l'elemento lineare della I 

d s ~ = e~ (d u s + d ¢ ) .  

Ed ora dimostriamo ehe per una funzione ~ ricavata dal sistema (29), 
le equazioni (26) d~nno effettivamente una superficie isoterma riferita alte sue 
linee di eurvatura. 

A. tale oggetto baster~ mostrare ehe sulla superficie I le linee u e v sono 
conjugate. 

Denotando con X~, Y~, Z:,  i eoseni direttori della tangente ad una 
l i n e a v  e con X~, Y~, Z~ i coseni direttori della tangente ad una linea u, 
si ha : 

"0 x: ~ yt ~ zi 
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E ponendo altresl per brevitb. 

l ---= XI °> + i X~ °> m = Yi °> + i y~o> n = Zl °) + i Z/O>, 

avremo le relazioni 

l X, + m Y, -~- n Z, = e-V ~ (X~ °) - / i  X~ °)) ~ x, 

~xt 
1X2-+- m Y,  ~- n Z.~=e-v ~(Xi°)+ iX(,°))-~, 

e sostituendo per le derivate delle funzioni x, ,  y , ,  z, 
seriveremo 

l X~ + m Y, + n Z~ =-: d-~' senh (% 

l X~ + m ~ + n Z~ = i e:-~ cosh e,. 

le espressioni (3()), 

i (31) 
/ 

Per i eoseni direttori della normale, ehe denoteremo con X3, Y3, Z3, 
introdurremo una funzione ausiliaria q: ehe definiremo colla relazione 

l X3 + m Y3 + n Z 3 =  W. (32) 

Per determinate la q: basra quadrare e sommare le (31) e (32); tenuto 
eonto della relazione 

l ~ + m ~ + n ~ - -O,  
avremo 

q: = e~-?. 

1 = e'~-~ (X, senh o -q- i X~ cosh o + X~), 

m = d - v  (Y, senh o -~- i Y2 eosh o + Y~), 

n = e:-V (Z, senh o + i Z~ eosh (-) + Z3). 

Dopo di che possiamo risolvere le (31) e (32) rispetto ad l, m, n; cio~ 

t (33) 

Da queste formole tenuto conto delle (30) possiamo faeilmente ricavare 
i eoseni direttori della normale; si ha dopo riduzione 

1 eV-: H 2] S~ °) X3 = [eosh (,~ --- ~) - -  -~ 

[ l e~-~H~] X?'+ + i  s e n h ( ? - - ~ ) - -  H X ~  ° . 

\ 

/ 
t (34) 
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Ed era derivando, e sostituendo per le derivate di X~ °), X~ °), X~ °), H, 
le lore espressioni ricavate dalle (9), (10), (29) perverremo in forza della (9_8) 
alle seguenti relazioni 

~X~u = senhl o 0~ u ~ + eosh (~ - -  ~) - -  -~ e~ '-~ H ~ e-~ ~-u-u ' (35) 

[ 1 ] ~xi 1 
v = cosh(:) ~v 

eolle analoghe in y e z. 
Da queste finalmente si ha: 

__  1 _ _  1 ] ~ x ~ X ~ = o  ' ~, ~ X3 ~ xt __ 1 ~ ! -t- cosh (~ - -  i) - -  ~ eV-~ H ~ e-V ~ ~ u ~ v 
~u ~ v - -  senho  ~u 

e cosl la proposizione ~ dimostrata eompletamente. 
Questo teorema del sig. GvIcnAaD contiene una trasformazione, che per- 

mette di dedurre da una superfieie .Y infinite superficie isoterme dipendenti 
da una costante arbitraria. 

Tale trasformazione chiameremo d'ora innanzi una trasformazione G. 

§ V I . -  ESPRESS]ONE XNAL1TICA DELLA TRASFOR~AZIONE G 
PER UEZZO DEGLI ISVAmANTI. 

Abbiamo sopra espressa analiticamente la trasformazione G per mezzo 
detle formole (29); era interessa mettere il risultato sotto una nuova forma 
introdueendo l'invariante ~ (*) della superficie trasformata. 

Mostreremo cosl c h e l a  trasformazione G si pub rappresentare mediante 
un sistema di RmCATI nella funzione ineognita fi, ne] quale i coefficienti sono 
formati soltanto colla funzione (-) e le sue derivate. 

I1 vantaggio della nuova rappresentazione per la trasformazione G con- 
siste nel fatto che essa sotto la nuova forma si potrk applieare, oltre che alia 
superficie N da cui siamo partiti, a tutte le superficie derivate da N me- 
diante l'inversione. 

Per la questione che ci siamo proposti caleoliamo anzitutto dalle (35) i 

(*) Vedi la mia nora, pag'. 282. 
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coefficienti della seconda forma quadrat ica  per  la superficie I ;  eio~ 

a x, a X, [ l a ~ 
~Ou O ~ - [  s e n h o 0 u  

, ] + eosh (? --- ~) - -  ~- e~'-e H '  e-V, 

ax, OX~ [__ i 1 ~ 1 ] 
Ov Ov - -  cosh0  Ov q - s e n h ( ? - ~ ) - ~ e v - ¢ I - P  e-V. 

Ind icheremo,  second() te notazioni della mia eitata Memoria ,  le funzioni 
soprascritte r i spet t ivamente  con 

ed avremo cosi: 

-_ 1 
(,,, + ~ )  ev, _ (~, - -  ~ )  e~, 

v2 ?'2 

1 1 a ¢  
senh 0 0 u 

i - -  
cosh o ~ v 

1 
cosh (~ - -  ~) q- 2- eV-~ H ~, 

1 
senh ( ~ -  ~) q- -~- er-~ H ~  

(36) 

le quali possiamo scrivere risotute rispetto ad ~ ed ~), cio~ 

~/2 ~ = - -  ~'nhe) Ou [- i eosh e) Ov 

1 ~ ~ i 1 O~ e~_ ~ 
(37) 

Cib posto, der iviamo la seconda di queste, avendo cura  di sostituire per 
le derivate  seconde della ~ e per  le derivate pr ime delia ~ le ]oro espres- 
sioni date dalle (A) e dalle (29) ;  potremo scrivere ordinando conveniente-  
mente  il risultato nel seguente  modo:  

~/2 O u 2 senh o 

0u  

. ~ o / ' ~  

1 ~ o 
-Jr- eosh @ ~ u s 

(0~)~ senhO ( ~ t  ~ _  1 
-~- ~ cosh ~ 0 I,~ v] -~- e ~ - ~  senh o 

- - -  i e~-V tgh o - -  
0 v cosh (-) 3 u ~ v 

senh o 0 u eosh o 0 

senh o .  W, 
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donde tenuto conto della seconda delle (37) si r icava: 

o . t l  ~ + 3 e) 

Analogamen te  si t rova:  

V2-~--  ~-3 n _-= i eosh o . t l '  - -  i ~/-2 ~-u X2 q- i 

1 ~e 6) 

cosh o 9 u ~ 
senh o .  W. 

1 3 ~ O 
senh (-) ~ v"- ~- i cosh o .  W. 

Pe rven iamo dunque al seguente  sistema di equazioni differenziali 

3-Q 

~u 

3v 

- -  V'21 s e n h o ( f l ~ q -  W ) + i ~ l ) +  ~/~coshO 3u  ~ 

0 1 D~(-) __ 1 eosh o (fi" -F W)  -}- ~-u -(~ . . . . . . .  ) ~]2 V~senhO 3v ~ 

(38) 

Questo sistema ha  la forma di RmciTi  ed ~ i l l imitatamente integrabile 
in forza delle relazioni (C) per ipotesi verificate. 

Esso d~t la nuova rappresentazione analit ica della trasformazione G e 
prec isamente  il passaggio da l l ' invar iante  o di una superficie N a l t ' invar iante  f~ 
di una superfieie isoterma. 

Viceversa ~ SUfficiente che una  funzione ~2 verifichi il sistema ( 3 8 ,  perch~ 
si possa assumere come invariante  per una superficie isoterma. 

Infatti  in tale ipotesi definiamo una funzione ~ eolla formola 

1 ~ ;  1 3 ;  
: " i . . . . . . . .  : .  ( 3 9 )  e~-~ - -  ~/2 t~ senh ~-) 3 u cosh ¢-~ 3 v 

Der ivando e sosti tuendo per le derivate seeonde della ~ e per le deri-  
r a te  pr ime di P. le espressioni date dalle (A) e dalle (38), si h a :  

u Yu =senh ( "~  (P 2 s e n h o  !,3u] 

i ¢osh (-~ 3 u 3 v ~ eosh~ o ~ v] 

-~ -  -2i2 + senhO 3u  coshO 3 

t 1 
-~ ~- ( H  ~ senh o + 2 H eosh o) + ~ senh (-). 

F r a  questa e la preeedente  el iminando L) e semplifieando, si ottiene la 

AnnaIi  di Matematica, Ser ie  III, tomo XI. 30 
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prima delle (29); in modo analogo si verifica c h e l a  funzione ? definita 
dalla (39) soddisfa attresi alla seeonda delle ~29), sicehb possiamo enunciare 
il risultato seguente: 

Se una funzione 9. soddisfa al sistema (38), .~i ha dalla (39) in termini 
finiti una funzione ~ che soddisfa al sistema t29);  per una tale funzione 
le (26) definiseono una superficie isoterma riferita alle linee di curvatura, ]a 
quale ammette come invariante la fllnzione (~ da eui siamo partiti. 

Dopo i risuttati da me conseguiti nella citata Memoria possiamo after- 
mare c h e l a  funzione ~.~ cosi ottenuta soddisfa all'equazione difterenziale alle 
derivate parziali di quarto ordine 

ond% che dal punto di vista analitico possiamo enuneiare it teorema di Gm- 
C~ARO sotto la forma seguente: 

Se due funzioni o e W sono legate dalte relazioni (C), il sistema di 
RlccxTI (38) ;~ illimitatamente integrabile; si avr'~ da esso una flmzione (-.) 
con una eostante arbitvaria, che soddisfarh all'equazione differenziale (40). 

§ ¥ I I . -  INVERSIONE DEL TEOREM& DI GUICHARD. LA TRASFORMAZIO~E G - t .  

Per lo sviluppo della presente teoria importa invertire il teorema ora 
dimostrato, eiob : 

Ogni superficie isote~'ma I pub sempre considerarsi come derivata da 
una superficie N, mediante la costruzione indlcata dal teorema di GmCHARO. 

Per la dimostrazione adottiamo le notazioni da me adoperate nella el- 
tara Memoria. 

Denotiamo con :ca, y,. z, le coordinate di un punto mobile su I e con 

(X~, Y,, Z,) (X,,  Y~, Z,) (X~, Y~, Z~) 

i coseni di direzione dei tre spigoli del triedro prineipale. Si avr~: 

~xi ~e~'  X~7 ~u3 x__Ai ~ e~ X i ,  ~-v i 
, ( 4 I )  
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a X~ O2 X ,  + - =  ' ~ u  - :  a--~ 
v - -  0 u \/'2 

a x ,  _ 1 6 ,  + ~).) x ,  a x ,  _ -1- (~ - -  n )  x , .  
(4~) 

Per la illimitata integrabilith di questo sistema si dovranno avere le re- 
lazioni 

(~ + ~) = (~ - -  n) ~ ,  Ov 

a~ U~' (42) 

?~u ~? .+_ ~-~ ? + ~-1 (o~ __ _()~) --__ O, 

the supporremo soddisfatte. 
Dopo te ricerche da me esposte nella citata Memoria sappiamo che il 

sistema (42) ~ equivalente al sistema completo 

2 ..... P = 2  0 ?  ? 
B u O y  a u O v  n Ou'Ov ( 

2 82 ? /07~,~ { 8 7 ] ' ,  ] (IF ~ ] 
/ 

~43) 

8o~ lg.q 8 ? 

(44) 

nelle funzioni ~, co; supposto i~ una soluzione delt'equazione differenziale (40) 
e J una funzione definita a meno di una costante dalle relazioni 

8 J  

8 J  
~v 

I ~-q 

(45) 

Prendiamo la superfieie I come superficie di padenza per una congruenza 
rettilinea, in cui la dn'ezione del raggio sia espressa mediante le funzioni 
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note X~, Y,, Z, ,  X\, Y~, Z.~, .Y.~, Y3, Z3 ed un'ausiliaria o, dalle formole 

p1 = X ~ s e n h 6 )  + i X ~ e o s h o +  X~ 1 

? m ~-  Y~ senh e) + i Y~ cosh o + Y~ t [ (46) 

p n :=  Z, senh (~) ~ i Z~ eosh ('~ + Z~. 1 

Pet' le coordinate di un punto qualunque sul raggio avremo 

x ~-  .~, - -  e¢ (X~ senh o + i X~ cosh o -+- X~) 

y----y~--e¢(Y~senho+iY, coshO+ Y3) I (47) 

z .... z, - -  e ~ {Z, senh o Q- i Z~ cosh o --~ Z~) ; 1 

essendo ~ una funzione delle variabili u e v. 
Dico ehe ~ possibite disporre delte funzioni (-) e ~ in guisa che il luogo 

descritto dal punto P sia una superfieie N, ehe ammetta come tangente iso- 
tropa il raggio della congruenza. 

Infatti assoggettiamo anzitutto le flmzioni ineognite o e ~ alle relazioni 
(99) e (37), che scriveremo risolute rispetto alle derivate prime della e) e 
della ~, ciob: 

~ u  ' ~ v [ 

? v 3u [ 

(48) 

u (49) 
" ? ~ - -  eosh o [ )  ) 

1 (r,~ -+- !l)] cosh o + eV-~ Hsenh  e) +(/~ 
-+- ~/~ (co - -  P.) senh ,-) - -  eV-~ Hcosh o 

: - ~  H ~ - -  cosh (? - -  ,~) - -  ~-~ (~o + 1  p~)] 

] e~-~ H ~ - - s e n h  (? - -~)~--  ~:(co + fl) 

relazioni (B) cio~: 

~u H __ (H  + coth o) ~u ~ ~ 1 

~--b- - -  U v  

ed aggiungiamo a queste le 

(50) 

Noi dimostreremo ehe il sistema (4~'), ~49), (50) nelle funzioni ineognite 
(-7, ~, H ~ illimitatamente integrabile e che per due funzioni o e ~ da esso 
ricavate, le (47) d~4nno effettivamente una superficie N helle eondizioni volut% 
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avente per prima e terza forma fondamentale 

d s' -~  e'e (senh ~ o .  d u s + cosh ~ o .  d v ~) 

d s'-" ~ (Bosh (-) + H s e n h  ¢9)~ d u ~ + (senh o + H eosh o)'- d v S. 

A tale oggetto deriviamo la prima delle (48) rispet¢o a v ed eliminiamo 
per mezzo delle (48), (49)~ (50) le derivate prime delle funzioni incognite. 

Posto per brevith 

A i" M - - - -  2- ieV-~ eosh 2 o . ( 1  4- H~) 4- cosh o • ~_2.9 __ e~-V 
~ v  2 

I 4- i s e n h o .  ~9  4- i _1 (~0 + Q) senh* o + i ~-~ (~ - -  o.) eosh' o 

4- [senho. ~ <P ~9 ] ~v 4- i eosh (-)- ~ 4- i e~ -~ senh 2 o + i ~ 7~21 ~0 senh 2 o H~ 

potremo serivere 

b ~ ~p l eosh (-). L . ( ~  -¢- ~.)) - -  - -  i ~ 4- eV -i M 4- x)W2 

Donde 

i1___ ~ 1 + ~/_~ senh o .  (o~ + Q) ~ + i senh * o .  -~-(~ - -  P.*), 

qg, v v  

4- i ~ senh o .  (o~ - -  ~) 4- i eosh' o .  (o~ - -  p s ) .  

J 

il seeondo membro della quale b identicamente nullo in forza detle (42) per 
ipotesi verificate. 
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Analogamente si ha dalle (49), tenendo eonto delte (48), (49', (50) :  

~vi~uJ ~ugv g~gtt ~u~v 

,-1 senho[~_~v(~+~)__(co__~)~_2v] 

Ou\~vl---Ou O-v "0 v tOu +tgh( ') '  0,--7 ~--~ 

e per le (42): 

v \~ u] 

_ i  I 

- -  ~ q- eoth(~. + tgh o.~- _.Z. 
~,v]  ~ u ~ v  ~ v ~ u  vu  ~v  

E finalment% 
1' identith 

tenendo conto di quest' ultima, 

~v 

si verifiea facilmemente 

Dimostrata eosl la illimitata integrabilitb~ del sistema (48), (40, (50), ve- 
niamo a dimostrare la seeonda parte del teorema. 

A tale seopo deriviamo le (47) sostituendo per le derivate prime delle 
funzioni .\~, Yi, Zi le loro espressioni rieavate datle (41). Avremo 

x e~ [e~- ~ + 1 (t~ --}- P.)--eosh 

[ t - -  i e~ senh o ~-~ + i ~-v 4- cosh 

[~('~ ~__~v)__senho. 0 ~ ] 

o. g uJ X, 

Ifl u + ~--~ senh o .  (co + - 

[Jf--=ie~~v c°sh e~ (i ? ° q- ~)- i - isenhe~'Ov ] 
(511 
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Eliminando fra queste e le (48) e (49) le derivate prime della O e della (, 
otterremo : 

O X~u -~  - -  e~ [ senh~ O senh (~ - -  ~) + 

, ] ~- ~- eV ~senhO(H'-senh O-4-- 2HeoshO)  X~ 

- -  i e ~ [senh O cosh O senh (~ - -  ~) + 

] + 2- eV-~ senh O ( H  * cosh O + 2 Hsenh O) X~ 

- -e~ senh O [ 1  e~ -~ H ~ - -  cosh ( ? - -  ~)]X3, 
(52) 

~t,x __ i e ~ [senh O cosh O cosh (~ - -  ~) ~- 

+ l e , - ~  cosh O (H~ senh O + 2  Heosh ~))] X, 

~- e¢ [cosh ~ O cosh (~ - -  ~) Jr 

1 ] 
-[- ~- eV-~ cosh O (H * ¢osh O -~ 2/-/senh o) X.. 

- - i g e o s h o  ~ e V - ~ H , - - s e n h ( ~ - - ~ )  X~, 

eolle analoghe in y e z. 
Sotto questa forma si verificano facilmente le identith: 

~ l v x ~  * e~ senh, O, 

.~,~x ~x 
- -  ~ - ~ - "  O * ~ u g v  

x ~ x e~ senh O cosh O l, cosh O • -~u + isenhO. ~v ~ 

Y ~ Y ~ e~ senh O cosh O m, cosh O • ~-~ + i senh O. ---~ 

z ~z e Csenh O¢osh O n. cosh O • ~-~ -~ isenh O. --~ ~ 

(53) 

(54) 



236 Ca lapso: Alcune superficie di Guichard 

Le prime mostrano c h e l a  superfieie (47) ha per elemento ]ineare 

d s ~ ~ e ~ (senh ~ O. d u ~ -~ cosh ~ O. d v ~) ; (55) 

le (54) mostrano che il raggio della eongruenza ~ tangente isotropa della su- 
perfiei% e cosl ~ dimostrata una prima parte de] teorema. 

Per dimostrare ]a seconda parte occorre anzitutto calcolare i coseni di- 
rettori della normale alta superficie (47); denotando questi con X~ °), y~o~, Z~O) 
con opportuni artifizi si otfiene 

X~°) ~ (cosh O ~- Hsenh O) X, + i (senh O + Hcosh O) _~ + HX.~ 

y~o~ _ (cosh O -~ H senh O) Yj + i (senh O + H cosh O) Y~ + H Y3 

Z~ °) ~--- (cosh O ~- Hsenh  O) Z, + i (senh O + 1t cosh O) Z~ + H Z3. 

Ed ora derivando e sostituendo per le derivate di .X~., 
espressioni rieavate dalle (41), avremo: 

Y,°, [( 
'"~ - -  senh u 

+ i [ ( e o s h  

0 -~ Hcosh O, ~u ~- i ~v] -~ senh 

Yi, Zi le loro 

0 ~H H 1 ] 

O -~ H senh O) ~-~ ~- i ~ + cosh O ~-~ ~\~ 

_}_ 1 (o) + P.) (cosh o + Hsenh  O) -~ ~ T  X~. 

Ed in questa esprimendo in forza delle (48), (49), (50) le derivate della o 
e della H per mezzo delle fimzioni ~, O, tl, si ~ condotti, tenendo presenti 
le (52), alla relazione 

X ~°)~ cosh o -F- Hsenh O D x 
u e¢ senh O ~ u 

Allo stesso modo si trova 

• X  ~°) senh O -~ Hcosh O D x 3 

v ei cosh O ~v 

Ne deriva per la rappresentazione sferica di GAvss la forma 

d s '~ ~ (eosh O ~ Hsenh O; ~ d u ~ ~ (senh O ~ Heosh O) ~ d v -~. 

La quale insieme alla (55) mette in evidenza c h e l a  superfieie definita 
dalle (47) ~ appunto una superfieie N. 
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Questo teorema eontiene una trasformazione, ehe in eerto mode pub 
chiamarsi inversa della trasformazione G; essa permette di dedurre da una 
superfieie isoterma infinite superfieie di GUIe~IARD dipendenti da tre eostanti 
arbitrarie. 

Tale trasformazione ehiameremo d'ora innanzi una t rasformazione G-' .  

1-)  VIII.  ESl) RESSIONE G-' $ ~ ANALITIOA DELLA TRASFORMAZIONE 
PER MEZZO DEGLI INVARIANTI. 

Abbiamo sopra espressa analitieamente la trasformazione G -~ per mezzo 
del sistema complete (48), (49), (50); era trasformeremo questo sistema in un 
altro equivalente in cut compariscono soltanto O ed L). 

Dalla  prima delle (48) derivando rispeito acl u ed ordinando opportuna- 
mente otteniamo : 

• ~ 
--[eV-~(eoshO 4- HsenhO)  -I- 1 e o s h O . ( ~ -  .Q)]O~ 

[ 1 ]~@a u 
-}- e~ -¢ (senh 0 -}- t i  eosh O) -}- ~/~ senh O. (oJ - -  _o.) 

~fl ~ o  

ehe per le (48) stesse si pub serivere 

,~ ~ ; ~  ~ + ~ ~-~ ~ - -  ~ ~ -)- ~ ,,) ~-i~ 

- ~ f i  9 o  
\/2 cosh o .  g)-~ --[- ~/~ P. senh O. ~ ~--7" 

Ed era sostituendo per ~u ~v 

e semplificando avremo: 

g2 0 . 9 0  ~0, ~ ~ 0  1 ~ 
. . . .  _--=_ --- ~ - -  - -  + ~t~ eosh O- ~'q --]- ~I~ t~ senh O. ~ + i ~ ~ u ? v 
~ u  ~ ~ u  ~ v  ~ u  . 

Annali di Matematica, Serie I][I, tome XI. 31 

il sue valore clare dalla seconda delle (43) 

(55) 
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&nalogamente 

O~O--i ~000 iv'2 s e n h O . ~ - ~ - - i q 2  P-eosho ~ 0  . 1  b~n 

Inoltre dalla prima delle (48) derivando ed eliminando dal risultato la H 
per mezzo delle (49) e (50), si ot t iene:  

--  ? 0 e?-~ 
+ ~i 2 ~ senh O. ~ -  ~ ~/2 ~) eosh O.  ~--~ - -  ~ ~ v cosh 0 ~ v 

Ana]ogamente 

~ o  
- ~  i d~ 9 e o s h o .  ¥ - -  

Sommando eolla precedente e tenendo eonto della prima e terza delle (43) : 

2 ~ 0  
Ou Ov 

O 0  - ~ o  
. . . . .  i ( J  + ~ o~) __ i ~2" .C) cosh o • ~ u  + \/2 -q senh O. - ~  

+ i~/'2 P.senhO. u - - -  - -  ,,/2 ~ e o s h  O .  ~v- + ~,~ u /  ~? v / 

+ ie~_~ ( 1 ~ + i 1 ~)  
sen-h 0 ~ u cosh~  ~ " 

Ed  infine sostituendo per le derivate della ~ e della ~ le espressioni ri- 
cavate dalle (48) e (49) e r idueendo:  

Or/ 'dr 
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Perveniamo dunque al seguente sistema di equazioni differenziali: 

9'20 .~ O ~O ~ 1 
- -  ~ -+- ~/~ eosh O. --}- ~,/2 ~-~ sen h o .  ~ o . ~ ~ ~u~ ~u av ~ -~  + ~ .q auav 

~ 0  1 i [ ~ 0 ~ _ _  1 ( ~ 0 )  ~ , ,-  ~ 0  
9u~v-: 2 ~?u] ~ i  ~ -  +V2-°-senhO'~v 

~o 1 i o* eosh 2 0  1 i ( J  -+- ] ), - - i v 2  f l c ° s h O ' ~ u + ~  .. - - ~ -  

b ~O . ~ O ~ O  i x / 2 s e n h O . ~ - - i k / 2 P - c o s h O .  ~O i 1 0*g~ 
v ~ - - * O u  0v ~ - T - -  ~iau---~" 

(56) 

Esso d~ la nuova rappresentazione analitica della trasformazione G -j, e 
precisamente il passaggio dall'invariante -q di una superficie isoterma all'in- 
variante O di una superficie di GlnCHARD. 

Sotto la nuova forma si verificano assai facilmente le condizioni d'inte- 
grabilitb, che si ridueono alle sole (45). 

¥ieeversa ~ sufliciente ehe una funzione O verifichi il sistema (56), af- 
finch~ si possa assumere come invariante per una superfieie di GvictlAl~I). 

Possiamo dare due diverse d'imostrazioni. 
Una prima, ben sempliee, si ha nel seguenie modo. 
Sommando la prima e la terza delle (56)~ si ottiene: 

~e o 

0 u ~ 
b '20 ~ ~ - -  i \/2 senh O. 9 ~ + ~ = \ /3  eoshO. ~-; 0-~- 

0 O 
(2" ~ senh O. 

u 
- -  o. c o s h  o .  a o - ~ - ~ ,  

che si pub scrivere 

~/2 coshO . - -  
D fi b~O 

~ ~ ~t ~ 

9 0  
'./~/2" P. cosh O . ~ -  v :-- 

0 0  
d~ (] senhO- • ¥ - -  

Cib posto, definiamo una funzione ausiliada W colla formola 

~/~ coshO. 
0 f~ 920 i ~/~ 9. cosh o .  D O 9~- - / s e n h  o cosh O ( W +  o.~) == 0, (57) 
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ehe per la preeedente eguaglianza si pub anehe serivere 

i \/2 senh O.~-~- + ~v-- ~ --V'2 E~senh O. ~ - +  senhOeosho ( W +  P.~) = 0 .  (58) 

Seriviamo quest'ultima sotto ta forma 

c°sh~O" W - ~ i \ / 2 e o s h O ' O ~ ) ' O ; ~ - -  e°thO'8~O0-7 + 

+ V20. eosh O . . . .  
8O 

u eosh ~ o • .o'-. 

Da cui derivando rispetto ad u ed eliminando dal seeondo membro le 
derivate prime di 9. eolle (57) e (58) e la derivata seconda di o. eolla terza 
delle (56), si rieava la prima delle (C). 

Analogamente si ricava la seconda delle (C); ed allora per una fun- 
zione O rieavata dalte (56), le equazioni (C) ammettono la soluzione co- 
mune W definita dalle (57), il che b sumciente pdr eoneludere che la fun- 
zione O si pub assumere come invariante per una superfieie di GVlCn~RD. 

La stessa proprieth pub anche dimostrarsi cosL 
Supposto O soluzione del sistema (56),.definiamo due funzioni ,,~ H me- 

diante le formole: 

eV-~--~coshO ~u+i~--~ + s e n h O  i T v + ~ -  ~ 

1 1 (c., - -  ~) senh: O, t X/~_ (~ + ~]) eosh ~ 0 4 ~2= 
(59) 

e? -~ H - -  - -  senh 0 ~ + ~ ~-~ - -  eosh 0 i ~ -+- 0 u] 

+ v2 ~ senh 0 .  cosh O. / 

(6o) 

Dieo che l a  soluzione 0 e le due funzioni ~ ed H sopra definite costi- 
tuiscono una soluzione del sistema (48), (49), (50). 

Infatti le (48) sono soddisfatte in forza delle definizioni stesse delle tim_ 
zioni ~ ed H. 

Inoltre derivando la prima delle (59) rispetto ad u, e sostituendo per le 
derivate seeonde di O e ~ le ]oro espressioni date dalle (56) e (43) e per le 
derivate prime di ~ le loro espressioni ricavate da]le (44), dopo riduzione 
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si ha : 

1 
+ tl ~ cosh 2 0 - -  -~- (tl*- - -  ~- - -  2 ~o fl) ; 

che in forza delle (59) e (60) si pub serivere 

2 
_ _  (ee-~ H )  ~ - (eV-~)*---- 1 - -  ~/2 (~ + l)) eV senh o 0 u 

Da questa diseende faeilmente la prima delle (49); in modo analogo si 
dimostra ehe le funzioni ~ ed H verificano la seconda delle (49). 

Analogamente derivando la (60) e similmente operando si ha :  

H q 

+ 2 i [ 0  u - -  

( O ? f  ( ~ ) ' - - 2  2 ~ 2 s e n h O .  07 1 

1 + tl-" eosh 2 0  - -  -~- (xT - -  o~, - -  2 ~ ~2). 

Da questa e dalla (6I) deriva 

Ou0--H--(H+e°th 0)~-~ 

In modo analogo si dimostra ehe le funzioni 
l'equazione 

~H--(H+~v - -  tghO)~-~.  

ed H verificano altres'l 

Da quanto precede risulta che assumendo come funzione O una soluzione 
del sistema (56)~ la O e le funzioni ~ ed H definite dalle (59) e (60) verifi- 
cano i[ sistema (4g): (49)7 (50)~ e eib ~ sufficiente per concludere ]a propo- 
sizione, 
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§ IX. - -  C o ~ t e o s m o ~  DI Uig& TRASFORMAZlOIqE G con IJN& G - i .  

Lo seopo prineipale di quanto segue ~ di ~renire alle formole di trasfor- 
mazione per It superflcie di GUm~IA~D di prima e seconda specie, mediante 
le quali si possano dedurre da una ben nora superficie di Gmcm~aD infinite 
altre superficie della medesima specie. 

Sadt utile considerate oltre alle trasformazioni G e G-:, le trasforma- 
zioni ehe da esse si deducono cambiando i in - - i ,  le quali denoteremo ri- 

spettivamente con G, G -~. 
Cib posto, eonsideriamo una superficie N;  applicando ad essa la trasfor- 

mazione G otterremo infnite superficie I ,  ed infine applicando a queste la 
trasformazione "G-' otterremo infinite nuove superficie N~. 

It passaggio da una superficie N ad una superficie _~ diremo brevemente 
una tras/ormazione T. 

Le formole relative the di~nno il passaggio dalt'invariante 0 della su- 
perficie N all'invariante O~ della superficie Nl sono manifestamente 

9~Ot cosh Ot 9 ~ 0 ~ O, ~ o, . Do DO 
u~ c o s h O  Du~ + i  ~ u  ~)v D u ~  

-- ( ~o~ Do)_., . , - -  D O ( c o s h o ~ + e o s h o ) I ( 6 2  ) 

- - I F  senh fl (cosh o, +- cosh o) - - W s e n h  o (cosh o, + cosh o), 

Dlt ~V 
~ o  1 i -f- i -f- i - - -  4- i 

+ \ / 2  n senhO~ ~ v - + s e n h O ~ T  + i c ° s h O ~ o u  - - i c o s h O ~  ~ (63) 

1 + ~ i f f  (cosh 2 0 - -  eosh 2 0,), 

~2®t 

v -~ 
senho~ 3~o .~o, 8o, ~o 9.0 

- - s e n h O  ~ ~ ~u ~v + i ~ -  

( ~0, ~0) ~o (senh O~ --senh O) 

- -  II ~ cosh 0 (senh O~ - -  senh O) - -  W cosh (9 (senh O, - -  senh 0). 

(64) 
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On 1 O-u = - -  ~,~ senh 0 (~1 ~ 4- W) + i O o , U~a-t 
• On 1 OO 

1 O~O 
\,~-coshO v u~ 

1 ~ 0  
~,/2-senh o O v~ 

Ora, volendo esprimere queste sotto fi)rma reale, porremo 

(65) 

e le (62), (63), (64), (65) d~nno per le funzioni ineognite )., t~, O, il sistema 
simultaneo : 

Oo, 3o) D~o, cosh o, O~o -4- senh O~ @ senh 0 )~ 
O u --~-" ~ cosh o O u~ UU--u Uu 

--- (eosh O~ + cosh (9) Oo 1 senh 0 (cosh O, + cosh O) (;,~ - -  ~ -~- 2 W), 

O o, 0 O o]  O "~0~ __ ~ o  + ;~ senhO,  + s e n h  

( Oo~ __ cosh 0 + ~. (cosh 2 O, - - y .  c o s h O ~ o u  ~ u  2 tz - eosh 2 0),  

~ V 2  - -  
senho~ O ~ o (eosh O, Oo, eosh 0 0o'~ 
senh o ~ v ~ O--v- - -  Ov ] ? 

O0 
+ (senh O~ - -  senh 0) ~tt )" - -  - 1 eoshO (senh O, - - senh  O) ()? - -  t ~ + 2W), 

O0~ O(~ ~0 OO 
Ou ~v - -  OuOv 

(cosh O~ + eosh O) )~ ~ o Ov 

- - ( s e n h  O~ ~o, 3e)) O U + senh 0 ~ g. ~- senh 0 (oosh O~ + eosh O) X t~, 

( ae, ao) 
+ 2 ~ .  senhO,  ~ + s e n h O ~ v v  

__ 1 (~.~ __/~.) (eosh 20~ - -  cosh 2 0), 
2 

(66) 

(67) 

(68) 

(69) 

(70) 
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O~ 9 0t 0 o 0 o  
9 u 9 -t- (~enh O~ - -  senh O) aO i 

(71) 

+ cosh O~ ~ - ~ - -  ~ 1  , - -coshO(senhO~--senh ,O))~a ,  

9 ; ~  1 ~20 ~o I s e n h O ( ) 3 - - y . ~ + 2 W ) ,  
~N - -  cosh----o ~) ~ u ---~ ~" ~v 

~ 9o 
(72) 

Ov 

-- - -  senh O ). ~, 

8,,. 1 920 
senh o ~ v ~ 

9o 1 
~ + -2- cosh O (~.~ - -  + w). 

(73) 

u 

Dalle 

- - - 7  ~ -  

(69), 

si h a :  

(70), (71) risolvendo algebrieamente rispetto alle ineognite 

~ . ~ ! _  ~o + ~. (eosh O~ + eosh 0), " 

v - -  9 v ~t (senh O~ - -  senh 0). 

(74) 

Inoltre si veriiica faeilmente ehe in forza delle (72), (73), (74) sono anche 
soddisfatte le (66), (67), (68). 

Se si cambia in (74) Oi in.--O~-{-ni, si h a :  

@ ~. (cosh O~ - -  cosh 0), 9u - - g u  

9o,  ~o 
9 v ~ ~-~- + '~ (senhO~ - -  senhO), 

o anehe per le (72) e (73):  

v ~ ~senh O, ~- W ~u" 

(75) 
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g ~  

X. L~ - -  TRASFORMAZIONI DELLE SIJPERFICIE DI t.$UICHARD 

D! PRIMA SPECIE. 

Da quanto precede risulta che partendo da una superficie di 
ben nora cogli invarianti O~ W~ integrando il sistema completo 

-~- ;, cosh O~ + - -  - - ,  ~u g. ~v 

G UIOHARD 

\ 

(76) 

X 1 ~ o  ~o 
u z cosh o ~ u* 8- ~ v 

~x ~o 
- -  - -  c o s h  O k ~ 

~v - - ~ u  

l senhO ()~e ~ f ~  d- 2W),  i 

J 

(77) 

~g. -_= ). ~ o 
u ~vv - -  senh 0 k ~,., 

~g.  _ _  1 ~ O  

~v - - s e n h o  ~s~ 
- -  - -  k 3 o  ,-I- _1 c o s h  0 (7,, - -  lj.'- + 2 W ) ,  

~u 2 

(78) 

nella funzione incognita O~ e in due ausiliarie k e t~, si dedueono infinite 
nuove superficie di GUrCm~RD dipendenti da tre costanti arbitrarie. 

Cib per altro pub verificarsi direttamente introducendo la funzione W~ 
definita dalla formola 

~0~ ~ 0 ~  t - t - s e n h O ~ e ° s h O ~ ( ) 3 - - ~ + 2 W ' ) - - ; ' s e n h O ~  8-i[ ~ v -  (79) 

_1 senhO coshO ( ~-4- ) 8 °  -4-.~ ~ o .  t ) .~ - -  0- 2 W - -  k senh O ~ u _ coshO ~v : 
2 

Infatti tra la funzione Wi cosl definita e le funzioni )., y., O ricavate 
]all'integrazione del sistema (76), (77), (78) passano te relazioni: 

~k 1 ~201 ~Ol 1 
8 u - - c o s h o ~ u  ~- ~ ~v  2 

senh o, (),*--tz'- + 2Wl), 

8 k ~0¢ 
(80) 

Annali di Matematica, Serie II[, tomo XL :~2 
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90~ 1 ~},. 1 ~'OL ). -~- cosh 6)f ()3 --/~ ~ 
~ - - senho~  Ov ~ ~ ~- ~- 2W,), 

i ( sl  ) 

Donde, per essere 

seguono per oL e W~ te relazioni fondamentali (C). 
Dopo cib si pub assumere come superficie di parienza la superfieie ge- 

nerica cogli invarianti o~ e W~ e ripetere la trasformazione. 
In quanto all'integrazione del sistema completo (7~), (77), (78) ~ notevole 

ehe essa si compie integrando successivamente due sistemi del tipo di R~c- 
CAT1 illimitatamente integrabili. 

Invero possiamo sostituire le (77) e (78) corj un sistema nella sola fun- 
zione ineognita ~ + i~,. the ha manifestamente la forma di RlccA~I; inoltre 
le (76) assumono ancora esse la forma di Rme~T~, ponendo 

~ tgh y . 

Ne segue che basta conoscere una sotuzione particolare del sistema (77) 
e (78) per avere con sole qua~'ature l'integrale generale; e in tale ipotesi, 
conoscendo per il sistema (76) la soluzione particolare % == o, potremo anche 
ricavare la O~ con operazioni di sole quadrature. 

Applicando poi la trasformazione T alle nuove superficie, cio~ assu- 
memo come funzioni di parfenza O~ e W~, conosceremo per il sistema (77), (78) 
in forza delle re]azioni (80), (.81) la soluzione particotare ). e ~,.. 

Concludendo: Se per due funzioni 6) e W si conosce una soluzione par- 
ficolare del sistema f17) e (~/8), l'applicazione successiva ed illimitata del 
metodo di trasformazione richieder~ soltanto successive quadrature. 
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§ X I .  - - -  COMPOSIZIONE D1 UNA TRASFORMAZIONE G-' co~ u ~  G. 

Ora immaginiamo di partire da una superfieie isoterma 1; applicando 
ad essa la trasformazione G- '  avremo infinite superfieie N~ ed infine appli- 

cando a queste la trasformazione G otterremo infinite nuove superficie iso- 
terme I~. 

I1 passaggio da una superficie I a d  una superfieie I~ diremo con BIAs- 
cm (*) una trasformazione D. 

Le formole che dhnno il passaggio datl ' invariante a della superficie ] 
all ' invariante gh della superfieie I~ sono manifestamente 

- -  __ , - -  + \/2 eosh o + q'2 tl senh o + 

0 ' o  __ i . ( a o f _ _  1 ( O 0 ~ + V  ~- O s e n h O a O  - Oo  O u O v - - 2  * au 2i~,ov!  "" ~V - - i \ 2  i leosh  °~ -u  
(82) 

4-~1 i ~ (cosh~ o + senh~ 0 ) __ ~-1 i ( J +  1), 

~ o  .Oo ~o i\/2 senh o ~v ~ z V  
Ov~ ~-~-*gu~v Ov .qguOv' 

3 t)-, ___ a n __ i (tit -+- ~) ~ o 1 senh 0 .  (t)? -_  tl'), t 
a ,~ - -  ~ u b v ~,/~- , (83) 

"0 V ' =  ~ v ~ ,t x/~ cosh o .  (P.I - -  .q'-). 

Ora volendo esprimere queste sotto forma reale, osserveremo che per tre 
funzioni .q, O, a, legate dalle relazioni precedenti sono coesistenti le equa- 
zioni ne]la funzione ausiliaria ~: 

. . . . . .  . 0o  1 3 + - -  ~ = senh O. (a~ - -  .q), 3 u - -  3v q~ 

_ - -  . ~ o  i . (~ , ,  n) .  
+ * = cosh o . + 

~ v - -  3u  Vi~ 

(*) Vedi la No6a ci6ata. 
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Fra queste e le (82),-(83) eliminando la o, si perviene al seguente si- 
stema completo : 

2~u~v  ~u~v ~ ~u~v 

~'6 (8+) ~ (~9+)~ 1 (~a~ + 2  

-q~) - -  ( J  -+- 1~, i 

t (84) 
o ~.,) + ( j  + 1 ), 

~gu 
n + (n, + n) ~ + 

~gh 
~ t )  - -  

~, + ( ~ , -  ~) ~ ,  
i (ss) 

ehe ~ l'espressione analitiea della trasformazione D. 

§ XII,  ~ LE TRASFOa)IAZIO~[ DELLE SUPERFIOIE ISOTERME, 

Da quanto precede risulta che l a  trasformazione D per le superficie iso- 
terme si riassume nel seguente teorema: 

Se la funzione gt ~ una soluzione del|'equazione differenziale (40), inte- 
grando il sistema eompleto (45), (84), (85) si avr~ una nuova soluzione de]la 
stessa equazione eontenente quattro costanti arbitrarie. 

notevole che il sistema (84), (85) ne]le funzioni ~, ~l non differisce 
dal sistema (43), (44) helle funzioni ?, ~ che per 1o scambio di J in J - I -  1. 

D'altra parte ~ not% per la mia citata Memoria, che il passaggio da it 
ad o~ definito dalle equazioni (43) e (44) equivale ad una inversione e a d  una 
trasformazione di C~mSTOFF~,; segue che una trasformazione D pub eseguirsi 
a meno di movimenti mediante la trasformazione Cm ad un parametro sun 
l'invariante J da me segnalata e rappresentata analiticamente dalla formola 

J( ')  ~ J + m (m - -  costante) 

pih una inversione ed una trasformazione di CnRISTOFFEL. 
Le trasformazioni delle superficie a curvatura costante, the il B~x~cm ha 
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dedotto dall'inversione dei teoremi di GUIC~ARD,, rientrano nella trasforma- 
zione D. 

Cib risulta evidente mediante considerazioni sintetiehe dirette; ma per 
altro pub verificarsi analitieamente nel seguente modo. 

Consideriamo una trasformazione di B~,scm risoluta nelle due compo- 
henri immaginarie di B_~c~v~r, mediante le formole : 

senh z cosh ? senh 0 + cosh ~ senh ? cosh o, 

i~vvOo + 3-2~?~u --- - -  senh a senh ~ cosh o - -  cosh ~ cosh ? senh O~ 
(86) 

. 3 0  O+ 

- -  senh o cosh ~ senh o + eosh ~ senh ~ cosh o, 

senh o senh t~ eosh o - -  cosh ~ cosh ~ senh o. 
(87) 

Dalle 

si ha :  

formole (86) per derivazione, introducendo le notazioni 

- -  , - - ~ + V 2  c o s h ( o - - o ) ~ + y 2 . q s e n h ( o - - . ) ~ +  / ~ 3 u 3 v  ~1 
u-" 3 u 0 v 

| 

~ O 1 {~ O~-" 1 . / 3 0 X  9' 4= 3 0  3 0  
3 u O v - -  ~ i t O u )  ~- , (Tv-v~-+-~2 .qsenh(o - -o  ) ~ - - i ~ . q e o s h ( o - , ) ~  ! 

\ 

, 12 i -q* [eosh ~ (o - -  o) + senh* ~o - -  ~)] - -  2 i ( d  + cosh*a), i 
l 

'or' - -  * ' ~  O v ~) v n 3 u O v " / 

Inoltre, ponendo V2 ~, - -eV,  dalle (86), (87) si ricava : 

3.q~ 3-q 3 o  

3n~ ~.Q. 3 0 

1 ( ~ . _ n ~ ) s e n h  ( O - - o ) ,  j 

(S9) 
i_ (n~ - -  :~.-') ¢osh (o - -  ~). 1 

v2 / 
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Infine dalle (88) e (89) introducendo la funzione ~ definita da 

9u 

9~ 
9v  

si ottiene il sistema: 

2 ' 

2 93+ 
9u 9v 

2 93+ 
9 v ~ 

. 9 0  1 

.8o 
t 9u i (n~ + .q) cosh (o -- ~), 

V'2 

_(~ ~]'_ (9 +)' i (a: ' 

? u g v  ~ g u g v  

--[0 v] ~ u /  E 

~u 

9v 

~..%) - -  (d ~- cosh ~ ~), 

-q ~)~,) ÷ ( J  + cosh"-a), 

_ 9 - q + ( ~ h ÷ a )  D+ 
- -  9 ,-~ ~ i 7 '  

D~). 9+ 
- -  9v  + ( ~ , - - a ) ~ ,  

il quale metre in rilievo la proprietb~ enunciata. 

XIIL R~SULTATI GvlcnAaI) - - -  RELATI¥I ALLE SUPERFICIE D|  

Vl  SECONDA SPECIE .  

Abbiamo visto c h e l a  determinazione delle superficie di GUICHARD di se- 
conda specie equivale alia seguente questione di analisi:  

Determinare nel modo pih generale due funzioni O e W legate fra loro 

DW 
tt 

9W 
Ov 

dalle relazioni : 

1 9 s 0 ~O 
s e n O e o s O g u g v ~  + 2 t g O ~  W. 

1 Do 930 1 Do 9 "~ (-) 
cos ~Ogv  ?u ~ ÷ s e n 3 o g v  9v ~ 

1 Ds o 9 o  
sen o cos o 9 u s 9 v 2 cot O ~ W. 

l 
(90) 
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Supposta nora una soluzione particolare del sistema (90)~ possiamo de- 
durre una nuova soluzione eontenente tre costanti arbitrarie, integrando il si- 
sterna completo : 

8®1 1 3 X 
Y-Y--= F a ~  + ~ e o s o , ,  

~v -- 9, 8u +/~senO,~  

(91) 

c9~ 
~u 

1 ~ 0  .DO 1 
cos o a u~ + t~ b-Tv + ~- 

. . . .  cos 0 ~ t~, Ov Y '~u 

sen 0 ()? ~ ? ~  - -  2W),  
I (92) 

- -  ). ~-- ~ sen 0 ). V, i 
~u vv  ~ (93) 

aO 1 i a:,  ~ 1 0 , o  ) + - -  c o s  O (},~--- ~ - - 2  W ) ,  , 
Ov seno Or s ' ~ '2 

e assumendo la funzione W, definita dalla formola 

-~- sen O, cos O, (k ~ - -  y." - -  2 W~) -- I sen O, ~ -4-/l cos 8~ ~ v  ----: I 
(94) 

1 2̀ senO cosO ( ~ - - ( , ~ - - 2 W ) - - ) ~ s e n O  ~o ~o . . . . .  , ~ ( , + ~ e o s o  ~ • ; 

L'inbgrazione del sistema (91),'(92), (93) si pub complete mediante la 
successiva integrazione di due sistemi di RmclT~ itlimitatamente integrabili. 

Fn  ragionamenb analogo a quello seguito per le superficie di GmCm~RD 
di prima specie conduce al risultato seguente: 

8e per due funzioni o e Wlegate  datle relazioni (90) si conosce una 
soluzione particolare del sistema (92~, (93), l'applicazione successiva ed illi- 
mitata del metodo di trasformazione richieder,~t soltanto successive quadrature. 


