Alcune superficie di Guichard
e le relative trasformazioni.

(Di Pasquare Cararso, a Palermo.)

In una elegante Nota pubblicata dal sig. Guicnarp nei Comples Rendus
de ' Académie des Sciences (*), I'autore s'imbatte in una notevole classe di
superficie, le cui linee di curvatura soddisfano ad una particolare condizione.

L’autore definisce la superficie generica N della classe sudetta mediante
la seguente proprietd caratteristica :

« 11 existe une surface N’ ayant méme image sphérique de ses lignes
« de courbure que la surface N et telle que si », et r, sont les rayons de
« courbure principaux de N, 7', et »’, les rayons correspondantes de N,

« on ait
ri#'y 4 77’y = const., (1)

« la constante n’étant pas nulle, »

Nella presente Memoria ogni superficie che ammetta una superficie con-
jugata nella sudetta relazione, la chiameremo una superficie di GuicHarD e
talora anche brevemente una superficie N.

Volendo assoggettare queste superficie ad uno studio particolare, con-
viene riferire la superficie generica N alle sue linee di curvatura.

Scrivendo le due forme quadratiche fondamentali

f=Eduw 4+ Gdv
¢=Dduw 4+ D do,

e cercando la condizione necessaria e sufficiente per Iesistenza della super-

(*) Sur les Surfaces isothermiques [Comptes Rendus, vol. 130, pg. 159].
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ficie N’ nella relazione richiesta, si perviene alla condizione

__D"
( G-—ET-— Eyé—l):GiE.

Si & quindi condotti ad una classificazione delle superficie di Guicaarp
secondo due tipi differenti definiti rispettivamente dalle relazioni:

=Dy
(0 2—m )0
ALl D Y . ,
(\,GJE:_\/E;E)——G+E. ()

Diremo superficie d¢ GuicHarp di prima specie quelle definite dalla re-
lazione (a); chiameremo di seconda specie le altre.

Tra le superficie di Guicnsrp di prima specie conviene notare le super-
ficle a curvatura costante positiva che costituiscono una importante ‘soluzione
particolare del problema; alle superficie di Guicmarp di seconda specie ap-
partengono le superficie a curvatura costante negativa.

Fra le principali proprietd di queste superficie si ha che l'inversicne per
raggi vettori reciproci trasforma una superficie di Guickarp in infinite nuove
superficie di Guicmarp.

Ho trovato questa proposizione utilizzando gl'invarianti dell'inversione
gid da me osservati in una precedente Memoria (*).

Partendo da una superficie qualunque, sulla guale non si faccia alcuna
ipotesi, di cui le due forme fondamentali siano

Edu + Gdo®
Ddw + D" dv

ed applicando l'inversione, si ha una nuova superficie con tre costanti arbi-
trarie. Siano le due forme di quest’ultima

Eiduz "'i"' G,d1)2
Diduz {" D”id?)z.

Ho chiamato invariante dell’inversione una funzione

L 3E
¢(E, G, D, D', i

(¥) Sulle superficie a linee di curvatura isoterme. [Rendiconti del Circolo Matematico
di Palermo, t. XVII, p. 275.]
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dei coefficienti E, G, D, D" e delle loro derivate d’ordine qualunque, quando
ha luogo identicamente la relazione

0E

o8 .
ou

¢(E, G, D, D, oL

"):‘P(En G, D, D', 9 B )

Ho riconosciuto che ’espressione

— D — D"\
Q@ —=—\FE —':-)
(\’ VE VTG
Gz E

& un invariante nel senso sopra definito, donde ho dedotto il teorema enunciato.
Questo teorema conduce ad un metodo di trasformazione per le superficie N.
Chiamando trasformazione di Guicuarp il passaggio da una superficie N

alla superficie coniugata N', possiemo dire che il sudetto metodo di trasfor-

mazione consiste nel comporre 'inversione colla trasformazione di GurcmarD.
Per le superficie N sussiste un secondo metodo di trasformazione il quale
deriva da un teorema di Guicnarp, che stabilisce alcune relazioni tra le su-
perficie N e le superficie isoterme.
Per enunciare il teorema di Guicrarp sotto una nuova forma, utile per

il seguito della presente Memoria, conviene introdurre come incognita prin-

cipale per la determinazione di una superficie N, di prima specie, la fun-

zione © dei coefficienti del suo elemento lineare definita dalla formola
tgh @ == :g .
La funzione © & caratterizzata dal fatto che le due equazioni differen-

ziali nella funzione incognita W

ow 1 ggaz@+ 1 9800 !
du  cosh*® Jw out ' senh?® gu Jo° '
1 0% 0 00
*senh®cosh@8uavz—2tgh@ﬁW’
GW__ 1 _jepe 1 30dte )
7v  cosh*® 9o Ju* senh® 0o 00®
1 0% ® 00 !
+senh®cosh(~)9u”30—QGOthG%W '

debbono ammettere una soluzione comune,
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D’altra parte, sappiamo che la determinazione delle superficie isoterme
dipende dall’equazione di quarto ordine

(1 o) (1 e o
W(-ﬁhauav'_i—om(n 5“90)+31039(£2)q() (d)

a cui deve soddisfare il suo invariante Q (¥).
Cid posto, il teorema di Guicaarp che permette di trasformare una su-
perficie N in infinite superficie isoterme, pud enunciarsi nel modo seguente:
Se due funzioni © e W sono legate dalle relazioni (y), il sistema di
Ricearr
o 1 .C® 1 7?0

B —_ M . (32 e - [ ;
P \/gserlhO Q@ +W) -+ i 5 Q-+ T3 oo 7 ’ / .
g €
8(2 v 1 02 0 \
— —esho (W) Dot 07,
P \/2 cosh & (@ +W) +- 0u \2senh® 07° )

¢ illimitatamente integrabile. Si avra dell'integrazione una funzione Q con
una costante arbitraria che sard una soluzione dell’equazione ().

Volendo pervenire al secondo metodo di trasformazione per le super-
ficie N & necessario procedere in certo modo alla inversione del teorema di
GurcHARrD; potremo cosl inversamente far derivare da una superficie isoterma
infinite superficie N con tre costanti arbitrarie.

Frattanto le formole, che danno l'invariante @ della superficie N, sap-
posti noti gl'invarianti Q e J della superficie isoterma, sono:

00 00 do 6O 1 020
Pl ol P V2 cosh@% +2 Q senh()—_ + iy T \‘
o 1 (08¢ 1 .ep pe /
dude 2 (5?2)“73~ ¢ (5?, vz Senh@zﬁ
Jo 1 1 )
—i\T Qoosh @7+~ iQtcosh 26 — i (J + m) \
e .06 00 . ¢ - 70 .1 20
bt T 3uge z\_,senh(@av 12 QCOSh@%MZT)a_—uM’;’

m essendo una costante.

(*) Vedi formola {9) della mia citata Memoria. La medesima equazione di 4.° ordine,
sotto forma diversa, fu stabilita precedentemente dal D" Rorse nella sua tesi di laurea,
che ora soltanto vengo a conoscere: Unlersuchungen uber die Theorie der isothermen
Flichen, Inaugural-Dissertation, Berlin, 1897 [Vedi formola (D), pag. 23].
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Le trasformazioni rappresentate analiticamente dalle formole (¢) e (z) le
chiameremo rispettivamente G, e G-%.

Consideriamo altresi le trasformazioni analoghe che si deducono da (¢)
e () cambiando 7 in — ¢ e che indicheremo con G e G-

Veniamo alle nuove trasformazioni per le superficie di Guicmarp me-
diante la composizione di due trasformazioni G, G-

Limitando le considerazioni alle trasformazioni reali, potremo dedurre da
una ben nota superficie N una nuova superficie N, con tre costanti arbitrarie.

Il passaggio dall’invariante © della supefficie N all'invariante @, di N,
& rappresentato analiticamente dal seguente sistema di equazioni

Qéf—-)\cosh@p{« L Zl é
~ (I
%—%——-Use he, - i g
dr 1 0%e 00 1 .
T e s e g e —u 2w, (11
ax 70 S )
—=u = —cosh @ .}y,
Tu
-@E g— ~—senh 6,4y, )
’ " (1)
dup. 1 ¢e _1 o 4
e e g — 1 Fa o osh 8 (2 S

nella funzione incognita ©, e in dne ausiliarie % e p.

E notevole che lintegrazione di questo sistema pud compiersi mediante
la successiva integrazione di due sistemi di Riccars illimitatamente integra-
bili; ne discende la seguente proposizione :

Se si conosce una soluzione particolare del sistema (II), (IID), si pud
compiere la trasformazione con sole quadrature; e in tale ipotesi I'applica-
zione della medesima trasformazione alle superficie trasformate richiedera sol-
tanto successive quadrature.

Risultati analoghi sussistono per le superficie di Guicmarp di seconda
specie.

La nuova forma sotto cui ho enunciato il teorema di Guicnarp, per-
mette altrest di rappresentare la trasformazione di Darsoux per le snperficie

Annali di Malematica, Serie III, tomo XI, 27
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isoterme, chiamata dal Biancm wna irasformazione D,, (¥), mediante il pas-
saggio da una soluzione particolare della (¢) ad una nuova soluzione conte-
nente quattro costanti arbitrarie.

Le formole relative si ottengono manifestamente componendo una tra-

sformazione G-! con una G. Si avrd:

~

026 aoao 00 1 720
a’;{‘;——— —%—‘/2 OSh@ “““““ +\2 Qsenh@a —§— E?};E—é’
0 0 1 .(00© 1 .(00y, -~ )
dudo 2 (8%) 52(55)+\-2Qsenh82—;

R e 1. 1.
—2\2Qcosh@a—u—{—Ezﬂgcosh2®—§«z(<7+m),

026 aoa@ 18] 00 .1 20

G0t 'Fude 7o v2 Qeosh® o — i 5 s
o B i 2)2% -—%%enh@(ﬂf*—ﬂz),
\
391_~ 39 o —09 ) 2 2 e
e T Fs + 1 (Q,— Q) Ay ! \/2 cosh © (Qf — Q).

Si pud mettere questo sistema sotto forma reale in virth dell’esistenza
di una funzione ¢ soddisfacente alle condizioni

2d 5@ 1
i \:_2: senh © (Q, — Q),
g: g(_; 3 \/m cosh © (Q, + Q).

Mediante Vintroduzione della ¢, potremo rappresentare analiticamente la
trasformazione sotto la forma seguente:

29 1 50 ]
50 f:(”.fi) ﬁ{é’li)% S0l —200) ~(J 4 m),

u® 0u, Jv
9 g 'Yf'__ 0&9}?—2‘ 720
dude < dmov QO Judo’
32@ 8? 9@2_1_1 o 0 ) N
2 = (G i+ § @ —ah200) + (T 4 )

(*) BiaxcHi, If teorema di permutabilita per le trasformazioni di Darpoux delle su-
perficie isoterme. [Atti della Reale Accademia dei Lincei, 1.° semestre, 1904, pag. 359.]
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o 30 v
= %—i-(ﬂi{‘ﬂ)ﬁa
L 2y
o — gs T @G

Intorno a questo sistema nelle funzioni incognite ¢, Q,, osserviamo che
esso non differisce essenzialmente dal sistema (A) (B) nelle funzioni ¢, Q
della mia citata Memoria che per lo scambio di J in J - m. Ne discende
la proposizione :

Una trasformazione D,, equivale, a meno di movimenti, alla trasforma-
zione C,, ad un parametro da me segnalata nella citata Memoria e rappre-

sentata analiticamente dalla formola
JW=J -+ m (m = costante)

pill una inversione ed una trasformazione di Crrisrorren (*).

§ I. — CONDIZIONE PER LE LINEE DI CURVATURA DI UNA SUPERFICIE DI G’UICHARD.

Siano N e N due superficie coniugate colla relazione (1); e sia
ds*=—edu + gdov

la rappresentazione sferica delle loro linee di curvatura. I raggi principali di
curvatura deile due superficie soddisfano alle equazioni

07 o ) 0 log \/_a \

Gty L o
0 e 7lo N
-9‘:}— = (7'1 - 7'2) —"“ag;)\/e ) /\

3 ?"1 g K 3 IOAg”\ gj
or's __ ' — 1 0 log Ve S

gv ! Sy

(*) E notevole per queste trasformazioni un teorema di permulabilitsa scoperto dal
Biancny; le formole relative sono state esposte dall’autore sotto la forma pit elegante
nella nota sopra citata,
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Da queste si- ricava:

. 0r 0+ . . . dlogya
A = {r, ¥, + 1., —2r r,) I21T
1 7 ™ 7 2 p ( 14 2 WL 21 1 1)

e, denotando con 2c¢ il valore della costante:

o 51'1 57"1 o

7lm‘—*—rl_a'?“—-—2(0“_“‘7'17"‘)*"_‘"_‘

Si deduce integrando

!
: (v
7‘17‘1:6"‘”"“““ ( )’
g
in cui ¢ (v) denota una funzione arbitraria della sola .
Analogamente
, i
fwa:cw@y

con ¢ (u) funzione arbitraria della sola w.

Possiamo supporre senza ledere la generalita ¢==1, e che per una op-
portuna scelta di parametri le funzioni ¢ (#) e ¢ (v) si riducano all’unitd po-
sitiva o negativa, escludendo per ora il caso in cui qualcuna di queste fun-
zioni si annulla identicamente, caso che tratteremo a parte. Sicch® seriveremo

Pt =1 e= =+ 1
i £ g ( }
1'2?"2:1—~~'§- (¢ =% 1).

' . \ / ;. % . . .
Sostituendo in (1) per ', ed r’y 1 valori ricavati dalle formole prece-
denti, si ottiene dopo facili riduzioni

4

-

9 g 9 g o
(ry — 1) = —7r; -+ —7}.
¢ g
Si osserva intanto che 1 valori e==¢ ==-—1 non possono corrispondere
ad una soluzione reale del problema; una almeno di queste costanti dovra
essere l'unitd positiva. Ed allora possiamo supporre (scambiando se occorre
w con v) ¢ = -+ 1, quindi avremo

I ., & ,
(ry— 7o)t = vt St (4)
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Cid posto, introduciamo per una superficie N le due forme quadratiche
fondamentali

f—=Eduw + Gdv,
s=Dduw 4+ D" do
Si dovrd avere:

che potremo scrivere
— D = D s
/G = —\E ==y G+ L
VO g VR LE T +
In questa assumeremo per il radicale il valore positivo potendo cambiare
se occorre D e D' in —D e —D".
Siamo quindi coundotti a classificare le superficie N secondo due tipi dif-
ferenti, definiti rispettivamente dalle relazioni:

D D

\‘Gﬁf‘“ E;@::\GME, (5)
_ D _ D" —_—
\/GJE—‘\/E\T-;-:QG+E. (6)

In cid0 che segue & dimostrato che ad ognuna di queste relazioni corri-
sponde effettivamente una soluzione reale del problema; in altri termini:

Se le linee di curvatura di una superficie soddisfano alla condizione (5)
o (6), esiste una nuova superficie avente la stessa immagine sferica delle linee
di curvatura e legata alla prima dalla condizione (1).

Le linee di curvatura della nuova superficie soddisfano pure alla (5)
o (6). Il passaggio da una superficie N alla sua coniugata N’, diremo bre-
vemente una trasformazione di Guicnarp.

Prima d’intraprendere lo studio delle superficie definite dalla relazione (5)
o dalla (6), vogliamo esaminare il caso escluso in cui qualcuna delle fun-
zioni ¢ (u) o ¢ (v) sia identicamente nulla.
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Supponiamo ¢ (») ==0; in tal caso avremo:

Ty 7"'1 I I,

i O
?’2?‘2““1 : (24)_‘
€

Fra queste e la (1) eliminando r', ed 1, otteniamo:

/’O .
7'2:*‘—7',(1 ’-‘”‘\'—“"L(T")‘),
e
donde derivando rispetto a v ed eliminando ¢ (%), ricaviamo:
J 7 loge | 7 07
Tty gy 2108V e O
dv dv )

Cid posto, perche sia soddisfatta la seconda delle (2) dovra essere
or
av

cioe r, sard funzione della sola .

=0,

Ma cid esprime, come si pud facilmente dimostrare, la condizione necessaria
e sufficiente affinche le linee di curvatura (u == cost.) della superficie siano circoli.

Viceversa ogni superficie, per cui le linee di curvatura di un sistema
sono circoli, da un’effettiva soluzione del problema.

Infatti avremo in tale ipotesi:

ro=14 (u),

ed integrando la seconda delle (2):

p'
ro=¢ @ + Y.
Ve
D’altra parte potremo soddisfare alle (3), ponendo:
r ———“,.}._
IO
R S 1 (),
TV s

In questo modo avremo
Fa rfg ”‘i‘— 7, 7"’1 _ 2,
la quale dimostra la proposizione.

Su questa particolare soluzione del problema, che conduce ad una classe
ben nota di superficie, non ci fermeremo pilt oltre.
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§ IL. — Lk superricie p1 GUICHARD DI PRIMA SPECIE
(DEFINITE DALLA RELAZIONE (D)),

Volendo fare uno studio completo delle superficie definite dalla rela-
(N

zione (b), conviene semplificare quest’ultima col porre
VE=¢esenh ® |G =¢f coshe.

Con questa nuova notazione, 'equazione di definizione diventa

cosh®. -Q—-.wsenhe. —2:::: 1
VE \ G
Ed introducendo altresi una funzione H mediante la formola
msenlxe).——D:—}-cosh@ . Q—_:H
VE \Va
D’ .
~====senh @ + H cosh ©. (8)

si ha:
D —coshe + Hsenh @,

Denotiamo secondo il solito con z, ¥, 2 le coordinate di un punto mo-

bile sulla superficie e con
(XQ, YO, 20, (X0, Y, Z29), (X9, Y, Z3)
i coseni di direzione dei tre spigoli del triedro principale, diretti rispetti-

vamente :
1.° secondo la tangente alla linea v -= cost.;
2.° secondo la tangente alla linea u =—cost.;

3.° secondo la normale alla superficie.
Le funzioni x, y, 2, X0, YO, Z9, X0, Y9, ZO X0 YO, ZQ deb-

bono soddisfare al sistema di equazioni:
ox z (0)
= =—=¢5 cosh @ . X,

0% _ g senh ©. X,
7 0v

5(')) X9 + (cosh © + Hsenh ®) X¢, (9)

01
0XyY s 0o
g h (tgh 9 0v T ov

~

du

08 ‘e \
+ é‘;)X‘zO/)
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ano)—-- Q.:: 00 7 10) \

0 u m(tgh®80+%)xl’

Xy 95, 00) x
s (c th®%+§;) ® - (senh @ 4 H cosh 8) X,

2 Xy ®
\ 3243 — (cosh © -+ Hsenh @) X©

":1 0}
? C;;g ==— (senh @ 4- Hcosh 8) X,

colle analoghe in y e 2.
Come & noto, per la illimitata integrabilith di questo sistema sono neces-

sarie e sufficienti le relazioni:

oH o< BH 94
J & 0 g5
5= (H+coth@)5u e = (H 4 tgh@)av /
922 2 1 0094 \
3u~+ 8 ;2 +(J0th® +t ghe 0 v? 581111203e¢6n+ (10)

1 08¢
T st e i@ 5, + (cosh © - H senh @) (senh © 4- H cosh ©) = 0).

Conviene porre questo sistema sotto altra forma che meglio si presti per

ulteriori ricerche.
A tale scopo introduciamo una funzione ausiliaria 7 mediante la formola

0?5 7% 1 (af\ 1
3u2+ﬁ+‘)senh® au, 206§112G)(8v)+ tgh © 01L2+

2 (4

%(; % cosh26 (1 + H*) -+ 2 Hsenh © cosh @ -- W =0.
Potremo allora esprimere le derivate seconde della £ per mezzo delle de-

rivate d’ordine inferiore e di W, ciog

Gri_ 1 (25 1. i.g 5037 zOd:
0" < _(_)—-Q-tgh ( )+eoth0m——~tl()d =

Ju~ 2 \ou 0

— % senh®* O (1 + H*®) — Hsenh O cosh® — tgh ® Gi% -+ W senh® 0,
i1 (9EpF 1 LYE a__a,
?}7;5—'2”(27;)“2 “’”( )‘“h"’ R T

e
— é— cosh?® (1 + H?)-— Hsenh©® cosh® — coth® %};’5 — W cosh® 0,
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Inoltre dal sistema (10) eliminando la funzione H coll'imporre la condizione

0 (0oH _ﬁ_(aﬂ)_o
8@(8% dul\de ] 7

si perviene all’equazione

7?¢ 25 0% 100E 009 ¢
dudv 3uav~Lethoﬁ o _LthO oy
Al sistema (10) si pud dunque sostituire il sistema seguente :
928 1&g 1 o ipEe 000¢ 2 000¢
g — 7 i) — g tele ) + coth0 FU A —tgho 2
— —é«senh2 © (1 4 H*) — H senh © cosh ©® — tgh & gf_uﬁ;_ + W senh? 9,
0*f  9Ea¢ 8@8& 8085
Fute duge T MO g TSN O Gy (A)
#2E__ 1 (08¢ 1 UQ a@ah, 5@82
—-———2— c09h20(1~}—H2)—Hbenh()cosh®-—~coth@ 7o — W cosh? 0,
PH_ (H + coth®) 25,
ou 0u B)
oH o€
7= (A4 tghe) 2=,

Infine calcolando le condizioni d’integrabilith del sistema (A), (B) si
trova che le funzioni W e O debbono soddisfare alle equazioni

ow 1 9@82®+ 1 06920
du  cosh®® 7y Jul senhz® Ju 00
1 0?0 00
" senh © cosh ® Jude? —2tg ho?_W o
aW__ 1 pepEe 1 56 e (©)
29~ cosh®® 9o Ju? genhz® gv 92
1 036 00 .
_l—senh@cosh@ augavw—chth@W W . ;/

(*) Considerando le equazioni {C) nella funzione incognita W, bastera determinare
la © in modo che esse abbiano una sola soluzione comune,

Annall di Matematica, Serie III, tomo XL 28
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Inversamente, se due funzioni © e W soddisfano al sistema (C), il si-
stema (A), (B) & illimitatamente integrabile; le funzioni &, H ricavate da
esso e la funzione © soddisferanno al sistema (10), e allora si pud determi-
nare dalle (9) una superficie di cui 'elemento lineare &

ds*=—¢% (senh* 0 .d u? + cosh* 0. d v?)
e la rappresentazione sferica di Gauss &
d s = (cosh © + Hsenh 0)d u*> + (senh © 4 H cosh ©)*d v2

I coefficienti delle due forme quadratiche soddisfano manifestamente alla

relazione (5).
Dimostriamo ora che le superficie cosl ottenute danno effettivamente una

soluzione del problema.
A tale scopo introduciamo due funzioni £,, ©, definite rispettivamente

dalle formole
¢t —=e-% (1 — H?),

—_ 11

senh @,Zr:_'—;ﬁ[senh@(l + H®) + 2 H cosh 8]. (h
Avremo allora

cosh 0, = ;- [cosh @ (1 + 1% + 2 H senh o]. (12)

Dalla prima delle (11) derivando si ha:

05 _ 0t oH o
du_ O0u 1—H*Ju
. 2% . . . .
In questa sostituendo per T il suo valore ricavato dalla prima del si-
stema (10) ed osservando le (11) e (12) si ricava:
eH 9 &
5 = (H 4 coth ©,) =" (18)
Analogamente :
oH 0&

5> =(H+ tghe,) (14)

T
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Inoltre dalle (11) e (12) si ricava:

cosh ©, + Hsenh ©, = cosh ® 4 Hgenh 6, ) 15
senh @, + H cosh ©, — — (senh © 4~ H cosh ©). ) (15)

E la terza delle (10), potendosi scrivere in forza delle (10) stesse:
2 1 2
dulcosh® 4+ Hsenh © du

(senh © + H cosh ®)] +

) ]
Ov|senh ® } Hcosh® gv

+ (cosh ® + H senh 0) (senh © 4 H cosh ) =0,

(cosh ©® -+ Hsenh E‘))} +

sara soddisfatta altresi dalla funzione @,.

Ed allora le funzioni &,, ©,, H soddisferanno al sistema (10) e pereid
esiste una nuova superficie le cui forme fondamentali prima e terza sono ri-
spettivamente :

d §* = ¢*: (senh? ©, d w? + cosh® O, d v*),
d s == (cosh ©®, + H senh 0,)>d u? + (senh 8, 4+ H cosh 0,) d v%.

In forza delle (15) questa nuova superficie ha lo stesso elemento lineare
sferico della superficie primitiva; per i raggi di ¢urvatura di esse si hanno
le formole:

- ¢5 cosh © - ¢ senh
""" senh® + Hcosho’ * " cosh® + Hsenh©’
o — e cosh 0, oo ¢5 senh 0,
*" senh®; + Hcoshe,’ *~ cosh @,  Hsenh ©;

E da queste tenendo conto delle (11) e (12) si deduce
oy =2,

Infine notiamo che tra le due forme fondamentali della seconda super-
ficie si ha la relazione identica

cosh 0, (cosh ©, + H senh ©,) — senh 0, (senh 6, -+ H cosh 8,) =1,

ed & cosi stabilita la proposizione,
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Come soluzione particolarmente interessante notiamo che le equazioni (C)
rimangono soddisfatte, assumendo per © una soluzione della equazione

%%(;3 + —Z—z—g +- senh © cosh ® =0,

e per W la funzione

1 0t e 1

W =— S — =
senh © cosh ® Ju? + 2

1 52®+ 1
; senh® cosh® 092 2

In tal caso le superficie di Guicmarp si riducono in particolare alle su-
perficie a curvatura costante positiva, e alle loro derivate mediante !in-
versione,

§ III. — L& superFiciE DI (GUICHARD DI SECONDA SPECIE
(DEFINITE DALLA RELAZIONE (6)).

Per trattare il problema in questa seconda ipotesi porremo
VE ==éfsen 0, JG=¢"cosO, (7%

e con questa notazione I'equazione di definizione diventa:

"

cos@.};_m—sen@ = = 1.
VE VG
Ed introducendo altresi una funzione H inediante la formola

sen@—-l—):; + cus © 2;::]1,
VE e

avremo

~1~Z:::cos@—§~ﬂsen 0, 2::—-——sen@+f[cos 0. (8)*
vE VG
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Con le solite notazioni siamo condotti al sistema seguente:

QA

7
=ésen® X0
0w

, Z: —=¢fcos® X0
(0)
0 X, (tg@a—g—}— )X‘°’+(cos®+Hsen®)X
du 0 0
(’)v du Bu 9%
] )
aai (tg@NJr )X‘O
- ( )}:
(\ X __ (cot‘(@?l—-—-a—ﬂ2 X (sen ® — Hcos 0) X
() du Ou ’
{9
88)(;):“(008@ + Hsen.0) X
(0) !
%:{sen@———ﬂcos 8) X1\, !

Per la illimitata integrabilith di questo sistema sono necessarie e suffi-
cienti le relazioni

oH 0F  oH__ 08

T — HFcotO) g G =(H—1g0) 7 J

o e o 026 1 90 9¢ '

T dw —+ ¢ 0t®a a’Jf‘t B?th_éﬁ;—oﬁa—?t’l— r% (10y”
+;;;g§'60‘a%g‘f,w(cow+Hsen®>(sen®*"H"°S®):°'

Introduciamo come precedentemente una funzione ausiliaria W definita da:

our 0v® 2sen*®

— €0 t@?z —}——é«(cos*@“sen?@)(l — H?) +2Hsen ®©cos © + W=10

2L e 1 ?E)2+ d¢
du 2¢0820® \go g ut

1 (a‘f;)ﬁ“t 020

e con procedimento analogo a quello seguito nel paragrafo precedente sosti-
tuiamo alle (10)* un sistema risoluto rispetto alle derivate seconde della & e
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alle derivate prime della H. Avremo:

0% S :%(?fi)g_lth (ag)—;—cot 8®8g~_tg®8®3,

o us ou 2 Ju ou dv 0v
1 >0
—l—~§-sen2®(1—fl2)—Hsen®cos®+tg@m——W'senzca
2?8 0&d¢ dedk 000¢
Fudo dude T Goau 8% 5u gy
peE 1 (p&e 1 ., _[0%\ 0000% 20 9¢
075 {95V~ o253 — vz s
0 v* 2( v 200t (2%) t Bv +00t ouw 0u
+ *;‘ cos?* ® (1 — H*) -+ Hsen ©cos® — cotﬁ%—v-; + Weosre
? 3
E{%:(H+cot®)ﬁ
¢H

(B)*

Infine caleolando le condizioni d’integrabilita del sistema (A)*, (B)* si

trova che le funzioni W e © debbono soddisfare alle equazioni

oW__ 1 depe 1 pope |
du  cos2O@ Jdugur sent® Ju oov?
1 RG] 00
+sen®cos®3uavz+2t ®5‘W
?LV 1 2082@+ 1 a_®_az®
v COSEO 0w Dut | sen’® 9o 0o°
1 030 06 |
+sen®c0s®5uzav°—200t0%W' !

Inversamente, se due funzioni ®, W soddisfano al sistema (C)*, il si-
stema (A)*, (B)* & illimitatamente integrabile; le funzioni &, H ricavate da
esso e la funzione © soddisfaranno al sistema (10)¥, e allora si pud deter-

minare dalle (9)* una superficie di cui I'elemento lineare &
d s = ¢% (sen® © d u® 4 cos® © d v*)
e la rappresentazione sferica di Gauss &

d st = (cos ® -+ Hsen ©)d u* + (sen ® — H cos ©)* d v*.
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I coefficienti delle due forme quadratiche soddisfano manifestamente alla
relazione (6).

Si dimostra come nel caso precedente che le superficie cosl ottenute
danno effettivamente una soluzione del problema; invero le formole che de-
finiscono in questo caso la superficie coniugata sono:

éi=—=e*(1 + H?

(1*

sen ©, == [sen© (1 — H?) —2 Heos ®], |\
7

1—{—H°

Avremo allora

€08 @, =— ——— feos ® (1 — H? 2 Hsen o
I ¢t ¢os O o ¢s sen ©
'™ sen® — Hecos® *""cos© + Hsen ©
, 51 ¢08 O . — &1 sen 0,
Y, = T

’
sen ®&; — H cos &, cos ©; + Hsen 9,

donde discende facilmente la proposizione.
Come soluzione particolarmente interessante notiamo che le equazioni (C)*
rimangono soddisfatte, assumendo per © una soluzione dell’equazione

2 G 02
guz g -+ sen ©® cos © == (),
e per W la funzione
1 026 1
W"_sen@cos@ iy

1 02 e
sen © cos 6 g v?

1
2

In tal caso le superficie di Guicrarp si riducono in particolare alle su-
perficie a curvatura costante negativa, e alle loro derivate mediante I'in-
versione.

§ IV. — Gu'm®VARIANTI DELL' INVERSIONE,

Allo studio delle classi di superficie sopra considerate siamo altresi con-
dotti da una questione assai pilt generale di cui per ora tratteremo soltanto
in quanto che possa interessare alla presente Memoria,
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Riprendiamo ‘per una superficie qualsiasi S, sulla quale non faremo al-
cuna ipotesi, le consuete notazioni. Siano x, y, 2, le coordinate di un punto
mobile su §, e siano

f=Edu* -+ Gdv
o=Ddu 4+ D" dv

le due forme fondamentali della superficie riferita alle sue linee di curvatura.

Applicando alla superficie S I'inversione di potenza ==-—1, otterremo
una superficie S, dipendente da tre costanti arbitrarie.
Siano

fIZEIdu2+ Gidv?’
?1:Dide&2+D//1d?}2

le due forme fondamentali di quest’ultima,
Chiameremo invarianfe una funzione

. 0B
ﬁ!‘(E: G, D, D }

g,
P Du

dei coefficienti E, G, D, D" e delle loro derivate d’ordine qualunque, quando
ha luogo identicameute la relazione

oE

on
' Ou

2 ) aE
q)(E, G, D, D -»):sb(ﬁ«l, @, D,, L., _ﬂi)

Qui interessano particolarmente aleuni invarianti fondamentali che pas-
siamo a costruire.

Denotiamo con a, &, ¢ le costanti del polo dell’inversione, e poniamo
p=(r—a) + (y—bp + (z—c)

Le formole della trasformazione sono:

— —} .
xi:a““:ﬁ“{;ﬁ;’ yz:b“—y—‘é"9 24:0““2—?2' (16)
Derivando queste si ottiene:
Bwi__ _1_ 0w xw—aédp_ \
TR TR T (17)
8.901_“_”_1_ §§+w~a§_&
KK PR I
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con le analoghe in y e 2, dalle quali si deducono facilmente le relazioni

E=pE, G=pG,. (18)

55

Secondo la definizione superiore la funzione = & un invariante dell’in-
p

@

versione.

Un secondo invariante 1'otterremo nel modo seguente.

Esprimendo 1 coseni direttori della normale alla superficie trasformata
per mezzo dei coseni direttori della normale alla superficie primitiva e delle
funzioni =, y, 2 si ottengono con opportuni artifizi le formole seguenti:

X, =— X+ 32XP (0 —a)
Y3:—Y;0>+—--—"’:1’22X§°>(x—a> » (19)

Z,—=— ZV + z;“" S2X0(x—a). |

D’altra parte derivando ancora le (17) e tenendo presenti le (17) stesse,
si ricava:
0% 1 . 1 2z

1 e 20p0m , w—aldp
dur o dur

T ude T @ tw

D’onde, osservando le (19)

8_%16 289 R

dwr pou’C0u

2 S
83 <} xr-t5 gl

BT |

Bommando e riducendo:

2X3'62$12%2X(0)82x 1 82922Xg0)(x_a)

1 0% 0 0* .
—e—afi+tu—nfh+e—afi|z2xPa—a

Intanto, avendosi

p=(@—ap+(y —b}+ (z2—cp,

Annali dr Matematica, Serie III, tomo XI. 29
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sard:
10p w5y, 0%
Tou AT,
1 0%p _ 13 >z
s =E+ 30—

Dopo di che la precedente si pub scrivere

D_-—D—}— EE2X‘° (x — a). (20)

Sostituendo in forza delle (18) per o il rapporto V\/—:Eg » la (20) diventa
.Dl R\

= = VB N2 XY (o —a). (21)

In modo analogo si trova

D",
— 2 X0 (x — 22
e VG+‘GZ (x — a). (22)
Moltiplicando ia (21) per \G, la (22) per VE ed osservando le (18) si ha:
D — D
‘/G—;’_E— + pJE, G, ZZXO)(wma)_—p\/G,\/E:
DI/ » U
VE —= G +pvE G X2 XY (x“fé)—P\fEi —
Ii
Da queste sottraendo si ricava la relazione
— D = D" ( — Dy = D"
= E == =\ B =] 23
\/G\/E ‘E\/G P ‘G‘\/El \E\/Gi) \=2)
D’altra parte in forza delle (18)
\/G—%—sE:p\/G,—{—eEi (e = % 1). (24)
Dalla (23) e (24) si deduce che Vespressione
V& VI
o (25)
VG + e K

¢ un invariante dellinversione.
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Questo risultato permette di dedurre importanti conseguenze per la pre-
sente teoria.

Invero la proprieth invariantiva dell’espressione (25) mostra che appli-
cando l'inversione ad una superficie di Guicmarp, si ottengono oo® nuove su-
perficie di GuicHARD.

Componendo P'inversione colla trasformazione di Guicnarp si ha un primo
metodo di trasformazione per queste superficie.

§ V. — IL TEOREMA DI GUICHARD.

In questo paragrafo ci occuperemo in particolar modo delle superficie N
di prima specie, per le quali adotteremo le notazioni introdotte al § IL

Per la teoria di queste superficie ha grande importanza un teorema del
sig. Guicnarp, che pud enunciarsi nel modo seguente :

Data una superficie N di prima specie, si pud determinare una funzione ¢
delle variabili % e v, in modo che la superficie I definita dalle equazioni

Ly —x 4 ef (X(P) + @'X(zi)))
Y=y + (XY A+ YD) (26)
z2y=z+e(Z9 | ¢Z") |

sia isoterma.

La determinazione della funzione ¢ dipende da un sistema di Riccam il-
limitatamente integrabile.

L’autore viene cosi a dedurre oo! superficie isoterme, riferite alie linee
di curvatura, ciascuna delle quali si ottiene come luogo di un punto A4, si-
tuato sulla tangente isotropa della superficie N.

Per cid che segue & molto utile dimostrare direttamente questo teorema
deducendolo dalle formole superiori.

A tale scopo deriviamo le (26) e sostituiamo alle derivate delle funzioni
x, y, 2, X0, YO, ZO X0 YO Z© le loro espressioni ricavate dalle (9).

Otteniamo cosl:

om [ ¢ . 09 | ;00 , - 1 o0\ v
a—ﬁ*—[e Senh()—}—e?(a——u—{—zav +Ztghoa~1;)]Xi

_ ) (@7
- ie?(g—z - z%—g + itghe g’";) XO 4 e? (cosh ® -+ H senh ) X'\?,
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-—%—xi = [eg cosh © - ef (z 29 4 ?——g- -+ coth @ )} XO
(27)

0 g) X® 4 ie? (senh® + H cosh®) X0,

——z'e?( ‘?+ -+ cotho
colle analoghe in y, e z,.
Imponendo le condizioni

oa 0 X
253%8@

0 21 wx 0 x1\?
() =35
si trova che la funzione ¢ dovrd soddisfare al sistema seguente:

oo 0O G090 | .0 2E
anh@( 81)_}_%)—“008}]0(5% —f—z%—)»f—cosh@i}—; \

=0,

14
—isenh @ %—; — ¢5-% (cosh ® 4 [ senh ©) (senh ® 4+ H cosh ©) =0,

cosh®® g &
senh ©® Ju

cosh 0(i 22 4 22) —senb 0 (22 4 §2.9) + (28)

.senh*© 9§
— i he 5o 00sh* @senb (p— &) — senh® © cosh (3 —¢)

— é— ¢?-% (H* cosh® ® + H*senh® ® - 4 H senh © cosh ) =0, /

che si pud scrivere
0o , .00 . 98
%+z%—_~senh®cosh(qz £) ztgh(‘)ﬁ \

— _é, ¢?~% (H* senh © 4 2 H cosh ©),

o #)

z'——»}—g-;: cosh®se11h(q>_—€)—-coth®au

A —;e?”? (H? cosh ® 2 Hsenh 0). /

Intorno a questo sistema osserviamo subito che esso & illimitatamente
integrabile in forza delle equazioni (10) che supponiamo soddisfatte; inoltre,
posto p==e?, esso assume la forma di Ricoam.
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Sostituendo nelle (27) per la derivata della ¢ le espressioni ricavate
dalle (29), si ha:

g-% = 295 senh © — ¢? [senh ® cosh (¢ — &) +
- -—é ¢?-% (H*senh © -+ 2 H cosh M)R X0
—def {senh ® cosh (¢ — &) +
+ .;_ e?-% (H* senh © + 2 H cosh 6)] X
-+ ¢? (cosh © + Hsenh 0) X, (30)
8%5 ﬁ__,jg?[cosh@senh(gomﬁ} -+

+ _;-e?-f (H? cosh ©® 4 2 Hsenh @)] X0

+ 2 ¢f cosh o + ¢? [cosh @ senh (9 — &) +

-+ —;— ¢?—¥ (H2 cosh® + 2 Hsenh @)R Xo

-+ 7 ¢? (senh © - H cosh ©) X0
donde si ricava per I'elemento lineare della I
ds*=e* (du* -+ dv*).

Ed ora dimostriamo che per una funzione ¢ ricavata dal sistema (29),
le equazioni (26) danno effettivamente una superficie isoterma riferita alle sue
linee di curvatura.

A tale oggetto basterd mostrare che sulla superficie I le linee u e v sono
coniugate.

Denotando con X,, Y., Z,, i coseni direttori della tangente ad una
linea » e con X,, Y., Z; i coseni direttori della tangente ad una linea u,
si ha:

X,:e"?%, Y,::e‘?’?-—'—-%, Zy—=e%—,
ou u u

Xg:e-?%%’ Y2:e~??“‘yj’ Zg-—_—:ew?"“—"
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E ponendo altres) per brevita
=X 4+iX0 m=YO+iY?, n=20+i2Z0,

avremo le relazioni

Bu

IX,+mY, +nZ —=e? 3 (XO 414 Xw))

EN
3

I Xo+mY, + nZz,—

e sostituendo per le derivate delle funzioni x,, y,, 2, le espressioni (30),
geriveremo

!X, +mY, +nZ =¢-*?senho,

‘ 31
IX,+mY,+nZ,—ié-7cosho. ) 31

Per i coseni direttori della normale, che denoteremo con X, Y;, Z;,
introdurremo una funzione ausiliaria ¥ che definiremo colla relazione

1X, +m Yy -+ nZy=", (32)

Per determinare la W basta quadrare e sommare le (31) e (32); tenuto
conto della relazione

P4 m? 4 n?=0,
avremo
Y — 7.
Dopo di che possiamo risolvere le (31) e (32) rispetto ad /, m, n; ciod
] —=éf-# (X, senh © + 7 X, cosh 0 + Xj),
m==¢-? (Y,senh ® 4 ¢ Y, cosh © - 1),

(33)
n=—=¢-? (Z, senh © + ¢ Z, cosh ©® 4 Z;). "

Da queste formole tenuto conto delle (30) possiamo facilmente ricavare
i coseni direttori della normale; si ha dopo riduzione

\

X, :[008}1 ((’9 — &) — _.1_ % Hz] X ’
(34)

[senh (r— &) — _i_ eP—E He] X0 4+ HXO.
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Ed ora derivando, e sostituendo per le derivate di X©, X©, X, H, ¢
le loro espressioni ricavate dalle (), (10), (29) perverremo in forza della (28)
alle seguenti relazioni

axz_[ 1 8¢ 1 ] 9@ )

1 es P e
0w senh © au+008h(5” §) — 5 ef~F H| et

PX_ [, 1 o8
v cosh® Qv

(35)

1 3 _ 02
»{—senh(go--£)—~-2—e? H’}e P s

colle analoghe in y e 2.
Da queste finalmente si ha:

NOXedm [ 1 9E
“ Gy 0v  |senh® Ju

. 1 021 011
—{—cosh(qzmg)—»—g—e?’ fﬂg]e ?25—;;%:0,
e cosl la proposizione & dimostrata completamente.

Questo teorema del sig. Guicrarp contiene una trasformazione, che per-
mette di dedurre da una superficie N infinite superficie isoterme dipendenti
da una costante arbitraria.

Tale trasformazione chiameremo d’ora innanzi una #rasformazione G.

§ VI. — KESPRESSIONE ANALITICA DELLA TRASFORMAZIONE G
PER MEZZO DEGLI INVARIANTI.

Abbiamo sopra espressa analiticamente la trasformazione G per mezzo
delle formole (29); ora interessa mettere il risultato sotto wna nuova forma
introducendo invariante Q (*) della superficie trasformata.

Mostreremo cosi che la trasformazione G si pud rappresentare mediante
un sistema di Riccarr nella funzione incognita Q, nel quale i coefficienti sono
formati soltanto colla funzione © e le sue derivate.

Il vantaggio della nuova rappresentazione per la trasformazione G' con-
siste nel fatto che essa sotto la nuova forma si potrd applicare, oltre che alla
superficie N da cui siamo partiti, a tutte le superficie derivate da N me-
diante l'inversione.

Per la questione che ci siamo proposti calecoliamo anzitutto dalle (35) i

(*) Vedi la mia nota, pag. 283,
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coefficienti della seconda forma quadratica per la superficie J; cioe

0xi0 Xs 1 2E ) 1, )
ZWW’"[ senh()au_i_cosh(&""g)—_e? H*]e f

aeﬂ"iaX3 . 1 1 ; \
Hav v [“Zcosh@)av_i_senh(f““g)——e? ][]

Indicheremo, secondo le notazioni della mia citata Memoria, le funzioni

sopraseritte rispettivamente con
1

1
o Q) e? e — ) ef
NG (o + Q) ef, . {w ) ef,

ed avremo cosi:

1 1 0 1

5T Y= " i oosh(g— 1)+ f eI
1 i 1 92 h ot e
E(M—Q)_‘ coshogp o0 (?HE)+—6 i

le quali possiamo scrivere risolute rispetto ad w ed Q, ciod

= 1 9¢ 1 98 .
V2= senhoau‘i_zcosho@v o= (1= 1%, 2
-0 1 98 . 1 28 .
ngwﬂsenh@)% ‘eoshe s ¢ " S

(36)

(37)

Cid posto, deriviamo la seconda di queste, avendo cura di sostituire per
le derivate seconde della £ e per le derivate prime della ¢ le loro espres-
sioni date dalle (A) e dalle (29); potremo scrivere ordinando conveniente-

mente il risultato nel seguente modo:

09 1 9 &\ senh® (9 € 1w,
\/2W—'Qsenh® (8—u) + 2003h2(~)(8 w) g ¢ ?senh 6
3 2k i 080E

7¢

I -5 Bl AP - halid
¢ ?Bu ie thoav cosh® Ju 0o
1 0¢& 1 BE)

00 RS A
senh © 2 u cosh® ¢

—1 5—‘;(35‘? +

1 726
e ® I’v
Gosh© 7wz Semb O W,
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donde tenuto conto della seconda delle (37) si ricava:

—=0Q ey s 500 1 2%

i T e @ . [ Jp—_ [ — & | R
VQau senh © @+ iy2 5o O e s senh @ . W,
Analogamente si trova:

PRAL e 500 ;L 90 eoshe
vaav——?/LOSh@.gl—"’Z\/Zﬁﬂ—f"@mﬁ*}*i(ﬁs}lo.w.

Perveniamo dunque al seguente sistema di equazioni differenziali

0Q 1 .06 1 6% 0

'au_-——g.é_senh@(ﬂz—%— W)+’l‘a—v'ﬂ‘r' mm’ (38
o )

.00 1 - 00 1 020

0 V2 @ W)+ 0u V2senh© 09 )

Questo sistema ha la forma di Riccarr ed & illimitatamente integrabile
in forza delle relazioni (C) per ipotesi verificate.

Esso da la nuova rappresentazione analitica della trasformazione G e
precisamente il passaggio dall'invariante ® di una superficie N all’invariante Q
di una superficie isoterma.

Vieeversa & sufficiente che una funzione Q verifichi il sistema (38 , perche
si possa assumere come invariante per una superficie isoterma.

Infatti in tale ipotesi definiamo una funzione ¢ colla formola

= 1 98¢ . 1 9¢
fg— 5 Q- OS5 1 05
¢ V2 @ senho Ju ' cosh © 9o (39)
Derivando e sostituendo per le derivate seconde della £ e per le deri-
vate prime di Q le espressioni date dalle (4) e dalle (38), si ha:
0t D cp) : 1 0 &\
N L ) P B, 0% e[ 2
° (a il e A T (a u)
g L 2E0E, e ol
cosh® dudw = 2cosh?® \do
00 | 1 3¢

. — 1
g —— 2 ——
P {,VQQ + senh © Bu_H cosh® g

)
-+~ —‘g- (H?senh © 4 2 H cosh ©) + -;—senh o,

Fra questa e la precedente eliminando Q e semplificando, si ottiene la
Annali di Matematica, Serie I, temo XL 30
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prima delle (29); in modo analogo si verifica che la funzione ¢ definita
dalla (39) soddisfa altresi alla seconda delle (29), sicché possiamo enunciare
il risultato seguente:

Se una funzione Q soddisfa al sistema (38), si ha dalla {(39) in termini
finiti una funzione ¢ che soddisfa al sistema (2Y); per una tale funzione ¢
le (26) definiscono una superficie isoterma riferita alle linee di curvatura, la
quale ammette come invariante la funzione @ da cui siamo partiti.

Dopo i risultati da me conseguiti nella citata Memoria possiamo affer-
mare che la funzione  cosi ottenuta soddisfa all’equazione differenziale alle
derivate parziali di quarto ordine

(1 20 ot (1 92Q 0?

5172(—{5 m) +W(?§ Bzaav)+8zeao(£22)zo’ (40)
ond’® che dal punto di vista analitico possiamo enunciare il teorema di Gur-
cHarD sotto la forma seguente :

Se due funzioni ©® e W sono legate dalle relazioni (C), il sistema di
Ricearr (38) & illimitatamente integrabile; si avra da esso una funzione
con una costante arbitraria, che soddisfard all’equazione differenziale (40).

§ VII. — InversioNe DEL TEOREMA DI GuicHARD. La TRASFORMAZIONE G-1.

Per lo sviluppo della presente teoria importa invertire il teorema ora
dimostrato, cioé:

Ogni superficie isoterma I pud sempre considerarsi come derivata da
una superficie N, mediante la costruzione indicata dal teorema di Guicnarp.

7
Per la dimostrazione adottiamo le notazioni da me adoperate nella ci-

tata Memoria.
Denotiamo con ¢, y,. 2, le coordinate di un punto mobile su I e con

(X, Y., Z,) (X, Yo, Z,) (X5, Ys, Zs)

i coseni di direzione dei tre spigoli del triedro principale. Si avra:

ox da
= X, = X,,

du dv

5 X 7 1 N 0Xi 09«
1:W§EX2_Q_;/.§(M—{—£2)?&3, ‘a—@za—gxh \

(41)

u
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0X:  do 1 , 0X: 09

do auX' ‘“_(w 8 X5, ou ain’

2 X 7 X 1 (41)
_873 __.»_( _{_ﬂ Xi, 803:—_\?5—(&—9)}(2'

Per la illimitata integrabilith di questo sistema si dovranno avere le re-
lazioni

(o 0= (o — ) 7%,

2u2+802+ =0,

che supporremo soddisfatte.
Dopo le ricerche da me esposte nella citata Memoria sappiamo che il

sistema (42) & equivalente al sistema completo

g 0 :(a‘?) (3‘9)+ (@ — gt — 20 Q) —J,

0 u? du oo

) dody 2 20 /
2 s =200 5 5 Fu 7y’ (43)
1

52 0 o\2 é s
N AR

502
do 09
du 0:¢+(w+0>8 (44
2o P2 o000 )
o Jv 0

nelle funzioni ¢, w; supposto 2 una soluzione dell’equazione differenziale (40)
e J una funzione definita a meno di una costante dalle relazioni

0J o8 (1 823 9
ou 261}(9 5_1750) au(Q)’ s

0J_ o 0 (1 o 9 e
dv au\Q 3uav}+av(g)'

Prendiamo la superficie I come superficie di partenza per una congruenza
rettilinea, in cui la direzione del raggio sia espressa mediante le funzioni

(45)
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note X, Y,, Z,, X,, Y,, Z., Xi, Y5, Z, ed un’ausiliaria ©, dalle formole
pl = X,senh® 4-7 X, cosh® + X, )

pm=—Y senh® | ¢ Y,cosh® 4 ¥, ; (46)
pn == Z,senh © & i Z; cosh © 4 Z,. ’
Per le coordinate di un punto qualunque sul raggio avremo
r=—umr, — ¢ (X,senh © 4 ¢ X, cosh ® |- Xj) }
y—1y, — ¢ (Y, senh ® 4 ¢ Y, eosh ®  Y) { (47)

2==2 —¢6 (Z,senh o +17Z, cosh® + Z,); %

essendo £ una funzione delle variabili u e v.

Dico che & possibile disporre delle funzioni © e £ in guisa che il luogo
descritto dal punto P sia una superficie N, che ammetta come tangente iso-
tropa il raggio della congruenza.

Infatti assoggettiamo anzitutto le fuuzioni incognite ® e £ alle relazioni
(29) e (87), che scriveremo risolute rispetto alle derivate prime della © e
della &, ciod:

%"S‘Jr‘ -3—@_-— [egaé’ \_/1_2_ )}cosh0+e? § Hsenh © )

;20 . . B (48)
02 4 28— o5 4 —— (0 — Q)|senh © —e?~§ Hcosh ©

L -§—8 [ %\/ (o -senm e cos

gi == aenh@[?e? Eﬂe_c(psh(?_ﬁ)#“(w+g) 2

2 E (49)
iﬁz—«cosh@[é«e? fflﬁ——senh(go—é)~—(w+(2 )

ed aggiungiamo a queste le relazioni (B) ciod:

gH_(H—}—coth(ﬂ)g-E )

50
0B _ (Hyighe)lt. S °0
FX) 8 ov

Noi dimostreremo che il sistema (4%), 149), (50) nelle funzioni incognite
o, £, H & illimitatamente integrabile e che per due funzioni ® e ¢ da esso
ricavate, le (47) ddnno effettivamente una superficie N nelle condizioni volute,
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avente per prima e terza forma fondamentale
d s* =¢* (senh® © . d u* + cosh® @ .d v?)
ds* == (cosh © + Hsenh ©)*d u* -+ (senh ® + H cosh 0)* d v2,
A tale oggetto deriviamo la prima delle (48) rispetto a v ed eliminiamo

per mezzo delle (48), (49), (50) le derivate prime delle funzioni incognite.
Posto per brevita

29 1,

1.
2 - ¢ . L _
M= 5 1e?-%cosh20.(1 + H?) 4 cosh © 5 3 1657

-+ isenho. % + z\% (w + Q)senh* 6 + 5\7%(0) — (1) cosh* ©

+ senhe.2? -+ ¢ coshe - 0% + i ef-Ssenh 2 0 i~ wsenh 26| H,
0w du V 2 ,

potremo scrivere

%((‘%Q)—“_—’—_JF P EM'{‘m(‘OShO -_( + Q)

i Lsenh o (04 Q)2 2% 4 isenhr e ),

+i

d (0o __.B o L _5_‘3
ﬁ(ﬁ)_z 8u2+ M+—~cosh0 (w Q)ﬁ
—}—zﬁsenh() -——(m—Q)—}~z('osh2 —«12—( w? —Q?)
Donde
0 (00 0 [09)
%Gﬁ‘ﬂ%ﬂ_
;e L.
=—ilp it g ﬂj

+J12:cosh oL o+ ) —

[ 2 7]
—‘Z\/—‘_benh ® 9——1;(0)—!2)-—(0)—}—9)5& »
il secondo membro della quale & identicamente nuilo in forza delle (42) per
ipotesi verificate.
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Analogamente si ha dalle (49), tenendo conto delle (48), (49, (50):

9 (08\__pEak LY 0. 00 0%
75 52) = 57 Gotootho- 22 S 4 tgho Fuiv
1 , 29

7 senh@[ p (v + Q) — (@ Q)Bv],

2 (08 ___@__éia a_,._, L0098

e per le (42):

0 (0%) 0 (04) __0-0% LOOGE 80 B
dv(@ﬁ) ou (é_v) = +00th“ _‘au—f‘tgh@ —

E finalmente, tenendo conto di quest’ ultima, si verifica facilmemente

I"identita
9 [0 H
o (8 u ) 0 u{ )

Dimostrata cosi la illimitata integrabilita del sistema (48), (40, (50), ve-
niamo a dimostrare la seconda parte del teorema.

A tale scopo deriviamo le (47) sostituendo per le derivate prime delle
funzioni X;, Y;, Z; le loro espressioni ricavate dalle (41). Avremo

eg[e? 5-{—~~(m~{~9)——eosh®( (;+ig ) —senh®. Z }‘{, \

i ;09 .. 28] x
ie lsenho az})—}—eoshu Bu] X,
¢ {—i— — senh 8. (w i-’-)] X,
A 84 ®b
— o7 1 TS e
,_ze {coshu a“)—kzsenho 5 X,

; 05
—+ - )—mcosh@ : v)X2

e? »———(m—«ﬂ’)——senhta( ;—m

:Z + z\/m cosh® (@ — Sl}} Ns. {
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Eliminando fra queste e le (48) e (49) le derivate prime della @ e della £,
otterremo:

g% SR [senh" @senh (p — &) +
+ ;— e? senh @ (H*senh © - 2 H cosh @)] X
6t [senh ® cosh @ senh (9 — &) -+

+ ;— e? £ senh ® (H® cosh ©@ 4 2 Hsenh @)] X,

~—e‘senh(~)[—;: ef ¢ H? — cosh (go-—E)]Xg,
) (52)

®

O & [senh O cosh @ cosh (3 — &) +

v

D

e —;-e?-i cosh @ (H?senh @ 2 H cosh m,‘] X,
+ & leosh?' ® cosh (¢ —£) 4

+ %—e?'s cosh @ (H? cosh © -+ 2 Hsenh @)} X,
— 7 €8 cosh @[ ; e?-% H* — senh (¢ — E)] X,, ,f

colle analoghe in y e 2.
Sotto questa forma si verificano facilmente le identita :

o op\2
> (g}) = ¢* genh® @,
uw

> (8—5—2)2—:— % cosh® @, (53)

cosh @ . —:—; + isenh ©®.
cosh @ - -—7—/; +¢senh @. = — ¢f senh @ cosh 6. m, (54)

cosh @ . Qf;—}—z’senh@- 92 __ 4 senh @ cosh @ . .
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Le prime mostrano che la superficie (47) ha per elemento lineare
d s* = ¢* (senh* ® . d w* + cosh? @ . d v?); (55)

le (54) mostrano che il raggio della congruenza & tangente isotropa della su-
perficie, e cosl & dimostrata una prima parte del teorema.

Per dimostrare la seconda parte occorre anzitutto calcolare i coseni di-
rettori della normale alla superficie (47); denotando questi con X0, Y Z®
con opportuni artifizi si ottiene

X —=(cosh @ -+ Hsenh @) X, + i (senh ® 4+ Hcosh ®) X, + H X,

Y = (cosh® ++ Hsenh ®) Y, + i (senh ® 4 Hcosh®) Y, + HY,

Z® = (cosh ® 4 Hsenh ®) Z, 4 ¢ (senh ® 4 Hcosh ©) Z, + H Z;.

Ed ora derivando e sostituendo per le derivate di X;, Y;, Z; le loro
espressioni ricavate dalle (41), avremo:

oxe [ pH 1 .
e = | (senh ® -+ Hcosh 6. ( )+qenh0 }1\/5(90 -+ Q)} X
) (cosh@ - Hsenh ©) (g@ 41 a_cp) - cosh@gH] X,
L
0H
- \/_ (@ -+ Q) (cosh ® 4+ Hsenh @) + W} X

Ed in questa esprimendo in forza delle (48), (49), (50) le derivate della ©
e della I/ per mezzo delle funzioni £, @, H, si & condotti, tenendo presenti
le (52), alla relazione

9 X _ cosh® | Hsenh® gz
du ¢t senh ® ou
Allo stesso modo si trova
X  senh® - Hcosh®px
g ¢f cosh @ o

Ne deriva per la rappresentazione sferica di Gauvss la forma
d s'* = (cosh @ -+ Hsenh ©2d w* + (senh ® 4 H cosh ©)* d v~

La quale insieme alla (55) mette in evidenza che la superficie definita
dalle (47) & appunto una superficie N.
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Questo teorema contiene una trasformazione, che in certo modo pud
chiamarsi inversa della trasformazione G'; essa permette di dedurre da una
superficie isoterma infinite superficie di Guicaarp dipendenti da tre costanti
arbitrarie.

Tale trasformazione chiameremo d’ora innanzi una #rasformazione G-'.

§ VIII. — ESPRESSIONE ANALITICA DELLA TRASFORMAZIONE (F~*
PER MEZZO DEGLI INVARIANTL

Abbiamo sopra espressa analiticamente la trasformazione G—* per mezzo
del sistema completo (48), (49), (50); ora trasformeremo questo sistema in un
altro equivalente in cni compariscono soltanto © ed Q.

Dalla prima delle (48) derivando rispetto ad » ed ordinando opportuna-
mente otteniamo:

82@ . 82(? I N3 i @_}E
T + 2 Faie .__[e? (cosh @ + Hsenh 8) - 3 cosh®. (v + Q)}

+ 2 @ senh ('9

che per le (48) stesse si pud serivere

70, ; o9 :(a@+,-é.<e)ﬁg (122 1 29) 2

o uz dudv \ou dvjou. 'av+5_ Ju
+2 cosh@ /2 Qsenh@- g?

Ed ora sostituendo per 8.%%% il suo valore dato dalla seconda delle (48)

e semplificando avremo:

O .00 70, 00 .1 %o -

A ) b 9 Q G. — .

T 3aua + 2 coqhé) +\2 senh 2—{—@9 Fure (65)
Annali di Matematica, Serie IH, tomo X1 31
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Analogamente
92@ 3_‘&‘_” & @:_Qﬁ = 0 Q-le 20 ‘
Tt = 5uny i 2 senh® 5 1y2 Qcoshe Y 15 Dude

Inoltre dalla prima delle (48) derivando ed eliminando dal risultate la H
per mezzo delle (49) e (50), si oftiene:

FO iy (02 (09) 1002500y
dudv 3@:2 70, ' dudy pv du
e 00 S 70 e?—% §¢
+2 Qsenh@-a—v —\/2 Qcosho® . 55 " cosh® 5y
Analogamente

*0 __ .99 l(@)2+i(8@) a@8<;>+ 8009

auav Bua ou Ju Jduov cv 0u

; et-f 3%
— 1/2 Qcosho® w *%‘ i\2 Qsenh@ + senh® gu

Sommando colla precedente e tenendo conto della prima e terza delle (43):

?0 _ Q) — Q = 0 3
22?‘% i(J+wQ)—7/2 Qcosh @ - +\2 senh @.

Y 9 5 00 O\ 20
+ 2 y2 Slsenh@-WM\/g Qcosh® - -—~-§— ( u)_._ (Bv)

: 1 & . 1 33
p-Ef - U= — 7=},
+ve (Senh@925+zcosh@3v)

Ed infine sostituendo per le derivate della ¢ e della & le espressioni ri-
cavate dalle (48) e (49) e riducendo:

e 1 06 1 . a@)g . a—@
dudr 2 2(544)——52(5‘; + /2 QSenh@.ap

— /2 Qcosh O ——+ zQ”coshQ@—%i(J-{»— 1).
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Perveniamo dunque al seguente sistema di equazioni differenziali :

#O__ 0000 1 50
out You +\/2 cosh - _—+\/2 Qsenh@ + Qougv’
020 20 1. 006
SiEe 8 z(au) 5—2( )—i-\, 2 Qsenh®. ™

50 1. 1.
_ ) 2450 ——
2 Qcosh® - Bu+ 2ai.’cosh?@ 2z(J—{—]),

760 .1 pto

gv? 5‘% ov

7O_ 0070 5 28 g e e
_a_?;a_.@\/g senh@ /2 Qeosh® 3o Y0 buor

1

‘i

(56)

Esso da la puova rappresentazione analitica della trasformazione G-1, e
precisamente il passaggio dallinvariante (! di una superficie isoterma all'in-

variante ® di una superficie di Guicrarb.

Sotto la nuova forma si verificano assai facilmente le condizioni d’inte-

grabilitd che si riducono alle sole (45).

Viceversa & sufficiente che una funzione @ verifichi il sistema (56), af-
finché si possa assumere come invariante per una superficie di GuicHARD.

Possiamo dare due diverse dimostrazioni.
Una prima, ben semplice, si ha nel seguente modo.
Sommando la prima e la terza delle (56), si ottiene:

;;? + 8 02 =/2 cosh®. Z—Z — 12 senh - g—f
+ 2 Qsenh @ - g—gmz\@ Qcosh® g—?,
che si pud scrivere
V2 cosh@-a——%——i\/ﬁ Q cosh @ 27,(:)—
74/2 senh ® . BQ — - g ?-—— V2 Qsenh O - gg

V2 cosho- ?2 ——ﬁ@—-z\/ﬁ Qcosh® - + senh @ cosh @ (W 4 0?) =

-0, (57)
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che per la precedente eguaglianza si pud anche scrivere
_ 0 2 —
/2 senh@-g«; + g—v?— V2 Qsenh®. g-g+senh Ocosho ( W+ 02)=0. (58)

Seriviamo quest’ultima sotto la forma

50 >0

()h2@_ —_— g 9 ®. [ @.
COS w 2 cosh P coth e T

+ y2 Qcosh O. g—:—? — cosh? @ . 02,

Da cui derivando rispetto ad « ed eliminando dal secondo membro le
derivate prime di Q colle (57) e (58) e la derivata seconda di Q colla terza
delle (56), si ricava la prima delle (C).

Analogamente si ricava la seconda delle (C); ed allora per una fun-
zione O ricavata dalle (56), le equazioni (C) ammettono la soluzione co-
mune W definita dalle (57), il che & sufficiente per concludere che la fun-
zione © si pud assumere come invariante per una superficie di Guicnarp.

La stessa proprietd pud anche dimostrarsi cosl.

Supposto © soluzione del sistema (56), definiamo due funzioni £, H me-
diante le formole:

. 00 | .0¢ .00 | O¢
E
et COSh®(8u+ZEv)+Senh@(’a@+au) )

‘ (59)
— £ {w - Q) cosh®* © - -1,‘: (v — Q) senh® 8, S
V2 V2
o 90 , .09 90, dg\
e? 6H_——senh@(ﬁ%—Z%)WCOSh@(Z%+ "5—*1;) s (60,

+ \,?j Qsenh @ . cosh 6,

Dico che la soluzione © e le due funzioni ¢ ed H sopra definite costi-
tuiscono una soluzione del sistema (48), (49), (50).

Infatti le (48) sono soddisfatte in forza delle definizioni stesse delle fun-
zioni & ed H.

Inoltre derivando la prima delle (59) rispetto ad u, e sostituendo per le
derivate seconde di © e ¢ le loro espressioni date dalle (56) e (43) e per le
derivate prime di » le loro espressioni ricavate dalle (44), dopo riduzione
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s1 ha:

=t 9E_ (90y (dey ,.0900 °_ 3 20
2senh(~)8u_‘“(_)_("")‘“2 309w + 21 (T ZQsenh@)Ej—

+(@)z+ (5“’) 2% Qsenho. 22 g ( (61)
v 0u
+Slzcosh2®—~;~(93--w2~—2wﬂ);

che in forza delle (59) e (60) si pud scrivere

267 9
senh® 9 u

== (P H)P — (%) —1—\/2 (w+ Q)e? &

Da questa discende facilmente la prima delle (49); in modo analogo si
dimosira che le funzioni & ed H verificano la seconda delle (49).
Analogamente derivando la (60) e similmente operando si ha:

et~t (0H AN G L) 9900
c-()gho(au‘ H%)_ “(au) (av) — 21 v du
+2z( -—\/2 Qseuh@)a

£~(au)_{h(gf) \§Qsenh@.g_3_1

+ 0 e0sh 20 — L (0F— 0t — 20 Q).

Da questa e dalla (61) deriva

oH

7 =(H + coth@)a

In modo analogo si dimostra che le funzioni Z ed H verificano altresi
'equazione
oH
7 H
Da quanto precede risulta che assumendo come funzione © una soluzione
del sistema (56), la © e le funzioni £ ed H definite dalle (59) e (60) verifi-

cano il sistema (48), (49), (50), e ¢id & sufficiente per concludere la propo-
sizione,

J\Y

-+ tgh @)
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§ IX. — CoMPOSIZIONE DI UNA TRASFORMAZIONE G CON UNA G-1.

Lo scopo principale di quanto segue & di venire alle formole di trasfor-
mazione per le superficie di Guicmarp di prima e seconda specie, mediante
le quali si possano dedurre da una ben nota superficie di Guicarp infinite
altre superficie della medesima specie.

Sara utile considerare oltre alle trasformazioni G e G- le trasforma-
zioni che da esse si deducono cambiando ¢ in — 74, le quali denoteremo ri-
spettivamente con G, G-*.

Cid posto, consideriamo una superficie N; applicando ad essa la trasfor-
mazione @ otterremo infinite superficie 7, ed infine applicando a queste la
trasformazione G-' otterremo infinite nuove superficie N, .

11 passaggio da una superficie N ad una superficie N, diremo brevemente
una trasformazione T.

Le formole relative che danno il passaggio dallinvariante © della su-
perficie N all'invariante ©, della superficie N, sono manifestamente

220; cosh®,0%0 i 06,00, zég@g
74 cosh® o w Pu v du v

+ 7 @ (senh 0,2 + senhe 5o)+ivE o 79 (cosh o, + cosh @) ' (62)

— (2 senh Q (cosh @, -+ cosh ) — W senh © (cosh ©, -+ cosh ©),

0* O, 0?0 1 .{06 1 .[60y 1 .,06,
ﬁzzﬁ_iu«ﬁuav_gt(%)+§z(ﬂ)+ &37}) ‘ )
— 0, 00 . 04 . .
+y2 2 (senh@i%ﬁ—senh@a?+zcosh ®1m—~zcosh@ g’;) - (63)

i

-+ % i Q°(cosh 2 ©® — cosh 2 ©,),

020, Seﬂh(h 829 ?_Eﬁ 00, + .00 00 \

F0°  senh® 0v*  Ou 0ov ﬁﬂ%

+ 12 Q (cosh 0, aa——_ cosh © - )+ J2 Q senh ©, —senh 0)

— Q cosh © (senh ©, -— senh @) — W cosh © (senh 0, — senh 0). /

(64)
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9o : 00 1o
52_*"356“}1@ Q@+ W) +iz-Q+ 3 cosh6 0 5)
o0 1 . A S

g 0 ﬂECOSh@(Q + W)+ Eus \/h2“senh®8”2 J

Ora, volendo esprimere queste sotto forma reale, porremo
VeQ=2+ iy,

e le (62), (63), (64), (65) danno per le funzioni incognite ), y, O, il sistema
simultaneo :

020, __cosh ©, 0%0 o 06\ .
T cosh® dut (Se"h 0,7, 1senh o aiz) ’

~— (eosh 6, 4 cosh ©) S—S o % senh O (cosh O, + cosh ©) (3 — p2 + 2 W),

(66)

70, — d2a® + A(senh @‘Q-e—f - senh @2—‘3)

dudv 0w

% (67)

—u(nosh01?%£~003h03 ){—%Mz(coshZ@ -—cosh 2 0),

8261 e Senh®l ?.2_@_ ( Osh @
0v?  senh® ¢o®

\
80 —cosh® & P }
(68)

+ (senh @, — senh O) — / — 1 coshe (senh ©,—senh ©) 02 — u2 - 2W), )

2

70:.06, 0600

w0 7uis — (cosh 9, + cosh ©) 2

(69)

_(senh 0, g— -+ senh © g—)y + senh © (cosh 8, 4- cosh 8) 4 p,

00\? 301‘2__ 00\2 139 ? . 00, - 00 \
00 00
+ 2 (senh 0, —— yr " 4 senh © %) - (70)

*—%— (A% — ) (cosh 2 ©, — cosh 2 0),
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00, 00, 0090

\
"% 9o Suio -+ (senh ©, — senh @)3 " g o
+ | cosh ©, 991 _ cosh 6 ,~L— % —cosh© (senh ®, —senhP)ip \
a” ov [y ;
Ju_ cosh®dw v 2 senh © (22 — »2 -+ 2W),
| (12)
g—i:#g—%—cosh@lg,
g%—ﬁgw——senh@)% \
0w 1 726 (73)

a T e e A e "1— D (32 — 2 L ¢
dv  senh® g2 18u+ B) cosh © (X n? - ZFV). )

Dalle (69), (70), (71) risolvendo algebricamente rispetto alle incognite
001 00, .
ha:

-w? W 81
%%i :“g% + 4 (cosh O, -+ cosh ©),
(74)
6% = g—f — u (senh ©®, — senh ©).

Inoltre si verifica facilmente che in forza delle (72), (73), (74) sono anche

soddisfatte le (66), (67), (68).
Se si cambia in (74) 0, in. —©, 4+ n4, si ha:

%:—:g—i ~+ 2 (cosh @, — cosh ),
% :g% + u (senh®, — senh @),

o anche per le (72) e (73):

%%_lcosh@,— —~§§
(75)

i—psenho + = 10w

ov N du
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§ X. — LE TRASFORMAZIONI DELLE SUPERFICIE DI (FUICHARD
DI PRIMA SPECIE,

Da quanto precede risulta che partendo da una superficie di Guicnarp
ben nota cogli invarianti ©, W, integrando il sistema completo

%—%_l osh@i—}—ig—zf, J

50, - (76)
g U,

T = psenh®, + T 5

g% 1 o0 00 1 \
chush(-)Wﬂyﬂﬁisenh@(xgwﬁz + 2W), ( -
—g—:; ~a-— cosh © % p, s

?ﬁ— ).? —senh @ A p.

ou v g

Ap 1 e .90 1 ) i (78)
7o —senb® 3 iu "2"008}1@("2““/””}“ 2W),

nella funzione incognita O, e in due ausiliarie A e p, si deducono infinite
nuove superficie di Gurcuarp dipendenti da tre costanti arbitrarie.

Cid per altro pud verificarsi direttamente introducendo la funzione W,
definita dalla formola

—; senh ©, cosh©, (A*—p? + 2W,) — i senh Gi - —}« cosh €, 33—(;‘ — 2
=5 senh® cosh® (*—u*+2W) — i senh © 6_ w cosh © 8_::) . S
Infatti tra la funzione W, cosl definita e le funzioni X, », ©® ricavate
allintegrazione del sistema (76), (77), (78) passano le reiamom
gr 1 720 ?ﬂ 1 . ¢
du_ coshegw  du senho (3 —p + 2W), ( (80
0 001 I \ )
5 ;.z-—a——-—com@,)xy., \
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amgz 3 06

du "u
op . 1 26,08
gv  senh®; gu® " Pu

— genh 0, 2 p,
(81)

T N

-+ %— cosh e, (3 —pu2 +2W,),

Donde, per essere

2 =L (@)
7o\du) Tu\de)’

_?.(a_ff).._?__(?.i’:)
de\du ouldw)’

7

seguono per ©, e W, le relazioni fondamentali (C).

Dopo cid si pud assumere come superficie di partenza la saperficie ge-
nerica cogli invarianti @, e W, e ripetere la trasformazione.

In quanto all’integrazione del sistema completo (76), (77), (78) & notevole
che essa si compie integrando successivamente due sistemi del tipo di Ric-
camt illimitatamente integrabili.

Invero possiamo sostituire le (77) e (78) con un sistema nella sola fun-
zione incognita A -~ 7y che ha manifestamente la forma di Ricoarr; inolire
Je (76) assumono ancora esse la forma di Ricears, ponendo

¢ == tgh %5 .

Ne segue che basta conoscere una soluzione particolare del sistema (77)
e (78) per avere con sole quadrature l'integrale generale; e in tale ipotesi,
conoscendo per il sistema (76) la soluzione particolare @, == ©, potremo anche
ricavare la ©, con operazioni di sole quadrature.

Applicando poi la trasformazione T alle nuove superficie, cio& assu-
mendo come funzioni di partenza ©, e W,, conosceremo per il sistema (77), (78)
in forza delle relazioni (80), (81) la soluzione particolare 7 e p.

Concludendo: Se per due funzioni ® e W si conosce una soluzione par-
ticolare del sistema (77) e (78), 'applicazione successiva ed illimitata del
metodo di trasformazione richiederd soltanto successive quadrature.
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§ XI. — CoMPOSIZIONE DI UNA TRASFORMAZIONE (F-* coy UNA G,

Ora immaginiamo di partire da una superficie isoterma I; applicando
ad essa la trasformazione G-! avremo infinite superficie N, ed infine appli-
cando a queste la trasformazione G otterremo infinite nuove superficie iso-

terme I,.
Il passaggio da una superficie I ad una superficie I, diremo con Biax-

car (*) una trasformazione D.
Le formole che danno il passaggio dall'invariante © della superficie /

all'invariante @, della superficie I, sono manifestamente

0te 202)9 0Q : i 020
T @a +\/2008h® +\/21}senh®a +Qauav
1 o 1 (08 —
%%‘é’—ﬁ-z-f(ii) i(75) +1E @senho gl i\ T aeosho 2
-+ 5 7 Q? (cosh? ® - senh? ©) — i(J+ 1),
e 0000 o0Q 0 00 i 2O
e T g, i\2 39“1193"‘;_"’\‘2 cosh()a_vmﬁﬁmﬂ;,
o0 00N
R z(QlTQ)—w——;«—Q—senh@ (2 — Q7), )(85
. . (83)
aQL_ 00 00 7 .
a_a'—**‘g‘;%— (42, )a J—;cosh(a.(ﬂf_ﬂ)_ s

Ora volendo esprimere queste sotto forma reale, osserveremo che per tre
funzioni @, ©, @, legate dalle relazioni precedenti sono coesistenti le equa-
zioni nella funzione ausiliaria ¢:

2y .98 1
5‘;— a@"\*fg"sel]ho (Q —Q)
oy .0®

e i peme.oto

{*) Vedi la Nota citata.
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Fra queste e le (82); (83) eliminando la @, si perviene al seguente si-
stema completo :

o2y o\ [0Y . , y
£ B oo

ey 0y 0y 2 020

28u80 281437) 55760 s (84)

o 04 (0 ' :

25—y e s e,
(’)Q;__ '
du 61¢+( i—i—Q)E)_z’ | 35
o __ 02 | o 09 (89)
v 90—]—(‘ )8_1;’

che & l’espressione analitica della trasformazione. D.

§ XII, — LE TRASFORMAZIONI DELLE SUPERFICIE ISOTERME,

Da quanto precede risulta che la trasformazione D per le superficie iso-
terme si riassume nel seguente teorema:

Se la funzione @ & una soluzione dell’equazione differenziale (40), inte-
grando il sistema completo (45), (84), (85) si avrd una nuova soluzione della
stessa equazione contenente quatiro costanti arbitrarie.

B notevole che il sistema (84), (85) nelle funzioni ¢, @, non differisce
dal sistema (43), (44) nelle funzioni ¢, » che per lo scambio di J in J -+ 1.

D’altra parte & noto, per la mia citata Memoria, che il passaggio da £
ad » definito dalle equazioni (43) e (44) equivale ad una inversione ¢ ad una
trasformazione di CrrisToFrFEL; segue che una trasformazione D pud eseguirsi
a meno di movimenti mediante la trasformazione C, ad un parametro sul-
Pinvariante J da me segnalata e rappresentata analiticamente dalla formola

JO=J+ m (m = costante)

pilt una inversione ed una trasformazione di CHRISTOFFEL.
Le trasformazioni delle superficie a curvatura costante, che il Brancm ha
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dedotto dall’inversione dei teoremi di GuicHarp, rientrano nella trasforma-
zione D.

Cid risulta evidente mediante considerazioni sintetiche dirette; ma per
altro pud verificarsi analiticamente nel seguente modo.

Consideriamo una trasformazione di Biancmr risoluta nelle due compo-
nenti immaginarie di Bickiusp mediante le formole :

oo .Jo

R senh @ cosh ¢ senh © - cosh s senh ¢ cosh @,
(86)
ig—g + gi — senh o senh ¢ cosh © — cosh @ cosh ¢ senh 8,
: d
g; + zg—; — —senho cosh ¢ senh © - cosh o senh ¢ cosh @,
se ¢ (87)
foet o= senh o senh ¢ cosh ® — cosh o cosh ¢ senh ©.

Dalle formole (86) per derivazione, introducendo le notazioni

V2 Q=7
. a‘.’(P ach ?*?2“—- a_(P)Z 1
T= gt et G -
si ha
o 9@ e 20 | i o
T = g gy T VE s (© — o) Tl 2 esenh (0~ ) 52 4 £ |
g'0 1 [00y 1 /06 2 08
éa'a‘“““z(é“;)“?’(w}ﬂz"Se"h(@ e V2 ‘”’“°Sh<®*“au/
—§~] [GOahz{(“i#a)+Senh2\®MG]“—Z(J+COSh2 ) g

tre . 0ege 06 i 0°Q
W:zﬁa— - QSenh(O“‘*G)-— —"Z\‘)QcOSh(U——G)dv —*dm

Inoltre, ponendo \2 @, =¢¥, dalle (86), (87) si ricava:

o 09 1 ,., . A
0 3 9 o) i 0 N i (89)
W T + 7 (QL )2—17 — \:—5 (91 — .Q~) COSh (@ —_ G). /
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Infine dalle (88) e (89) introducendo la funzione ¢ definita da

90 00 1 /
TR TR (9 — ) senh (0 —7),
9 20

5—%:: ’5';‘——&% (@4 + @) cosh (6 — ),

si ottiene il sistema:

T = (54— (7 + § (@ -l - 200) — (J + coshea),

0 u? du dv
g PV o040y 2 o
dudv “Cudv Q0udov
< 824' 8‘{') > 0 q) : 1 2 2
29 g0 . oy
o 35 T
o 0Q 0y
O TR T
il quale mette in rilievo la proprieta enunciata.
§ XIII. — RiSULTATI RELATIVI ALLE SUPERFICIE DI (YUICHARD

DI SECONDA SPECIE,

Abbiamo visto che la determinazione delle superficie di Guicnarp di se-

conda specie equivale alla seguente questione di analisi:
Determinare nel modo pitt generale due funzioni ® ¢ W legate fra loro

dalle relazioni:

Lt 00 +2tg(~)%§W. /

sen ® cos ® Ju g v?

) ) (90)
ow 1 de7e 1 00020
v cos*®8_vaw+sen2(~)?3—v-875
1 030 00
+sen®cos@8u28w“200teﬂw
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Supposta nota una soluzione particolare del sistema (90), possiamo de-
durre una nuova soluzione contenente tre costanti arbitrarie, integrando il si-
stema completo :

%(:)j: T]I-— a -‘1— CO8 @1 3 )
00 1 0v s D)
—g’@—:“—'—a "{‘f}S@ﬂ@;; ,;
oA 1 1 \
B cos®8u2+y8 —}——2~sen@().’-—-y2———2W),

s (92)
oA 00
T yb———d~—cos@lp, /
op. .
P ) = + sen @ 1y é
? 1 920 ( (93)

72 2
F5 . sen® g 8 + COSQ( =2 W),
e assumendo la funzione W, definita dalla formola
»é— sen @, cos O, (3* — p* — 2W,) — 1 sen O, %}u—‘ -+ pncos B, %% = {
(94)

'
/

--—..1_ v 2 e g2 . ?_6_). 4 .
=3 sen® cos@ (A2 —p2—2W) —2iseno® T -+ wncos ® Py

L'integrazione del sistema (91), (92), (93) si pud compiere mediante la
successiva integrazione di due sistemi di Ricoars illimitatamente integrabili.

Un ragionamento analogo a quello seguito per le superficie di Guicrarp
di prima specie conduce al risultato seguente:

Se per due funzioni ® e W legate dalle relazioni (90) si conosce una
soluzione particolare del sistema (92), (98), I'applicazione successiva ed illi-
mitata del metodo di trasformazione richiedera soltanto successive quadrature.



