Uber Eisensteins Beweis des quadratischen
Reciprocititsgesetzes.™)

Von Ernst Fischer in Wien,

Ausgehend vom Gaufischen Lemma gelangt Eisenstein zu
der fiir jedes Paar ungerader positiver Primzahlen P, q glltwen
Formel
p—1

’g\ . 26w 2ar e=12 . 2
(3/ =1l (4 sin? PR 4sin‘~’/9~> .
! ? 4 b=1,2,...

aus welcher das Reeciprocititsgesetz unmittelbar abgelesen werden
kann. Diese Darstellung des Legendre’schen Symbols als Resultante
zwejer ganzen rationalen und ganzzahligen Functionen einer Ver-
Anderlichen wird im Folgenden ohne Entfernung aus dem Gebiete
der ganzen rationalen und ganzzahligen Functionen unbestimmter
Groflen abgeleitet, wobei die Benutzung des Gauf’chen Lemmas
entfillt,

Dass die allgemeine Theorie der Resultante durchaus dem
genannten Gebiete angehort, kann wohl als bekannt gelten. Ich
werde die nach z genommene Resultante zweier Functionen

g=ay 2" 4, 2"t 4oL, h=bya' b 1. b

von %, von welchen auch eine den Grad O haben darf, mit

B (g, 1)

bezeichnen, wobei ich mir den seit der Definitiom der Resultante
als einer Funection der Coefficienten bisweilen unbestimmt gelassenen
Zahlenfactor derart bestimmt denke, dass das Potenzproduct ag b’
den Coefficienten 1 erhilt.

1y Applications de I'Algébre & I'Arithmétique transcendante. Crelle’s Journal,
Bd. 29.
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L
Es seien #,, #, Unbestimmte, und man setze
— . ——— Y L —
oy a0, may=o &=

Unter n eine ganze positive ungerade Zahl verstehend, denke
man sich s, als ganze rationale Function von ¢, q, ausgedriickt,
wobei der Gradverhiltnisse wegen nur solche Potenzproducte s o°

vorkommen konnen, in welchen « 4-23=mn, also « ungerade ist.
Setzt man

(1) s, =0,/ (5?, s,),

n—1 n-—3 71»3 az——l

S (xl,xg)_c z, —]—cmx 2 Tyt —}—cnn_sxl —ch 1 2,
so sind hiedureh die Coefficienten ¢ vollw bestimmt und ha.ben
ganzzahlige Werte.

Setzt man in (1) z, =0, so ergibt sich ¢  =1; setzt man,

nachdem man duch o, dividiert hat, z, = — x,, so erweist sich
n-—1

€yu_y =(—1) * n. Ist insbesondere n eine Primzahl p, so hat man

2

8, = 61: +p r (@, 75),

wobei I eine ganze ganzzahlige Function von x,,%,, bedentet; nun ist

I’ symmetrisch und daher als ganze ganzzahlige Fumetion von Gy, Gy

darstellbar, woraus man leicht erkennt dass ¢ 17 Coo P, sammt-
p2 p=-1

lich durch p theilbar sind. *
Ist m eine zweite ganze positive ungerade “79nl, so ist
B (fm (xy 1):f;z (1

eine ganze Zahl, deren Abhingigkeit von 7 und # den Gegenstand

unserer Untelsuckﬂng bildet. Zur Abkiirzung werde f, (z,1) mit
J., () bezeichnet.

Unmittelbar qgchtlich ist die Richtigkeit der Gtleichung

m—1n—1

2 B(fnJ)3
denn m — 1 und % — 1 sind die Grade von f, und £,

m

7’

11.

Haben m und » einen gemeinsamen Theiler 8 > 1, so sind
2™ — 1 und #*—1 durch % — 1, daher s, und s, durch ss thellbar
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Da & ebenfalls ungerade sein muss, erhdlt man

6 S (G?:GQ)ZM(xlaxz ) 61 /s (63752)7
6 J (51752)—N(x15x2)51f5(517 )y

worin M, N ganze und offenbar symmetrische Functionen bedeuten,
bei deren Darstellung durch o, s, der Gradverhéltnisse wegen nur

solche Potenzproducte of o, entstehen konnen, in welchen « ge-
rade ist; ersetzt man daher s durch x, o, durch 1, so erweisen
sich f (z) und f, (#) durch f;(z) theilbar, mithin B (f ,f)=0.

Sind hingegen # und % theilerfremd, so ist B (f,, /) keiner

anderen Werte fihig als 1 und — 1.
Zum Beweise geniigt die Herstellung einer identischen

Gleich
eichung =A@ f, # -+ B@./, @),

in welcher 4 und B ganze Zahlen zu Coefficienten haben; in der
That wiirde aus derselben folgen:

B/ V=RB(/,, AS,+ B,

woraus die Theilbarkeit von R(f ,1)=1 durch R(f , /) er-

sichtlich wire.

Zur Gewinnung einer solchen Identitit hatte ich urspriinglich
ein dem Euklid'schen Algorithmus des gréfiten gemeinsamen Theilers
nachgebildetes Verfahren angewendet, welches auf der Theilbar-
keit von f, . ,, 4,5, durch f (swhe unten) beruhte, wobei je-

doch mlttelst der Festsetzung f__ =f, auch negative Stellen-
zeiger in Betracht gezogen werden mussten.
Herr Professor Mertens hat mich indessen auf folgenden

niheren Weg aufimerksam gemacht.
Man kann zunichst, wie bekannt,

g—1=P @)@ — 1) Q@) @ —1)

setzen, wobei P und ¢, wie auch die weiteren in dieser Rechnung
eingefiihrten Zeichen, ganze ganzzahlige Functionen bedeuten

sollen.
Durch Homogenmachen mit — #, erhiilt man

v
o, @, = H (z, 75) 5, + K (2, 5) 5,,
woraus durch Vertauschung von #; und a, noch

5, 2 = H (g, ;) 5, + K (3, %,) 5,

hervorgeht.
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Addiert man diese Gleichungen, nachdem man die erste mit

> 1 multipliciert hat, so ergibt sich

=< . . .
71 die zweite mit

x
1
2

; — U(GIJ 0'2) Sm + V(Gl/ 63) 8

In U braucht man nur soleche Potenzproducte 6] sf zu dulden,
in welchen a 28 f-m=2--2v, also a ungerade ist; setzt man
daher U(s;,0,) =3q, 4 (512 s,) und aus ihnlichen Griinden ¥ (sy,6,)==0;.
.B(d?,6,), so entsteht die Gleichung

R EN; 1: z)+B(517 2)fn(17 203

aus welcher die gewﬁnschte Identitit

1 =4z, l)fm (2) "J"B(x? 1)fn ()

g, = A(q]

folgt.
IIL

Wird in der identischen Gleichung

h
(2) Sn—[—h _{— sn —h 62 == Sn Sh

in welcher #>> % vorausgesetzt ist, »n gerade, % ungerade ange-
nommen, so0 kann sie in die Form

5 fn+h(517 s,) 19, 1 (8158, 0, = L (a3, AEWACRN

gesetzt werden; dividiert man durch s, und ersetzt hierauf o2 und

6, durch z und 1, so erkennt man die algebraische Theilbarkeit
von f, ., (@ +/,_, @ dureh f, (z). Folglich ist

nf-h--1h—1
R(/;H_h; fh) = (‘"DTTR (fh: fn-;—h)
nth-—1h—1 h—1
=1 * TR,
nth—1h—1 b1 h—ln—h—1

:(__1) 2 = T3 T 2 'R(jln—h7f;2)
:R(vf;z—iﬂfh)‘

Sind daher m, m' zwei positive ungerade Zahlen und m =m'
(mod %), so ist

R(fm fh):R(fmnfh)-
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Wird dagegen in (2) n ungerade, % gerade angenommen, so
fiihrt eine #hnliche Rechnung zu der Formel

B(fy o F)=(—1)F R(f_,,1).

Fir h=n—1 wird also

n—1

RUfy 0 f) = (1) % R(,F)=(~1) 7 .

Hingegen entsteht fir 2 =2

n—1

B(fyip ) =D B, S

=(=1) T B(f, s )i

ist um 7 —2>>1, so hat man ebenso weiter

R(-fn’ -fn——2 - (_1)_;;R(fn—2’ 71—4)7

R(f57f3) - R(fgafl)

= —1;
durch Multiplication liefern diese Gleichungen die Formel

n-—1 n*—1

R L (—1) 5 .

R(-fn—}—27 f’ﬂ) — (_1)
Iv.
Es sei nun p eine positive ungerade Primzahl. Dann ist

p—1

R,y S)=R(f,,2 * ) (mod.p)

E(-——l)- 22 Rx? ,ec,, ) (mod p)

2
—1

=m * (mod.p).

b1

Folglich ist R(f,,, f,) identisch mit dem Legendre'schen
)
Symbole (—) .
p
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Ferner folgt aus der Congruenz
o) =3, (mod. p),

wenn z,, x, durch «], ] ersetzt werden,

sy =s,, (mod. p);

M

mithin ist

4 J— 7
o, 8,,=s,s, (mod. p).

Wenn daher # eine positive ungerade Zahl bedeutet, ist

¥ 2 2 2
61) 5, fnp <51> 52> =G0 fp (Gn Gg> si)ff: (Gzt 52) + Z’L(Gl’ 52))

worin L eine ganze ganzzahlige Function vorstellt.
Hieraus folgt

o f,, @) =", (@) (@) - p Ly (@),

worin wieder L, ganze Zahlen zu Coefficienten hat.
Aus dieser Gleichung schliefit man leicht:

Sy @) =1, @) 1, (@) (mod. p).
Dann ist aber
R(f, s S =B (1. /,) BR(S, [,,) (mod. p),
folglich, da p==1 (mod 2) ist,
R(f,s J) =By [ B(S, [

Sind daher %, n, ..., ungerade positive Zahlen, N ihr Pro-
duet, so ist ’

R(fNafm):R(f;mfm)R(f,,z;fm) R(fm,fm)

Aus denselben Griinden ist aber

B(f s S =B/, 1) B 1) - B(S s 1)
Hiedurch ist die Identitit von B (f,,, f,) mit dem Jacobi'schen
Symbole (%) dargethan und die vorhin bewiesenen Formeln fallen
zusammen mit den bekannten Gleichungen
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(W) == <~~), wenn n == m' (mod. %),
1

n—1 2 n?—1

Sme (B
=) )
) =()(2)

wihrend die letzte Formel (I) das Reciprocititsgesetz

(=07 ()

~enthalt.



