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L:ber Eisensteins Beweis des quadratischen 
Reciproeit~tsgesetzes.*) 

Von Ernst Fischer in Wien. 

Ausgehend yore GaalS'sehen Lemma gelangt E i s e n s t ~  za 
der far jedes Paar ungerader i~osltiver Primzahlen p~q gilt'igen 
Formel 

aus weleher das Ree:proeit~tsgesetz unmittelbar abgelesen werden 
kann. Diese Darstelhmg des Legendre'schen Symbols als Resttltante 
zweier ganzen rationalen und ganzzahligen Funetionen einer Ver- 
~tnderliehen wird im Folgenden ohne Entfernung aus dem Gebiete 
der ganzen rationalen and ganzzahligen Functionen unbestimmter 
Grsl~en abgeleitet~ wobei die Benutzung des Gaug'ehen Lemmas 
entNllt. 

Dass die allgemeine Theorie der Resultante durehaus dem 
genannten Gebiete angehsrt, kann wohl als bekannt gelten. Ich 
wer~le die naeh x genommene Resultante zweier Funetionen 

y-~aoX>'.@alx!~-: @...@a,, h--~box~@b~x~-:@...@b, 

yon x, :on welchen aueh eine den Grad 0 haben darf~ mit 

)? (g, 10 

bezeichnen, wobei ieh mir den seit der Def in i t i~  ~er Resultante 
als einer Function der Coeffieienten bisweilen unbestimmt gelassenen 
Zahlenfaetor derart bestimmt denke~ dass das Potenzproduet a~ b~r 
den Coeffieienten 1 erh~lt. 

:) Appllcatio~s de l'AlgSbre s I'ArlthmdLique transcendante. Crelle's Jourr:a=l, 
Bd. 29. 
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I ,  

Es seien x,, x~ Unbestimmt% und man setze 

Unter n eine ganze positive ungerade Zahl verstehend~ denke 
man sieh s als ganze rationale Function yon a,~ % ausgedrfiekg 

�9 a f l  wobe~ der Gradverhaltmsse wegen nur solehe Potenzproduete a~ % 
vorkommen kSnnen~ in welehen = 4 -  2~ = n~ also ~ ungerade ist. 
8etzt man 

�9 - x y -  

so sind hiedureh die Coeffieienten c vSlllg bestimmt and haben 
ganzzahlige Werte. 

Setzt man in (1) x~--= O~ so ergibt sieh %0 = 1; setzt man~ 
naehdem man dueh a i dividiert hag x 2 ~ - - - - x l ~  so erweist sieh 

n--1  

c . . . . .  ~ ~--- ( - -  1) ~ n. Ist insbesondere n e i n e  Primzahl2~ so hat man 

P 
5 = q 4-P F (x.  

wobei F eine ganze ganzzahlige Function yen x~, x~, bedentet ; mm ist 
F symmetriseh und daher als ganze ganzzahlige F ~ t i o n  yon q~ % 
darstellbar, woraus man leieht erkennt~ dass c ~  c p ~  ~_~ s~,mmt- 

lieh dureh p theilbar sin& 2 

Ist m eine zweite ganze positive u n g e r a d e " ~ l ,  so ist 

eine ganze Zahl~ deren AbhKngigkeit yon m u n d  n den Gegenstand 
unserer UntersueJcAng bildet. Zur Abkarzung werde j'~ (x: 1) mit 
f,~ (x) bezeichnet. 

Unmittelbar ~ h t l i c h  ist die Riehtigkeit der Gleichung 

R (Z , , f~ )  = ( -  1 ) T  --, R (f,~,Z~) ; 

denn m --  1 und n --  1 sind die Grade yon f ~  und f , .  

II .  

Haben m und n e[nen gemeinsamen Theiler ~ > 1~ so sind 
x '~ - -  1 und x'~--i durch x a - -  1, daher s~ und sn durch sa theilbar. 

Monutsh. fiir Mathem~tlk u. Physik, XI, J~hrg. ]2 
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Da 8 ebenfalls ungerade sein muss~ erh~It man 

worin M~ N ganze und offenbar symmetrische Functionem bedeuten~ 
bei deren Darstellung dureh ~, % der GradverhMtnisse wegen nur 
solehe Potenzproduete ~ z~ entstehen ksnnen~ in welchen a ge- 
rade ist; ersetzt man daher z2~ durch x~ ~,2 durch 1~ so erweisen 
sich f ,  (x) und f~ (x) durch fs  (x) theilbar, mithin R ( f ~ , f ~ ) =  0. 

Sind hingegen m und n theilerfremd, so ist R (f, ,~f=)keiner 
anderen Werte f~thig als -~ 1 und - - 1 .  

Zum Beweise genfigt die Herstellung einer identisehen 
Gleichtlng 

1 = A (x) 5~ (x) + B (x) A (x), 

in welcher A uncl B ganze Zahlen zu Coefficienten haben; in der 
That wtirde aus derselben folgen: 

woraus die Theilbarkeit yon B ( f , , ,  1 ) ~  1 durch R ( J ~ , / ; , ) e r -  
siehtlich wttre. 

Zur Gewinnung einer solehen Identit~tt hatte ieh ursprtinglich 
ein dem Euklid'sehen Algorithmus des grSl~ten gemeinsamen Theilers 
naehgebildetes Verfahren angewendet~ welches auf der Theilbar- 
keit yon f~+~,-{--f~-2h durch f~ (siehe unten) beruht% wobei je- 
doeh mittelst der Festsetzung f_~. =f~ .  aueh negative Stellen- 
zeiger in Betraeht gezogen werden mussten. 

Herr Professor Mertens hat mieh indessen auf folgenden 
n~theren Weg aufmerksam gemacht. 

Man kann zun/iehst~ wie bekannt~ 

x - -  l = P ( x )  (x ~ -  1)-~ Q(x) (x ~ -  1) 

setzen, wobei P und Q: wie aueh die weiteren in dieser Reehnung 
eingeftihrten Zeiehen~ ganze ganzzahlige Fnnetionen bedeuten 
sollen. 

Dureh Homogenmachen mit - -xs  erhglt man 

woraus dureh Vertausehung yon x, und x~ noeh 

q x~ = H (x~, xl) s .  @ K @-2, xl) s 
hervorgeht. 
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_&ddiert man diese Gleiehungen: naehdem man die erste mit 
~+1 die zweite mit x~ +1 multipliciert hat~ so ergibt sich X 1 

q % = U(~ .  z.~)s q-  V(% z3)s~. 

In U braucht man nur solehe Potenzproduete ~ ~ zu dulden, 
in welchen a :-~ 2 ~ -Jr- m = 2 @ 2 v~ also ~ ungerade ist ; setzt man 
daher l?-(zld2) ~ a, A (z~ %) und aus i~hnlichen Griinden V(z , ,%)=a  1. 
.B (2, z2), so entsteht die Gleiehung 

aus weleher die gewtinsehte Identitgt 

folgt. 
= A  (., 1)f.. (x) q-B(z,  ~)/.  (~) 

IIL 

Wird in tier identisehen Cxleiehung 

(2) ~. + h q-  s _,~ ~ = s ~'h 

in weleher n > h v0rausgesetzt ist, n gerade, h ungerade ange- 
nommen, so kann sie in die Form 

gesetzt werden; dividiert man durch z~ und ersetzt hierauf z~ und 
% dureh x und 1, so erkennt man die algebraische Theilbarkeit 
yon f~-t-r, (x) @ f~-1, (x) durch fh (x). Folglich ist 

n@h--1 h--1 

R ( f , ~ + , ~ , f h ) = ( _ _ l )  ~ 2 /~(fT, , f~+,)  

n @ h - - l h - - l ~ h - - 1  

n@h--1 h--1 h--1 h--1 n--h--1  
= ( _ ~ )  w w + T ~  a z R(Z,_,~,L) 

=R(&_h,A) .  

Sind daher m ,  m' zwei positive ungerade Zahlen and m ~ m' 
(mod h), so ist 

R (f~, f , )  = R (fo,, A) .  
12* 
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Wird dagegen in (2) ~ ungerade, h gerade angenommml, so 
ftihrt eine ~thnliehe Reehmmg zu der Formel 

R ( Z ~ + , , , A ) = ( - 1  ) ~ R ( Z ~ _ , , , L ) .  

F a r  h : n - -  1 wird also 

tt ingegen entsteht fttr h = 2 

}~ - -  1 

R(/~+~,Z) = ( - 1 )  ~ R ( / , ~ _ ~ , / . )  

n - - Z  

~--- ( - -1 )  2 /~ (f,~, f,,_.,); 

ist mn ~ - - 2 >  1~ so hat man ebenso welter 

n - -  3 

R( f , , f ,~_2=( - -1  ) ~ R(/,~_2, f,~_~), 

R(A,A) = - -  R ( A , Z )  

~--- - - 1 ;  

dureh ~[ultiplieation liefern diese Gleiehungen die Forme} 

~Z - -  1 }t 2 - 1  
. ' - H  

R(f ,~+:, f~)=(--1)  a+2+" ~ = ( - - 1 )  s 

IV. 

E s  sei nun p eine positive ungerade Primzahl. Dann is{: 

p - - 1  

_R (f~, f~) ~ R (f,,,, x 2 ) (mod: 1 )) 
m - - 1 1 o - - 1  p - - 1  

(--1) 2 = R(x 2 ,%  .... ~) (rood.2) 
2 

p - - t  

~i~ a (mod.  20). 

Folglieh ist R(f~f~,)  identiseh mit dem L e g e n d r e ' s e h e n  

\ / ) /  
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Ferner folgt aas der Congruenz 

P (molt, % ~ %  2)), 

wenn x~; x~ dutch x~'~, x 2'~ ersetzt werden, 

s p ~ s l  ~ (rood. p); 

mithi~L ist 
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% ~ (rood. 2)). ~I 8n3) 

Wenn daher n e i n e  positive ungerade Zahl bede~tet, ist 

q ~lf.(~, ~)= ~14(q, ~2~'~'-(~i,ol J~ ~)+ pL(~, ~), 

worin L eine gauze ganzzahlige Function vorstellt. 
Hieraus folgt 

xV+~ f @2)_=_x~'+~Z> (x2) f~(x 2) @I) Lo (x) np 

worin wieder L o gauze Zahlen zu Coeffieienten hat. 
Aus dieser Gleiehung sehliegt man leieht: 

f ~  (x) ~ 4  (x) fff (x) (moa. p). 

Dann ist abet 

R (f~2),/~) ~ R p ( f , ,  f,~) R ( 4 '  f,~) (rood. p),  

folglich~ da p ~-  1 (mocl 2) ist, 

R (f~p, f,,) = R (f~, f~)  R (fp, f , ,) .  

Sind daher n~ n~ . . . ,n ,  ungeracle positive Zahlen, N ihr Pro- 
duet, so ist 

R (,fiN, fro) = tl (f,,~, f,~) R (f,~_, f , , ) . . .  R (f, , ,  f , ) .  

Aus denselben Griinden ist abet 

R (f,,~, fN) = R (f~, f,~) R (f~, f,,~)... R (f~,~, f,,,). 

t{iedurch ist die Identit~tt yon R ( f~ ,  f~) mit dem J a e o b i'schen 

Symbole (m]  dargethan und die vorhin bewiesenen Formeln fallen 
k ~'~ / 

zusammen mit den bekannten Gleiehungen 
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h / ~  - -  ' wenn m ~ m ' ( m o d ,  h) 

= ( - - 1 )  2 = ( - - 1 )  s 

/ , ,  _ _  n l  ( nl 3i 

�9 . .  \ n l l \ ~ / \ ~ j '  

wa,hrend die letzte Formel (I) das Reciprocitiitsgesetz 

enthi~lt. 


