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1.
Memoire sur le theoreme des fonctions complementaires.

(Par Mr. Joseph Liouville a Paris.)

Uej'a dans im precedent memoire, je me suis occupe tres en detail des
fonctions complementaires, c'est-a-dire de ces quantites qu'il faut ajou-
ter aux valeurs des differentielles a indices quelconques, pour les cora-
pletter et les rendre aussi generales qu'elles peuvent l'etre; et je suis par-
venu a en determiner la forme et la nature, en m'appuyant sur les pro-
prietes singulieres des fonctions exponentielles a exposants infiniment pe~
tits*). Je ne crois pas qu'on puisse elever d'objection solide contre l ana-
lyse dont j'ai fait usage; ni qu'on doive esperer de decouvrir dans la
question presente un principe plus fecond ou plus approprie au sujet; niais
comme la diversite des methodes contribue beaucoup a eclaircir les poiots
difficiles, et que le theoreme des fonctions complementaires est sans«4xm-
tredit le plus important que Γόη rencontre dans le nouveau calcul, je
pense faire plaisir a quelques lecteurs en y revenant encore, et en en de-
duisant la demonstration de considerations nouveiles, tres diifereiites de
celles qui m'ont guide en premier lieu.

2.
La theorie des fonctions complementaires est liee d'une maniere

inseparable a la theorie des fonctions dont les derivees peuvent 6tre prises
egales a zero et qui disparaissent en consequence par les difierenciations*
Cette verite est d'abord sensible dans le calcul ordinaire, car si Pon de-
signe par n un nombre entier >0, on sait que la fonction complemen-
taire ψ, relative aTintegrale de Tordre n ou a la derivee de l'ordre —/?,
est de la forme:

ψ = B + Bx + Cx + + Kot*-\
d'o Γόη conclut en diiferenciant: ^-~ = 0. Ainsi la fonction complemen-

taire, relative a la derivee de Tordre —n, n'est autre chose que la f ne-

*) Voyez le XXPme cahier du Journal de VEcole polytediniqu*.
Crelle's Journal cL M- Bd. XI. Hfl. 1.
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2 1. Λ Liouville, SW /e theoreme des Jonctions complcmentaires.

tion ψ qui satisfait a Icquatiou:

ou celle qui s'evanouit apres une differenciation de l'ordre n* Cette pro-
priete des fonctions complementaires n'est pas bornee au cas o le nom-
bre n est entier positif, et irest pas seulement un theoreme qu'on doive
verifier a posteriori, ainsi que nous venons de le faire sur cet exemple:
c'est une verite primordiale presque evidente, qui s'applique a toutes les
differentielles, quelque soit l'indice μ de differenciation·

Pour le montrer, supposons que μ soit une quantite quelconque,
fractionnaire ou non, positive ou negative, reelle ou imaginaire; designons
par y une fonction de a:, et par ψ la fonction complementaire relative a
Tindice μ, en sorte que si (-7-7;) represente une valeur particuliere de 4^ t
la valeur generale puisse s'en deduire tout de suite en ajoutant le com*
plement ψ. Οη aura d'apres cela:

Renversant actuellement les operations qui ont ete necessaires pour diiTe-
rencier, c'est-a-dire integrant par rapport au meme indice μ, οη devra
retrouver y dans les deux naembres de Tequation qui ont la meme gene-
ralite: or le premier membre j-~ redonne evidemment y, et le second

/

u
ψάχμ; et comme ces deux resultats doivent etre egaux, on en conclut :

ce qull fallait demontrer et ce qui etablit le theoreme suivant: La deri-
vee a indice μ d'une fonction de χ α pour fonction complementaire la
quantite ψ dont la derivee a indice — μ peut etre prise egale ze'ro,

Pour determiner generalement la forme des fonctions complemen-
taires, il suffit donc de chercher les fonctions que la diiFerenciation peut
faire disparaitre, ou, ce qui revient au meme, il suffit de chercher l inte-
grale de Tequation:

dxf '
μ etant une quantite donnee quelconque.

3.
Mais cette recherche doit etre precedee de quelques pr&iminaires

ou nous presenterous duue moniere plus concise et plus elegante queBrought to you by | University of California
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1t /. Liouville, sur h thJorcme des fonctions complementaires. 3

nous ne l'avons fait jusqu'ici, la formale qui sert a diff^rencier a indices
queloonques les puissances de oc.

Soient n et μ deux fractions, a volonte positives ou negatives,
reelles ou imaginaires. II est evident que — representera une puissance
quelconque de x, car nous n'excluons pas les valeurs enti^res de n. Cela
pose, le probleme preliminaire que nous devons resoudre coosiste a cal-
culer la derivee:

Si nous supposons d'abord que n et n -|- μ soient des nombres reels
positifs, ou du moins des nombres imaginaires dont la partie reelle soit
positive, la question dont je parle ne presente aucune difficulte. En effet
on a, en supposant, pour fixer les idees, x

_ _. ^

Γ (/z) etant, conformement a la notation de M. Legendre , Tintegrale eu-
lerienne de seconde espece:

et on en conclut sans peine:

j d**~n

Mais si Tun des deux nombres /z, n-}-μ est <0, cette formuie
parait d'abord inadmissible a cause des quantites infiiiies qui s'y trouvent
renfermees. Pour faire disparaitre ces miantites infinies, nous avons eu
recours ailleurs a des considerations assez delicates qui supposent le .tlu'o-
reme des fonctions complementaires. Comme notre objet present est au
contraire d'arriver a une demonstration nouvelle de ce theoreme fonda-

mental, ea nous appuyant sur les proprietes de la differentieile άμ—, on
voit que nous devons renverser Tordre suivi dans notre premier memoire,
et donner, pour calculer cette differentieile, un moyen direct, independant
de la notion des fonctions complementaires. Or ce qui est tres remar-
quable, c'est que non seulement, la chose est possible, mais qu'elle est fort
simple, en sorte qu'en suivant cette idee, nous avons docouvert, pour ar-Brought to you by | University of California
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4 l- J. Liouvine, Snr te theorcme des fonctions complementeires·

rirer au but dierche, savoir a la valeur de άμ— , une route preferable a
tonte autre, menae abstraction faite des motifs qui nous forcent a Tadop»
ter ici* Le resultat auquel cette voie nous meno, et qui se deduirait
egalement de nos recherches anterieures, consiste en ce que la formule
(^,) est la formule generale pour la differenciation des puissances, en at-
tachant a la lettre Γ une signification qui va etre expliquee»

4.
Dans le XXPme eahier du Journal de l'Ecole polytecJinique , nous

avons donne ies moyens de calculer c?"— dans tous les cas possibles;
mais nous avons neglige d'avertir que la formule (Λ.) peut etre regardee
comme en renferment la solution generale, pourvu que Γόη altere un peu
ie sens nahirel du signe Γ, conformement aux remarques faites par M.
JLegendre ^) ? lorsqu'il a considere les expressions Γ (n) , en supposant n
un nombre negatif*

II parait necessaire d'entrer dans quelques details a ce sujet, afin
de fixer bien nettement le sens precis que nous attacherons desormais
au signe Γ.

D'apres requation conventionnelle ;
Γ (/z) τ=£<Γ*θΓ*άϊ,

qui a servi a la definition de ces transcendantes, on voit que F(#) est
une quantite finie ^>0 tant que n est positif, et que:

Si Γόη donnait actuellement a n des valeurs negatives, il est evident que
les valeurs correspondantes de T (n) seraient toutes infinies. Pour eviter
cet inconvenient qui obligerait renoncer a Temploi des fonctions Γ (/z)
pour des valeurs de n<^0, on change la definition precedente, ou du moins
on ne la conserve que pour n>0, et lorsque n est nul ou negatif, on
cafcule la valeur de Γ (n) au moyen de requation generale;

que Γόη etablit tout de suite quand n est positif , et que Γόη etend par
une convention permise ά des valeurs qtielconques de n.

*) Daus ses exercies de calcut integral»Brought to you by | University of California
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l, /. Liouville, $ur le theoreme des fonctions complementaires. 5

Mais pour rendre plus sensibles a Fesprit ees conventions qui ser-
vent a definir les fonctions Γ, nous dirons que:

1°» Quand n est positif, on a:
Γ(/2) = Γ e^.^.dQ.

J o

Cette valeur ue peut jamais etre m nulle ni rnfinle.
2°r Quand n est zero ou est compris entre 0 et — f, on a:

Γ (72) = - Γβ~».^Λ§.n */ o

Ainsi Γ(0) = σο; mais pour toutes les valeurs de n comprises entre 0 et
— l, Γ(^) ne peut etre ni zero ni Finfini.

3°„ Quand n est egal a — l ou compris entre — l et — 2, on a:

ce qui donne Γ(Λ) = — <x> pour 72 = — \9 et seulement poui Λ = — 1:
il n'y a d'ailleurs entre — l et — 2 aucune valeur de n teile que Γόη
ait I» = 0.

4°. Quand n est egal λ — 2 ou est compris entre -*-~2 et — -3r

on a: - r \ _. _ *

valeur qui n'est jamais nulle^ mais qui devient infinie pour n s= — 2.
Et ainsi de suite pour les autres valeurs de n.
Ce que nous venons de dire stiffit pour etabfir d'une maniere pre-

cise le sens du signe Γ (n), lorsque n est un nombre r^el: si n etait
imaginaire et == p + y vT-1- 1 , nous avons a peiae besoin d'ajouter que
tont ce qui vient d'etre explique relativement a n, devrait s'entendre,
tati$ mutandisy de la partie reelle p, en sorte que:

l0· Si p est positif^ on a:

expressioft qui n'est jamais infinie.
II est bon d'observer ici, parceque cette remarque nous sera utile

plus bas5 qu'ii n'y a paff dejvaleurs de p et de q qui puissent rendre nulle
cette expression de Γ(/? + 7/* — 1); et en effet il est clair qu'on a*

quelle que soit riudeterrnmee χ supposee ̂ >0: donc on aurait ow ces memes
valeurs de p et y roquation:- Brought to you by | University of California
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(J l, J, Liouvilie, sur le ihtforeme des fonctions compl&nentaires,

/"Ve*.«eP-l+'/-x.rf« = 0,
%' o

et parceque χ est quelconque, cette derniere ne pourrait subsister qu'au-
tant que Γόη aurait:

depuis a = 0 jusqu' α = <», ce qui est absurde.
2°. Si /> est zero, ou si /? est compris entre 0 et — l, on a:

·- 1) =
vateur qui ne peut jaraais etre ni nulle ni infinie, puisque y est diflerent
de zero.

3°. Si /? = — l, ou est compris entre — l et — 2, on a cette
valeur qui ne peut jamais etre non plus ni nulle ni infmie:r>+f /--D =
et ainsi de suite.

De ces definitions on deduirait toutes les proprietes des fonctions
Γ, mais cette recherche etant etrangere au sujet de notre memoire, nous
renverrons sur ce point a l'ouvrage de Mr. Legendre. Nous nous bor-
nerons a en tirer cette conclusion importante que i'equation Γ (η) =0
est impossible, et que toutes les racines de l'equation : =— r=0, sont J2 = 0,
72=2: — l, /2 = — 2, .... c'est-a«dire zero ou un nombre entier negatif,
pourvu toutefois que ce nombre ne soit pas infini. C'est la un corollaire
tellement simple de ce qu'on vient de lire qu'il serait superflu de nous
y arreter.

5.
Ce qui precede une fois entendu, je dis que la formule (̂ .) est

vraie, quels que soient n et n -{-μ, pourvu qu'on attribue au signe Γ la
signtfication dont nous venons de convenir.

En effet cette formule est deja d^montr^e pour les valeurs de n
et η-\*μ plus grandes que zero, et nous allons faire voir:

1°. Qu'elle est enccre vraie lorsque n -}-μ de vient negatif, n restaot
positif.

2°. Qu'elle subsiste egalement lorsque n devient negatif, quelque
eoit Λ + /Α·

En etablissant ces deui propositions, faurai d^montre que la for-
mule (A.) est exacte dans tous les cas ou Γόη attribue a lexposant n etBrought to you by | University of California
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1. J. Liouville, sur le theoreme des fonclions compUmtntairei. 7

a Tindice μ des valeurs reelles: mais quand meine ces nombres devien-
draient de la forme p -f- g /*— l, cela n'exigerait pas de considerations
speciales, puisqull suffirait de raisonner sur la partie reelle p de ces quan-
tites, comme nous allons raisonner sur elles-memes, en les supposant reelles.

Le premier cas a examiner est celui ou, n restant positif, Λ + μ
devient negatif. Soit donc /2 + μ«<0 et, pour fixer les idoes, >—l,
c'est-a-dire soit η-\-μ compris entre 0 et —1: on aura n-
et par consequent:

d'ou Γόη conclut en integrant une fois:

Mais d'apres nos conventions:
r

On a donc bien:

conformement la formule (A.) et malgre la valeur negative de Λ
Supposons ensuite que η-\-μ soit entre — l et — 2: donc /2-j

eera entre 0 et — l, et d'apres ce qui vient d'etre prouve, on aura:

d'ou Γόη tirera, comme tout a Theure, par Tintegration , une valeur de
dt*— , conforme a celle que la formule (Λ.) fournirait.

3C

On s'elevera de la meme maniere au cas o Λ + jtt serait entre
— 2 et — 3, ou entre — 3 et — 4.... et ainsi de suite; en sorte que
la formule (A.) peut etre consideree comme bien etablie, quelque soit
# + /*, pourvu que n soit >0.

Maintenant si n devient negatif, supposons cet exposant renfermo
entre les limites 0 et — 1: donc n-J-1 sera entre 0 et l, et Ton auwu

Brought to you by | University of California
Authenticated

Download Date | 6/4/15 1:47 AM



8 t. J. Liouville^ svr h ihfforeme des fonctions complementaires.

d ou Γόη deduit, en integrant uae foiY:

et parceque, d'apres nos conventions, on trouve:

1) — Ι»
il nous viendra defmitivement :

comme la formule (A.) le donnerait.
En continuant alnsi, il est evident qu'on prouvera Pexactitude de

cette formule pour des valeurs de n comprises entre —l et —2, ou
entre —2 et —3, «·,., <35est«-a~dire pour des valeurs quelconques de
n9 ce qu'il fallait faire. Donc, en adoptant nos conventions relatives au
signe Γ, les ditferentielles des puissances se trouvent par la formule generalo
(A.). Toutefois cette formule prend un numerateur infiui et cesse de
pouvoir etre employee, lorsque n -f- μ — 0, ou lorsque n + μ est un 'nom*
bre entier negatif —r, sans que la meme cbose ait lieu pour /z, ce qui
tient a ce que daus ce cas la deriv^e dont on cherche la valeur, cesse
d'etre une fonction algebrique de x, Pour calculer d^ — y on observe
alors que l'equation:

^
aP (— l)nT(n)'

qui est une ,consjequenee rigoureuse de nos principes *)9 donne, quand on
prend la derivee a indice μ des deux membres^ et qu'on fait en outre

— r:

par ου Γόη voit que, dans le cas particulier ου η-\- μ est egal a ζένο ou
a un nombre zitier negatif, la valeur de c?"— ne depend que des inte-

grales ordinaires de —. Mais ce cas particulier, dailleurs tres facile a

*) Pourvu que n ne soit ni zero ni un entier negalif j mais si n et η-\-μ etaient
tous deux nuls ou entiers n^galifs, la formule (Λ.) ne sorait plus en defaut.Brought to you by | University of California
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l· J. LiOUVille, sur le theorcme des fonctions comp&mentaires. 9

traiter directement, n'empeche pas plus la formule ( .̂) d'etre la formule
generale propre a la question presente que la circonstance equivalente
n'empeche la formule:

Γ m J ^W+lJ^dx β
d'etre la formule generale pour Integration des puissances dans le calcul
integral ordinaire,

6·
Cette meme formule (A.) qui donne les valeurs de d** — va nousoc

faire connaitre directement la forme des fonctions complementaires ; car
nous avons dit que la recherche de ees fonctions depeud de la recherche
des quantites dont la differentielle peut etre prise %ale a z;ero, en sorte
que toute la difficulte du probleme est de trouver l'int^grale g^n^rale
de Tequation:

ce a quoi la formule (- .̂) permet d'arriver.
Pour le faire voir, je commence par exclure le cas qu μ serait un

nombre entier positif ou negatif , lequel est connu par les elaments : ainsi
μ est une fraction reelle ou une quantite imaginaire· Cela pose, je deve-
loppe la fonction ψ en une s^rie de Ja forme ?— ̂ , c'est- -dire en serie
procedant suivant les puissanoes quelconques de oc, et j en conclus :

Cette v#le>ur de v an t etre nulle quel que spit #, on en tire^ en ('galant ίι
zero les coeflkients de chacjue puissance de oc, lequation suiv^ante:

a laquelle les exposants n doivent satiafaire, en sorte qirelle servira
^eterminer ces nombres. Mais comme on sait qu'il ny a pas de valeur
de n ,qui puisse rendre T (n +^) =s 0, cette cxjiiation se reduit i\;

f^5-Q,
4galk6 satisfaite par les seule» racines & x* , ^S= — l, Λ 5=5—3!,
Λ«= . — 3^ .* . . et eja g^nqral « = up nombre entier negatif quelconque,
non infini. De plus, p» hypothese μ n'€tant pas optier, est «lair qu·
n + μ ne pourrait T4tre que si n ^tait une fraction. Donc les valeurs qui

Crelle'a Jouroal a. M. Bd. XI. Hft. 1. 2Brought to you by | University of California
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10 i·· -J·· Liouville, f r le theorvnie des fonctions compleinentaires.

rendent =j-r=0, donnent pour Γ (n -{-/O «ne valeur finie et satisfont A:

ce qui pourrait ne pas arriver si μ etait im nombre entier *).
insi, en excluant ce eas bien connu, on peut faire n = 0, n -= — l,

n = — 3, .... n = — 7;?, m desiguaut un uombre entier quelconque >0;
et il en resulte:

ψ = AQ + ^a? + ^a?7 + ....+ ^m^rm,
A(}) A^y AD .... ^m etant des eonstantes arbitraires.

Donc les fonctions dont les difii'rentielles α indices quelconques
peuvent etre prises egales a zero sont le» fonctions algebriques entieres.
Donc aussi les fonctions complementaires de ces differentielles sont des
fonctions algebriques entieres, d'un degr<3 indetermiue et a coel cients
arbitraires : ce qui est precisement le theoreme fondamental (tue uous avoiis
etabli ailleurs par le secours des fonctions exponentielles u exposants in-
finimcnt petits.

La methode nouvetle dont nous venons de faire usage pour de-
montrer le meine theoreme est fondee sur le developpement des fonctions
en series ordonnees suivant les puissances de la variable independante.
Elle nous parait inferieirre a celle de notre premier memoire et pourrait
donner Heu a quelques observations que nous upprimons pour abreger;
eile est surtout moins Uirecte et, si Γόη peut s'exprimer ainsi, moins tiree
des entra les du sujet. Toutefois eile n'est pas a dedaigner. Le rappro-
chement des principes divers qui menent ά la meme conclusion est sur-
tout necessaire quand il s'agit de questions primordiales.

*) Si μ etait un nombre entier positif, le quotient cju'on obtiendrait en divisant
r(n + |ti) par Γ(η), serait /z(n-J-l)....(n-J-ft — 1); et en l'egalant a zero,, ,cm trou-
verait n = 0, n=—Ί... .η = —(μ,·—1): si au contraire μ etait un nombre entier
negatif —r, on ferait 71 + ̂ =2 fc, d*ou n = : — ̂ =3t-{-r,· le quotient de Τ(η-{-μ)
par Γ (n), c'est-a-dire le quotient de T (K) par r( :-f-r), serait une fraction ayant
pour numerateur l'unite, et pour deoominateur le prnduit X(jRT-j-l) . ... (iC-f-r· — I),
d'ou il suit aue ce quotient ne pourrait jainais etre nui. II est aise de conclure de
la que les derivees a indiees eiitiers positifs ont pour fonctio» complernentaire zcro,
et que les derivees a indices enliers negatifs,. ou les-integrales ordaiaires, ont pour
fonction complehientaire une fonction algebrirjue entiere, dont le degre e§t inierieur
d'une unite a l'ifadice d'Jtitegration; ainsi qu' n le sait pat Jes eleinents.
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1. J. lAouville, sur le thooreme des fonctions complctnenlaires. \\

Ί.
La questioo de determiner les fonctions complementaires des diife-

rentielles a indices quelconques est une des plus difficiles de celles qail
fa aii resoudre poiir etablir les bases du nouveau calcul. La concluskm
singuliere a laquelle nous sommes arrives dans nos premiers memoires,
conclusion que nous venons de confirmer, comme on l'a vu, par une ana-
lyse toute differente^ n?est pas seulement une speeulalion theorique ele-
gante ; c'est un principe dont on a besoin a chaque instant, et sans lequel
il Faudrait renoucer a faire usage des derivees fractionnaires ? puisque lui
seul peut indiquer d?une moniere precise Tetendue des resultats auxquels
Γ «sage de ces derivees conduit.

Pour fixer les id^es, je vais choisir un exemple fort simple dans
lequel il s'agit de determiner une integrale definie, a Taide de la differen-
ciation sous le signe / par rapport a un parametre different de la varia-
ble a laquelle Tintegration definie est relative. Je considere donc la for-
mule connue: n

"2
dans laquelle a est un nombre positif quelconque.

Si Γόη designe par h une quantite arbitraire >0, on jjourra dans
les deux membres de (1.) ehangei a en +^> en α+ 2A, en α+ 3A ....
sans que cette equation cesse d'etre vraie· Soit donc μ un nombre reel

pris a volonte: representons pour un moment cos α .r par F(a)> et -5- e~"a

par/(o): et posonsc

/-\ ( */ f /ν^Λ f^ f / A l Z.\ l l·^ \f^"~~ " * · / / * / Α Ι θ Λ Λ l^A == ^ V W — γ/(α"ΓΛ;*τ" —j~2—J( aTr<*' 1) — • • • • j .
Ces deux series sont convergeutes, et il est also de demontrer que:

Faisant actuellement = 0, et observant que poup cette valeur *) PA et

*) Voyez 7^ Journal de fJcole polytechnique XXI*01* cahier page 107. C'eet

, pas dimciie cretabiir par
raisoD ements du meme genre les regle» g^neralee que la matiere coinporte.
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12 1. J, L>r o uville} sw ?a theoreme des f&nctions CQmplemcntaires.

Q/t se reduieent u:

P v— dt* cosax f) ^

i! vient:

=r £*-«.(— ly+ ψ,
ψ etant une fonction complementaire de la forme:

L'equatiou (2.) n'est autre chose que l'equation (1.) dont on a differencie
les deux membres par rapport au paramotre a. Maintenant comme le se-
cond membre de (1.) est une exponentielle a exposant negatif qui devient
zero pour 0 = 00^ on voit que cosa^r doit etre regarde comme la limite
du produit:

n etaut une quantite infiniment petite >0. On aura dOprca eela:
dt1 cos σ. χ , .... ..

Substituant cette valeur dans (2.), il vient une egalite de la forme:

3-Γ- 2 '
Mais il reste a determiner les coastantes A^ B9 C, .... K, qui eutrent
dans l'equation (3.)* A cet effet nous distinguerons plusieurs cas.

1°. Si μ est im nombre positif, on du moius si la valeur de μ,
supposee negative, est teile que le quarre μ2 soit <O> est facile de
s'assurer que Tintegrale:

/ un\
coslaa? — -«"J·^

doit devenir zero quand 0 = 00; ca& si Γόη pose a χ = 9, on trouve:

C*«*(«x-££l.xi<d* r*a
f X 2 ' —: Q*~t* tJ * * U °

et le second membre de cette egalit^ devient evidemment zero pour a = σο,
puisque l'on a μ>·—4 ou l — /*<C2· Donc il faut, dans cette hypoUiise,
poeer -4=0, B = O, (7 = 0, ···· Jf = 0/ et ii reste*

Cr.l.xPdar
—; _
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1. J. Liouvillc, sur le theoremc des fonctions comptimentairts. 13
X

ce qui s'accorde avec uue formule douuee par Mr. Cauchy dans ses Exer-
cices de mathematic/ues.

2°. Si μ est une quantite negative egale a —l ou comprise entre
— l et — 2, l'integrale:

cos lax — ~Γ~\·χΡ dxf:
devient infiniment grande avec a} mais en la divisant par 0, il est eiair
que le quotient S devient nul quand a =s σο. Or quand on divise par α
les deux membres de Tequation (3.), eile prend la forme:

$ — ̂  + ή. + B + Ca

Done, puisque i doit etre zero pour a = oo9 on a dej rt
5 = 0, CT= 0, ...., K — 0,

et il re&te simplement:

ou;
>co%(ax~^).x."dx\ . z ι n ,̂-

l + o?* 2 · *
etuellement, pour determiner A, qui reste cucore inconnue, je pose

0 = 0, et je trouve:
^\ΓΛ ίcos-Γπ „ f /"~" g "T%y o

d'ou je conclus:
A " * ' 2 '

Si Γόη supposait μ egal a —2 ou compris entre —2 et —3, en operant
dune maniere analogue, on determinerait facilement les constantes A^ B9
Cy...*Ky et il serait aise de continuer ainsi pour toutes les autres va-
leurs de μ. Mais il est inutile de nous arreter plus long-tems sur cet
exemple: ce que nous venons de dire suffit pour faire coinprendre, com-
ment on doit tenir compte des fonctions complementaires, quand 00 ap«»
plique notre nouveau calcul a la theorie des integrales definiesr

9.
Le th^oteme des fonctions compl^mentaires foarnit irnmediatement

Tint^grale de l'e<juation: f~ = 0, ^ui est la plus simple φι'οη puisee »e
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14 1. J· Lioitville^ sur le ihooreme des fonctions compleinentaires.

proposer d'integrer. La valeur la plus generale de ψ qui y satisfasse est
de la forme:'

Le nombre des constantes arbitraires que cette integrale contient est inde-
termine, ce qui etablit une difference essentielle et bien remarquable entre
les equations differentielles a indices fractionnaires et les equations diffe-
rentielles ordinaires, puisque dans celles-ci l'integrale complette ne peut
contenir qu'un nombre de constantes egal a l indice de differentiation le
plus eleve qui s'y rencontre.

EU eombinant le theoreme des fonctions complementaires avec la
formule generale qui sert a difFerencier les produits de deux facteurs , on
parvient a trouver les integrales completes des equations diflerentielles a
indices fractionnaires, quand elles sont lineaires et a coefficients constants
avec un seoond membre variable qitelconque· Et meme quand les coci-
ficients, au lieu d'etre constants, sont des fractions algebriques ratioiv-
nelles9 ou parvient toujours, si non a integrer les equations proposees,
du moins a faire dependre leur Integration de celle d'un cysteme deter-
mine et connu d'equations differentielles ordinaires. Mais il stiffit d'enon-
cer ici ces propositions qui meritent qu'on s?en occupe a part et avec
etendue.

9.
Dans nos premieres recherches sur le calcul des differentielles a in-

dices quelconques, nous en avons donne une definition complete et gene-
rale fondee sur ce que toute fonction de χ peut etre mise sous la forme
^Amemx. Mais les resultats, que nous avons obtenus dans ce memoire
montrent que l'on pourrait arriver a une definition des differentielles a
indices quelcpnques, en partant du developpement des fonctions en sories
ordonnees suivant les puissances de la variable independante. Apres ce
que nous avons dit dans les pages qui precedent, une teile definition
»'offre d'elle-meme. Soit y une fonction de x> developpons cette f ne«
tion en une sorie de la forme :

que, pour jdir^er^ nous representerons par S~^, de sorte que;
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1. J. Liouville, sur le theorcme des fönet ions complementaires. 15

Doaiiant ensuite au signe la significatiou adoptee a« No. 4. , for-
mons la quantite:

(H)

et coiivenons d'appeler cette quantite derivee de Fordre et de la de-

signer par — ~. II est evident que cette definition suffira pour etablir la

theorie des derivees fractionnaires : le principe des fonctions complemen-
taires en sera une eonsequence presque immediate. Dans cette maniere
de proceder, la definition des differentielles a indices quelconques, donnee
par nous dans nos premiers memoirejs, deviendrait un verkable theoreme
qu'il faudrait demontrer, tandis que la formale:

serait consideree coinme une deßnition. Nous avons cru devoir preferer
la marche inverse et definir les derivees ä indices quelconques par le deve-
loppement exponentiel, puis en deduire l'equation (B.) comme une simple
consequence. Ce ri'est point ici le lieu d'entrer dans le detail des raisons
tres nombreuses qui nous ont porte a preferer notre definition a celle
que fournit Tequation (B.)· mais les personnes qui voudront approfondir
l'etude des rapprochements que nous venons d'indiquer, verront que cette
etude est loin d'etre inutile*

10.
Maintenant il sera aise d'apprecier convenablenient le peu de mots

^Ealer a ecrits sur le calcul des derivees fractionnaires dans les com-
mentaires de Peterslourg ^). Ce grand geometre ne s'est occupe de
cette matiere qu'une seule fois, et sans y attacher aucune imporfönce :
aussi nous semble-t-il, que ses raisonnements ont quelque chose de
vague et d'iücomplet. II n'a poiut donne de definition geo^rjile^ et.la
formale a laquelle il arrive ne convient pas meme a une puissance quel-
conque de x. S'il ^tait parvenu a troüver lek derivees ä1 faxliöös frao-
tionnaires d'une puissance qdelconque -de Ä?, sans dotite-iHui aurait €te
facile de passer de ce cas particulier au ca» d'une fonction quelconque,

puisque le developpement en serie de la forme S ^~ lui aurait presente
' ' · '

-
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1β i. J. Liouville, sur Ic ih^oreme des fonctions complementaires.

pour cela tme route directe et nat reHe. Ainsi la difficulte principale
consistait a trouver une formulp semblable notre formule (4.) du No. 3.,
et fourmssant la valeur de W — pour toutes les valeurs possible3 de l'ex-
posant n et de Tindice μ, Mais il ne parait pas qu'Euler ait atteint ce
but, et peut-etre iry pouvait-on reussir que par Γ-emploi des fonetions
Γ, en attribuant a cette lettre la significatiop que nous avons fait con-
naitro au No, 4. et que Mr. Legendr e a imaginee le premier.

11.
Au reste voici Particle d'JSWfer, tel qu'il se trouve dans la collec-

tion academique citee tout a Theure, a la fiu d'un memoire ajant pour
titre: De progressionibus transcendentibus, seu fuarum termini genera-
les algebraice dari nequeunt.

?, §.27* Coronidis loco adhuc aliquid, curiosum id quidem magis
5Jquam utile, adjungam. Notum est per dnx intelligi difFerentiale ordinis
^n ipsius a?; et dnp9 si p denotet functionem quampiam ipsius χ, pona-
^turque dx constaus^ esse homogenem» cum dxn$ semper autem, quando
w n est numerws integer affirmativus, ratio quam habet dnp ad dxn alge-
^braice potest exprhni, ut si n = 2 et /:?=#% ent c?2(j?3) ad dz? ut GJK?
55 ad l* Queritur nunc si n sit numerus fractus, qualis turn futura sit ratio.
5) Difficultas in bis casibus facile intelligitur, nam si n est numerus integer
„ affirmativus, dn continuata difiFerenciatione invenitur; *talis autoin via non
„patet si n est numerus fractus. Sed tarnen ope interpolationum, de qui-
j/bus in hac dissertatione explicavi, rem expedire licet.5)

„§. 28* Sit inrenienda ratio inter dn(zf} et </5n, posito dz con*
dn (z€)„stante, seu requiritur valpr Jfractionis -j^r· yideamus primo qui sint ejus

„yateres, si n est npmerus integer, ut post modum generaliter illatio fieri
l 2 3 e„poesit. Si n es l, erit hujus v Wt e&€~1 =c . ' ' "" ^^t hoc modo

- · · M, » . , . , . « · * « · * f7 i* *·* ' "*' * \C — J '

5>ea;prij»o irt facilius postea «a quae tradita βμ^ι); huc referantur; si ητ^^§

e(e.*~ l) *T* P» 1 ' ̂  2) z^f j si ^S, habebitt«·
e-3

'V '?'s f ! . ; i * . ; 'MI/:*'! :- -·—··^vr - *v ;
„Hiuc generaliter infero, quicquid sit Λ, fore semper

--|i· 1·2·3 -··* =
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1. /. Liouville, sur le theoreme des fonctions complementaires. 17

„fdx(—lx)e et 1.2.3....(e—n)=*fdx(— lx)e~n , quare habetur *):

»vel:
/dx(—lxY

» < - -

„Ponitur hio dz eonstans, et jdx( — IxJ ut et fdx(— ./#)*~n it^ debent
„integrari, ut supra praeceptum est, et turn ponere oportet arssl."

5, §. 29. Non necesse est, cjuom do verum eliciatur, ostendere ; ap-
„parebit id ponendo loco n numerum iategrum affirmativura quemcunque.
?, Quaeratur autem quid sit d$ z , si sit d z constans. Erit ergo e = l et
„ n s=s \ : habebitur itaque:

autem fdx( — lx)*=it, et dieta area eireuli Ay cujus diameter

„l, e&fdxf(—lx)=*fAi unde rf** = |/(~^), Proposita igitur sit

Mhaec aequatio ad quaiupiam curvam: y d*z — zf(dy}9 uM dz ponitut*
„co stans, et quaeratur qualis ea sit curva. Cum sit <&z^y\~^j, abibit

~ '5>ea aequatio ία feanc yv\~r)' s=: z /"(^y)f fluae quadrata dat " j - · ·*

„ unde invenitur : — / 2 =;= C -- 5 vel ylz=^ CA .γ — ̂  quae est

?,tio ad curvam quaesitam.'
12.

Naus n'avons pas besoin de faire observer que nos id^es sur ie cal-
Dul des diiFerentielles a indices quelconques different «complete^ien.t de
celles qu'Eitler a exposees dans le passage qu'on vient de lire, soit qu'oii
adopte notre defiuition fondee sur .le developpenoient exponentiel des fanc-
tions? soit que Γόη fasse usage de la defiuitiou nouvellc mdiquee au No. 9.
laquelle est bien d accord avec celle de nos premiers memoires, puisqii olle
en est une eonsoquence. Ainsi, en supposaut dz ooustant, Euler trouye:

-*) fluler d^signe par l χ le logarithme ηέρέιίβη de x; et It3 limijtei des inte-
grales sont χ ss 0, o? s 1. ,;

Jonrnai d. M. Bd. XL Hit 1. 3
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18 i* J. Liouville, sur k thJoreme des fonctions comptimentaires.

et nous tr oiiverions au contraire rf*£=sO, ου mieux ά*ζ = ψάζ*> ψ etaut
une fonction complementaire A^ + ALz + Λ^ζ* + ---- -f-^m;sm, dont il
faut tenir compte quand on prend la differentielle a indico § d'une fonc-
tion. La dissemblanee de nos principes se manifeste mieux encore, lors-
que Γόη cherche a integrer l'equation:

D'abord cette equatkm cesserait en quelque sorte d'avoir un sens a nos
yeux, si nous y regardious avec Euler dz comme constant. Prendre dz
constant dans l'equation («·), c'est pour nous comme si Γόη prenait dz
constant dans i'equatiou:

yd2 z = zdy\
Quand on adopte une variable z pour variable independante, la diiFeren-
tielle premiere dz de cette quantite peut seule entrer dans les calculs,
parcequ'au fond ces calculs s'appliquent aux derivees de certaines fonctions
inconnues de z, dont on cherche la valeur, et parceque ces derivees, telies

que seraient j^, -r-^, .... dependent du rapport des differentielles d*y,
d^y, .... aux puissances de la diflPerentielle dz, et non pas du rapport de
d*y> d*y, - ... aux diiFerentielles d*z, d2z, . . . . d'un ordre different
du premier«

Maintenant si dans l'equation ( ct. ) on choisit y pour variable inde~
pendante, ce qui rend dy constant; et si, en raisonnant toujours d'apres
notre definition des differentielles, on demande Tintegrale de cette equa-
tion (ά.), il faudra employer, pour Tobtenir, des considerations tout a fait
diflFerentes de celles d'Euler. Apres avoir mis (a.) sous la forme :

et avoir designe par Λ une constante arbitraire, on fera voir d'abord
que Γόη y satisfait en posant:

Etl effet on ; deduit de la :

ce qui, , apres une Integration par parties,, donne :

Mais on peut trouver une integrale incomparablement plus generale que
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i. /« JLiouville, sur h thiorkm· de* fonctions complemcntaires. IQ

celle la ; car il est permis d'ajouter la valeur procedente de z une fonc-
tion de la forme:

m etant un nombre entier positif qtielconqtie , et A > B, C, . . . . K des
constantes prises a voloote. En effet si Γόη pose:

on voit que -T-J sera une fonction algebrique entiere a coefficients arbi-
traires, laquelle C3tant multipliee par y potirra toujours etre prise egale a
s. Ainsi on satisfait a ( .) en posant:

z es ^(l — 2 f—\f"e-^.e-^-*.d*} + Bj + Cj2 + ....
ce qui n'est point d'aecord avec ie resultat du No. 11.
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