
O. Tos~rrz. Theorie der Z-Fermen. 3 5 i  

Zur Theorie der quadra~ischen und bilinearen Formen yon 
unendlichvielen Ver~nderlichen. 

I. T~il: Theorb der L-Formen.*) 

Yon 

OTTO TOEPLITZ in GSttingen. 

Die vorhegende Arbeit en~h~ilt die Theorie einer spezbUen Klass~ yea 
quadratischen und bilinearen Formen unendlichvieler Verfinderlicher~ n~m- 
lich derjenigen Formen, deren Koeffizientenschema den Typus 

c o c~ c~ c~ c~ 

c_ 1 co c~ ~ c~ 

c_~  c_  1 c o cl  e~ 

c_~ c_~ c ~ c o cl 

c _ i  c s v_~ c_~ c o 

hat, und die ich L-Formen nenneu will, wegen ihrer engen Beziehung zu 
der Laurenbchen Reihe 

~ e J  ~. 

*) Die vorliegende Arbei~ (mit Ausnahme yon w167 3--5) bildebe Ns auf gering- 
ffigige Abinderungen einen Teil meiner ttabilitagionsschrlf~, die Pfiugs~en 1907 dez 
philos. Fakult~t der Universi~t OStbingen vorgelegen hat, und deren Resultate vorher 
in d ~  math. (~esellsch~f~ zu G~gtingen im Februar 1907 yon mir vorge~gen  und 
den Nachr. der Kgl. Ges. der Wiss. zu G~t~ingen, ma~h.-phys. K1. 190~, S. 116--116 
(,,Zur Transformation der Scharen bflinearer Formen yon unendHchvielen Ve~ader- 
Hchen") abgedruck~ worden waren. 

Die vorliegende Arbei~ set~ ~ieht die Kenntnis der neueren Arbei~n fibe~ die 
Theorie der unendlizhvielen Verinderliehen (Hilber~ No~en und die daran ~nschlief~a. 
den Arbeit~n) voraus, sondern 8ie benutzt Zedig~h die ~ 1--4, 6, 7 aer Arbei~ vo~ 
E. Helhnger und 0. ToepHtz, Grundiagen ff.zr eine Theorie der unendlichen M~la-ize~ 
Math. Ann. 69~ die bier zur AbkSrz~g  als ,Grund]agen" zitler~ werden sell, ~ael in 
der alles aus der Theorie dot unendiichvlelen Ve -rauderlichen N S ~  ~ und 
in element~rer Form entwickel~ is~. ~ Die w167 4 und 5 dagegen s~zen keinebeson-  
deren u voraus und k~nnen fSr sich ~ gelesen wer~en.. 
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Es sind drei Umsf~iade~ die reich ermutigen, eine solche spezielle Theorie 
bier ausffihrlich zu entwickeln und dami~ die Ausf/ihrung des allgemeinen 
ProgI~rnms zu erSffnen, das - -  in Anknfipfang an Hilberts Theorie tier 
o~hogonalen Transformation der quadratischen Formen yon unendlichvielen 
Ver~aderlichen - -  m elner voraufgehenden Arbeit*) aufgestetlt worden is~. 

F~inmal erscheinen diese L-Formen, die ich urspr~glich als erste und 
besonders einfache ~e/sp/e/e fiir die eben genannte, yon Hilber~ entwoffene 
Theorie dot quadratischen Formen mi~ S~eckenspek~rum gebildet hatte~ 
geeigne~, die Elemente dieser allgemeinen ~'heorie abzugeben, d. h. Normal- 
formen, auf die eine Neugesf~tung der Hilbertschen Theorie jede quadra- 
~isehe Form voraussichtlich wird reduzieren k5nnen. Und auch f~ir die 
Theorie der u~symmetrischen Bilinearformen yon unendlichvielen Ver~i~der- 
lichen, a. h. ffir die Uber~ragxmg tier sogenannten Elementarteilertheorie 
auf unendlichviele Ver~nderliche, dfirften sic in ~ihnlichem Sinne als l~ormal- 
formen in Betraeht kommen. 

Andererseits vermi~teln die L-Formen, vermSge ihres engen Zusammen- 
hanges mit den Laurentschen Reihen und deren Verhalten auf dem Ein- 
heitskreise, eine neue Beziehung zwischen der Theorie der unendlichvielen 
Ver~derlichen und der Theorie der Funktionen komplexen Arguments~ 
der konfbl~nen Abbildung, der Fourierschen Reihen etc. ~ eine Beziehung, 
die man als eine direkte Anwendung der unendlichvielen Ver'Enderlichen 
auf die Analysis bezeichnen kann, im Vergleich mi~ der mittelbaren Be- 
ziehung, die, am nut ein Beispiel zu nennen, Hilber~ yon den Randwert- 
aufgaben der mathematisehen Physik aus fiber die Integ~algleichungen hin- 
weg zu den unendliehvielen Ver~s gefiihr~ hat. Die Behandlung 
der Aufgabe, die reziproke**) nnd die inverse***) Funktion zu einer in 
Laurentscher Entwicklmag gegebenen Ftmktion selbst nach Laurent zu 
entwickeln, die Angabe notwendiger mad hinreichender Kriterien, um aus 
den Koeffizienten einer Fourierschen Reihe zu erkennen, ob die darge- 
stellte Fank~ion nirgends negativ is~, endlich die Erweiterung dieser 
Kriterien zu ehaem ,Trh'gheitsgese~z der Fouriersche~ ~eihen" sollen einige 
erste Proben yon dem Nutzen dieser neuen Beziehlmg geben~ denen dem- 
n~chs~ eine Reihe weiberer, ausgedehnterer folgen sell. 

l~t tens endlich sche~nt es mir zweckm~Biger, diese spezielle Theorie 
der L-Formen mi~ einfachen Hilfsmitteln, gewissermaBen als ein einf.aches, 
konkr~s ~ zu en~wickeln, ~ s~at~ ihrer eine Theorie yon mSg- 
lichsf~r Allgemeinheit zu geben, wie es mater Benu~zung der neues~en 
Hilfsmit~el der Algebra m~glich gewesen w~e. Im Grunde haben n~m- 

v # .  ~r~alagen g s. 
~) Vgt. die let~e~Anmerku~g zu w 1. 

***) Vgl. w 7, Sa~ 12, Anmexkung. 
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lieh die L-Formen nur den Charakter typischer Beispiele fiir eine haw 
Beziehung zwischen der modernv~ Grutrlaen- und ~Elemen~ilertheorie e~er- 
seits und der Theorie dec l~eil~ntwix.Mungen al~gemeiawr Natur andererseits. 
Gdang~ man doeh gerade zu den L-Formen, wenn man nach den Regeln 
der Theorie der hyperkomplexen GTSl3en das GrSBensys~em der Laurent- 
reihen dureh Bilinearformen yon abz~hlbar-unendlichvielen Ver:s 
darstellt, oder wenn man nach dem Muster yon Frobenius die Gruppen- 
matrix derjenigen unendlichen, diskontinaierliehen Gruppe yon Permu- 
tationen abz~dbar-unendlichvieler Elemen~e aufstellt, die aus den positiven 
und negativen Potenzen der Permutation 

- -3  - -2  --1 0 1 
bestebt. In dieser Bemerkung ist ta~s~chlich ein allgemeines Prinzlp eat- 
baleen, um jeder Art yon Reihenentwicklungen unter Beobachtung ihrex 
,,Mul~il01ika~ionstabelle" eine besondere Klasse yon Ma~rizen oder Bilinear- 
formen in dexselben Weise zuzuordnen~ wie hler den Lauren~chen und 
trigonometrisehen Reihen die L-Formen. 

Es entspricht dem weehselseitigen Charakier soleher Beziehungen, 
dab mau yon ihnen eine doppelte Darstetlung geben kann: man kann die 
bekannten Ta~chen der Funk~ionentheorie, insbesondere der Laurentsehen 
En~wicklungen~ die moderne Theorie der Fourierschen Re'lhen mad der 
konformen Abbildung benutzen, um die algebraische Theorie der L-Formea 
mit ihrer Hilfe abzuleiten; man kann umgekehr~ veto algebraischen Stand- 
punkte aus eine Theorie der L-Formen entwickeln und aus iln" dann nach- 
her die eben erw~hnten und aueh neue funktionentheore$ische S~tze ableiten. 
Beides sell im folgenden gesehehen, und zwar in zwei voneinander vSllig 
independenten und aueh unabhgngig voneinander vers~gndtichen Kapiteln 7 
deren erstes (analytische Theorie der L-Formen) den zuers~ erw~mten 
Standpunkt festhglt, und deren zweites (arithmei~ische Theorie der L-Formen) 
demn~ehst zusammen mi~ dem Schlufl des ersten Kapitels in einer Fort- 
setzung dieser Arbeit folgen soU. 

Nachdem in den w167 1--4 dieses ersten KapitdLs tier Zusammenhang 
zwischen dem Spektrum der L-Formen and dem Wertvorrat der zuge- 
hSrigen analytisehen Funktionen lgngs des E~nheitskreises (w167 I~ 2) und 
der zugeh6rigen Fourierreihen (w 3), endlieh die AnalogUe mit den Eigen- 
sehaften der als Zyklanten bekanuten Determinanteu (w 4) statuiert ist~ 
wird die Theorie der L-Formen naeh zwei Richh~ngen wei~er verfotg~: ira 
w 3 (Ende) und w 5 wird eiue ~oertragung des Tr~yheitsgesetzes tier quadra- 
fischen Formen auf L-Formen begonnen und seine BeAeutung fiir die Theo~io 
der Fourierschen Reihen betrachtet; in g~ 6--8 wird .das H ~  
problem der quadratischen Formen, das d~*n Gegenstand dev oben erw~hnf~ 
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allgemeinen Theorie yon Hilbert bilde~, und seine entsprechende VeraU- 
gemeinerung ~ r  unsymmetrische Formen, das Elementar~eilerproblem oder, 
wie es bier hei~en soll~ das ,~hnlichkeits~roblera" speziell ffir L-Formen, 
mittels expliziter Formeln direkt behandeR, unabh~ngig yon den aUgemeinen 
ttflber~schen Entwicklungen. 

Ers~es KapRel. 

A n a l y t i s c h e  T h e o r i e  der  L - F o r m e n .  

w  

ReguL~re L-Formen und reguliire Laurentreihen. 

Unter einer L-Form verst~he ich eine solche Bilineafform yon un- 
+~o +oo  

endllchvielen Ver~nderlichen ~ ~C.qX.yq ,  bei der c.q=c.+~,~+~ Js~. 

fifir h = -  ~ his + ~ und deshalb gleich c~_~ gese~zt werden daft, also eine 
Bflinearform, deren Koeffizien~en-Matrix, eine ,,Z-Matrix"~ folgendes Aus- 
sehen*) hat: 

*) Im Gegensatz zu der Schreibweise der ,,Grund]agen" werden hier die Ver- 
-Ymderlichen nacb beiden Rieh~ungen unbegrenz~ for~gesetz~; es ist dies eine un- 
wesenEiche Modifikation, und alle Betrach~angen gelten ohne weiteres auch in dieser 
Schreibweise. Geht diese doeh aus der bisher fiblichen einfach dadurch hervor, dat~ 
man den Ver~nderlichen x l ,  x~, - - .  die andere Anordnung 

�9 " " X ~ ,  ~ 2 "  ] x l J ,  X . ,  X S ,  �9 �9 - 

erteilt  und sie in dieser Reihenfolge yon - - ~  his -~-~ flumerier~. 
Aug dieser Bemerkung ergibt sich unmittelbar, warm man eine Bilineaxform der 

neuen Schreibweise beschri~nkt zu nennen hat. Denn der n ~ Abschnitr ~ c p e x p y  q 
~,9= 1 

der alten Schreibar~ ~ h t  bei tier geschilderten Umnumerierung fiber in ~ CpqX2yq ,  
p,q=-fl  

wo bei vngeradem n 13 = a ~ ~ - - ,  bei gera~lem n dagegen  # ~ a -~ 1 ~ ~- ist. 

Es wixd aber offenbar gleichgfiltig sein, ob m a n  nu~" diese Abschnitte der allseitig 
ausgedehnben ~atxix  in B e ~ v h t  zieh~, wenn man die Besehr~nk~hei~ einer Bilinear- 
form der neuen Schreibweise genau nach dem Mus~er yon w 2 der ,,Grundtagen" deft- 
niert,  o dex die al lgemei~ere~  Abschnitte, die man erhitl~, wenn man g und ~ keiner 
gegensei i~en Beschrfi~lkung unt~rwirft. 

Defini*ion. Die Bilinearform ~ e~qx~yq hei#t besehrgmkt, wen~ ~m 8i~,e 
p,~ = --oa 
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c_ 1 ~ c~ c~ c~ 

e ~  e_ I ~ e~ 

e_~ c_~ c_x c o q 

+o$ 

Man kann neben dieser L - F o r e  die Lauren~reihe ~ c ~ z  ~ beh-achfen; auf 

diese Weise gehSrt, rein formal, zu jeder Z-Form eine Lauren~reihe und 
zu jeder Laurentreihe eine L-Form. Ist s~eziell diese JLaurentreihe fiir 

d.h. auf dem Einheitskreise und in einem ihn iiberdeckende~ konzentrischen 
Kreisringe "l~onvergent, so soll sie und auch die zugehSrige L-Form ,~ e g u l ~i r" 
l~iflen. 

S a t z  1. Eine regulate L-Form ist stets beschr~in~. 
Der Beweis beruh~ darauf~ dab man die L-Form, wie es ihre S~aktur  

nahelegt, diagonalenweise summierk GemiiB der Schwarzschen Ungleichung 

ist n~imlich Ftir alle x, y, fiir d i e ~ l x ~ i  ~ ~ ! y ~ [ ~ * ) k o n v e r g i e r e ~  und 

fiir irgend eine ganze Zahl n (P) (~) 

i 2 ' x , Y , + .  : 
(p) 

absolut konvergen~ und 

' .  _ , , ,  

+a 
yon w 2 der ,,Gmndlagen" ~die Absahnitte ~ epq x~ y~ dem JBetrage navh u,~er einer 

p,q=--~ 
yon ~ und ~ u~mbhSngigen Grenze M ble~oen. 

N~ch Fesflegxmg dieser Definition fiber~ragen sich die Betrachhlngen der ,,Grmad- 
lagen" unmiCtelbax auf allseRige Mata-izen. 

Z--Formen spezieU vereinfacht sich die Betxavhtung ihrer Absehnitte noch 
ganz besonders auf Grand ihrer besondere~a SCruk%ur: es genfigt bier diejenigen Ab- 
schni~te zu betrachten, die sich yore Mittelelement n~cJa rechts unten ers~recken~ &lso 
diejenigen, bei denen ~ =.0 ist mad nut ~ beHebig. 

%oQ 

Sat, z. D~ .L-Eorm .~ cq_~ x~ yq ist, dann u,nd nut dann beschrd~nkt,, wean die 

gilinearform triter Schreibw~se 2 e~_px~yq es ist. 
l),~ = 1 

*) In dex vorliegenden Azbeit soil (p) die $nmmation yon ~ oo his + ~ andeuten. 
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Ist nun ~ e ~ z  ~ regular, so konvergier~ ~ e ~  absolut; mi~hin konver- 
(~) (,,) 

giert auch die Doppelreihe ~ c ~ ( ~  x~y~+~)absolut, kann also beliebig 
(n) (~) 

umgeordnet werden, und es ist die zu dieser Laurentreihe gehSrige L-Form 

= = ly ] , 
i (~,q) ~ ($,n) (n) - -  (p) 

d. h. diese Form ist beschriinkt.*) 
Die Zuordnung zwischen L-Formen und Laurentreihen gewinn~ ihr  

Interesse erst auf Grand yon 
Satz  2. Der Summe zweier Laurentreihen ents2rie]# die Summe der 

zugeh~gen L-Formen; dem Produkt zweier regul~iren Laurentreihen ent- 
s~ch t  das Produkt &r zugeh6rigen L-SFormen oder L-Matrizen, im Sinne 
des Kalkiils mit beschriinkten Matrizen.**) 

Was das Produkt betriflt - -  f'tir die Summe is~ der Satz unmittelbar 
e v i d e n g -  so ist das Produkt zweier ffir [ z ] =  1 absolut konvergentea 

Laurentreihen ~ a,z ~ und ~ b,sz, s gleich 

(~) (fl) 

(~,fl) (r) ~) (r) 

= ~  a~_flbfl; andererseits ha~ das Produkt der zugehSrigen L-Matrizen WO c~ 

das Element 

(a) (~) 

oder, wenn man a durch den Summationsindex fl = q - -  a ersetzt~ wodm'ch 
die Summationsgrenzen - - c ~  and + cx~ lediglich miteinander vertausch~ 
werden: 

~) 

also ist cpq nur  yon q - - p  = r abh~ngig, und zwar gleich dem obigen c~, 

*) Sie is~ sogar ,,absolut-beschr~nkV' (vgl. Gl-undlagen w 5, 4. Bemerkung). In 
tier Voranzeige in den GS~r l~achr, yon 1907 war du~chweg yon absoluter Beseh_ds 
hei~ die Rede, und es wurde daffir unter Hinwels auf den Unterschied kurz der lqame 
,,beschr~nkt" gebrauch~. Die weitere En~wicklung tier Theorie hat jedoch gezei~, 
4al~ es zweckm~fiiger ist, fibemll beschrgnkte, nich~ absolug-besch~nkte Formen zu 
bet~-ach~a. 

**) Vgl. Grundlagen w 6. 
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d. l~ die Matrix (cpq) ist wiederum eine L-Matrix and en~spricht dem 

Produk~ der beiden gegebenen Laurentreihen ~X'a~z~, ~ b ~ z  ~. 

Zusat~.  Da das t~echnen mit regul~iren Laurentreihen (eindeutigen 
ana~ytiscl~n Funktionen auf dem .Einheitskreise) eine kommutative Multi- 
~likation hat, folgt, daft die reguliiren L-Matrizen eine Klasse vertausch- 
hater Matrizen ( A B =  B A )  bilden. 

Sa t z  3. Die Einheitsmatrix • = (e~q) ist eine L-Matrix und die zu- 
geIdirige Laurentreihe stellt die Funktion f(z) = 1 dar. 

Im AnschluB hieraa sei noch bemerkt: Die zu einer Z-Matrix L 
transponierte*) Matrix L' ist wiederum eine L-Matrix und gehSrt zur 

Laureatreihe ~,e_,,z", wenn L zu ~c~z"  gehSrt. Mit L ferner soil die 
/,-Form bezeichnet werden, deren Koeffizienten die konjugiert-komplexea 
GrS•en der Koeffizienten yon L sind. 

Satz  4. Eine regul~ire L-Form (regul~ire Z-Matrix) L hat dann und 
nur dann eine beschr~inkte _t~ezit~roke , wenn die dutch die zugehtirige Laurent- 
~eiJx ltings des Einheitskreises dargestellte eindeutige analytische _~unktion f(z) 
auf dem Einheitskreise selbst den Weft 0 nirgends annimmt. Und zwar ist 
diese _~ezil~roke stets eine eindeu@e, zugleich vordo'e und hintere t~eziproke 
und selbst eine regul~ire L-Matrix. 

Die elne H~lfte der Bebauptung ist unmittelbar einleuchtend: wena f(z)" 
fiir ]z l= 1 eindeutig und regular ist und den Weft 0 nieht auaimmt, so besitzt 
Z eine eindeutige beschr~inkte Reziproke, die selbst eine regul~ire L-Matrix 

1 
ist. Denn da.nn ist r(z) = / - ~  ebeufalls als eine eindeufige, regul~re Funkfion 

liings des Einheitskreises und in seiner beiderseitigen Umgebung definier~ 
- -  wiirden sich n~mlich die NullsteUen yon f(z) yon innen oder auBen 
gegen den Einheitskreis hiiufen, so l~ge auf diesem eine wesentlich 
sing~l~re Stelle der Funktion ,~'(z) - - ,  und es ist f(~). r(~)= 1. l~ach 
Satz 2 und 3 ist also auch das Produkt der zugehSrigen "L-Matrizen 
gleich" der Einheitsmatrix, in beiderlei Reihenfolge; damit ist das Vor- 
handensein einer besehr~nkten, zugleich vorderen und hinteren Reziproke 
erwiesen, die tibrigens eine regmliire/~Matrix ist. Der erste Formalsatz**) 
fiber Reziproke ergibt dann, dal3 sie die einzige besehriinkte Reziproke 
ist, sowo]ll vordere als auch hin~ere. 

Es eriibrigt, die andere H~lfte der Behaaptung darzutun: wenn f(z) 
ffir Izl = 1 irgendwo den Wert 0 annimmt~ so hat die zugehSrige L-Mata-ix 
weder eine vordere, noeh eine hint, re beschr~nkte Reziproke. Es geniigr 
diese Tatsache Fdr den Fall zu erweisen, dag f ( l )  ~ 0 ist~ Denn sei vor- 

*3 Vgl. Grundlagen, Scblug yon w 6. 
**) Grundlagem w 7. 
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erst ~ eine Stelle veto Betzage 1, ffir die f(z) versehwindet, f(,~)~-0~ so 

bezeichne man n~it A die Bilinearform ~ ~ x ~ y ~  deren Koeffizienten- 

matrix also eine Diagonalmatrix mit den DiagonalgrSBen ~n ist~ mit A-  
die reziproke Form 

dann sind die Ma~rizen A und A-I~ wie man aus w 4 der .Grundlagen ~ 
(Definition besehr~kuk~er Formen mit komplexen Koeffizienten) unmi~telbar 
ent~mmt~ besehrankt. Indem man sieh nun, auf w 6 der ,,Grundlagen" 
gestiitzt, des Kalkiils mit diesen besehrgnkten Mah-izen bedient~ bilde man: 

dann verschwindet die zugehSrige Laurentreihe g(z) = . ~ c ~ i ~ z  ~ fiir z = !, 

wenn ~c.~z ~ fflr z = V versehwindet, kuSerdem ist L = A M A - i ;  hat 
nun Z eine beschr'~nk4e~ etwa hintere Reziproke A, ist also LA = E ,  so 
i s t  ( A - ~ L A )  ( A - ~ A A )  = A - ~ L A A  = a - ~ / ~ Z x  = E ,  d. h.  M = A - ~ A A  is~ 

eine beschrin~e hintere Reziproke yon M, und ~hnlich fo]gt umgekehrt 
aus dem Vorhandensein einer beschrBnkten hinteren Reziproken M yon 
M dasjenige einer solchen A yon L;  endlieh verhfilt es sich analog mi~ 
den vorderen Reziproken, sodaI~ man sagen kann: L hat dann und nur 
dann eine vordere oder hintere beschrinl~e Reziproke, wenn _M elne 
solche hat. 

Ist nun f(1) = 0, also ~c~,z~= 0 an der Stelle z = 1, und bedeutet 
~Tberstreiehen den ~Tbergang zu den konjugier~-imagingren GrSBen, so 
bride man die definite Hermitesche L-Form H ~ - L L '  und bebachb die 
zugehSrige Laurentreihe 

anch diese verschwindet dann fiir z ~ 1. Ieh behaupte jetzt e i ne r s e i t s ,  dag 

die untmre @renze dieser positiv-definiten Hermiteschen Form H = ~ h q _ ~  x~,q 
Null ist. Betrachtet man nJimlich die Form ftir folgendes Wertsystem 
ihrer VerBnderlichen: 

1 1 
�9 �9 -, x _ ~  = O, x 0 = O, x l  = ~ - -  ", x .  = - ~ ,  x ~ + l  = 0 ,  . -  -, 

dessen k9nvergente Quadratsumme 1 ist, so erhBlt man als ihren Wer~ 

+ + + . . .  + 

d. h. das sog. arithmetische Mittel der Reihe ~ 'h~,  die den Wer~ der zu 
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H gehSrigen L-Matrix f ~  z = 1 daxstelR. Ist  nun dieser Wer~, wie 
vorausgesetzt, 0, so konver~ert  bekanntlieh aueh die Reihe tier arithmeti- 
sehen Mittel und zwar gegen denselben Wer~ d.h.  ebefifalls gegen 0, und 
folglich ka~n man eine Serie yon Wertsystemen yon der Quadratsumme 1 
angeben, l~ngs deren die Form H sieh dem Weft  0 niihert 7 d. h. H hat 
die untere Grenze, ja sogar das Minimum 0. 

A n d e r e r s e i t s  behaupte ich*): wenn L e i n e  beschriinkte~ etwa hintere 
Reziproke/~ besitzt, so ist die untere Grenze yon tt---- LL"  grSSer als Null, 
woraus danu endlieh Satz 4 .folgk In der Tat ist, wenn .L.R =.E,  

($) ( ~, ~, a) (a) (p) (q) 

und gemii$ der Schwarzschen Ungleichung in ihrer Erweiterung auf kom- 
plexe GrSl~en: 

. d p q ~ $ q 

Speziell ffir yp = x ~  and so]ehe Wertsysteme, flit die ' ~x~5~  ~ 1 ist, 
s~eht ]inkerhand 1, rechterhand das Produkt des Wer~es yon 11(x, g) trod 
des Wertes yon R'_~('2, x). Nun ist mit /~ au~h R':R beschr~nk~ aad  
also ftir die betrachteten Wertsysteme anter einer oberen Grenze 0 ge- 
legen; demnach liegt der Wer~ yon 11 fiir alle diese Wertsysteme fiber 

~ d. h. die unLere GTenze der Form 11 is~ nicht 0, trod wenn sie 0 ist~ 

kann L keine beschr~nkte hintere Reziproke haben. ~ Die Betrachtang yon 
Z ' L  lehrt ebenso, dab L keine vordere beschr~nkte Reziproke haben ka~n. 

Eine regulgre Z-Matrix kann demnach nur dana eh~e besch~a~k~e 
Reziproke haben, wena die zugehSrige F'anktion f(z) flit [z i = 1 nicht 
verschwindet, und da sie in diesem Falle eine eindeutige Reziproke ha~ 
die eine reguliixe L-Matrix ist, so folg~ implizit aus dem ganzen Beweis- 
verfahren, dag eine besehr~nkte Reziproke einer regul~ren Z-Matrix selbs~ 
eine regulate Z-Matrix ist.***)r 

*) Dez ganze Beweisgang ist dem allgemeinen Kriterium ffir das Vorhanden- 
sein einer besehr~nk~en Reziproken (Die Jacobische Transformation der quadratischen 
Formen yon unendlichvielen Ver~i~derlichen, Nachr. der Kgh Ges. tier Wiss. za 
GS~ingen, maflr-phyL KI. 190% S. 101--109) entnommen mad nut gem~$ den vor- 
hegencten speziellen Verh~il~nissen vereinfachf~ 

**) Vgl. Grundlagen w .~, Korollar zum 1. Falhmgs~z. 
***) Bet L-Matxisen liegen bez~iglich der Reziproken also nut die beiden der vier 

mSglichen Ffi]le vor, die bet endlichen Matrizen vorkommen. YgL Grandl~gen w 7, Earle. 
1 j-) Es ist d._~.rin die LSsung tier Aufgabe enthalten, die reziproke Fu~ktion , f ~  

ether in Lauren~cher Entwicklung gegebenen Funktion f(z) selbst ~ch  I~u.zcat su 
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Man kann den Inhalt dieser vier S~gze kurz resumieren: 
Z u s a  m me~ f a s su  n g : Das t~echnen mit reguli~ren L-Matri~en voll~i&t 

sich vollst~ndig ana~q dem t~echnen mit den zugehgrigen regul#ren Laurent- 
reihen und den dutch sie dargestdlten, lh'ngs des Einheitskreises eindeutigen 
analytischen Fun~tionen. 

w 

Das Spektrum der regul~iren L-Formen. 

Das Spek~rum einer beschr~nk~en Bilinearform*)C ist die Gesamt- 
~aeit derjenigen W%rte des komplexen Parameters it, ftir die C - -  itE ke ine  
eindeutige, beschr~inkte Reziproke hat. Mit ttilfe der S~ze des w 1 ist 
es leicht, das Spektrum der regul~ren L-Formen zu beschreiben. ~ach 
Satz 2 und 3 entspricht niimlich der L-Fqrm C--  it/i: die Funl~ion f (z)  --  it, 
~md nach Satz 4 hat C - - i t E  dann und nur dann eine beschriink~e l~ezi- 
l~roke, wenn die zugehSrige Laurentreihe f ( z ) -  it fiir !z I ~-1 nicht ver- 
schwindet. Das Spek~rum der Form C is~ demnach die Gesam~hei~ der- 
jenigen Werte yon it, fiir die f (z)--;~ auf dem Einheitskreise verschwindet, 
<l. h. es besteht aus der Gesamthei~ derjenigen Werie yon it, die die 
Funktion f ( z )  ffir I zl = 1 annimmt. 

S a t z  5. Das  Spektrum einer regul~iren Z-Matr ix  besteht aus der Ge- 
samtheit der Werte, die die zugeh6rige analytische Funktion au f  dem Ein- 
)~eitskreise annimmt. 

Das Spektrum einer regal~en L-Matrix fist demn~ch eine analytfische 
Kurve in der Ebene der komplexen Veriinder]ichen ~. So geben also die 
regul~iren L-Formen, soweit sie reell und symmetrfisch sind, besonders ein- 
lathe Beispiele fiir die yon Hflber~ entdeckten quadratischen Formen mit 
einfachem und auch mehrfachem Streckenspektrum. Ist niimlich speziell 
<lie L-Mah'ix C symme~rfisch, also die L-Form eine quadratische Form, 
~)der ein wenig allgemeiner eine Hermitesche Form~ d. h. c~=Y_,,, so isi 
fflr jedes z, das den Betrag 1 hat und demnach gleich ~-1 ist, 

(.,) (~) (.) (,0 O) 

~md cla eino GrSge reel] fist, wenn sic ihrer konjugier~-imagin~iren gleich 
.is~, sind die Wer~  yon ~ c ~ z  ~ fiir l zl = 1 reell, d. h. das Spektrum 
fist roe]l: 

~ntwickeln: die AuflSsun~formel meiner No~ fiber die Jacobisehe Transformation 
(Gett. Nachr. 1907) oder die yon E. Schmid~ (P~I. Rend. 1908) ergeben diese AuflSsung 
in Yerbindung mit Sa~z 4 des Textes. 

*) Vgl. Grnndlagen w 8. 
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Satz 6. D ~  ~ k t r u m  e i ~  H~m~e~c~ L-For~ ~ r ~ ;  s ~  
also das Sl~ekt~um einer ree~en quadratische~ L-Form reell~ d~einer redle~ 
schiefsymmetrischen (a~t~rnierenden) L-Form rei~ i~agin~r. 

Die yon Hilbert gegebene In~egraldarstetlung der allgemeine~ qua~lra- 
tischen Form mi~ Streckenspektrum und Hellingers genauere Zerspaltung 
derselben*) erscheint bei den regul~ren quadrag_schen L-Formen lediglich 
als eine andere Formulierung des Cauchyschen Inf~gralsatzes. Fassen wit 
niimlich der Einfachheit halber zun'~chst den Fall ins A uge, da$ f(z), 
w~ihrend z Lden Einheitskreis einmal beschreibt, die S~ecke Q his ~ 
�9 ler Achse des Reellen elnrnal hin und zuriick durchliiuf~, und bezeichnen 
wit mit r163 die zu ~ = f(de) inverse Funktian, so ist das Cauchysche 
Integral 

A 

uncles  wird also der Koeffizient der zu f(z) geh~irigen reellen quadrati- 
schen L-Form 

z~ z~ 

)~ eos~o~p cos q~p dg~ + -g sinptp sin q~0 d~p 

Setzen wir noch ). = l /g ,  so erhal~en wir die Hfiber~sche Spelr~l- 
dars~ellung, gleich in der Heningerschen Zerspalimng in zwei Tefle, die 
dem doppetten Spektrum yon Q his ;t~ entsprechen. Im aUgemeinen 
Falle, dag f(z) mehrfach auf der Achse des Reellen bin- und herl~uft, 
w~hrend z einmal den Einheitskreis beschreib~, stellt sich yon selbst dem- 
en~sprechend eine Zerspaltung in eine Reihe einzelner Integrale heraus. 
So zeig~ es sich~ dag ffir regulate reell% symmeh'ische L-Matrizen die 
yon Hellinger definierf, e Vielfachheit des Spektxums fibereinstimm$ mi~ 
tier Vielfachheil im funk~ionentheoretischen Sinne, mi~ der f(z) die ein- 
~elnen Wer~e ~ auf dem ]~inheitskreise annimm~. 

w 
Regul~re L-Formen und regul~re Fourierreihen. 

Sei f(z) - ~ c ~ z  ~ = ~_j(a,,+ib,,)~ eine fiir ~z[= 1 regul~re Fnnlvfion 
(~) (~) 

mad werde ~ ~ cos ~ + i sin ~ gesetzt, so wird 

*) wie Hellinger in seiner Dissert~ti~m (G~t~gen 19r S- 76-~77 hi~,~f~gt. 
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f(~) = x ' ,  (,:,.. + ib.) (~o~.~ + ~ ~i,, ,,,~) 
(~) 

O )  (") ~ (") 

= { a0 + . ~ '  [(,~. +,~_~.) ,~o~ .,~ - -  (b , , -  b_i) ~in ,.,,~]} 

Man kann "den hierin enthaltenen Zusammenhang zwischen Fourier- 
reihen und L-Formen in doppelter Weise ausdr~eken: 

I. Die Wertd der Fourierreihe 
o o  

Z (~) z~o + (~. ~o~ ~ + ~. ~i~ ~ )  

sind identisch mit dem ~ealteile der Werte des STektrums jeder L-Form, 
deren Koeffizienten c, = a .  + ib~ den folgenden Bedingungen geniigen: 

1 
ao~-Vao ,  a~ + a_~=a~,  b,~--b_,,=--fl~,. 

Unter alien diesen L-Formen gib~ es stets genau eine, die zugleieh 
eine ~ermitesche Form isk Denn fiig~ man zu den eben angefiihrten Be- 
dingungen diese neuen c~ = ~_~, d. h. 

b o = O  , a ~ = a _ , ,  
hi.nzu, so ha~ man eindeutig: 

1 1 
Co=-~% , a~= ~ a ~ ,  

b,, + b_,~ ----- 0 

1 
b. ~ -- ~-/~=, d.h. 

I I . .Der  Werlevorrat der Fourierreihe (2) ist identisch mit diem (nach 
Batz 6 redlen) S~ektrum tier 2~ermiteschen ]_~tevrm mit den Koeffizienten 

1 1 . 1 

M a n  kann aus II ein K r i t e r i u m  ablei~en,  um aus den Koef -  
f iz ien~en e iner  F o u r i e r r e i h e  zu e rkennen ,  ob die z u g e h S r i g e  
Funk~ion  de f in i t ,  d. h. im ganzen I n t e r v a l l  0 bis  2zc nur  pos i -  
~iver W e r t e  fi~hig ist. Denn nach H stimmen diese Werte tiberein 
mi~ dem Spektrum einer gewissen Hermi~esehen L-Form, und damit trii~ 
die Frage in Analogie zu dex bekannten algebraischen Frage: wie erlcennt 
ma~ aus den Koeffi~ienten einer guadratischen oder Hermitesche~ ~'orm vo~ 

Veriinderliehen, ob diese definit ist? Denn eine solche Form ist definit 7 
wenn ihr ,Spektwum'; d. h. die Gesamtheit der Wurzeln ihrer S~.kular- 
gle~huag, posit/v isk Aueh eine beschriinkle Hermitesche Form yon un- 



Theorle der Z-Fomen. 36~ 

endlichvielen Ver:inderlichen ist dann und nur  d a ~  de6~i~, wean ihr 
Spektrum posifSv ist*),  und es h ~ d e l t  sieh also daru_ra~ das 5ekann/m 
algebraische K r i b r i u m ,  dal~ die sukzessiven t lauptminoren (Abschnitk~- 
determinanten) positiv sein mfissen, auf unendlichdele Vediaderliche zu 
iiber~ragen: 

Sat~ 7. :Eine beschriinl~te Hermitesche ~orm, bei der keine Absch~iff.s- 
delerminante verschwindet, ist dann und nut  dann definit, ,7~r Speldxum ist 
also*) dan~ und nut dann ~os~itiv, wenn ihre Abschnittsdeterminanten 
siimtlieh 2ositiv sind. 

Denn naeh dem analogen a]gebraischen Satz iiber Formen yon n Ver- 
iindevlichen is~ diese Bedingung dafiir ehaxak~ris~iseh, da~ jeder Abschnit~ 
der Form defini~ sei. Is~ aber jeder Absehni~ der Form defini~ so is~ es 
auch die ganze Form~ d. b. sie is~ aueh fiir nieh~ abbreehende Wer~systeme 
der Ver~nderliehen x~  ~ . . .  yon konvergenter Quadratsumme nie nega~iv. 
Denn naeh ,Grundlagen" w 2, Satz 3 erscheinen die Werfe elner beschrgnk~en 
quadr~tisehen Form als L i m i t ~  yon Werten  der Absehni~m 

Auf die vorliegende /~Form angewandt, lieferr Sa~z 7 das Ergebnis:  
Sa t z  8. Die ~V'ourierreilx (2) ist da~n und nut dann definit, d. h. 

negativer Werte nicht fiiMg, wenn die Determinazaten 

ao ai + ifll a~ + i ~  . .  �9 "a~_ 1 + ifl~_~ 

- -  i f l l  a o a~ + i ~  . . .  a ._~  + ifl~_~ 

a~_ l -  ifi,~_i a~_~-- ifi~_~ a . _ ~ - -  i f l . _ s . , -  ~o 

s~imtlidt positiv sind.**) 

�9 ) Die~ex S~tz finder sich explizit wede~ in den ,,Gmndlagen" noch s n d e r w ~  
unsgesprochen; er is~ zuers~ in meiner Arbeit ,,Die Jacobische Transformabion . . .", 
G6t~. Nachr. 1907, en~h~l~en, und die eine H~lfCe yon ibm (,,wenn das Spekr posi~iv 
is~, ~st die Form definit") l ~ t  sich web] nich~ einfacher beweisen ats mi~Cels, der 
deft ~uge~ebenen, yon E. Hellinger herrfihrenden Me~hocle, die iibrigen~ aueh am 
Sch]ui~ des Beweises yon Sa~z 4 clef vorliegenden Arbeit (w I) auseina~dergesetz~ 
worden isk Die andere H~f~e des S~zes (,das Spek~rum einer deFmiC~n Form is~ 
positiv") kann man dutch einen Kuns~viff yon E. Hilb sehr eiafsch beweisen, indem 
man sich der sog. Neurasmaschen ~e~hode bediemk Ist n~.m!~eh C deflnit~ so is~ 
C ~ i E  ffir einen nega~iven Weft yon i nie~hb nut e~ef:mi~'~ sondern ~e e.n~re 
Grenze ist gr6~er als I~,l, also ~ 0, ffir ~lle Wertays~eme x~, x~,- .- ,  deren Qua4_rab 
samme gleieh 1 ist. Ffir eine solche Form bewei~ ~hex dex .Veff. (a. a, O. w u~l 
Hilb (Bet. dot phys.-me& Soc. in F~la~gen, 40 (1908), S. 84; vgL s ~  dessert e ~  
auch Forf~chri~e d. ~ath. 39, S. 407 f.), da~ sie eine eindeu~igr b e a ~  R e ~  
besi~t, und fotg~eh besit~ C - - ~  eine solche fiir je~les ~ a i ~ e  ~ r 4as 8pek~mm 
yon C ist positiv. 

�9 *) Der F~I,  da~ ~rge~dwelche der DeCe~an~en ~ ~erschwiadea,. i~  
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Diese Si~ze beziehen sich zun~chs~ nur auf regu~iire _L-Formen, uncl 
infolgedessen nur auf die Fourierreihen solchbr Funktionen, die im Inter- 
vaU 0 his 2 x  fiherall analytisch sind und sich an den Enden analytisch 
zusammenschlie~en. In "den letzten Parag,ralahen dieses Kapitels werden 
sie sich bei der Behandlung der singul~iren L-Formen auf beliebige Funk- 
~ionen ausdehnen lassen, die beschri~ntd~ und selbs~ nebst ihrem Quadrate 
im Lebesguesehen Sinne integrabel slnd; sie werden also insbesondere flit 
alle sietigen oder auch nut  abteilungsweise stetigen Funktionen gelten.*) 

w  

Zyklanten. 
Die Theorie der L-Formen steht in einer eigentiimliehen Analogie 

zu den bekannten Eigenschaften der vielfach als Zytdanten bezeichneten 
Deimrminanlen; und diese Analogie, die im vorliegenden Paragraphen 
auseinandergesetz~ wird~ gestattet i m w  5, durch einen sehr l~rimitiven 
Grenziibergang~ den Satz 8 wesen~tieh zu vertiefen. 

Es is~ ffir diese Zweeke nur no~wendig, en~gegen vielfachem Usus 
die Zyklan~en folgenderma~en 

[c o c, c ~ . . . G _ ~  

lc--1 co el " " G - 2 ]  and niehl 

,;2 o:: ; ,  

I , c.~ c~ " " : co t 

zu schreiben und aut3erdem - -  dabei wird dies ers~ wesentlich - -  nieht 
nu t  die Determinante der Matrix (1) zu betrachten, sondern die Matrix (1) 
selbst. 

Die bekannte Haupteigenschaf~ der Zyklan~en besagt, dat~ der W e ~  
der Determinante yon (1), unter ~l, "" ", ~ die n t~ Einhei~s~-urzeln ver- 
standen, gleich 

wan'ichst ausgeschlossen Der Satz bleibt jedoch auch in diesem FMle riehtig, und 
es bedarf lediglich aZgebraischer Betrachtungen, tun die hier gegebene Herleitung 
auch auf diesen Fall mit auszudehnen. Andererseits fotgt der 3atz in der voD- 
st~ndigen Gestalt auch aus der Axbei~ yon Oara~h6odory (]~ath. Ann. 6~) und den 
Untemuehuugen, die Herr Car~thgodory neuerdings an diese Arbeit angekniipft hat 
und die er soeben in den Pal, Circ. Mat. Rend. verSffentlir Vgl. fiber diesen Zu- 
sammenhang die eben genannte A~bei~ und die in Verbindung mi~ ihr erscheinende 
kume No~e des Verf. in den Pal. Circ. Mat. Rend. 

*) Vgl. meine inzwisehen erschienene Iqote ,,Zur Theorie der quadra~ischen Formen 
yon unendliehvlelen Ve~nderliehen", Nachr. tier KgL Ges. & Wiss. zu G~. ,  ma~h.- 
phys. KI., 1910, w167 4 und 5, insbesondere aueh die Anmerkung ~zu Sa~z 11 daselbst. 
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E l  + + + " + 

ist. Diese Haupteigenschaf~ gestat~et das Spel~um der Matrix (1) unter 
Adjunktion der n un Eiuhei~swurzeln rational zu bestimmen. Ear zafolge 
ist n~imlich die charakbristische Debrminante (S:'akulargleichung, Funda- 

"menta]gleichung) der Matrix (1) gleich: 

/ ~ ( c  0 -  i + c ~  + . . - +  c~_1~-1), 
h = l  

also bereits in Linearfak~oren zerlegt; das Spekt~um einer endliehen Matrix 
aber ist nichts anderes als die Gesam~heit der Wurzein ihrer Ftmdamen~t- 
gleichung: 

2)as Spektrum der Zyldante (1) ist die Gesamtl~it der Werte, die das 
zugehSrige .Polynom (n--1) ~ Grades 

f (z)  = Co + c ~  + . - .  + c ~ _ i z  ~ -~  

fi~r diejenigen n Btellen des ~inheitskreises annimmt, die den n n ~ F_,in- 
heitswurzeln entsD'echen. 

Dami~ ist das Analogon zu Satz 5 (w 2) fiir Zyklanten gewomlen: 
anstelte der n ~ Einheitswurzeln stehen dor~ die s~miJ_ichen Stellen des 
Einheiiskreises, das ist der einzige .Unterschied. Es wgre leicht, auch 
den Belrachtungen yon w 1 bier ihr Analogon zu geben; da jedoch davon 
weiterhin keln Gebrauch gemacht wird, sollen die rein formalen, sehr ein- 
fachen Beweise unterdriickt werden, und es sollen nur die Tatsachen aus- 
gesprochen werden, aus denen man iibrigens die ,,Hauptoigenschas der 
Zyklanten in ~ihnlicher Weise folgern kann, wie i m w  2 der Satz 5 aus 
den S~tzen yon w 1 ,nmittelbax hervorglng: 

Der Summe und dem Brodukt zweier Zy~ianten ents20rechen Summe 
und tu der zugeh6rigen Bolynome (n - - l )  ~ Grades; dabei hat man 
Polynome h6heren als (n--  1) ~ Grades modulo (z ~ -  1) zu reduzieren, d. h. 

iiberall durch 1 zu ersetzen. Die n-re~ige ~Jint~itsf~m ~ ist eine 
spezielle Zyk~ante und 1 das za~getdirige Bo~nom. ~ine Zyklante hat dann 
u~d nut dann ei~e _t~ezi~vroke, wean das zugeh6rige Polynom far ke~ne d~r 
~ .Einheitswurzeln verschwindet; diese t~ezi2roke ist stets selbst d~e Z y g o t e * )  

*) In der Terminotogie der Frobeniusschen Gruppentheorio ergeben sich die 
Zyklanten als die Gruppenmatrlzen bezw. Gruppendetemh~ntmn der zykti~he~ 
Gruppe n ~. Ordnung, wie die JS-Formen aus dem Zyklus unendlieh holler Owdnung 
(vgl. die Einlei~ung) hervorgehen. Auch die oben ausgesprochenen S~t~e ergeben sigh 
aus diesem Zusammenhange. 
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Es lieg~ der Gedanke nahe,, aus diesen und anderen Eigenschaften 
der Zyklanten dutch Grenzfibergang (zu n = oo) Eigenschaften der L-Formen 
und somit der Fourierreihen und analytischen Funktionen zu gewinnen; 
indessen bietet sich da zuerst dio Schwierigkeit dar, dat~ mit wachsendem n 
die GrSBen c~_1, c,_~, ---, d. h. der Toil der Matrix unterhulb der Haupt- 
diagonalo sich nicht ohne weiteres einer bestimm~en Grenze n~hert. Die 
folgende Bemerkung wird zeigen, wie man durch eine passende Modi- 
fikation doch einen derartigen Cxrenzfibergang bewerkstelligen kann. Ist 

n~mlich eine Laurentreihe . .~c~z  ~ und die zugehSrige L-Form C gegeben 
und handelt es sich durum, dieselbe dutch Polynome wachsenden Grades 
bezw. die zugehSrigen Zyklanten wachsender Rei]aenzahl zu appl:oximieren, 
so wird-man sehr eiafach etwu folgendermal~en vorgehen kSnnen: man 

+ n  n 

aimmt ~ c ~ z  ~ und bildet die zugehSrige Zyklante, d. h. genauer die Z U  

+ n  - - 1  

~ .  c~z ~ + ( z ~ ' + l - - 1 ) ~ c ~ z ~ g e h S r i g e ,  ( 2 n +  1)-reihige Zyklante C~, indem 
~ = - - n  (g.~--n 

man bedenk~, dat3 in der zu einor v-reihigen Zyklante gehSrigen Funk- 
tion z" stets durch i ersetzt werden darf. Diese Zyklante hat keine Be- 
sonderheit auBer der, dab ihre Reihenzahl ungerade ist; indessen sind ihre 
Parameter stat~ mit Co, . . . ,  ~ mit c_~, . . . ,  c+~ bezeichnet: 

Co G c,_ I Q c_,~ c_~ c_~ 

c_~ c o e~_~ c,,_~ c,~ c_~ c_~ 

(8) 
c (~_1) C_(~_~) e o c I c 2 

c_~, c_(,~_1) c_ 1 co] c 1 

c,, c_,, c_~ c_ 1 c o 

C n V ~ 

Cs~_l Cn 

C n - 2  ~a--1 

c.2 ca c_~ c (~_I) c_(,,_.~) . c o c I 

ci c.,. c~ c_,, c_~,,_i) c_ z c o ) 

Q+I geht aus G~ dadurch hervor, dab O~ auf allen Seiten ger'Cudert 

wird, so(laB seine Reihen~hl sich um zwei Einhei~en auf 2n+ 3 = 2 (n +1) + 1 

erhSht. LiiBt man jetzt n unbegreazt wachsen, so geht Q in die L-Form 

O ~iber, w~hrend das zugehSrige Polynom oder vielmehr die yon -- n bis 

+~ ers~eckte Summe in die zu O gehSrige Laurentreihe iibergeht. -- Es 

ist wesentlich~ zu bemerken, dab O~ nicht mit dem (2n + l)-reihigen Ab- 
schnii~ der Form O identisch ist. 
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w 

Zum Tr'agheitsgesetz der Fouriersehen Reihen. 

Dureh Sa~z 8 wird die Fr~ge nahegelegt, ob nieh~ aueh die weiter- 
gehenden Betraehtungen aus der Algebra der qua~lratisehen und Hermite- 
sehen Formen yon n Ver~derhehen, die an das sogena~Jate ,Trigheits- 
gese~z" axLkntipfen, eine U b e r t r a ~ g  auf I~Formen und somit auf Fourier- 
reihen zulassen, und welehe analyCisehen Tatsachen dem Tr~ghei~sgese~ze 
dabei entspreehen. Bekannflich betrachte~ man die Reihe der Abschni~s- 
determinanten 

1, c~, C l l  ~22 - -  C12 C21 '  ' '  " 

und insbesondere die Anzahl f ,  der Zeichenfolgen und die Anzabl w~ der 
Zeichenweehsel in dieser Serie; diese AnzaMen sind invariant gegenfiber 
linearen, homogenen, reelle~ Transformationen der betrachteten Form 
um nur yon quadra~ischen Formen zu reden - -  mid zwar bzw. gleich der 
Anzahl der posi~iven trod der nega~iven Quadrate in der Dars~ellung der 
Form als Sumlue yon Quadraten; dab diese Anzahlen yon der Wahl dieser 
Darstelhng maabhangig sind, is~ der Inhalt des Triighei~sgesetzes. Es 
bander sich jetzt darum, diese Theorie auf die n-reihige Zyklante mx- 
zuwenden und damit den am Ende yon w 4 angedeuteten Grenzfibergang 
zu vollziehen. 

Is~ nimlieh eine reelle quadratische oder HermResehe L-Form C vor- 
geleg~, d. h. is~ 

C h ..~ Ch~ 

so wird die am Ende yon w 4 konshnlier~e (2nq-1)-reihige approximierende 
Zyklante C neine HermResche, und somit wird das zugehSrige Polynom 

f,,(z) = c o + c ~  + . . .  + Cn z" + ~,Z n+~ + ' ' .  + ~ "  

- -  -e,,Z -'~ + "  "" + ~iz -~ + co + ~ + �9 "" + e,~z ~n+~ (too& z ~n+i-  1) 

= + (cl  + + . - .  + ( < e  + 

= a0q- a i cos ~0 q- .-- Jr a n cos nO0 q- b~ sinq0 q-. .-  q- b ~ s i n n ~ = f ~ ( ~ ) ,  

wenn c~ = a n q- ibm, z ---- eos g0 q- i sin q~ gesetz~ wird. 
Der Haup~sa~z yon w 4 gesta~e~ nnmi~lbar  das Spelda, um yon O~ 

hinzuschreiben, das als Spektrum einer Hermit~sehen Form yon 2 n  Jr 1 

Verrinderliehen aus 2 n  q- 1 reellen Werten besteh~, n'~mlieh 

Nun is~ clas Spek~rum die Gesam~hei~ der Wurzeba der S~kulargleiehung 
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der Form; transformiert man also die Form orthogonal*) auf eine Summe 
yon Quadraten, so sind diese 2nd-1 GrS~en die Koefilzienten dieser Dar- 
stellung der Form als eine Summe yon Quadraten, u,~d fo?glich ist gem~ifi 
der oben erwiihnten algebraisc]am Theorie die Anzahl der positiven und der 
negativen unter den Grg~en (4) gleich der Zahl f~ der Vorzeiche~folgen 
bezw. der Zahl wj tier Vorzeichenwechsel in der Serie de~" 2n -F 2 Abschnitts- 
determinanten yon C~. (f,: + w" = 2 n + 1.) 

Nun sind diese 2n-~ 2 Abschnittsdeterminanten yon Q nicht, die 
2n -F 2 ersten Abschnittsde~erminanten der L-Form C; indessen die ersten 
n + 2 unter ihnen sind genau die in Satz 8 hingesehriebenen, die weiteren 
~ dagegen weiehen yon jenen ah. 

Wird jetzt abet die Voraussetzung gemacht, da/3 f(~p) eine abbrechende 
Fou/rierreihe ist: 

(5) f (ep)=ao+a~coscp+-. .+a~cosprp+b~sinr162 , 

so ersieht man aus dem Schema (3), daft auch yon diesen weiteren n 
Abschnittsdeterminmlt~n wegen der zahlreichen in das Schema eingehen- 
den t~ullen noch die meisten mit den en~sprechenden yon C iibereins~immen, 
sowie n die feste Gradzahlp tibers~eigt; und zwar werden nur die letzten p 
nnter itmen sich dieser Ubereinstimmung entziehen; nnd mit wachsendem n 
kommen diese 2 letzten, da io eine feste Zahl ist, immer weniger in Be- 
t, racht. Daher ist das VerMiltnis f~, : w~ des~o genauer gleich dem Verhiiltnis 
f .~+l :w.2,+1 tier charakteristischen Anr des (2~-~ 1) TM Abschnittes 
yon C~ je grgfler n ist. 

Nun ist andererseits wegen (4), sowie n ~1o geworden ist, f~ (~ )=  f(q~), 
und die Anzahlen der positiven und nega~iven under den Werten 

werden sieh zwar selbs~ mi~ wachsendem n keinem Limes n~hern; indessen 
das Verh~Itms dieser beide~ Zahlen n~he~ sich, wegen tier Ein~i lung des 
I~ervalIes in gleid~e Teile~ dem Verh'~il~nis der Gesam~l~ngen der Inte~valle~ 
in de~e~ t'(~) posi~i~, und deter, wo f@)  negativ is~. So kommt der Satz." 

Satz  9. Ist die Fo~xrierreihe (2) au, s Satz 8 eine abbrechende und 
ist f~ die An2ahl der Zeichenfolgen in der Serie der Determ.gnanto~ 1, A~, ..., ~ ,  
w, die Anzahl tier Zeichenwechsel (f, ~ - w ~ = n ) ,  so ~#ihert sich ~i t  

*) Dabei ist zuni~chst an reetle quadrat, isehe Formen gedacht; bei tier al]gemeinen 
ttermiteschen ~onn ha~ man st~b dessen ,,unit~r-or~hogonale" Transformationen zu 
be~achten, d. h. die Form nich~ als Summe yon Quad~ten zueinander ort~ogonaier 
lAnearformen darzustellen, sondern ats Slur-me yon Produkten konjugiert-imagini~rer 
Linoarformen /l ~ -[-/~ 4 -[-" "', wo l~ zu ~q or~hogonal ist. 
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u'achsendem n das YerhS~tnis f~: w. dem VerMiltnis zwischen der Gesamb 
Mnge der Intervalle, we die du/rch die _Pwihe (2) dargexteP~ Fu~Mion positiv 
ist,. ~u der Gesamtlange derjenigen Intervalle, we sic negativist; 

existieren also und sind diese beiden Gesamtliingen selbst.*) 

w 

Das Ahn l i ehke i t sp rob l em.  

Defini t ion.  Zwei beschr~nkte Matri~en _4, t7 heiflen iihnlich, wen~* 
zwei andere beschr~inl~te Matxizen ~, V existieren, sodaft 

A U = U B ,  V A = B V ,  U V = t ~ ,  V U = E ,  
also 

U - 1 A U =  B, V - ~ B V =  A 
ist. 

Sind A und B ghnlich, ist also U-1A U~-17 und V - 1 B V ~ - A ,  so 
is~ fiir jedes 2 

V - I ( B - - X E )  V---- V - I B V  - s V - x E V  = A -- XE. 

Besi~z~ mm die Form A -  2 B  flit irgend einen Wer t  yon 2 eine ein- 
deutige beschr~nkte Reziproke/~  so folg~ dureh Matrizenkalkfil unmi~;elbax, 
daI3 auch t 7 - - X E  in U-11~U ftir diesen Wer~ yon X eine solche besi~z~ 
- -  und umgekehrt~ d. h. beide Formen haben dasselbe Spek%rum.**) Auf  
L-Formen angewandt, bedeutet dies: 

Satz  10. Sind zwei regul~ire L-Farmen tih~dich, so haben die auge]~igen 
analytisdwn I'unktionen Zgngs des EinI~e#skreis'es densdben WerbJorrat. 

Es wird sich jetzt um die Umkeknmg dieses Satzes handetn, d. h. 
um die Frage, inwieweit zwei reguliire L-Formen iiZanlieh sind~ wenn die 
zugehSrigen Funkt~onen auf dem Einheitskreise denselben Wert~orrai  habem 
Dabei sell zun~chsg (d. h. in den w167 7 und 8) der Ausnahmefall ausgesehlossen 

*) Wie bei Sztz 8 is~ bier durchweg vorausgesetzt, dag kei_ue der De~erminantea 
A a verschwinde~. Diese Einschr~,Znkung sowohl ~ls auch die Bes~hr~k-aag ~uf ab- 
brechende Fou~ierreihen bcdfiffen zu ihrer Besei~igmag einer und derselben aJgebraischen- 
Betx~chhmg. Aber es scheint mir wesen~ich, da~ ffir diese Erweit~rungen lediglich eina 
algobraiscbe Be~ra~hhmg zu leisten iib~ig bleib~, wie fiberhaupt tier hie~ gegebene Be- 
weis yon S~4z 9 die Konvergenzbe~rachtang wohl auf ihr ~ut~erstes Minimum reduziert. 
ha~. Vgl. fibrigens meine in dex Amaerkung zu Salz 8 zi~ier~e Ho~e, die einen andere~ 
umst-~mdlicheren, aber efiaen wesentlichen Punk4 vielleich~ genaue~ t~effenden Beweis 
yon Satz 9 en~hi~l~. 

**) Vgl. auch Grundlagen w 8, Sa~ yon der Invarlam~ des Spekta-ums. 
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werden, dab disse Funk~ionen ihren gesamten Wertvorrat oder Teile des- 
aelben auf dem Einhsibkreiss mehrfach annehmen. Fiir den Hauptbeweis 
in w 8 wird zuvor in w 7 das notwsndige Material zusammenges~ellt, d. h. 
es wsrden diejenigen Matrizen~ die als Transformisrende (U, V etc.) bei 
dem Hauptbsweiss gebraucht werden und die selbst keine L-Ma~rizen 
sind, betrachtet. Sie werden Q-Mutrizen genannt lind besitzen flit sich 
genommen auch ein gewisses Interesse; ss soll jedoch hier nur das fiir 
w 8 Notwendigs fiber sis zusammengestellt we~dsn. 

w 

Die f2-~latrizen mid  die e ineindeut igen Abbfldungen des "Einheits. 
kreises auf sieh selbst.  

co(z) ~ Z c o + z  q sei eine Laurentreihe, die l~ngs des Einheitskreises 
(~) 

mid in seiner beidersei~igen Naehbarsehaft rsgulKr ist und dort nirgends 
versehwindet; es sei ferner ftir 2 = --  0% .--~ + oo 

_ ~ ~cp,~ (1 )  , 
(+) 

sodaB insbesonders w~i)= eoq ist, ferner co~0)= eo~, d. h . -~ 0 fiir q =~ 0, da- 
gegext ~-1 ftir ff----0. Dana bilde ieh die Matrix (co$*) und nenne sis 
die zur Funktion co(z) gehSrige g-Matrix. 

Defini t ion.  YEine ~-Matrix ist eine Matrix yon don Typus 

(-1) "I 
E 

0 0 1 0 0 -], 

:i ~--~ CO--1 600 601 ~ 

+ , ~  

[. 

aus de~ egql)= coq vermgge (1) gebildet ist. 

Es h a n d e l t  s ieh  zue r s t  d a t u m ,  wie s ieh die B e s e h r i n k t h e i ~  
e i n e r  g - M a t r i x  an der  z u g e h S r i g e n  a n a l y t i s e h e n  F u n k t i o n  co(z) 
~uBert.  Wegen der vorausgesetzten R%omlari~t yon ~(z) li~ngs des 

Einheitskreises konver~ert ~ z ~  spezietl Fdr z = 1, d. h. also ~coq, 
absolut, und ebenso ~co~ m auch ftir/~ = 2, 3, . . . .  Da ferner ~(z) auf 
dem Einheitskreise keine NullsteUe haben soil, kann ein Oleiehes auch 
flit di~ nega~iven Werte yon p behauptst werden. In der zugehSrigen 

Q konvergier~ demnaeh die Sutures der F_Llemento jedsr e'mzelnen 
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Zeile absolut~ unfl flaher a fortiori die Quadra~summe der Elemente jeder 
Zeile; es ist daher gomiiB der Schwarzschen Ungleiehung gesf~t~e~, die 

Matrix Q Q ' = L  zu bilden. Wird jetz~ welter vorausgese~z~, dab eo(z) 
fiir !z I = 1 iiberall selbst den Be~rag 1 babe, so behaup~e ich zun~chst, 
clal~ L eine L-Matrix is~. In der Ta~ folg~ ftir alle z yore Bet-rage 1 ~us 
der Bemerkung, da~ fiir eine GrSBe *2 yore Betrage 1 stets '2~ = 1, also 

= r~ -~  is~, 

(r,) O) 

trod durch Vergleichung tier konstanten Glieder auf beiden Seiten 

~(Z)~(2 = c~ ~) = ~o ~-~) ,  
(n) 

d. h. L is~ ~ats~chlich eine L-Matrix, die mit den GrSBen eo(o ~) der Mi~tel- 
kolonne yon Q besetzt ist, und diese GrSBen sind paarweise konjugiert- 
imagin~r, ~ - ~ ) =  ~o =). Und zwar ist L eine positiv-defini~e HermResche 

L-Form, well sie die Gestalt QQ" hat. 
d~o 

Es werde jetzt weiter vorausgesetzt, dab die Ableitung - ~  auf dem 

Einheitskreise keine Nallstelle besRze, also co(z) keine ,,mehrfache Stelle ~. 
Es folg~ daraus, dab co(z) entweder auf der inneren, oder aber auf tier 
~uBeren SeRe des Einheitskreises fiberall dem Betmge nach unter 1 ge- 
legen ist; denn gesetzt es gebe auf einer and derselben Seite des Einheits- 
kreises sowohl Stellen, wo der Be~rag yon o(z) grSBer als 1 ist~ Ms auch 
solche, wo dieser Betrag kleiner als 1 ist, so miil~te es zwischen diesen 
beiden Klassen yon Stellen einen Ubergang, eine zum Einhei~skreise ~rans- 
versal laufende Scheidelinie geben, l~ngs deren o(z) den Bek~ag 1 hat, 
also eine Stelle auf dem EinheRskrelse, yon der aus nach mindestens drei 
Richtungen Linienstficke ausgehen, auf denen ~ (z) den Betrag 1 hat; das 
w~re abet eine mehffa~he Stelle der Funktion ~(~). Sei nun ~ ein solcher 
dem Einheitskreise ben~chbarter konzentrischer Kreis, auf dem ~o(z) dem 
Bet-rage nach ~ M < 1 is~, so is~ gem~l~ dem Cauchyschen Integralsa~z 

i f 1,o(.)} ~ eo(~) = ~ = i  z dz, 

erstreck~ iiber diesen Kreis ~,  und folglich 
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~o 

danach ist zun~chs~ ~lco(o=)I konvergent; wegen r ~y) folg~ aber 
n = l  

das Gleiehe far ~ ico~")I; also is~ ~ ] i co~  ~)] konvergen~. Daraus folg~ 
n=-t  (~) 

durch den beim Beweise yon Sagz 1 verwandten Sehlug, dab L be- 
schrinkt ist (sogar absoht-beschriinkt, was bier nicht interessiert); und 
daraus folg2 sehlieBlieh, dab Q beschr~inkl ist.*) 

Satz  11. Ist co(z) ei~e Mngs des Einheitskreises und in seiner beider- 
seitigen Umgebung e~ndeutige reguliire ~'unktion, die auf dem Einh~;tskreise 
sdbst ilberall yore Betrage 1 ist und deren Ableitung auf dem Einheitskreise 
nirgends verschwindet, so ist die zugehSrige Q-Mat~x beschriinkt.- 

Sind co(z), a(z) zwei Funktionen, die beide den Vorausse~zungen yon 
Satz 11 genigen, so ist ~(z)= a[co(z)} wiederum eine Funktion, die diesen 
selben Voraussetzungen gentig~. Sind 5" und Q die zugeh@igen Q-Matrizen, 
so sind diese naeh Satz 11 besehr~nkt, u n d e s  ist desha|b zufolge den 

FaltungssBtzen ZQ = Z, d. h. die Matrix Z = [ ~i~ a(~) co(-)~ vorhanden nnd 
(,,) 

selbst besehriknkt. Ieh b e h a u p t e ,  Z is i  s e lbs t  e ine Q-Matr ix ,  nnd 
zwar  die zu der  F u n k t i o n  ~(z) gehSr ige .  

Sieht man vorerst yon Koavergenzbetrachtungen ab, so ist dies ohne 
weiteres evident. Denn es ist rein formal 

[~(z]]~=[a'co(z]~]~=r~a,'co(z)~=]~--',., ' " "  L , d . . '  ' ' J "~a(")(~co(") ~ 
(,,,.s) 

_ X?  [ X2  6< ~) co<,,) ~ z~. 

d. h. Z is~ die zu ~(z) gehSrige Q-Matrix. Indessen, was die hierbei vor- 
zunehmenden Umordnungen yon Doppelreihen betriff~, so is~ man hier 
nichl in der bequemen Lage, wie bei Satz 2, sich auf die Lehrbicher 
der Funkfionentheorie berufen zu kSnnen; andererseits i s i e s  .nieh~ selbs~- 
verst~ndlich, dab die hier auftretenden Doppelreihen absolut konvergieren; 
denn eine absoht-konvergente Reihe yon absoht konvergenten Reihen 
braueht selbst nicht absolut zu konvergieren**). Es is t  desha lb  not- 
wendig ,  den f o l g e n d e n  e in faehen  H i l f s s a t z  e inzuscha l t en :  

*) Vgl. Grundlagen w $. 
*~) Z.B. die Doppelreihe (1--1)+ (1--1)+- . .  isg eine Summe yon lau~er ab- 

brechenden, also absolug konvergen~en Reihen, und die Summe der Einzelsummen 
ist 0 + 0 +--- ,  also ebenfaUs konvergent, w~hrend die Doppelreihe als solehe nleh~ 
absolut konver~er~. 
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H i l f s s a t z  aus  der T h e o r i e  der  L a u r e n t r e i h e n .  S i ~  ~(z) ,  a(z) 
~we~ l~ings des ~,inheitskreises eindeutige, reguliire Funl~ionen, die auf  dem 
~nheitskreise durchweg den Betrag 1 haben, so geht die Laurentreihe fiir 

(z) = a { co (z) } aus den Zaurentreihen der beiden efmzelne~ Funktionen dutch 
erlaubte ~,mordnung hervor. 

Zum Beweise br~ucht man nut zu bemerken, dal~ 2 a ,  nach Voraus- 
setzung absolu~ konvergier~ und dab duher 

absolut und gleichm~i~ig ffir alle lz' ~ 1 koavergier~, da z mid mi~ ibm 
~;+~ sowohl als {a~(z)}" yore Betrage 1 ist und den Grad der Konvergeaz 
also gut nicht beeinfluiit. Es ist daher erl~ub~, diese Reihe gliedweise 
liings des Einheitskreises zu integrieren: 

d. h~ 

~fl'~-- ~ ~ eo (~) 

is~ der Koeffizien~ yon z, ~ in der Lauren~reihe fiir ~(z). 
Wendet man diesen Hilfssutz auf unsere beiden obigen Funktionen 

{6(z)} ~ and to(z) an, so erkenn~ maa, dab ( ~ ) e o ~ ) =  (~.~)) die ZI1 

~(z) geh6rige Q-Matrix ist, q.e.d.  Daher: (~) 

S a t z  12. Sind co(z), a(z) zwei .Funktizaen, die den Voraussetzungen 
yon Satz 11 geniigen, so geniigt ~(z) = a { ~ (z) } eben diese~ Voraussetzungen, 
und die zu ~ ge]dirige Q-Matrix ist das _Produkt der zu co und a geMirige~ 
Q-Matrizen, Z = X �9 Q. 

S a t z  13. Die Einheitsmatrix E ist eine Q-Matrix und gehSrt zu de; 
i~unktion a~ (z) ----- 1. 

Die Voraussetztmg yon Sutz 11 involviert nichl, dal~ co(z) auf dem 
Einheitskreise jedea Wer~ yore Betrage 1 nur einmal annimmt. Die 
Funktion z ~ z. B. ha~ fiir I z~=  1 tiberall den Betrag 1, ihre Ablelhmg 
hat dort iiberall den Betrag 2, is6 also yon 0 wesentlich verschieden, mid 
trotzdem nimmt z u jeden Wel4 yore Be~rage 1 an zwei (diametral eiaan- 
der gegentiberliegenden) S~ellen des Eiahei~skreises an. Es soU je~zt 
jedoch endlich die Voraussetzung hinzugeftigt werden, dab ~(z) jeden 
Welt yore Be~rag 1 h6chs~ens einmal annimmt;; daJ~ sie jeden Wer~ yore 
Betrage 1 dann ta~s~chlich gem~l einmal annimm~, is~ eine eiafache Folge 
davon. ~(z) bedeu~e~ alsdaml eine eineindeutige, a,a!y~ische /~bbilde0ag 
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d e s  Eintmitslrreises auf sich selbst. Die zu co(z) inverse Funktion 6(z) 
is~ genau yon demselben Charak~er. Seien Q, X die zugehSrigen Q-Matrizen, 
so werden also nach Sa~z 11 beide beschr~nl,~ sein, und wegen Satz 12 
wird ihr Produk~ QE die zu co{~(z)}~ 1 gehSrige Q-Matrix sein, d. h., 
nach Satz 13, die Einheiismatrix; und ebenso wird ZQ ~ E sein: 

Satz  14. Ist co(z) eine ~iings des Enheitskreises und in seiner beider- 
seitigen Umgebung eindeutige analytische Eunktion, die auf dem fEinheits- 
kreise iiberall yore Betrage 1 ist und daselbst jeden Wert vom Belxage 1 
h6chstens einmal und folglich genau einmal annimmt, so besitzt die zuge- 
h6rige Q-Matrix eine eindeutige beschr~inkte t~eziwoke, und zwar ist diese 
selbst eine Q-Matrix, und die zu ihr geh6rige F~n~tion ist die zu co(z) in- 
verse Funktion.*) 

Satz 14 involvierg die Tatsache, dal~ fiir eine regul~re Q-Matrix, die 
eine eindeutige beschrgnkte Reziproke ha~, diese Reziproke selbsg eine 
Q-Matrix ist.**) 

w 

Die -~hnliehkeit regul/irer L-Formen mit einfachem Spektrum. 
D i e  Entwicklungen des vorigen Paragraphen gestatten unmittelbar zu 

beweisen, dal~ jede den Voraussetzungen yon Satz 14 geniigende Funktion 
co(z), bezw. die zu ihr gehSrige L-Form hhnlich is~ der zu f ( z ) =  z ge- 
hSrigen L-Form, die selbs~ den Voraussetzungen yon Satz 14 geniigL Es  
kann dies auch so fol~nulier~ werden: 

Satz  15. Geniigett zwei Funktionen den Voraussetzungen von Satz 14 
so sind die zugeh6rigen L-_~orme~z h'hnlieh. 

Denn bedeu~e allgemein [r die zu r gehSrige L-Form, so is~ 

(a 
andererseits ist 

woraus dutch Vergleichung des beiderseitigen Koeffizienten yon zq her- 

vorgeht 

*) Dieser Satz in u mit tier Aufl/isungsformel meiner No~e fiber die 
Jac~)bische Transformation (GCitt. Nachr. 1907) odez derjenigen yon E. Sehmid~ (Rend. 
di Pal. 1908) enthi~lt die LSsung der Aufgabe, die inveise Fun]~on yon eo(z) in eine 
Lau~ent~eihe zu entwicke]n. Auch kann man diese Methode auf Fourierreihen yon 
mono~on wachsenden und daher eindeutig inver~ierbaxen FunkCionen f((p) iibeh~gen, 
indem man z ---- cos ~ -~- i sin ~p, eo ~ cos f - ~  i sin f seize. 

**) Die zu alex Funk~on z n gehSrlge ~-Mah4x ha~ zwar eine besel~-~nkf~e hin~e~e 
Rezip~oke, ngmHc h ~', jedoch keine vordere. 
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X co(~) co(1) = ~(p+1) 
9--(L q 

(~) 

wofiir man schreiben kann 

(o?-"), 
sodaB endlich 

fol~; und da Q nach Satz 14 eine eindeutige, beschr~inkte Reziproke Y 
besitzt, sind [z] und [~(z)] damit als Khnlich erwiesen. ~origens wiirde 
naeh Analogie auch ffir die in Satz 14 auftretende inverse Funktion a(z) 
und die zugehiirige Matrix Y folgen 

z = z 

w~ihrend ZQ : QZ = E in Satz 14 enthalten ist. 
1)efinition. 2 heifle ein n-facher Spektrumswert der L-Form L:[f(z)] ,  

wenn die zugeh6rige Funktion f(z) den Weft ;~ auf dem ~inheitskreise n Mal 
annimmt, unter Beriicksichtigung der Vielfachheit, mit do" dies an jeder 
einzelne.n Stelle geschieId. 

Auf Grund dieser Definition kann Satz 15 so formuliert werden: 
Zwei  r e g u l a t e  Z - F o r m e n ,  die den E i n h e i t s k r e i s  s e lb s t  zum ein- 
f aehen  S p e k t r u m  haben,  s ind iihnlieh. 

Es ist leich% hieraus die LSsung des ~hnlichkeitsproblems beliebiger 
L-Formen abzuleiten, worm man nur den Ausnahmefall mehr~hcher Spektren 
ausscMieBt. Sind n~mlich f ( z ) =  2a,  z ~, g(z)= 2b~z" irgend zwei 1Kngs 
des Einheitskreises reguls eineindeutige Funktionen, die daselbst genau 
dieselben Werte und jeden ~ yon diskreten Werten abgesehen - -  nur 
einmal annehmen, lediglich in verschiedener Vertei[ung, aber nun nieht~ 
mehr notwendig Werte vom Betrage 1, so ordnet sich jeder Stelle z eine 
andere co eindeutig zu, sodaB f(z)=g(eo) ist; so wird ~ als eine ana- 
lytische Fnnktion yon z definiert, als eine eineindeutige Abbildung des 
Einheitskreises uuf sich selbst, die alien Voraussetzungen yon Satz 14 ge- 
nii~. Ist Q die zugeh5rige Q-Matrix, so ist also 

Q- ~[z] Q = [to (4]- 
Satz 2 gestattet hieraus zu s dab auch jede ganze rationale 

Verbindung J~([z]) ~ihnlich ist zu }~([eo(z)]); denn wean allgemein 

W-1A~W-- B ,  W - 1 A . W =  B~ 
is~, so ist aueh 

W-~(A~+A..)W=W-aA~W +W-XA~W= .B x + B~, 
W-1AIA~W = W - a ~ W W - l A ~ W  : .B,.B,,, 

and folglich ist auch ftir jede ganze rationale Verbindung h ( x ) :  2a , ,~  
W- 'h (AOW = h ( ~ ) ;  
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u n d  dies iibertr~gt sich unmit te lbar  auch auf  die absol~t und gleichm~$ig 
konvergenLe Funk~ion Z a , : " =  f(z), auch wenn sie keine ganze rationale 

Funk~ioa is~. So folgt ,  dati If@)] ~hnlich is~ zu [ f i n ( z ) } ] ;  dieses is~ 
abe r  gem~il] der Kons~ruktion yon co(z) nichts anderes als [g(z)].  

Satz 16 (,Ahnlichkeitstheorem der regultiren L-Formen). Zwei 
reguliire L-Formen, die das n~imliche einfache Spektrum besitzen, sind gihn- 
~ich. Dabei wird ein Spektrum als einfach angesehen, wenn die einzebwn 
Speklrumswerte, abgesehen yon einer endlichen Anzahl unter ihnen, ein- 
fach sind.*) 

*) Das soll heil~en, da~ das Spekh'um eiue Kurve sein daft, di~ sich selbst 
~lurehdringt; mar daft sie nicht hin und her durchl~.ufen werden (wie es z. B. bei den 
zu reellen, symmetrischen Z-Formen geh(i~gen Lau.~enlxelhen tier Fall ist), oder mehr- 
reals umlaufen werden (wie es z. B. be[ der Funktion z*" geschieht). 


