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Zur Theorie der quadratischen und bilinearen Formen von
unendlichvielen Verinderlichen.

I Teil: Theorie der L-Formen.¥)
Von
Orro Torepritz in Gottingen,

Die vorliegende Arbeit enthilt die Theorie einer speziellen Klasse von
quadratischen und bilinearen Formen unendlichvieler Veriinderlicher, nim-
lich derjenigen Formen, deren Koeffizientenschema den Typus
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hat, und die ich L-Formen nennen will, wegen ihrer engen Beziehung zu
der Laurentschen Reihe
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%) Die vorliegende Arbeit (mit Ausnahme von §§ 3—5) bildete bis auf gering-
figige Abinderongen einen Teil meiner Habilitationsschrift, die Pfingsten 1907 der
philos. Fakultit der Universitéit Gottingen vorgelegen hat, und deren Resultate vorher
in der math. Gesellschaft zu Gottingen im Februar 1907 von mir vorgetragen und in
den Nachr. der Egl. Ges. der Wiss. zu Gotbtingen, math.-phys. Kl 1907, S. 110—116
(,»Zur Transformation der Scharen bilinearer Formen von upendlichvielen Veréinder-
lichen“) abgedruckt worden waren. )

Die vorliegende Arbeit setzt nicht die Kenntnis der neumeren Arbeiten iiber die
Theorie der unendlichvielen Veriinderlichen (Hilberts Noten und die daran anschlieBen-
den Arbeiten) voraus, sondern sie benutzt lediglich die §§ 1—4, 6, T der Arbejf von
E. Hellinger und 0. Toeplitz, Grundlagen fiir eine Theorie der unendlichen Matrizen,
Math. Ann. 69, die hier znr Abkérzung als ,Grondlagen® zitiert werden soll, und in
der alles aus der Theorie der unendlichvielen Veriinderlichen Notige nnabbiingig and
in elementarer Form entwickelt ist. — Die §§ 4 und 5 dagegen seizen keine beson-
deren Vorkenntnisge voraus und kdnnen fiir sich allein gelesen werden, .
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Es sind dvei Umstinde, die mich ermutigen, eine solche spezielle Theorie
hier ausfiihrlich zu entwickelnr und damit die Ausfilhrung des allgemeinen
Programms zu erdffnen, das — in Ankntipfung an Hilberts Theorie der
orthogonalen Transformation der quadratischen Formen von unendlichvielen
Veriéinderlichen — in einer voraufgehenden Arbeit¥®) aufgestellt worden ist.

Einmal erscheinen diese L-Formen, die ich urspriinglich als erste und
besonders einfache Beispiele fiir die eben genannte, von Hilbert entworfene
Theorie der quadratischen Formen mit Streckenspektrum gebildet hatte,
geeignet, die Elemente dieser allgemeinen Theorie abzugeben, d. h. Normal-
formen, auf die eine Neugestaltung der Hilbertschen Theorie jede quadra-
tische Form voraussichtlich wird reduzieren kénnen. Und auch fiir die
Theorie der unsymmetrischen Bilinearformen von unendlichvielen Verinder-
lichen, d. h. fiir die Ubertragung der sogenannten Elementarteilertheorie
auf unendlichviele Veriinderliche, diirften sie in ihnlichem Sinne als Normal-
formen in Betracht kommen.

Andererseits vermitteln die I-Formen, vermoge ihres engen Zusammen-
hanges mit den Laurentschen Reihen und deren Verhalten auf dem Ein-
heitskreise, eine neue Besichung zwischen der Theorie der unendlichvielen
Veriinderlichen und der Theorie der Funktionen komplexen Arguments,
der konformen Abbildung, der Fourierschen Reihen etc. — eine Beziehung,
die man als eine direkfe Anwendung der unendlichvielen Verinderlichen
auf die Analysis bezeichnen kann, im Vergleich mit der mittelbaren Be-
zichung, die, wm nur ein Beispiel zu nennen, Hilbert von den Randwert-
aufgaben der mathematischen Physik ans iiber die Integralgleichungen hin-
weg zn den unendlichvielen Verinderlichen geftihrt hat. Die Behandlung
der Aufgabe, die reziproke™*) und die inverse***) Funktion zu einer in
Laurentscher Entwicklung gegebenen Funktion selbst nach Laurent zu
entwickeln, die Angabe notwendiger und hinreichender Kriterien, um aus
den Koeffizienten einer Fourierschen Reihe zu erkenmen, ob die darge-
stellte Funktion nirgends npegativ ist, endlich die Erweiterung dieser
Kriterien zu einem ,T'rdgheitsgesets der Fourierschen Reihen“ sollen einige
erste Proben von dem Nutzen dieser neuen Beziehung geben, denen dem-
nichst eine Reihe weiterer, ausgedehnterer folgen soll.

Drittens endlich schemt es mir zweckmaBiger, diese spezielle Theorie
der L-Formen mit einfachen Hilfsmitteln, gewissermaBen als ein einfaches,
konkretes Beispiel mu entwickeln, als statt ihrer eine Theorie von mog-
lichster Allgemeinheit zu geben, wie es unter Benutzung der neuesten
Hilfsmittel der Algebra méglich gewesen wire. Im Grunde haben nim-

* Vgl. Grundlagen § 8.

) Vgl. die letzte Anmerkung zn § 1.

%) Vgl. § 7, Satz 12, Anmerkung.
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lich die L-Formen nur den Charakter typischer Beispiele fiir eine neue
Bezichung zwischen der modernen Gruppen- und Elementarteilertheorie einer-
seits und der Theorie der Reihenentwicklungen allgemeiner Natur andererseils.
Gelangt man doch gerade zu den L-Formen, wenn man nach den Regeln
der Theorie der hyperkomplexen GriBen das GroBensystem der Laurent-
reihen durch Bilinearformen von abzihlbar-unendlichvielen Verinderlichen
darstellt, oder wenn man nach dem Muster von Frobenius die Gruppen-
matrix derjenigen unendlichen, diskonfinuierlichen Gruppe von Permu-
tationen abzihlbar-unendlichvieler Elemente aufstellt, die aus den positiven
und negativen Potenzen der Permutation

(--~—2——1012--~)

.. . -8 —2 -1 0 1 ...
besteht. In dieser Bemerkung ist tatsichlich ein allgemeines Prinzip ent-
halten, um jeder Art von Reihenentwicklungen unter Beobachtung ihrer
»Multiplikationstabelle” eine besondere Klasse von Matrizen oder Bilinear-
formen in derselben Weise zuzuordnen, wie hier den Laurentschen und
trigonometrischen Reihen die Z-Formen.

Es entspricht dem wechselseitigen Charakter solcher Beziehungen,
daB man von ihnen eine doppelte Darstellung geben kann: man kann die
bekannten Tatsachen der Funktionentheorie, insbesondere der Laurentschen
Entwicklungen, die moderne Theorie der Fourierschen Reihen und der
konformen Abbildung benutzen, um die algebraische Theorie der L-Formen
mit ihrer Hilfe abzuleiten; man kann umgekehrt vom algebraischen Stand-
punkte aus eine Theorie der L-Formen entwickeln und aus ihr dann nach-
her die eben erwihnten und auch neue funktionentheoretische Sitze ableiten.
Beides soll im folgenden geschehen, und zwar in zwei voneinander véllig
independenten und auch unabhiingig voneinander verstindlichen Kapiteln,
deren erstes (analytische Theorie der L-Formen) den zuerst erwihnien
Standpunkt festhilt, und deren zweites (arithmetische Theorie der L-Formen)
demniichst zusammen mit dem SchluB des ersten Kapitels in einer Fort-
setzung dieser Arbeit folgen soll.

Nachdem in den 8§ 1—4 dieses ersten Kapitels der Zusammenhang
zwischen dem Spektrum der L-Formen und dem Wertvorrat der zuge-
horigen analytischen Funktionen lings des Rinheitskreises (§8 1, 2) und
der zugehdrigen Fourierreihen (§ 3), endlich die Analogie mit den Eigen-
schaften der als Zyklanten bekannten Determinanten (§ 4) statuiert ist,
wird die Theorie der L-Formen nach zwei Richtungen weiter verfolgt: im
& 3 (Ende) und § 5 wird eine Ubertragung des Trdgheitsgescizes der quadra-
tischen Formen auf L-Formen begonnen und seine Bedeutung fiir die Theorie
der Fourierschen Reihen betrachtet; in §§ 6—8 wird das Hauptachsen-
problem der quadratischen Formen, das den Gegenstand der oben erwihnten
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allgemeinen Theorie von Hilbert hildet, und seine entsprechende Verall-
gemeinerung fiir unsymmetrische Formen, das Elementarteilerproblem oder,
wie es hier heiBen soll, das , Aknlichkeitsproblem®, speziell fir L-Formen,
mittels expliziter Formeln direkt behandelt, nmabhingig von den allgemeinen
Hilbertschen Entwicklungen.

Erstes Kapitel.
Analytische Theorie der L-Formen.

g 1
Reguliire L-Formen und regulire Laurenfreihen.

Unter einer L-Form verstehe ich eine solche Bilinearform von un-

%0 +®
endlichvielen Veréinderlichen 2 2 Cpe%pY,s bei der ¢, =c, ., ., Ist
p=—x g=—
fiir = —oc bis ++ oo und deshalb gleich ¢, _, gesetzt werden darf, also eine
Bilinearform, deren Koeffizienten-Matrix, eine ,L-Matrix“, folgendes Aus-
sehen®) hat:

*) Im Gegensatz zu der Schreibweise der ,Grundlagen* werden hier die Ver-
inderlichen nach beiden Richtungen unbegrenzt fortgesetzt; es ist dies eine un-
wesentliche Modifikation, und alle Betrachfungen gelten ohne weiteres auch in dieser
Schreibweise. Geht diese doch aus der bisher iiblichen einfach dadurch hervor, daB
man den Verdnderlichen z,, x,, - -- die andere Anordnung

* Xy Xy |$J, Ly Lgy = v -
erteilt und sie in dieser Reihenfolge von — o bis -}- o numeriert.

Aus dieser Bemerkung ergibt sich unmittelbar, wann man eine Bilinearform der

neuen Schreibweise beschriinkt zu nennen hat. Denn der n'® Abschnitt 2 2 Tp¥y
p,q—

der alten Schreibart geht bei der geschilderten Umnumerierung iber in 2 €paTp¥yr
ne=—F

27, bei geradem n dagegen‘ﬁ:a-{-l:—’;- ist.

wo beil ungeradem n f=o=

Es wird aber offenbar gleichgiiltiz sein, ob man nur diese Abschritte der allseitig
ausgedehnten Matrix in Betracht zieht, wenn man die Beschriinktheit einer Bilinear-
form der neuen Schreibweise gerau nach dem Muster von § 2 der ,,Grundlagen® defi-
niert, oder die allgemeineren Abschnitte, die man erhilt, wenn man « und § keiner
gegenseitigen Beschrinkung unterwirft. :

Defzmtwn. Die Bilinearform 2 Cpo Tp Y, heift beschrankt, wenn im Sinne
»g=—
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Man kann neben dieser L-Form die Laurentreihe chz_" betrachten; auf
diese Weise gehort, rein formal, zu jeder L-Form eine Laurentreihe und
zu jeder Laurentreibe eine L-Form. Ist speziell diese Laurentreihe fiir
e<lz|<e, wo O0<Cop<1l<e ist

d. h. auf dem Einheitskyeise und in einem thm iiberdeckenden konzentrischen
Kreisringe konvergent, so soll sie und auch die zugehirige L-Form ,reguldr®
heiflen. '

Satz 1. Eine regulire L-Form ist stets beschrinkt.

Der Beweis beruht darauf, daB man die L-Form, wie es ihre Struktur
nahelegt, diagonalenweise summiert. GemiB der Schwarzschen Ungleichung

ist ndmlich fir alle z, y, fiir diezl z, % 25?/p|2*) konvergieren, und
fiir irgend eine ganze Zahl » @ ®

i Z’ xpyp+u;

(#)
absolut konvergent und
]/le p l/Z!yp!z-
(» (2

von § 2 der ,,Grundlagen” die Abschniite 2 oo Tp Yy dem Betrage nach unter einer
pe=—4
von o und f unabhingigen Grenze M bletben.

Nach Festlegung dieser Definition tibertragen sich die Betrachtungen der ,,Grand-
lagen* unmittelbar auf allseitige Matrizen.

Fir E-Formen speziell vereinfacht sich die Betrachtung ihrer Abschnitte noch
ganz besonders anf Grund ibrer besonderen Struktur: es geniigt hier diejenigen Ab-
schnitte zu betrachten, die sich vom Mittelelement nach rechts unten erstrecken, also
diejenigen, bei denen =0 ist und nur « beliebig.

+ o0

Satz. Die L-Form 2' Cqmp Tp Yy 15t danm und nur dann beschrinkt, wenn die
Pg=—

Bilinearform alter Schreibweisepz e
)q
# In der vorliegenden Arbeit soll (p) die Summation von — o bis + o andeuten.

-pTpY, 6 8¢,
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Ist nun 20“ £ regulir, so konvergiert ch absolut; mithin konver-
(=) ()
giert auch die Doppelreihe ch (2 Z, Y, M) absolut, kann also beliebig

(») (#)
umgeordnet werden, und es ist die zu dieser Laurentreihe gehorige L-Form

?209 -2 p%‘ = ]chxpxpw‘ = ZMI]/EI%IQ]/ZM/?}?,

(2,9) (2,7 (n) ® (»

d. h. diese Form ist beschrinkt.®)

Die Zuordnung zwischen L-Formen und Laurentreihen gewinnt ihr
Interesse erst auf Grund von

Satz 2. Der Summe zweier Lourentreihen entspricht die Swmme der
zugehorigen L-Formen; dem Produkt zweier reguliven Laurewtreihen ent-
spricht das Produkt der zugehiorigen L-Formen oder L-Mairizen, im Sinne
des Kalkiils mit beschrinkten Matrizen¥)

Was das Produkt betrifft — fiir die Summe ist der Satz unmittelbar
evident — so ist das Produkt zweier fiir |[2| =1 absolut konvergenten
Laurentreihen 2%5“ und Zb‘ng” gleich

(=)

Satyet=3(Sa)s =Sar,

(e, 3) ) @ r)

wo ¢, =2 @,_ sbs; andererseits hat das Produkt der zugehdrigen L-Matrizen

@
das Element

0= 2 Tpabes = 2 tmybymr

() (e)

oder, wenn man ¢ durch den Summationsindex § = ¢ — « ersetzt, wodurch
die Summationsgrenzen — oo und + oo lediglich miteinander vertauscht

werden:
Cpq =2 O —p-pby3
(4]

also ist ¢,, nur von ¢ — p = r abhingig, und zwar gleich dem obigen ¢,

*) Sie ist sogar ,absolut-beschrinkt* (vgl. Grundlagen § 5, 4. Bemerkung). In
der Voranzeige in den Gott. Nachr. von 1907 war durchweg von absoluter Beschriinkt-
heit die Rede, und es wurde dafiir unter Hinweis auf den Unterschied kurz der Name
»beschrankt gebraucht. Die weitere Entwicklung der Theorie hat jedoch gezeigt,
daB es zweckmiSiger ist, dberall beschriinkte, nicht absolut-beschrinkte Formen zu
betrachfen,

**) Vgl. Grundlagen § 6.
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d. h. die Matrix (c,,) ist wiederum eine L-Matrix und entspricht dem
Produkt der beiden gegebenen Laurentreihen Sa 2%, > by

Zusatz. Da das Rechnen mit reguldren Laurentreihen (eindeutigen
analytischen Funktionen auf dem Einheitskreise) eine kommutative Multi-
plikation hat, folgt, daf die reguliren L-Matrizen eine Klasse vertausch-
barer Matrizen (AB = BA) bilden.

Satz 3. Die Einheitsmatriz E = (e,,) ist eine L-Matriz und die zu-
gehirige Laurentreihe stellt die Funktion f(2) =1 dar.

Im AnschluB hieran sei noch bemerkt: Die zu einer L-Matrix L
fransponierte®) Matrix L’ ist wiederum eine L-Matrix und gehdrt zur

Laurentrethe De_, 2*, wenn L zu 3¢ 2* gehtrt. Mit L ferner soll die
L-Form bezeichnet werden, deren Koeffizienten die konjugiert-komplexen
GroBen der Koeffizienten von L sind.

Satz 4. Eine regulire L-Form (regulire L-Matriz) L hat dann und
nur dann eine beschrinkie Resiproke, wenn die durch die zugehirige Lawrent-
reihe lings des Einheitskreises dargestellte eindeutige analytische Funktion f(2)
auf dem FEinheitskreise selbst den Wert O nirgends annimmt. Und zwar ist
diese Reziproke stets eine eindeutige, sugleich vordere und hintere Reziproke
und selbst eine regulire L-Matriz.

Die eine Hilfte der Behauptung ist unmittelbar einleuchtend: wenn f(z)
fiir |2} =1 eindeutig und regulir ist und den Wert O nicht annimmt, so besitzt
L eine eindeutige beschrinkte Reziproke, die selbst eine regulire L-Matrix
1
@
lings des Einheitskreises und in seiner beiderseitigen Umgebung definiert
— wiirden sich ndmlich die Nullstellen von f(2) von innen oder auBen
gegen den Einheitskreis hiufen, so lige auf diesem eine wesentlich
singulire Stelle der Funktion #(2) —, und es ist f(s)-r(¢) = 1. Nach
Satz 2 und 3 ist also auch das Produkt der zugehorigen -L-Matrizen
gleich* der Einheitsmatrix, in beiderlei Reihenfolge; damit ist das Vor-
handensein einer beschrinkten, zugleich vorderen und hinteren Reziproke
erwiesen, die tibrigens eine regulire L-Matrix ist. Der erste Formalsatz*¥)
tiber Reziproke ergibt danm, daB sie die einzige beschrinkte Reziproke
ist, sowohl vordere als auch hintere,

Es eriibrigt, die andere Hilfte der Behauptung darzutun: wenn f(2)
fiir |#] = 1 irgendwo den Wert O annimmt, so hat die zugehdrige L-Matrix
weder eine vordere, noch eine hintere beschrinkte Reziproke. Es geniigt,
diese Tatsache fiir den Fall zu erweisen, daB /(1) =0 ist. Denn sei vor-

ist. Denn dann ist r(#) = . ebenfalls als eine eindeutige, regulire Funktion

* Vgl. Grundlagen, ScbluB von § 6.
**) Grundlagen § 7.
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erst % eine Stelle vom Betrage 1, fiir die f(¢) verschwindet, /() =0, so

+ o0
bezeichne man niit A die Bilinearform 2 4 x,Y,, deren Koeffizienten-

n=—00

matrix also eine Diagonalmatrix mit den Diagonalgrofen 7 ist, mit A~?

die reziproke Form
208, = 28,5

dann sind die Matrizen A und A~?, wie man aus § 4 der ,Grundlagen®
(Definition beschrinkter Formen mit komplexen Koeffizienten) unmittelbar
entmimmt, beschrinkt. Indem man sich nun, auf § 6 der ,Grundlagen®
gestiitzt, des Kalkiils mit diesen beschrinkten Matrizen bedient, bilde man:

M=A"1LA = (Zepan‘?: cﬁ_ae‘ggqﬂ) = (¢,_, W77,

a5
dann verschwindet die zugehorige Laurentreihe g(s) = ¢ 52" fir z = 1,

wenn 20,.5” fiir 2 =17 verschwindet. AuBerdem ist L = AMA~*; hat
nun L eine beschrinkte, etwa hintere Reziproke A, ist also LA = E 80
ist (A'LA)(A7'AA) =A"'LAA=A'EA=E, d h M= A‘lAA 186
eine beschrinkte hintere Reziproke von M, und #hnlich folgt umgekehrt
aus dem Vorhandensein einer beschrinkten hinteren Reziproken M von
M dasjenige einer solchen A von L; endlich verhilt es sich analog mif
den vorderen Reziproken, sodaB man sagen kann: I hat dann und nur
dann eine vordere oder hintere beschrinkte Reziproke, wenn M eine
solche hat. '

Ist nun £(1) =0, also 3¢ "= 0 an der Stelle z — 1, und bedeutet
Uberstreichen den Ubergang zu den konjugiert-imaginiren GroBen, so
bilde man die definite Hermitesche L-Form H = LI’ und betrachte die
zugehorige Laurentreihe

Shyet = (Ze,z) (Se_,#1) = Se,e_ 2+
auch diese verschwindet dann fiir z==1. Ich behaupte jetzt einerseits, dag

die untere Grenze dieser positiv-definiten Hermiteschen Form H = 3 h,_,%,%,
Null ist. Betrachtet man ndmlich die Form fiir folgendes Wertsystem
ihrer Veriinderlichen:

1

1
T x-—1=0: xo=0’ x1="ﬁ: ) xﬂ=“ﬁ’ xn+1=07"';
dessen kpnvergente Quadratsumme 1 ist, so erhilt man als ihren Wert

oy + (i + b o O+ u)
d. h. das sog. arithmetische Mittel der Reihe ' , die den Wert der zu



Theorie der L-Formen. 359

H gehorigen L-Matrix fiir 2 =1 darstellt. Ist nun dieser Wert, wie
vorausgesetzt, O, so konvergiert bekanntlich auch die Reihe der arithmeti-
schen Mittel und zwar gegen denselben Wert, d. b. ebenfalls gegen 0, und
folglich kann man eine Serie von Wertsystemen von der Quadratsumme 1
angeben, lings deren die Form H sich dem Wert O nihert, d. h. H hat
die untere Grenze, ja sogar das Minimum 0.

Andererseits behaupte ich*): wenn L eine beschriinkte, etwa hintere
Reziproke B besitzt, so ist die untere Grenze von H = LL’ grofer als Null,
woraus dann endlich Satz 4 folgt. In der Tat ist, wenn LE=F,

22T = 2 e ¥y = 2 (2 (2 7o) ™)
(#) (#,8,0) @ @

und gemiB der Schwarzschen Unglemhung in ihrer Erweiterung auf kom-
plexe GroBen:

(Do () (Stus) 3 (Fus) (S

e
Speziell fir y, =z, und solche Wertsysteme, fiir die '2'931, Z,=1 ist,
steht linkerhand 1, rechterhand das Produkt des Wertes von H{z, Z) und
des Wertes von R'E(Z, ). Nun ist mit R auch R'R beschrinkt und
also fiir die betrachteten Wertsysteme unter eimer oberen Grenze o ge-
legen; demnach liegt der Wert von H fiir alle diese Wertsysteme iiber

! , d. h. die untere Grenze der Form H ist mnicht 0, und wenn sie O ist,

kann L keine beschrinkte hintere Reziproke haben. — Die Betrachtung von
L’L lehrt ebenso, daB L keine vordere beschrinkte Reziproke haben kann. -

Eine reguldre L-Matrix kann demnack nur dann eine beschrinkte
Reziproke haben, wenn die zugehdrige Funktion f(2) fiir |2/ =1 nicht
verschwindet, und da sie in diesem Falle eine eindeutige Reziproke hat,
die eine reguldre L-Matrix ist, so folgt implizit aus dem ganzen Beweis-
verfahren, daB eine beschrinkte Reziproke einer reguliren L-Matrix selbst
eine regulire L-Matrix ist.®#¥){)

* Der ganze Beweisgang ist dem allgemeinen Kriterium fiir das Vorhanden-
sein einer beschrinkten Reziproken (Die Jacobische Transformation der quadratischen
Formen von unendlichvielen Verfpderlichen, Nachr. der Kgl Ges. der Wiss. zn
Gottingen, math.-phys. Kl 1907, S, 101—109) entnommen und nor gemidf den vor-
liegenden speziellen Verhiltnissen vereinfacht.

) Vgl. Grundlagen § 3, Korollar zum 1. Faltungssatz

##%) Pei L-Matrizen liegen beztiglich der Reziproken also nur die beiden der vier
méglichen Fille vor, die bei endlichen Matrizen vorkommen. Vgl Grandlagen § 7, Ende

1) Es igt darin die Losung der Aufgabe enthalten, die reziproke Funkiion — f( 5
einer in Laurentscher Entwicklung gegebenen Funktion f(#) selbst nach Laurent zu
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Man kann den Inhalt dieser vier Sitze kurz resumieren:

Zusammenfassung: Das Eechnen mit reguliren L-Matrizen vollziekt
sich vollstiindig analog dem Rechnen mit den zugehirigen reguldren Lawrent-
reihen und den durch sie dargestellien, lings des Einhejiskreises eindeutigen
analytischen Funltionen.

8§ 2
Das Spektrum der reguliren L-Formen.

Das Spektrum einer beschrinkten Bilinearform¥) C ist die Gesamt-
heit derjenigen Werte des komplexen Parameters 1, fiir die O — 1 FE keine
eindeutige, beschrinkte Reziproke hat. Mit Hilfe der Sitze des § 1 ist
es leicht, das Spektrum der reguliren L-Formen zu beschreiben. Nach
Satz 2 und 3 entspricht ndmlich der L-Form C— 2 E die Funktion f(z) — 4,
und nach Satz 4 hat C — A E dann und nur dann eine beschriinkte Rezi-
proke, wenn die zugehorige Laurentreihe f(z) — A fiir |z| = 1 nicht ver-
schwindet. Das Spektrum der Form C ist demnach die Gesamtheit der-
Jjenigen Werte von 1, fiir die f(2) —4 auf dem Kinheitskreise verschwindet,
d. h. es besteht aus der Gesamtheit derjenigen Werte von 1, die die
Funktion f(2) fiir |2} =1 annimmt.

Satz 5. Das Spektrum einer reguliren L-Matriz besteht aus der Ge-
samtheit der Werte, die die sugehirige amalytische Funktion auf dem FEin-
heitskreise annimmt.

Das Spektram einer reguliiren L-Matrix ist demnach eine analytische
Kurve in der Ebene der komplexen Verinderlichen 1. So geben also die
reguliren L-Formen, soweit sie reell und symmetrisch sind, besonders ein-
fache Beispiele fiir die von Hilbert entdeckten quadratischen Formen mit
einfachem und auch mehrfachem Streckenspektrum. Ist nimlich speziell
die L-Matrix C symmetrisch, also die L-Form eine quadratische Form,
oder ein wenig allgemeiner eine Hermitesche Form, d. h. ¢,=¢_,, so ist
fiir jedes 2z, das den Betrag 1 hat und demnach gleich 7! ist,

Ecnz":— Eé_nz”= EE_“g‘"= Eén§”= E‘cnz”,

@ ™ @ ® @

und da eine GroBe reell ist, wenn sie ihrer konjugiert-imagindren gleich
ist, sind die Werte von S¢,2* fir |z =1 reell, d. h. das Spektrum
ist reell:

entwickeln: die Aufldsungsformel meiner Note iiber die Jacobische Transformation
{Gott. Nachr. 1907) oder die von E. Schmidi (Pal. Rend. 1908) ergeben diese Auflgsung
in Verbindung mit Satz 4 des Textes.

* Vgl. Grundlagen § 8.
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Satz 6. Das Spektrum einer Hermileschen L-Form ist veell; spesiell ist
also das Spektrum einer reellen quadratischen L-Form reell, das einer reellen
schiefsymmetrischen (alternierenden) L-Form rein imagindr.

Die von Hilbert gegebene Integraldarstellung der aligemeinen quadra-
tischen Form mit Streckenspektrum und Hellingers genauere Zerspaltung
derselben®) erscheint bei den reguliren quadratischen I-Formen lediglich
als eine andere Formulierung des Cauchyschen Integralsatzes. Fassen wir
niimlich der Einfachheit halber zun#chst den Fall ins Auge, daB f(2),
wihrend # den Einheitskreis einmal beschreibt, die Strecke 1, bis 1,
der Achse des Reellen einmal hin und zuriick durchliuft, und bezeichnen
wir mit ¢(1) die zu 1 = f(¢¢) inverse Funktion, so ist das Cauchysche
Integral

2y
1 1 .
S ;(f)l‘Zg:?Rf“’ (1) cos np(R)d1,

und es wird also der Koeffizient der zu f(z) gehirigen reellen quadrati-
schen L-Form

& 4y
1 1 . .
cpq=cq_p=;flcoqu>cosqq)dtp+—;flsmpq>smqq;dtp.
Ay 4

Setzen wir noch 1 =1/, so erhalten wir die Hilbertsche Spekiral-
darstellung, gleich in der Hellingerschen Zerspaltung in zwel Teile, die
dem doppelten Spektrum von 4, bis i, entsprechen. Im allgemeinen
Falle, daB f(s) mehrfach auf der Achse des Reellen hin- und herliuft,
withrend # einmal den Einheitskreis beschreibt, stellt sich von selbst dem-
entsprechend eine Zerspaltung in eine Reihe einzelner Integrale heraus.
So zeigt es sich, daB fiir reguliire reelle, symmetrische L-Matrizen die
von Hellinger definierte Vielfachheit des Spektrums tibereinstimmit mit
der Vielfachheit im funkiionentheoretischen Sinne, mit der f(z) die ein-
zelnen Werte 1 auf dem Einheitskreise annimmf.

§3.
Reguliire I-Formen und regnliare Fourierreihen.
Sei f(2) = Do, = D'(a,+ib,) 2" eine fiir |s| =1 regulire Funktion
and werde 2 = ((’;))s @+ S(:!)l @ gesetzt, so wird
- wie. Hellinger in seiner Dissertation {Gotéingen 1907) S. 76—77 hinzufigt.

Mathematische Annalen, LXX. 24
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f(2) =2 (@, +1ib,) (cosng + isinng)
(n)
= {Z(ancosngo——bﬂsinmp)} +i{2(ansinmp+b“coan>)}
(1) (= - (®)
= {ao +2 [(an+a—n) €os %Y — (bn—b—n) sin n‘p]}

+i (b + D' [(0,—a_,) sin ng + (b, +5_,) cos ng]}-
n=1

Man kann den hierin enthaltenen Zusammenhang zwischen Fourier-
reihen und L-Formen in doppelter Weise ausdriicken:
I. Die Werte der Fourierreike

@ F% + > («, 08 ng + B, sin ng)
n=1

sind identisch mit dem Reolteile der Werte des Spektrums jeder L-Form,
deren Koeffizienten ¢, = a, + ib, den folgenden Bedingungen geniigen:

—_ ) J— —_— —_ ——
a0~—§a07 Ay, T Ay, = Uy, bﬁ b—n— ﬁn

Unter allen diesen L-Formen gibt es stets genau eine, die zugleich
eine Hermitesche Form ist. Denn fiigt man zn den eben angefiihrten Be-

dingungen diese nenen ¢, =¢_,, d. h.
bO=OJ an=a—n7 bn+b—n=()..
hinzu, so hat man eindeuntig:
1 1 1
CO='§_0507 an=72'“n7 bﬂ=——2—ﬁﬂ7 d. h

1. Der Wertevorrai der Fourierreihe (2) ist identisch mit dem (nach
Satz 6 reellen) Spektrum der Hermiteschen L-Form mit den Koeffizienten

1 1 . 1 RPN
60:—2—“07 cn=§_(“n—zﬁw>) C_n=‘§(06,n+’bﬁﬁ.w

Man kann aus II ein Kriterium ableiten, um aus den Koef-
fizienten einer Fourierreihe zu erkennen, ob die zugehérige
Fuonktion definit, d. h. im ganzen Intervall O bis 2z nur posi-
tiver Werte fihig ist. Denn nach II stimmen diese Werte iiberein
mit dem Spektrum einer gewissen Hermiteschen L-Form, und damit tritt
die Frage in Analogie zu der bekannten algebraischen Frage: wie erkennt
man ous den Koeffizienten einer quadratischen oder Hermiteschen Form von
n Verinderlichen, ob diese definit ist? Denn eine solche Form ist definit,
wepn ihr ,Spektrum®, d. h. die Gesamtheit der Wurzeln ihrer Sikular-
gleichung, positiv ist. Auch eine beschrinkte Hermitesche Form von un-
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endlichvielen Veriinderlichen ist dann und nur dann definif, wenn ihr
Spektrum positiv ist¥*), und es handelt sich also darum, das bekannte
algebraische Kriterium, da8 die sukzessiven Hauptminoren (Abschnitts-
determinanten) positiv sein miissen, auf unendlichviele Vérinderliche zn
tibertragen:

Satz 7. Eine beschrinkie Hermitesche Form, bei der keine Abschwifts-
delerminante verschwindet, ist dann und nur dann defindt, thr Spektrum ist
also®) dann und nur damn positiv, wenn ihre Abschnittsdeterminanten
similich positiv sind.

Denn nach dem analogen algebraischen Satz tiber Formen von # Ver-
dnderlichen ist diese Bedingung dafiir charakteristisch, da8 jeder Abschnitt
der Form definit sei. Ist aber jeder Abschnitt der Form definit, so ist es
auch die ganze Form, d. h. sie ist anch fiir nicht abbrechende Wertsysteme
der Verinderlichen z,, 2,, - - - von konvergenter Quadratsumme nie negativ.
Denn nach ,,Grundlagen® § 2, Satz 3 erscheinen die Werte einer beschrinkten
quadratischen Form als Limites von Werten der Abschnitte.

Anf die vorliegende L-Form angewandi, liefert Satz 7 das Ergebnis:

Satz 8. Die Fourierrethe (2) ist dann und nur dann definit, d. h.
negativer Werte wicht fihig, wenn die Determinanten ‘

L) o +ip, ag +iffy cccw, B, ;

o —if Uy o 4if, - w, s+ B, f

B, = P G 7 @ —if; 1) SRR AP 7 N "
e B,y e i,y g — (7 R )

samtlmh positiv sind.F¥)

# Dieser Satz findet sich explizit weder in den ,Grundlagen® noch anderwérts
ausgesprochen; er ist zuerst in meiner Arbeit ,Die Jacobische Transformation . . %,
Goth. Nachr. 1907, enthalten, und die eine Halfte von ibm (,wenn das Spektrum positiv
ist, ist die Form definit*) 1aBt sich wohl nicht einfacher beweisen als mittels der
dort angegebenen, von E. Hellinger herrihrenden Methode, die ibrigens auch am
SchluB des Beweises von Satz 4 der vorliegenden Arbeit (§ 1) amseinandergesetat
worden ist. Die andere Hulfte des Sgizes (,,das Spektrum einer definiten Form ist
positiv®) kann man durch einen Kunstgriff von E. Hilb sehr einfach beweisen, inderm
man sich der sog. Neumannschen Methode bedient. Ist nimlich € definit, so ist
C—2F fiir einen negativen Wert von 1 nicht nur definit, sondern seine untere
Grenze ist gréBer als |4], also > 0, fur alle Wertsysteme 2, , o, - - -, deren Quadrat-
gumme gleich 1 ist. Fir eine solche Form beweist sher der Verf. (a 3. 0. §3) und
Hilb (Ber. der phys.-med. Soc. in Erlangen, 40 (1908), S. 84; vgl statt dessen etwa
auch Fortschritte d. Math. 39, S. 407£), da8 sie eine eindeutige beschrinkte Reziproke
besitzt, ond folglich besitzt C—1.E eine solche fiir jedes negative 1, 4.1 das Spekimm
von € ist positiv.

) Der Fall, daB irgendwelche der Determinanten A, verschwindem,. ist dabei

24*
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Diese Sitze beziehen sich zunichst nur auf reguliire L-Formen, und
infolgedessen nur auf die Fourierrethen solcher Fuuktionen, die im Inter-
vall 0 bis 2x dberall analytisch sind und sich an den Enden analytisch
zusammenschliefler. In -den letzlen Paragvaphen dieses Kapitels werden
sie sich bei der Behandlung der singuliren L-Formen auf beliebige Funk-
tionen ausdebnen lassen, die beschrinkt und selbst nebst ihrem Quadrate
im Lebesgueschen Sinne integrabel sind; sie werden also insbesondere fiir
alle stetigen oder auch nur abteilungsweise stetigen Funktionen gelten)

§ 4.
Zyklanten.

Die Theorie der L-Formen steht in einer eigentiimlichen Analogie
zu den bekannten Eigenschaften der vielfach als Zyklanten bezeichneten
Determinanten; und diese Amnalogie, die im vorliegenden Paragraphen
auseinandergesetzt wird, gestattet im § 5, durch einen sehr primitiven
Grenziibergang, den Satz 8 wesentlich zu vertiefen.

Es ist fiir diese Zwecke nur notwendig, entgegen vielfachem Usus
die Zyklanten folgendermaBen

fe, ¢ e y) feo & & -- €,
a1 Gy Gt Gy 6 G Gt G
(D) fes €uy €~ 0,5 und nicht so: (2) e ¢ ¢ -+ ¢
WG G Gt by ) 1 G G v Chn)
zu schreiben und auBerdem — dabel wird dies erst wesentlich — nicht

nur die Determinante der Matrix (1) zu betrachten, sondern die Matrix (1)
selbst.

Die bekannte Haupteigenschaft der Zyklanten besagf, dafi der Wert

der Determinante von (1), unter &, ---, 5, die %*® Einheitswurzeln ver-
standen, gleich

zuniichst ausgeschlossen Der Satz bleibt jedoch auch in diesem Falle richtig, und
es bedarf lediglich algebradscher Betrachtungen, um die hier gegebene Herleitung
auch auf diesen Fall mit auszudehner. Andererseits folgt der 3atz in der voll-
stindigen Gestalt auch ans der Arbeit von Carathéodory (Math. Ann. 64) und den
Untersuchungen, die Herr Caratbéodory neuerdings an diese Arbeit angekniipft hat
mnd die er soeben in den Pal. Circ. Mat. Rend. versffentlicht. Vgl. tiber diesen Zu-
sammenhang die eben genannte Avbeit und die in Verbindung mit ibr erscheinende
kurze Note des Verf. in den Pal. Circ. Mat. Rend.

*) Vgl. meine inzwischen erschienene Note ,,Zur Theorie der quadratischen Formen
von unendlichvielen Veriinderlichen*, Nachr. der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gott., math.-
phys. K1, 1910, §§ 4 und 5, insbesondere auch die Anmerkung ‘zn Satz 11 daselbst.
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H(60+61£h+02‘9 + ot Gl Y
h=1

ist. Diese Haupteigenschaft gestattet das Spektrum der Matrix (1) unter
Adjunktion der xn*® Einheitswurzeln rational zu bestimmen. Ihr zufolge
ist nimlich die charakteristische Determinante (Sikulargleichung, Funda-
‘mentalgleichung) der Matrix (1) gleich:

I @-i+ae++e g™,
=1
also bereits in Linearfaktoren zerlegt; das Spektrum einer endlichen Matrix
aber ist nichts anderes als die (fesamtheit der Wurzeln ihrer Fundamental-
gleichung:
Das Spektrum der Zyklante (1) ist die Gesamtheit dey Werte, die das
zugehirige Polynom (n— 1) Grades

f@=¢c+ez+---+e¢,_ 2!
fiir diejenigen n Stellen des Finheitskreises annimmt, die dem n n** Ein-
heitswurzeln entsprechen.

Damit ist das Analogon zu Satz 5 (§ 2) fir Zyklanten gewonnen:
anstelle der »*™ Einheitswurzeln stehen dort die similichen Stellen des
Einheitskreises, das ist der einzige Unterschied. Es wire leicht, auch
den Betrachtungen von § 1 hier ibr Analogon zu geben; da jedoch davon
weiterhin kein Gebranch gemacht wird, sollen die rein formalen, sehr ein-
fachen Beweise unterdriickt werden, und es sollen nur die Tatsachen aus-
gesprochen werden, aus denen man iibrigens die ,Haupteigenschaft” der
Zyklanten in #hnlicher Weise folgern kann, wie im § 2 der Satz 5 aus
den Sitzen von § 1 unmittelbar hervorging:

Der Summe und dem Produkt sweier Zyklanten entsprechen Summe
und, Produkt der zugehirigen Polynome (n—1)*" Grades; dabei hat man
Polynome hiheren als (n— 1) Grades modulo (¢#—1) zu reduzieren, d. h.
2* diberall dwrch 1 zu erseteen. Die n-reihige Einheitsform E, ist eine
spezielle Zyklante und 1 das zugehirige Polynom. Eine Zyklawte hat dann
und nur dann eine Reziproke, wenn das zugehirige Polynom fiir keine der
we* Finheitswurzeln verschwindet; diese Reziproke ist stets selbst eine Zyklawte )

# In der Terminologie der Frobeniusschen Gruppentheorie ergeben sich die
Zyklanten als die Gruppenmatrizen bezw. Gruppendeterminanten der zyklischen
Gruppe atr Ordnung, wie die I-Formen aus dem Zyklus unendlich hoher Ordnung
(vgl. die Einleitung) hervorgehen. Auch die oben ausgesprochenen Sitze ergeben sich
aus diesem Zusammenhange.
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Es liegt der Gedanke nahe, aus diesen und anderen Eigenschaften
der Zyklanten durch Grenziibergang (zu »n = oo) Eigenschaften der L-Formen
und somit der Fourierreihen und analytischen Funktionen zu gewinnen;
indessen bietet sich da zuerst die Schwierigkeit dar, daf mit wachsendem »
die GroBen ¢, ;, ¢,_g, - -+, d. h. der Teil der Matrix unterhalb der Haupt-
diagonale sich nicht ohne weiteres einer bestimmten Grenze nihert. Die
folgende Bemerkung wird zeigen, wie man durch eine passende Modi-
fikation doch einen derartigen OGrenziibergang bewerkstelligen kann. Ist
nimlich eine Laurentreihe ¢ 2% und die zugehdrige L-Form C gegeben
und handelt es sich darum, dieselbe durch Polynome wachsenden Grades
bezw. die zugehorigen Zyklanten wachsender Reihenzahl zu approximieren,

s0 wird - man sehr einfach etwa folgendermaflen vorgehen kénnen: man
+®

pimmb anz“ und bildet die zugehorige Zyklante, d. h. genauer die zu

a=—un

+n -1
2 € 2% + (£t — 1)2(:“2“ gehorige, (2n -+ 1)-reihige Zyklante C_, indem
@e=—2 a=—n

man bedenkt, daB in der zu einer »-reihigen Zyklante gehrigen Funk-
tion #* stets durch 1 ersetzt werden darf. Diese Zyklante hat keine Be-
sonderheit auBer der, daf ihre Reihenzahl ungerade ist; indessen sind ihre

Parameter statt mit ¢, - - -, 6, mit ¢_,, -+ ¢, bezeichnet:

G ¢ A M Con €y €4

4 G o Gy G © ot 6Ly 6y

b ooty botusy © * G G Cs € C_n
(3) c. % c_ (n—1) R 1 IQ Cl : ° cn -1 C-n

Cn C_" C_s 0_1 co cn—? cn-l

G s Con ComenyCou-zy + ~ G G

L4 6y - T G by Cgoyy 0t Oy G g

C, . geht aus C, dadurch hervor, daB C, auf allen Seiten geriindert
wird, sodaB seine Reihenzahl sich um zwei Einheiten auf 2n-+3=2(»+1)+1
erhoht. LBt man jetzt » unbegrenzt wachsen, so geht C, in die L-Form
C iiber, wihrend das zugehdrige Polynom oder vielmehr die von — # bis
+ » erstreckte Summe in die zu C gehorige Laurentreihe iibergeht. — Es
ist wesentlich, zu bemerken, daB C, nichkt mit dem (2n + 1)-reihigen Ab-

schnitt der Form C identisch ist.
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§ 5.
Zum Trigheitsgesetz der Fourierschen Reihen.

Durch Satz 8 wird die Frage nahegelegt, ob nicht auch die weiter-
gehenden Betrachtungen aus der Algebra der quadratischen und Hermite-
schen Formen von » Verinderlichen, die an das sogenannte ,Trigheits-
gesetz® ankniipfen, eine Ubertragung auf L-Formen und somit auf Fourier-
reihen zulassen, und welche analytischen Tatsachen dem Triigheitsgesetze
dabei entsprechen. Bekanntlich betrachtet man die Reihe der Abschnitts-
determinanten

1, €45 €1 G — Cra Gy,

und insbesondere die Anzahl f, der Zeichenfolgen und die Anzahl w, der
Zeichenwechsel in dieser Serie; diese Anzahlen sind invariant gegentiber
linearen, homogenen, reellen Transformationen der betrachteten Form —
um nur von quadratischen Formen zu reden — und zwar bzw. gleich der
Anzahl der positiven und der negativen Quadrate in der Darstellung der
Form als Summe von Quadraten; daf diese Anzahlen von der Wahl dieser
Darstellung unabhiingig sind, ist der Inhalt des Trigheitsgesetzes. Es
handelt sich jetzt darum, diese Theorie auf die #n-reihige Zyklante an-
zuwenden und damit den am Ende von § 4 angedeuteten Grenziibergang
zu vollziehen.

Ist nimlich eine reelle quadratische oder Hermitesche L-Form O vor-
gelegt, d. h. ist

Corn= €y

so wird die am Ende von § 4 konstruierte (2n41)-reihige approximierende
Zyklante C, eine Hermitesche, und somit wird das zugehdrige Polynom

filey=c+ez+--+e2+Ct + - &2
=G+ T gt g+ et (mod. 2R 1)
=6+ (s +68) +- -+ (g7 +5,7)
=g+ a, 8@ 4 - + a, cosng + b sing +---+ b, sinng =f£,(g),

wenn ¢, =g, + ib,, 2 =cos ¢ + i sin ¢ gesetzt wird.

Der Hauptsatz von § 4 gestattet unmittelbar das Spektrum von C,
hinzusehreiben, das als Spektrum einer Hermiteschen Form von 2% + 1
Verinderlichen aus 2% + 1 reellen Werten besteht, nimlich

@ O i) TG BT

Nun ist das Spektrum die Gesamtheit der Wurzeln der Sikulargleichung
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der Form; transformiert man also die Form orthogonal*®) auf eine Summe
von Quadraten, so sind diese 2%+ 1 GriBen die Koeffizienten dieser Dar-
stellung der Form als eine Summe von Quadraten, und folglich ist gemif
der oben erwihwien algebraischen Theorie die Anzahl der positiven und der
negativen unter den Groflen (4) gleich der Zahl f, der Vorzeichenfolgen
bezw. der Zahl w, der Vorzeichenwechsel in der Serie der 2n + 2 Abschuitis-
determinanten von C,. (fu + w,=2n+ 1.)

Nun sind diese 27 + 2 Abschnittsdeterminanten von C, nicht die
2n -+ 2 ersten Abschnittsdeterminanten der L-Form C; indessen die ersten
# -+ 2 unter ihnen sind genau die in Satz 8 hingeschriebenen, die weiteren
# dagegen weichen von jenen ab,

Wird jetzt aber die Voraussetzung gemachi, daf f(g) eine abbrechende
Fourierreihe ist:

(B) fl@)=a,+acosp+---+a,cospp+bsing+---+b,sinpgy,

so ersieht man aus dem Schema (3), daB auch von diesen weiteren
Abschnittsdeterminanten wegen der zahlreichen in das Schema eingehen-
den Nullen noch die meisten mit den entsprechenden von (' iibereinstimmen,
sowie n die feste Gradzahl p tibersteigt; und zwar werden nur die letzten p
unter ihnen sich dieser Ubereinstimmung entziehen; und mit wachsendem %
kommen diese p letzten, da p eine feste Zahl ist, immer weniger in Be-
tracht. Daker ist das Verhdlinis f. : w. desto genauer gleich dem Verhiltnis
frnst i Wayyy der charakteristischen Anzahlen des (2 + 1) Abschuities
von C, je grofler n ist.

Nun ist andererseits wegen (4), sowie n>p geworden ist, £, (¢) =f(p),
und die Anzablen der positiven und negativen unter den Werten

fa (22?1) = f(ziﬁfl)

werden sich zwar selbst mit wachsendem # keinem Limes nihern; indessen
das Verhdltnis dieser beiden Zahlen nihert sich, wegen der Einteilung des
Intervalles in gleiche Teile, dem Verhilinis der Gesamtlingen der Intervalle,
in denen f(g) positiv, und derer, wo f(g) negativ ist. So kommt der Satz:

Satz 9. Ist die Fouriervethe (2) aus Satz 8 eine abbrechende wund
ist f,, die Anzahl der Zeichenfolgen in der Serie der Determinanten 1, - A,
w, die Anzahl der Zeichemwechsel (f, + w,=n), so néhert sich wmit

*) Dabei ist zun#chst an reelle quadratische Formen gedacht; bei der allgemeinen
Hermiteschen Form hat man statt dessen ,unitir-orthogonale® Transformationen zu
betrachten, d. h. die Form nicht als Summe von Quadraten zueinander orthogonaler
Linearformen darzustellen, sondern als Summe von Produkten konjugiert-imaginirer

Linearformen %, I, + 2,7, + - --, wo lp zu I orthogonal ist.
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wachsendem n das Verhiltnis [, : w, dem Verhiltnis zswischen der Gesami-
linge der Intervalle, wo die durch die Reihe (2) dargestellte Funltion positiv
ist, 2w der Gesamilinge derjenigen IDutervalle, wo sie negativ ist;

f=1lim (27 12) wnd w=1lim (22 22)

n=0

existieren also und sind diese beiden Gesamtlingen selbst.*)

§ 6.
Das Ahnlichkeitsproblem,

Definition. Zwer beschrinkte Matrizcen A, B heifien dhnlich, wenn

zuwei andere beschrinkte Matrizen U, V existieren, sodafs
, AU=UB, VA=BV, UV=E, VU=E,
also
UAU=B, VBV=A4

ist.

Sind 4 und B #hnlich, ist also T7'AU =B uwnd V-'BV = A4, so
ist fiir jedes 1

U-YA—iE)U = U-*4U — AU-*EU= B— AE,
V-Y(B—AE) V= V-'BV — AV-EV = 4 — iE.

Besitzt nun die Form 4 — 1F fiir irgend einen Wert von 1 eine ein-
deutige beschrankte Reziproke R, so folgt durch Matrizenkalkiil unmittelbar,
daB auch B~ iF in U-'RU fir diesen Wert von 4 eine solche besitzt
— und umgekehrt, d. h. beide Formen haben dasselbe Spektrum.®) Aunf
L-Formen angewandt, bedeutet dies:

Satz 10. Sind 2wei reguldve L-Formen dhnlich, so haben die zugehirigen
analytischen Funktionen lings des Finheitskreises denselben Wertvorrat,

Es wird sich jetzt um die Umkehrung dieses Satzes handeln, d. h.
um die Frage, inwieweit zwei regulire L-Formen #hnlich sind, wenn die
zugehorigen Funktionen auf dem Einheitskreise denselben Wertvorrat haben.
Dabei soll zungichst (d. h. in den §§ 7 und 8) der Ausnahmefall ausgeschlossen

* Wie bei Satz 8 ist hier durchweg vorausgesetzt, daf keine der Determinanten
A, verschwindet. Diese Einschrankung sowohl als auch die Beschrinkung auf b-
brechende Fourierreiben bediirfen zn ihrer Beseitigung einer und derselben algebraischen.-
Betrachtung. Aber es scheint mir wesentlich, daB fiir diese Erweiterungen lediglich eine
algebraische Betrachtung zu leisten dbrig bleibt, wie tiberhaupt der hier gegebene Be-
weis von Satz 9 die Konvergenzbetrachtung wohl auf ihr duferstes Mininaum reduziert
bat. Vgl. iibrigens meine in der Anmerkung zu Satz 8 zitierte Note, die einen anderen
umstindlicheren, aber einen wesentlichen Punkt vielleicht genauer treffenden Beweis
vor Satz 9 enthilt.

) Vgl. anch Grundlagen § 8, Satz von der Invarianz des Spekirums.
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werden, daB diese Funktionen ihren gesamten Wertvarrat oder Teile des-
selben auf dem Einheitskreise mehrfach annehmen. Fir den Hauptbeweis
in § 8 wird zuvor in § 7 das notwendige Material zusammengestellt, d. h.
es werden diejenigen Matrizen, die als Transformierende (U, V ete.) bei
dem Hauptheweise gebraucht werden und die selbst keine L-Matrizen
sind, betrachtet. Bie werden Q-Matrizen genannt und besitzen fiir sich
genommen auch ein gewisses Interesse; es soll jedoch hier nur das fiir
§ 8 Notwendige iiber sie zusammengestellt werden.

§ 7.
Die Q-Matrizen und die eineindeutigen Abbildungen des Einheits-
kreises aunf sich selbst,
o(z) =2quq sel eine Laurentreihe, die lings des Einheitskreises

@
und in seiner beiderseitigen Nachbarschaft regulir ist und dort nirgends

verschwindet; es sei ferner fiir p = — o0, -+, +

1) (0@} =Dl oPa,

@

sodaB insbesondere o’ — @, ist, ferner 0¥ — ¢, d. h. =0 fiir ¢ + 0, da-
gegen =1 fiir ¢ = 0. Dann bilde ich die Matrix (o)) und nenne sie
die zur Funktion w(2) gehorige Q-Matrix.

Definition. Eine QMatrix ist eine Matriz von dem Typus

oY el efV oY efY
0 0 1 0 0

O_, ©O_; 06 o, @,

o off o of of

wo o) aus den o = o, vermige (1) gebildet ist.

Es handelt sich zuerst darum, wie sich die Beschrinktheit
einer Q-Matrix an der zugehdrigen analytischen Funktion w(2)
duBert. Wegen der vorausgesetzten Regularitit von wo(z) lings des
Einheitskreises konvergiert > o,2¢ speziell fir s =1, d. h. also qu,
absolut, und ebenso o auch fir p=2,8, ... Da ferner w(2) auf
dem Einheitskreise keine Nullstelle haben soll, kann ein Gleiches aunch
fiir die negativen Werte von p behauptet werden. In der zngehdrigen
Matrix Q konvergiert demnach die Summe der Elemente jeder einzelnen
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Zeile absolut, und daher a fortiori die Quadratsumme der Elemente jeder
Zeile; es ist daher gemidB der Schwarzschen Ungleichung gestattet, die
Matrix QQ' =L zu bilden. Wird jetzt weiter vorausgesetzt, daB w(z)
fiir 2] =1 tiberall selbst den Betrag 1 habe, so behaupte ich zundchst,
daB L eine L-Matrix ist. In der Tat folgt fiir alle 2 vom Betrage 1 aus
der Bemerkung, daB fiir eine GroBe n vom Betrage 1 stets 47 =1, also
7=y ist,

(3 aps) (Do) = {o@E@)? {0@)*
o) ) o
= (0@} * {0 0 (@)} = {a()}?1,
und durch Vergleichung der konstanten Glieder auf beiden Seiten

E’ m;@ng) = mgp—q) = 6&9—;'),
(m)

d. h. L ist tatsichlich eine L-Matrix, die mit den Grofen e{® der Mittel-
kolonne von Q besetzt ist, und diese GroBen sind paarweise konjugiert-
imaginir, o{® = ®{®. Und zwar ist L eine positiv-definite Hermitesche
L-Form, weil sie die Gestalt QQ' hat.

Es werde jetzt weiter vorausgesetzt, daB die Ableitung ‘Z—(: auf dem

Einheitskreise keine Nullstelle besitze, also w(s) keine ,mehrfache Stelle“.
Es folgt daraus, daB o(z) entweder auf der inneren, oder aber auf der
duBeren Seite des Einheitskreises iiberall dem Betrage nach unter 1 ge-
legen ist; denn gesetzt es gebe auf einer und derselben Seite des Einheits-
kreises sowohl Stellen, wo der Betrag von w(z) griBer als 1 ist, als auch
solche, wo dieser Betrag kleiner als 1 ist, so miiBte es zwischen diesen
beiden Klassen von Stellen einen Ubergang, eine zum Einbeitskreise trans-
versal laufende Scheidelinie geben, lings deren w(z) den Betrag 1 hat,
also eine Stelle auf dem Einheitskreise, von der aus nach mindestens drei
Richtungen Linienstiicke ausgehen, auf denen w(z) den Betrag 1 hat; das
wiire aber eine mehrfache Stelle der Funktion @(2). Sei nun € ein solcher
dem Einheitskreise benachbarter konzentrischer Kreis, auf dem () dem
Betrage nach <X M <1 ist, so ist gemiB dem Cauchyschen Integralsatz

1 [ le@)
) o —  f 1N
“ 271,'z'f z dz,

erstreckt iiber diesen Kreis €, und folglich

1 [ Mm
lﬂgn)iéaj,fT |dz| = M*;
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danach ist zunfchst 2]&9(@[ konvergent; wegen w{ ™ = af’ folgt aber

n=1

das Gleiche fﬁrZimg"){; also ist 2 j@{®| konvergent. Daraus folgt
w=—1 (n)

durch den beim Beweise von Satz 1 verwandten SchluB, da8 L be-

schrinkt ist (sogar absolut-beschrinkt, was hier nicht interessiert); und

daraus folgt schlieBlich, daB Q beschrinkt ist.¥)

Satz 11. Ist o (2) eine lings des Einheitskreises und in seiner beider-
seitigen. Umgebung eimdeutige requlire Funktion, die auf dem Finheitskreise
selbst iiberall vom Betrage 1 ist und deren Ableitung auf dem Einheilskreise
nirgends verschwindet, so ist die zugehirige Q-Matrixc beschrinkt. —

Sind w(2), 6(#) zwei Funktionen, die beide den Voraussetzungen von
Satz 11 geniigen, so ist {(#) = 6{w(¢)} wiederum eine Funktion, die diesen
selben Voraussetzungen gentigt. Sind X und Q die zugehorigen Q-Matrizen,
so sind diese nach Satz 11 beschrinkt, und es ist deshalb zufolge den

Faltungssitzen Q=2Z, d. h. die Matrix Z — (2 o‘f‘) coi")) vorhanden und
)
selbst beschrinkt. Ich behaupte, Z ist selbst eine Q-Matrix, und
zwar die zu der Funktion {(z) gehorige.
Sieht man vorerst von Konvergenzbetrachtungen ab, so ist dies ohne
weiteres evident. Denn es ist rein formal

@ =lelo@)r=[ 2/elo@)T= Yo e 7)

(n,,3)

_Z(Zn‘ &9 (n)) ;

d. b. Z ist die zu {(z) gehorige Q-Matrix. Indessen, was die hierbei vor-
zupehmenden Umordnungen von Doppelreihen befrifft, so ist man hier
nicht in der bequemen Lage, wie bei Satz 2, sich auf die Lehrhiicher
der Funktionentheorie berufen zu kinnen; andererseits ist es nicht selbst-
verstiindlich, daB die hier auftretenden Doppelreihen absolut konvergieren;
denn eine absolut-konvergente Reihe von absolut konvergenten Reihen
braucht selbst nicht absolut zu konvergieren™). Es ist deshalb not-
wendig, den folgenden einfachen Hilfssatz einzuschalten:

*) Vgl. Grundlagen § 3.

** Z. B. die Doppelreihe (1 —1) 4 (1 —1) 4 -.. ist eine Summe von lauter ab-
brechenden, also absolut konvergenten Reihen, und die Summe der Einzelsummen
ist 0-}- 04 ..., also ebenfalls konvergent, withvend die Doppelreihe als solche nicht
absolut konvergiert.
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Hilfssatz aus der Theorie der Laurentreihen. Sind w(z), 6(2)
zwel lings des Einheitskreises eindeutige, regulire Funktionen, die auf dem
Einheitskreise durchweg den Belrag 1 haben, so geht dic Laurentreihe fiir
¢(2) = 6{w(2)} aus den Laurentreshen der beiden einzelnen Funktionen durch
erlaubte Umordnung hervor.

Zum Beweise braucht man nur zu bemerken, daf X6, nach Voraus-
setzang absolut konvergiert und daB daher

1 {e@}”
2 o prs
absolut und gleichmiBig fiir alle |2’ =1 konvergiert, da z und mit ihm
#+1 sowohl als {@(2)}” vom Betrage 1 ist und den Grad der Konvergenz

also gar nicht beeinfluft. Es ist daher erlaubt, diese Reihe gliedweise
lings des Kinheitskreises zu integrieren:

PATION
1 ™) 1 {0(@))}”
Tm/ AL d5=26,,m/z‘e+1 dz,
(=)

_ (=)
&=, 0, of

ist der Koeffizient von & in der Laurentreihe fiir £(2).

Wendet man diesen Hilfssatz auf unsere beiden obigen Funktionen
{6(2)}* und w(2) an, so erkennt man, daB (262”) wg')) = <§;“)) die zu
¢(z) gehorige Q-Matrix ist, q.e.d. Daher:  ®

Satz 12. Sind w(2), 6(2) z2wei Funktionen, die den Voraussetzungen
von Satz 11 geniigen, so gewiigt §(2) = 6{w(2)} eben diesen Vorausseizungen,
und die zu § gehirige Q-Matriz ist dus Prodult der 2u o wnd 6 gehirigen
Q-Malrizen, Z =T - Q.

. Satz 13. Die Einheitsmatriz E ist eine Q-Moatriz und gehort zu der
Funktion o(z)=1.

Die Voraussetzung von Satz 11 involviert nicht, da8 w(2) auf dem
Einheitskreise jeden Wert vom Betrage 1 nuor einmal annimmt. Die
Funktion z* z. B. hat fiir |z, =1 iiberall den Betrag 1, ihre Ableitung
hat dort iiberall den Betrag 2, ist also von O wesentlich verschieden, und
trotzdem nimmt 2* jeden Wert vom Betrage 1 an zwei (diametral einan-
der gegeniiberliegenden) Stellen des Einheitskreises an. Es soll jetzt
jedoch endlich die Voraussetzung hinzugefiigt werden, daB @(z) jeden
Wert vom Betrag 1 hichstens einmal annimmt; daB sie jeden Wert vom
Betrage 1 dann tatsichlich genau einmal annimmt, ist eine einfache Folge
davon. o(2) bedeutet alsdann eine eineindentige, anmalytische Abbildung
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des Einheitskreises auf sich selbst. Die zu w(2) inverse Funktion ¢(7)
ist genau von demselben Charakter. Seien Q, X die zugehorigen Q-Matrizen,
so werden also nach Satz 11 beide beschrinkt sein, und wegen Satz 12
wird ihr Produkt QX die zu w{6(s)} =1 gehorige Q-Matrix sein, d. h,
nach Satz 13, die Einheitsmatrix; und ebenso wird ZQ = F sein:

Satz 14. Ist o(2) eime lings des Einheitskreises und in seiner beider-
seitigen Umgebung eindeutige analytische Funktion, die ouf dem Einheits-
kreise iiberall vom Betrage 1 ist und daselbst jeden Wert vom DBetrage 1
hichstens einmal und folglich genaw eivmal annimmi, so besitzt die zuge-
hirige Q-Matriz eine eindeutige beschréinkte Reziproke, und zwar ist diese
selbst eine Q-Matriz, und die zw ihr gehorige Funktion ist die au w(2) in-
verse Funktion.®)

Satz 14 involviert die Tatsache, daB fiir eine regulire Q-Matrix, die
eine eindeutige beschrinkte Reziproke hat, diese Reziproke selbst eine
Q-Matrix ist.*¥)

§ 8.
Die Ahnlichkeit regulirer L-Formen mit einfachem Spektrum.
Die Entwicklungen des vorigen Paragraphen gestatten unmittelbar zu
beweisen, daB jede den Voraussetzungen von Satz 14 geniigende Funktion
@(2), bezw. die zu ihr gehdrige L-Form #hmlich ist der zu f(2) = 2z ge-
hérigen L-Form, die selbst den Voraussetzungen von Satz 14 geniigt. Es
kann dies auch so formuliert werden:

Satz 15. Gewiigen zwei Funktionen den Voraussetzungen von Sate 14
so sind die zugehirigen L-Formen dhwlich.

Denn bedeute allgemein [@(2)] die zu ¢(z) gehdrige L-Form, so ist
18 (S - 607,
(a
{0()}? o) = {e()}?*,

woraus durch Vergleichung des beiderseitigen Koeffizienten von 22 her-
vorgeht

andererseits ist

#) Dieser Satz in Verbindung mit der Aufldsungsformel meiner Note tber die
Jacobische Transformation (Goth. Nachr. 1907) oder derjenigen von E. Schmidt (Rend.
di Pal. 1908) enthilt die Losung der Aufgabe, die inverse Funktion von o(z) in eine
Launrentreihe szu entwickeln. Auch kann man diese Methode auf Fourierreihen von
monoton wachsenden und daher eindeutig invertierbaren Funktionen f(g) iibetragen,
indem man z=cos @ + £sin g, o == cos f-}- ¢ sin f sefzb.

* Die zu der Funktion z* gehbrige Q-Matrix hat zwar eine beschriinkte hintere
Reziproke, namlich &, jedoch keine vordere.
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27&)(?) o = m(”“),
a g—-c q
()
wofiir man schreiben kann

Q@] = (o)),

[£]Q = Qla(2)]
folgt; und da Q nach Satz 14 eine eindeutige, beschriinkte Reziproke X
besitzt, sind [2] und [0 (2)] damit als shnlich erwiesen. Ubrigens wiirde
nach Analogie auch fiir die in Satz 14 auftretende inverse Funktion 6(2)
und die zugehorige Matrix X folgen

[e@)]x = 2[4,
wihrend ¥Q = QZ = F in Satz 14 enthalten ist.

Definition. A heife ein n-facher Spektrumswert der L-Form L=[f(2)],
wenn die zugehorige Funktion f(2) den Wert A auf dem Einheitskreise n Mal
annimmt, unter Beriicksichtigung der Vielfachheit, mit der dies an jeder
einzelnen Stelle geschieht.

Auf Grund dieser Definition kann Satz 15 so formuliert werden:
Zwei regulire L-Formen, die den Einheitskreis selbst zum ein-
fachen Spektrum haben, sind dhnlich.

Es ist leicht, hieraus die Losung des Ahnlichkeitsproblems beliebiger
L-Formen abzuleiten, wenn man nur den Ausnahmefall mehrfacher Spektren
ausschlieBt. Sind nidmlich f(2) = Za,#", g(z) = Zb,z* irgend zwei lings
des Einheitskreises regulire, eineindeutige Funktionen, die daselbst genaun
dieselben Werte und jeden — von diskreten Werten abgesehen — nur
einmal annehmen, lediglich in verschiedener Verteilung, aber nun nich$
mehr notwendig Werte vom Betrage 1, so ordnet sich jeder Stelle z eine
andere ® eindeutig zu, sodaB f(2) = g(w) ist; so wird ® als eine ana-
lytische Funktion von # definiert, als eine eineindeutige Abbildung des
Einheitskreises auf sich selbst, die allen Voraussetzungen von Satz 14 ge-
niigt. Ist Q die zugehdrige Q-Matrix, so ist also

Q1 ]Q = [w(4)].

Satz 2 gestattet hieraus zu folgern, daf auch jede ganze rationale

Verbindung % ([z]) dhnlich ist zu A([0(2)]); denn wenn allgemein

W4 W=B, W-4,W=235,

sodaB endlich

ist, so ist auch
WA, +A)W=W-A4 W +W-4,W =B, + B,,
W4, AW =W 4 WW-4,W =B B,
und folglich ist auch fiir jede ganze rationale Verbindung i(x) = Za,s*
Wih(4) W = h(B);



376 0. Torprrrz. Theorie der L-Formen.

und dies iibertrigt sich unmittelbar auch auf die absohit und gleichmiBig
konvergente Funktion Ta,z" — f(z), auch wenn sie keine ganze rationale
Funktion ist. So folgt, daB [f(s)] ahnlich ist zu [f{w(2)])]; dieses ist
aber gemiB der Konstruktion von e(#) nichts anderes als [g(2)].

Satz 16 (Ahnlichkeitstheorem der regulidren L-Formen). Zwei
reguliire L-Formen, die das nimliche einfache Spektrum besitzen, sind ihn-
dich. Dabei wird ein Spektrum als einfach angesehen, wenn die einzelnen
Spektrumswerte, abgeschen vom einer endlichen Anzahl wnter ihuen, ein-
fach sind.*)

*) Das soll heiBen, daf das Spektrum eine Kurve sein darf, die sich selbst
<durchdringt; nur darf sie nicht hin und her durchlaufen werden (wie es z. B. bei den
zu reellen, symmetrischen L-Formen gehrigen Laurenirveihen der Fall ist), oder mehr-
mals umlaufen werden (wie es z. B. bei der Funktion 22 geschieht).



