Uber ein Analogon der Wronskischen Determinante bei
Funktionen mehrerer Veriinderlicher.

Von
Alexander Ostrowski in Gottingen.

Héngen m hinreichend oft differentiierbare Funktionen

(1) 1i(@)s fa(@)s s ()

nur von einer Variabel z ab, so besteht bekanntlich die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die lineare Unabhingigkeit des Funktionen-
systems (1) im .allgemeinen darin, daB die Wronskische Determinante
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nicht identisch verschwindet. Hs scheint aber noch nicht bemerkt worden
zu sein, daB auch im Falle, wo die Funktionen (1) von mehreren Variablen
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abhiingen, ganz analoge Determinanten gebildet werden konmen, in denen
noch gewisse Unbestimmten vorkommen, und die dann fiir das Funktionen-
system (1) dieselbe Bedeutung besitzen, wie die Wronskische Determinante
fir den Fall einer Variabel. Fiir den Fall einer Variabel gehen auch
unsere Determinanten direkt in die Wronskische iiber.

Bs seien «,, ¢, ..., &, n ganze nicht negative von einander ver-
schiedene Zahlen und man setze allgemein z, = %, - Ist ¢ eine von den
Zahlen ¢, @, ..., ¢, verschiedene ganze nicht negative Zahl, so soll unter
u, eine neue Unbestimmte verstanden werdep, so daf wir unendlich viele

Variabeln haben
gy Uys « - -
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von denen 7, abgesechen von der Reihenfolge, mit z,, ..., , iiberein-
stimmen. Wir betrachten nun den Diﬁerentiationsprozeﬁ
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wo natirlich bei der Anwendung auf bestimmte Funktionen stets nur
endlich viele Glieder in Betracht kommen. Ersetzen wir in den Funk-
tionen f(z) die Variabeln x, durch die entsprechenden Variabeln ., und
bezeichnen die so entstehenden Funktionen durch 7, (u), so lautet unsere
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Es besteht min der Satz, daf fiir die Existenz einer identischen
linearen Relation mit konstanten Koeffizienten zwischen den Funktionen (1)
das identische Verschwinden der obigen Determinante in allen w, not-
wendig und, fir den Fall analytischer Funktionen, auch hinreichend ist.
Fiir nicht analytische Funktionen bedarf der Satz, ebenso wie im Falle einer
Variabel fiir die Wronskische Determinante, noch weiterer Préizisierung.

Alle Unbestimmten w,, die nicht in den Funktionen ]‘ (w1 vorkommen,
kommen in der Determmante A( f (u)) ganz rational vor. Entwickelt man
nach Potenzprodukten dieser Unbestlmmten so zerfillt die Bedingung des
identischen Verschwindens von A (f ( fi u)) in mehrere Bedingungen, die sich
auf die in f({u) vorkommenden w,, d. h., auf die Variabeln x; beziehen.
Es ist jedoch bequemer, mit der Determinante ./ (f (u)) in der unent-
wickelten Form zu operieren, da sich dann die ergénzenden Bedingungen im
Falle nicht analytischer Funktionen besonders pragnant aussprechen lassen.

Wihlt man die Zahlen «,...., ¢, auf verschiedene Weisen aus, so
entstehen dabel unendlich vlele verschiedene Determinanten .4 (f, (w)).
Doch es ergeben sich dabei, wie man sofort einsieht, nur endlich’ viele
verschiedene Systeme von Bedingungsgleichungen in den urspriinglichen
Variabeln », ..., z,. Betrachten wir z. B. ein System von zwei Funk-
tionen fi, ]‘;‘ Héngen sie von zwei Variabeln x,, 2, ab, so sel etwa
X, = Uy, T, ==1u,. Dann entsteht
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Wir erhalten daher als Bedingungsgleichungen

f, Gm) fﬁ)\ L f(e) f (= 2
of (2) of, ( =0, of () of, (w)
G, Ow, ‘ Tom, aw,

d. h. die Wronskischen Determinanten in bezug auf z, bzw. x, miissen
verschwinden. Und auf diese Bedingungen kommt man bei jeder Wahl
der Zahlen «,, «,.

Nehmen wir an, daf} die Funktjonen f f, von drei Variabeln x,, z,, N
abhingen. Setzt man dann z, - -uy, %, = U, % == U, $0 kommen Wwir
wieder auf die Wronskischen Determinanten in bezug auf x, bzw. z,
bzw. x,, also auf drei Bedingungen. Setzen wir aber x1 = Uy, By = Uy,

&, =< u,, s0 erhalten wir fiir II: II- Ay~ Uy e .., oder,

7 2& SOy (M&g
wenn wir lieber u,, u,, %, wieder durch x,, ®,, x, ersetzen,
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Fiir 2 entsteht dann
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Lot e, of, of, __ of, of,
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und daraus, da u, eine Unbestimmte ist, die folgenden Bedingungen
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Bezeichnen wir die Wronskischen Determinanten von f;, f, in bezug anf
@y, %,, @, bzw. durch W,, W,, Wy, so lauten die letzten Bedingungen

I/"V3 et 0’ Wl “{“ Ty W‘Z == ().

Setzen wir z, == U, &, = U,, Ly == Uy, SO erhalten wir’ fiir unseren
ProzeB in den x geschrieben
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Und daraus folgt weiter fiir 4
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Und so entstehen die Bedingungen
xy, Wy +a, Wy=0, Wy=0.
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Nehmen wir nun an, daB f,, f, von n Variabeln 2z, z,,..., z, ab-
hingen, und bezeichnen wir die Wronskischen Determinanten in bezug
auf z,, x,, ..., z, baw. durch W,, W,, ..., W, so erhalten wir aus unserem
Satz, wenn wir z. B.

Tyw= Uy, By = Uy, By vE U,

setzen, die n Bedingungen

(2) W,=0, W,=0,..., W, ==0.
Setzen wir abér z. B.
Ty == Uy, Wy = Uys ooy Ty = Uy,

so entstehen die zwei Bedingungen
(3) e, Wyt 2, Wyt oo 42, Way <=0, W, =0.

Es ist nicht schwer, aus den Bedingungen (3) die Bedingungen (2)
auch direkt abzuleiten, allerdings unter Heranziehung der Integrale der
entsprechenden Differentialgleichungen. Man kann z. B. so schliefen (wir
beschrinken uns der Kiirze wegen auf analytische Funktionen):

Aus W, =0 folgt die Darstellung von f;, f, in der Form

fim=w(®, o @) @ (Trseeey Bnoa)s o= (Ra e, 2,) @y (Byy ey Ty
Bezeichnen wir die Wronskischen Determinanten der Funktionen
q;l(xl,.. s Tn—1)s @, (2, ..., Za—y) bzw. durch Wi, ..., Wa_y, 50 folgt
aus der ersten der Glemhungen (3) einer bekannten Elgenschaft der
Wronskischen Determinanten (W, == z,u" Wesniiy Woey == y? Wp-y) zufolge

xﬂWl'—}—szg L, Wo_y=0.

Da hier aber W, von z, unabhingig sind, folgt Wy = 0, daher auch
Wp1=0, und so kann man weiter schliefen.

Betrachten wir noch als ein anderes Beispiel dén Fall von drei Funk-
tionen f,, f,, f; von zwei Variabeln z,, x,. Setzen wir z, == u,, x, = u,,
so entstehen -aus 4, wenn man nach Potenzprodukten der Unbestimmten
u,, Uy entwickelt, fiinf Bedingungsgleichungen, némlich, in leicht ver-
sténdlicher Bezeichnung:
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und die zwei weiteren, die aus 1. und 2. entstehen, wenn man in ihnen
die Rollen von ; und =z, vertauscht.

Genau dieselben Bedingungen ergeben sich, wenn man gz, == u,,
x, = u, setzt. —
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Um unsere Behauptungen iiber 4 zu beweisen, stellen wir vor Allem
die folgende Tatsache auf:

Es sei 2 ein Gebiet, das in den Definitionsbereichen aller Funk-
tionen [ enthalten ist und wvon der Higenschaft, daf} mit jedem Punkt
von @ auch eine gewisse n-dimensionale Umgebung dieses Punktes in
2 liegt. Von den Funktionen f, nehmen wir nur an, daff sie (m —1)-mal
differentiierbar sind. Es sei nun A identisch gleich 0, solange (z;) oder,
was dasselbe ist, (w.) das Gebigt 2 beschreibt, dagegen sei die Determinante

{m) ', T (e ”fa(u) [Tf,,,,_ (w ) l

A : 1
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in keinem Punkte des Gebietes Q identisch tn den neu eingefihrien von

den %y, vewc?wedenen Unbestimmien u; gleich 0. Dann besteht zwischen

den Funktwnm f eine lineare Relation mit konsianten Koeffizienten,
die nicht simtlich vewchwmden

cl fl + 6‘3 fg ~+' e +’ cmf;n e O’
und zwar identisch im ganzen Gebiet £2.
Da A™ nirgends in Q2 verschwindet, so besitzt das Gleichungssystem
017”1 - 0, /2 A Om 1fm~1 B fm:
C, II/'L 0N II/2 f- w1 U fy=ITf,,
o, 17”‘ ’ﬁ~|—~0 11”""“7, oot Cpey H’"“-fm_l.,»znm”"f;n
in jedem Punkte von £ eine eindeutig bestimmte Ldsung

Oy (u), Cy(u), .-, O ().

Die Funktionen C,;(u) sind ]edenfalls dlﬁerentuerbar In jedem Punkt

von £2 werden sie zu vollstindig bestimmten Funktionen der new ein-
gefiihrten. Unbestimmten u. Aus 4==0, A™ 4 0 folgt weiter

(5) O I™ it O TI™ fy o Oy T frnmy = I,

Wenden wir nun auf die Gleichungen (4) den Proze8 II an, so folgt
unter Benutzung von (4) und (5):

(I1o,) f,~- (TG o+ A (I Cpes) fn1=0,
(IC,) ITf, + (TTCy) [1f,+ - . 4 (I ) Hfony =0,

(4)

(IO IT™ 2 fy b (ITC) A" fy -« 4 (I Oy ) I fny = 0.
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Da aber ™ in jedem Punkte von £ von 0 verschieden ist, so folgt hieraus
e, =0, IC, =0, ..., ICp_ = 0.

Hieraus folgt aber, dafi alle C; konstante Zahlen sind. Denn es sei
etwa u, eine Variable, deren Index % moglichst groB ist, und von der
irgend ein O, etwa C; wirklich abhingt. Aus der Gleichung

86} a(a (JCI;

Fu, T %y, +etu Ic+1cuf==0

folgt aber fir &> 0, dainihr u,,, nurim Gliede u, af und nur linear
&

43’01

vorkommt, da == () ist, entgegen der Annahme. TUnd wenn k:= 0

k
. . . i G . .
wire, wiirde sich IIC; sur auf . * reduzieren, was wiederum der Annahme
. “ (4
widerspricht.
Aus der hiermit bewiesenen Tatsache folgern wir weiter:

Verschwindet 4 in Q identisch, so gibt es tn £ wenigstens einen
Punki, in dessen Umgebung zwischen den f, eine lineare Relation mit
konstanten nicht s@milich verschwindenden Koeffszzmten bestehs.

Ist m =1, so ist die Behauptung selbstverstindlich. Wir nehmen sie
fiir alle kleineren m als bewiesen an. Dann kbnnen wir annehmen, daf
A®™ in Q nicht identisch verschwindet, da sonst bereits zwischen Tas e nns
}‘m_l eine lineare Relation aufgestellt werden kénnte. Dann aber gibt es
in £ wenigstens einen Punkt (), in dem 4(’”) nmht verschwindet. Da
A™ stetig (weil differentiierbar) ist, so ist 4" auch’ in einer gewissen
Umgebung von "(xf) von 0 verschieden, und die vorhin bewiesene Tat-
sache ist anwendbar.

Sind daher f,,....1, onalytische Funktionen, so folgt aus dem
wdentischen Verschwinden von A stels die lineare Abhdngigkeit der f,.

Fiir nicht analytische Funktionen braucht dieser Satz aber nicht unter
allen Umsténden richtig zu sein, ebenso wie im Falle der Funktionen einer
Variabel. Fiir den Fall einer Variabel sind jedoch von Peano, M. Bécher
und D. R. Curtiss?) verschiedene ergéinzende Bedingungen aufgestellt, unter
denen man aus dem identischen Verschwinden der Wronskischen Deter-
minante in einem Intervall auf die lineare Abhingigkeit der Funktionen
in diesem Intervall schlieBen kann. Viele dieser Bedingungen lassen sich
ohne weiteres auch auf unseren Fall tibertragen, wenn man nur jede Diffe-
rentiation durch die Anwendung des II-Prozesses ersetzt. So gilt z. B.
der Satz, dafl die Bedingung 4 = 0 hinreichend ist, wenn in keinem Punkt

) Vgl. die Literaturangaben in der Abhandlung von Curtiss, Math. Ann. Bd. 65
(1908), §. 282.
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von {2 alle m Determinanten 4% zugleich verschwinden. — Unter 1 ver-
stehen wir eine ganz analog wie 4, aber fiir f,, ..., fis, fires o> [ 26
bildete Determinante. == Uber {2 miissen wir dabel voraussetzen, dal mit
jedem Punkte von (2 auch seine gewisse Umgebung zu £ gehdrt und daB
zwei beliebige Punkte von £ durch einen Polygonzug mit endlich vielen
Ecken verbunden werden kénnen, dessen simtliche Punkte wiederum in
{2 liegen.

DaB aber das identische Verschwinden von A fiir die Existenz einer
identischen linearen Relation mit konstanten nicht sémtlich verschwindenden

Koeffizienten ,
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notwendig ist, ist klar. Denn ist etwa ¢, & (), so multiplizieren wir die
erste Spalte in 4 mit ¢, und addieren zu ihr die resp. mit ¢,,..., ¢,
multiplizierten weiteren Spalten von 4. Dann ergibt sich, da II ein
linearer additiver Prozef ist, daB alle Elemente der ersten Spalte m ¢ 4
identisch verschwinden. —

Unser Beweis beruht haupbsachhch auf der Eigenschaft des Prozesses II,
daB die Anwendung dieses Prozesses auf irgendeine Funktion dann und nur
dann identisch O ergibt, wenn diese Funktion eine Konstante (in bezug

auf die Variabeln 4,) ist. -~ Aus dieser Eigenschaft folgt z. B., dafi man
die notwendige und hmrelchende Bedingung dafiir, daB eine differentiierbare

Funktion f(#,, ..., ®,) eine Konstante ist, in zwei folgenden Bedingungs-
gleichungen zusammenfassen kann:

~ . 2L K T A af

([j (J(XJ {- ()Kl‘ ‘ H‘N{ Tn dwn—1 ? rmn '(),

die also mit den Gleichungen
(') of g, o, o

{ P ?
da, dx,
dquivalent sind. Man kann diese Aquivalenz auch wie folgt dn‘eLt zeigen:

Man wende auf die erste der Gleichungen (7) den ProzeB - w, auf die
zweite den Prozefl

{H) )ﬁm"iﬂxsd—“*'lh _{— 73(;1,'"1

und subtrahiere die Resultate voneinander. Dann entsteht
if o,
0 Lpmy

Man wende nun auf diese letzte Gleichung den ProzeB (8) und subtrahiere
von der nach »,_, differentiierten ersten Gleichung (7). Dann folgt

Und so kann man weiter schliefen.
16*
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Nun kann man den ProzeB I1 auf sehr viele Weisen abindern, so
daB er die hier fiir uns in Betracht kommende Eigenschaft behalt. Sind
z. B. ¢, ¢,, ¢, . +. unendlich viele von ( verschiedene Konstanten, so hat
auch der Prozell

p
—J-cu~-
Ay 2 ﬂréu 6 3mo “Jf

(9) €10, ;
die Eigenschaft, dafl seine Anwendung auf irgendeine Funktion dann und
nur dann O ergibt, wenn diese Funktion konstant in bezug auf die u ist.

Und dieselbe Eigenschaft besitzt® der allgemeinere Prozel:

(10) g, (u ‘*—Mﬂ(‘ 47( Dt

wo @ (), ¢,(%,), ... beliebige hinreichend oft differentiierbare Funktionen
sind,. von denen keine in irgendeinem Intervall konstant ist. Daher kénnen
wir in unserer Determinante 4 den ProzeB II durch irgendeinen ProzeB
von der Form (9) oder allgemeiner von der Form (10) ersetzen, und
unsere Sitze bleiben, wie eine kleine Modifikation des Beweises zeigt,
giltig. So kénnen wir durch geeignete Wahl der Funktionen ¢ (u) unseren
Bedingungen immer neue und neue Formen geben.

Zum Schlusse sei noch kurz erwihnt, daB unsere obige Bemerkung
iiber die Aquivalenz der Bedingungen (7) und (7”) dazu angewandt werden
kann, die Bedingungen fiir den Rang der Funktionalmatrix in eine kleinere
-Anzahl vor Bedingungen zusammenzufassen. Es seien z.B. ¢ (z,, ..., 3,),
w(®,, ..., ;) zwei differentiierbare Funktionen und es sei z. B. wenigstens

eine der Ableitungen g{f;, gf in der Uﬁlgebung eines Punktes P von ()
1 1 :
verschieden. Dann lassen sich die Bedingungen dafiir, daB der Rang der

"Matrix

oy deg orp
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in der Umgebung von P gleich 1 ist, einfach wie folgt schreiben:

29 oy | s L2 oo by e

9w, bz 10z, &y dzy Ba, fa, G,

By @ 'im(” Tlay oy | T oy gy | Tt B gy gy =0
10w, &z, 7, 8, FENEEN EENTE

Und ganz analog lassen sich die Bedingungen im Falle beliebig vieler
Funktionen und beliebigen Ranges zusammenfassen.

{Eingegangen am 24. Dezember 1918.)



