
[Yber ein Analogon der Wronskisehen Determinante bei 
Funktionen mehrerer Ver~tnderlieher. 

Von 

Alexander Ostrowski in GSttingen. 

H/ingen m hinreiehend oft differentfierbare Funktionen 

(1) fl (x), s  . . . .  f~(~) 
nut "con einer Variabel x ab, so besteht bekanntlich die notwendige mad 
hinreichende Bedingung fiir die lineare Unabhs des Funktionen- 
systems (1) im allgemeinen darin, da~ die Wronskische Determiflante 

f~ t'~ . . .  5,  
r ;  f , ; . . ,  f "  

nicht identisch versehwindet. Es seheint abet noeh nicht bemerk~ worden 
zu sein, dal3 aueh im Falle, wo die Funktionen (1) yon mehreren Variablen 

x l ,  x~ ,  . .  . ,  x~ 

abh:Angen, ganz analoge Def~rminanlen gebildet werden kSnnen, in denen 
noch gewisse Unbes~immten vorkommen, und die dann flit des Funktionen- 
system (1) dieselbe Bedeutung besitzen, wie die Wro nskisehe Determinante 
flit den Fall einer Variabel. Fiir den Fall einer Variabel gehen aueh 
unsere Determinanten direk-t in die Wronskisehe fiber. 

Es seien a 1, %, . . . ,  e~ n ganze nieht negative yon einander ver- 
sehiedene Zahlen und man setze allgemein x~ = u%. Ist i eine yon den 
Za2den c~ t, r '., a~ versehiedene ganze nicht negative Zahl, so soll unter 
% eine neue Unbestimmte verstanden werde~, so cla~ wix unendlieh viele 
Vaxiabeln haben 

%, % , . . .  
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yon denen n, abgesehen yon der Reihenfolge, mit % , . . . ,  x, iiberein- 
stimmen. Wir betrachten nun den Differentiationsprozel] 

wo natiirli& bei der Anwendung auf bestimmte Funktionen stets nut 
endlich viele Glieder in Betracht kommen. Erse~zen wir in den Funk- 
~ionen f(x) die Variabeln xl~ dureh die entsprechenden gariabeln u, .  und 
bezeiehnen die so entstehenden Funktionen dureh f~(u), so lautet uusere. 
Determinante 

t i  (u)  f;., (u)  " '  f,,, ('~. 
[sf; (~7 zs/;: (~) ssL , (~ )  

ss'~ f; (~) sz ,~-' t:., (~) . . .  H +'- '  i;,, (~) 
Es besteht nun der Satz, dag fiir die Exislenz einer identisohen 

linearen Relation mit konstanten Koeffizienten zwischen den, Funktionen (I) 
das i~entische Verschwinden der obigen De~erminante in allen % not- 
wendig and, flit den Fall analytischer Funktionen, auch hinreichend ist. 
Fiir rficht analytisohe Funk~ionen bedarf der Satz, ebenso wie im Falle eiuer 
Vari~bel flit die Wronskische Determinante, noch weiterer Prhzisierung. 

Alle Unbestimmten ~t~, die ~fioht in den Funktionen /'.z( u i vorkommen, 
kommen in der Determinante A (f,:(u)) g anz rational vor.  En~wiekelt man, 
nach Potenzprodukten dieser Unbestimmten, so zerfgllt die Bedi'ngung des 
idengischen Yerschwindens yon A (f~(u)) in mehrere Bedingungen, die sich 
auf die in f ( u )  vorkommenden %:, d. h., au~ die Variabeln x~ bezieheu. 
Es ist jedoch bequemer, mit der Determinante A( f~(u) ) in  der unent- 
wiekelten Form zu operieren, da sich daim die erggnzenden Bedingungen im 
Falle nieht analytischer Funktionen besonders prggnant ausspreehen lassen. 

Wghlt man die Zahlen ,,~ . . . . .  , % auf verschiedene Weisen aus, so 
entstehen dabei unendlich viele verschiedeue Determirta, nten J( f~(e)) .  
Dooh as ergeben sich dabei, wie man sofort 6insieht, nut endlich viele 
verschiedene Systeme yon Bedingungsgleiohur~gen in den urspriinglichen 
Vari~beln x~, . . . ,  x,~. Betraehten wir z. B. ein System yon zwei Funk- 
tionen fl '  f~" H~ngen sie yon zwei Variabeln x~, x,> ab, so sei e~wa 
x~ =, %, x~ - u~. Dann entsteht 

I f~ (~)  f. ('~) $ 
zs:-- ~.+~o~,~-+ .; J(f ,(u))= of,(,,) ~t;(~) ~&(,~) 

<"~" " " "  i f ~ /  +u.> + f-g- ~o ~f-u,, ~t'~(~)ia~,, 
'. 4( , , )  f.~(-~ f , ( , , )  & ( ,~  

?)i~o 8~ o Ou, ~u~ 
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Wir erha]ten daher als Bedingungsgleichungen 

: t~(;~) f,~(>), i t \ (~ l  f. ,(~)i 

d.h .  die Wronsk i schen  Determinanten in. bezug auf x, bzw. x~, miissen 
verschwinden. UI~cl auf diese Bedingungm~ kommt man bei jeder .Wahl 
der Zahlea "k, <.,- 

Nehmen wir an, dab die Funkt ionen/] ,  f~ yon drei Variabeln %, %, x~ 
abhiingen. Setzt man dann x t -  -%, x.,. : - % ,  % ..... %, so kommen wir 
wieder auf die Wronsk ischen  Determinanten in bezug auI x~ bzw. x~ 
bzw. x:~, also auf drei Bedingungen. Setzen wir abet x i = %, % = u~, 

=,: u.,, so erhal~en w i t  ft ir I I :  . [ I -  , . . . .  4- u., . - -  @ % ~[,~ ~ - . . . .  oder, 
" f; %&O ' " 0 "~$1 

wenn wir lieber %, %, % wieder dutch x~, x._,, z~ ersetzen, 

II.:, r) c) , o 

Ftir A entsteht dann 

f~ t~ 

und daraus, da % eine Unbestimmte is% die iolgenden Bedingungen 

f, f. f, L. 
of, o& =.:: o, .o_ff~-~-xa of, a& <,f., = O. 

Bezeichnen Wit die VCr0nskischen De~ermhmnten von /[ ,  f.. in bezug a~f 
~i, %,  ~a bzw. clm'ch W~, W~, W.~, so lau~en die le~z~en Beclingungen 

Wa .... o, W~§ 

Setzen wb x~ =~ % ,. x~ == %, x~ == %, so erhal~en wit" fib m~seren 

ProzeB i~ den x geschrieben 

i2 .= x,: 9~, + x~ ~/~; + u., 5g" 

Und daraus {olg~ weiter flit A 

h f~ 
~~ f~b: + % ~:~ ~f~, of. . ,  of,, =x~  WI + x~ W~ + %  W,. 

X . )  

Und so entstehen die Bedingungen 

x~ W~ + x~ W~ == O, Wa ---- O. 
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Nehmen wit nun an, dab /~, ~ yon ~, Variabeln x~, x ~ , . . . ,  x,, ab- 
hEngen, und bezeichnen wit die Wronskischen  Determinauten in bezug 
auf xl,  x~, . . . ,  x,  bzw. durch W1,  W,,., . . . ,  IV,,, so erhalterl wit aus ur~serem 
Satz, wenn wit z. B. 

setzen, die n Bedingungen 

(2) W , = O ,  W . = O  . . . .  , W.==,,O. 

Setzen wir ab& z. B. 

x z = = u  1, x~.-= ~ . , , . . . ,  x~,-== ~.~, 

so entstehen die zwei Bedlngungen 

(u) ~ w~ + x,~ w.. + , . .  + x~ w._~ ~= o ,  w .  = o.  

Es ist nieht sehwer, aus den Bedhlgungen (3) die Bedingungen (2) 
auch direkt abzuleiten, allerdings unter Heranziehung der Integrale der 
entspreehenden Differentialgleichungen. Man kann z. B. so schlieBen (wir 
beschr~nken uns der Kfirze wegen aui analytische Funktionen): 

&us W. =--0 folgt die Darstellung yon fl ,  f~ in der Form 

Bezei~lmen wit die Wronsk i schen  Determinanten der Funktionen 

aus der ersten der Gleiohungen (3) ,  einer bekannten Eigenschaft der 
Wronskisohen Dete~minanten (W~ ,= y~" W~ . . . .  , W,~_~ --= y.,~ Wj_~) zufolge 

�9 , w; + ~, w" + . . .  + x. w'_,  = o. 

Da bier abet W/ yon x,  unabhgngig siM, folgt W ' - I  == 0, daher aueh 
W~_~ = 0, und so kann man weiter sehlieBen. 

Betraehten wit noch als ein anderes Beispiel d6n Fall yon d rd  Fmlk- 
tionen f l ,  f~, f~ yon zwei Variabeln x l ,  x,,. Setzen wit x~ = % ,  x., ..... % ,  

so entstehen .aus A, wenn man naeh Potenzpro&~kten der Unbestimmten 
%,  % entwiekelt, fiirff Bedingungsgleichmagen, n~ml ich ,  in leicht ver- 
st~indlicher Bezeichnung : 

mad die zwei wei~eren, die aus 1. und 2. entstehen, wenn man in ihnen 
die Rollen yon x~. und x~ vertauscht. 

Genau dieselben Bedinguagen ergeben sich, wean man x~ =:= u0, 
x~ = % setzt. -- 
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Um ur~sere Beh~uptungeu i:~ber A zu beweisen, stelle~ wit  vor Atlem 
die folgeude T~tsache auf: 

E ,  sei ~2 ein Gebie~, das in den Definitionsbereichen aller Funk- 
tionen /'~ enthalten ist und ion der Eigenseha/t, daft mit ]edem Punkt 
yon s auch eine gewisae n-dimensionale Umgebung dieses Punktes in 
~2 liegt. Von den Funktionen ~' nehmen wit  nur an, daft sie (m -- 1)-real 
differentiie~'bar sin& Es sei nun .4 identisch gleich O, soIange (x~) oder, 
was dasselbe i,t, (u,,~) dc~s Gebie2 L) beschreibt, dagegen sei die Determinan~ 

./;(~) / . : , ( ~ )  . . .  f , _ , ( ~ )  

HST,(~.) Hf..(~)... rrf~_,(,) 

in keinem Punkte de. Gebietes ~2 identisch in den neu einge]i~hrten, ion 
den u.~ verschiedenen Unbestimmten u~ gleich O. Dann besteht zwiachen 
den Funktionen f~( x) eine lineare Relation mit konstanten KoeMizienten, 
die 'nieht 85mtlich versvhwinden : 

e~/~ .+.e.~ f,. +... +-. e,, 5,, = o, 

und zwar identisch ira, ganzen Gebiet L2. 
Da A/~t nirgends in ~ verschwindet, so besitzt has Gleicimngssystem 

(~) 
I 

~'"~ " ~"-~ ' - C /-/"-" " ~/F ~-~' [c~ :I f,. + c~ 11 /,~ +... +. ,~< /,,-~. t,, 

in jedem Punkte yon L2 eine eindeutig bestimmte LSsung 

Die Funktionen C~(u) sind jeclenfalls differentiierbar. In jeclem PunkV 
yon s werden sic zu volls~indig bestimmten Funk~ionen' der neu ein- 
ge/i~hrten Unbestimmten. u. Aus A =: 0, A (~) me 0 .folgt weiter 

(5) o,z: .~/ ' ,+o~ rz~-~s = l I ' ~ - ~ f . ,  �9 

Weaden wit nun auf die Gleichungen (4) den ProzeB H an, so folgt 

unte: Benutzung yon (4) und (5): 

( r:c~) f~ + ( J m ~ )  s + . . . + ( n c ~ _ , ) f , ~ : ~ =  o, 

(ssc~) rsf', + (ssc,) i1 t:, + . . .  + (H  c~,_,) zU;, - ,  = 0, 
( 6 )  . . . 

( !7  0,) /1 �9 �9 ( ~ c ~ )  H - f~ + . -~- 
Mathem~tischo Zoitschrift, IV. 16 
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Da abet A r~,) in jedem Punkte yon ~ yon 0 verschieden ist, so folgt hieraus 

n G = o,  I I G  = o , . . . ,  11C~_1 := o. 

I-Iie~aus /olgt abet, daft aUe C~ kons~ante Zahlen sind. Denn es sei 
etwa u~ eine Variable, de~en Index ]c m5gliehst gro~ ist, and yon der 
irgend ein C, etwa C~ wirklich abhgngi. Aus der Gleichung 

~G 
folgt aber fiir /c > 0, da in ihr u~+ 1 nur im Crlied.e u~+~ ~fU~/ und nur linear 

vorkommt, dab ~C~ ~ 0 ist, er~gegen der Annahme. Und wenn k =~ 0 
0~ k 

w/ire, wiirde sioh IIC~ hut auf a G redazieren, was wiederum der Annahme 
widerspricht. 

Aus der hiermit bewiesenen Tatsache folgern wit weiter: 

Verschwindet A in ~2 identisch, so gibt es in ~2 wenigstens einen 
lPunkt, in dessen Umgebung zwischen .den [i eine lineare Relation mi$ 
konstante~ nicht sdimtlich verschwindenden Koe//izienten besteht. 

Ist m = 1, so ist die Behauptung selbstversts Wir nehmen sie 
Iiir Mle kleineren m als bewiesen an. Dann kSnnen wit annehmen, dab 
A (~) ia ~-2 nicht identisch verschwindet, da sonst bereits zwischen f~ , . . . ,  
f,~L1 eine lineare Relation aufgestellt werden kSnn~e. Dana aber gibt es 
in s wenigstens einen Punkt (x~ in dem A (~) nicht verschwinde~. Da 
A (~) ste~ig (weft differentiierbar) ist, so ist A (~) auch' in einer gewissen 
Umgebung yon "(x ~ yon 0 versehieden, und die vorhin bewiesene Tat- 
sache ist anwendbar. 

Sind daher f~ . . . .  , f,~ analytische F~nktionen, so ]olgt au8 dem 
identischen Verschwinden yon A stets die lineare Abhdngigkeit der f~. 

Fiir nicht analytische Funktionen braucht dieser Satz abet nich~ unter 
allen Ums~nden richtig zu sein, ebenso wie im Falle der Funl~ionen einer 
Vaxiabel. Fiir den Fall einer Variabel sind jedoch yon P e a n o ,  M. B5cher  
und D. R. Cur t i ss  1)verschiedene erg~nzende Bedingungen aufgestellt, unter 
denen man au, s dem identischen Verschwinden der Wronskischen  De~er- 
minan~e in einem Intervall auf die lineare Abh~ngigkeit der Fanktionen 
in diesem Intervall schliel~en karm. Viele dieser Beclingangen lassen sich 
ohne weiteres auch auf unseren Fall iibertragen, wenn man nur jede Diffe- 
rentiation dutch die Anwendung des //-Prozesses ersetzt. So gilt z. B. 
der Satz, dab die Bedingung A -  0 hinreiehend ist, wenn in keinem Punkt 

~) Vgl. die LiteraSurangaben in der Abhandlung yon C u r t i s s ,  M~th. Ann. Bd. 65 
0908), s. 282. 
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yon ..(2 alle m Determinanten ,:~(~'~ zugleich verschwinden. -- Unter A I~) ver- 
stehen wir eine ganz analog win A, abet flit f : , . . . ,  f~-l, t~+: . . . .  , f~ ge- 
bildete Determinante. =~ Ubnr ~2 miissen wir dabei voraussetzen, dag mit 
jednm Punkte yon ~(2 aueh seine gnwissn Umgebung zu D gehSrt und dal~ 
zwei beliebige Punkte yon ~2 dutch einen Polygonzug mit endlieh vielen 
Ecken verbunden werden kSnuen, dessen sii.mtliehe Punkte wiederum in 
.(2 liegen. 

Dal~ abet das identisehe Verschwinden yon A fiir die Existeaz einer 
identischen linearnn Relation mit konstanten nieht sgmtlinh versehwindenden 

Koeffizientea cl ft 47.- .  47 % f~---- 0 

notwendig ist, ist klar. Denn ist etwa c~ =~ 0, so multiplizieren wit die 
erste Spalte in /l mit c~ und addieren zu ihr die resp. mit c~ . . . .  , % 
multiplizierten weiteren Spalten yon A. Dann ergibt sigh, da / /  gin 
linearer additiver Prozel~ ist, dal] alle Eleme.nte dnr ersten Spalte in c~ A 
identisch verschwinden. -- 

Unser Beweis beruht hauptsiichlich auf der Eigensehaft des Prozesses//,~ 
dal3 die Anwendung dieses Prozesses auf irgendeiae Funktion dann and nut 
dana identisch 0 ergibt, wean diese Funk~ion eine Konstante (in bezug 
auf die Variabeln u~) ist. ---- Aus dieser Eigeasehaft folgt z.B., daI3 man 
die lmtwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dal~ sine differentiierbare 
Funktion f ( x : , . . . ,  x,~) eine Konstante ist, in zwei folgnnden Bedingungs- 
gteichungen zusammenfassen kann: 

die also mit den Gleiehungnn 

or" O, o f  =~ 0 ~'f =. 0 
(7')  o,%: ~;~ ' " "  i;x.;; 

~tquivalent sind. Man kann diese j_quivalenz aueh wie folgg dirnkt zeigen: 

Man wende auf die erste der Gleichungen (7) den Prozel3 ox=-;:, auI die 

zweite den Proze[~ 

( s / x,, ~ ,  + z~ ~ 47 , . .  47 x~ ~, ~,,-~ 

und subtrahiere die Resultate voneinander. Dam: entsteht 

_ ~t:... = o. 
i) X~_ t 

Man wende nun aui diese letzte Gleiehung den Prozel~ (8) und subtrahiere 
yon tier nach x~_~ differengiier~en ersten Gleichung (7). Dana folgt 

..... J - = o .  O~%-e 

Und so kann man weiter selllieJ3en. 
16" 
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Nun kann man den ProzeB H a u f  sehr vide Weisen ab~ndern, so 
dab er die bier fiir uns in Betracht kommende Eigenschaft behalf. 'Sind 
z. B. cl, %, c s . . . . .  unendlich viele yon 0 verschiedene Konstanten, so hat 
auch der ProzeB 

die Eigensclmft, dab seine Anwendung auf i'rgendeine Funktion dann und 
nut daan 0 ergibt, wenn diese Funktion konstan~ in bezug auf die u ist. 
Und dieselbe Eigenschaft besitzt der allgemeinere ProzeB: 

d ~ d V (10) % + % + % q-. . . ,  

wo % (%), % (%) . . . .  bdiebige hinreichend oft differetl6iierbare Funktionen 
sind,, yon denen keine in irgendeinem Intervall kons~ant ist. Daher k5unen 
wir in unserer Determinante ,2 den ProzeB H dutch irgendeinen ProzeB 
yon der Form (9) oder allgemeiner yon d e r  Form (10 i ersetzen, und 
unsere S~tze bleiben, wie eine kleine Modifikation des Beweises zeigt, 
giilgg. So kSnnen wit dutch geeignete Wahl der Fanktionen 9~ (u) unseren 
Bedingungen immer neue und neue Formen geben. 

Zum Schlusse sei noch kurz erwghnt, d ~  unsere obige Bemerkung 
iiber die Xqufvalenz der Bedingm~gen (7) und (7') dazu angewaudt werden 
kannj die Bedingtmgen fiir den Rang der l~unktionalmatrix in eine kleinere 
,Anzahl yon Bedhlgungen zusammenzufassen. Es seien a. B .  q~ ( %  . . . .  , % , L  

~ ( r  . . . .  , x,~) zwei differentiierbare Funktionen und essei z. B. wenigstens 

~r a,,/; in der Umgebung dues Punktes P yon 0 dam der Ableitungen a~'t' ~xl 

verschieden. Dann lassen sich die Bedingungen dafiir, da~ der Rang der 
"Matrix 

av, t 
\ ~  x ,  ' ~ x~ ' ~ ~ X,, ! 

in der Umgebung von P g]eich 1 ist, einfach wie folgt schreiben: 

Und ganz analog l~ssen sich die t~edingungen im Falle bdiebig vieler 
]~-hnkbionen und beliebigen Ranges zusammenfassen. 

(Eingegangeh am 24. Dezember 1918.) 


