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Zur Theorie der Formen vierter Ordnung.
Von B. Igel in Wien.1)

§. 1.

In keiner Theorie in der Mathematik gibt es etwas, was
sich so fertig und nach allen Richtungen hin so schén abgerundet
reprisentiert, wie das Capitel ,Formen vierter Ordnung® in der
Theorie der biniren Formen. Und wenn ich auf dasselbe den-
noch zuriickkomme, so geschieht es aus folgenden drei Griinden.
Es ist seit Cayley bekannt, dass die invariantentheoretische Auf-
losung der Gleichung vierten Grades sich auf die fundamentale
Formel: :

, 1 . i
L R J s3
(1) ZlH 2Hf—|—3f}

griindet. Adjungiert man die Wurzeln der Resolvente dritten
Grades, so stellt sich diese Formel in folgender Gestalt dar:

@  w=— e (Ht o) HA o f)

und man schlieBt daraus, dass die quadratischen Formen

(3) VH-¢, f=19, VH+¢, f =0, VH--e, f =7

conjugierte Formen sind. Nun hat sich in neuester Zeit das Be-
streben geltend gemacht,?) direct nachzuweisen, dass die Formen
(8) conjugiert sind und daraus die Formel (2} abzuleiten. Ferner
habe ich in meiner Monographie ,Uber die associierten Formen
und deren Anwendung in der Theorie der Gleichungen gezeigt, dass

4 C(—f) =10

) Herr Dr. Benzion Igel, welcher an diesen ,Monatsheften® seit dem Ins-
lebentreten derselben sich betheiligte, ist im August 1898 gestorben. Die Schrift-
leitung wird ihn stets in freundlicher Erinnerung behalten. Die vorliegende Arbeit,
welche am 28. Mai 1893 vollendet wurde, wurde der Schriftleitung von seiner
Witwe, Frau Susanne Igel, zur Versffentlichung fibergeben,

?) 8. den § 5 in der Abh. des Herrn Frobenius, , Theorie der biquadr. Formen®
Kronecker's Journal Bd. 106.
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e 0F OF
i
J= 3z dy
ist und daraus geschlossen, dass t=0 die Wurzeln hat:
_ Pf@}
! 0z dyl,
" 0z dyl,
_[pEOF }
L de dyl,

Es entsteht nun die Frage, welche ich schon dort angedeutet
habe, ob es noch Formen gibt, deren Covariante =0 eine solche
Abel'sche (leichung sei. Endlich lehnt sich die geometrische
Interpretation der Form vierter Ordnung, welche den Endpunkt
des genannten Capitels bildet, gewshnlich an die kanonische Dar-
stellung derselben an, und es dringt sich die Frage auf, ob man
nicht direct die geometrischen Sitze ableiten konnte. Ich mache
im Folgenden den Endpunkt zum Anfangspunkt, d. h. ich gehe
von der geometrischen Interpretation aus, beweise die geometri-
schen Sitze direct, beweise dann, dass die Formen ¢, ¢,y conju-
giert sind und komme dann zur Relation (2).

g 2.

Sind @, ¥, die quadratischen Factoren von t und sind a,8;
1,85 ¢,v die Verschwindungselemente derselben, so bestehen, wie
aus (b) folgt, die Gleichungen

(5)
\

rBF.aF} . dFF|

_7W.Txa_‘ _]:w.ﬁﬂzﬂ
"BF_()F} . [aF.BF

©) Ty T @'%L:Y
’aF,aF} _ [AFOF

-_@'ﬁ IL_V—]W.E_‘Q;‘_:'V:‘}L.

Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar, dass ¥ aus den
linearen Factoren von t auf irgend eine Weise zusamimengesetzt
sein misse. Anderseits folgt aber aus dem Umstande, dass schon
zwei Paare der Gleichungen (6) geniigen, um F zu bestimmen, dass
man F durch irgend zwei der quadratischen Formen darstellen
kann. Wir konnen also auf dreierlei Weise #' darstellen :

J F=4 ¢*--B ¢*
F=4"¢*--B 3

(7)
| e 4y LBy,
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Aus diesen Darstellungen folgen die Gleichungen:
e e i
A2+ (B— A" — B y?*=0
A CP"‘ . A,,’:DQ-—'-—-(BI—B”)XQZO

(8)

und aus diesen die Gleichungen:

{B"(4— 4)— B A} o*+{BB"— B (B — 4")} $*=0
@) (4—4) (B —B)+ A Ble?+{B(B — B)— 4" B} 4? =0
{4(B —B" 14 B'}¢*--{(B— 4" (B —B"— A" B} 42 =0.

Diese Coefficienten, gleich Null gesetzt, ergeben die zwei
Gleichungen :
. B (B’ BH A/l B/
A (BI BH) — Al Bll
oder
A A/ BH

\ =

(10; B~ A'B"

Wihlt man nun B so, dass es 4 proportional ist, was immer
moglich ist, so folgt, dass auch B und B" resp. 4’ und A" pro-
portional sind und dass man B, B', B” mit negativen Zeichen zu
nehmen hat.

Es ist daher
(11) F=A (9*— 7%
F= A" (12— 2.
Von den Grofien A', welche fiir diesen §. irrelevant sind und
im §. 3 bestimmt werden, Wollen wir jetzt absehen. Auch wollen wir
nur eine dieser Darstellungen von F' zu Grunde legen und zZwar
moge es die erste sein. Aus derselben folgt:
0 OF_
0y dz
__ —a(z—ay) (z—By)>~E (@-oy)* @Byt (@-1y) (@-By)*+3 (w-1y)* (@ - By)
T @) (@—by) (- ay) (@ —By) — (o 1y) (@ 8y (@) (2 - By)

folglich ist

1@,@]:.(«1—@(%0 L a(a— ) e —8) _
0y Bok — @D — (@ - P —D)
pr, aF] _—alt o) (j— ) —Bly—a) <x—@>__\\

0y Ao =)=+ G —atG—8

(12)

-
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Entwickelt geben beide dieselbe Gleichung:
1) G—dG—HE—aG—y+0—80—a=0

d. h. die Elementenpaare @, 2; 1,3 sind zu einander harmonisch-
Es ist ferner

OF 3F
R
(o) (1) B (p)® (B (o) (0200 () (ud)
(=) (b -0+ (=) (0 ) = (b= 1) (= 0)*—(p—7)* (n—0)
Entwickelt gibt dies die Gleichung

V—a)—a)@—=0+0—BE—a -9+
TO=D === -7 e—)=
=@ @@= ~0) @—840—0 p—l4
Fe=DE=D—0e—+0—8 @ —i=0
Vertauscht man p mit v, so éndern sich die Ausdriicke inner-

halb der Klammern nicht, wihrend die auferhalb derselben sich
dndern. Wir schliefien daher, dass (14) in folgende zwei Relationen

)

(14)

zerfallt:
=) — BB (p—a)=0
2 {@—ww—®+o—am—w=a,

Die Gleichungen (13) und (1) liefern den bekannten Satz:

»Die drei quadratischen Factoren von t stellen drei
Elementenpaare dar, von denen je zwei zu einander harmo-
nisch sind.“

Zerlegen wir F' in seine linearen Factoren, setzen also

F=(z—Ay) (@ — By) (& —1'y) (@ —Ay)
so folgen aus (6) die drei Gleichungen

(2—4) (a—B;(a—l:) (& —48)+
(= B (x— A) (2 — 1) (a— &) -
L) (o — A) o —By(a— &) -
8 A B)(a— D=0

@—AG—B)x—I)(1—4)+
(16) —i—(a_B)(T*A)(Yﬁl)(Y_A)—}"

TE—DG—4) G—Bx—A) -
+OE—ANG—AG—B(r—=0

(v—A) (@ — B) (o —1) (p—4)--
+ (& — B) (p— 4) (p — [) rn.— 8) -
@ —T) (p—A4) (@—B) (s —A4)
(=3 (p—A4) (p— B (p—1)=0.
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Dieselben lassen sich folgenderma[ﬁen schreiben :

w—mw¥n‘ ~A)(a—B) -+ (3—B) (x— 4)}

(22— A) (a— B) (3 )(a—AH—(B“ ) (o — D)f =

(17) (1—B)(y— A) {(5 — F) ‘l_ (6 — F (( - A)‘f
+EG—ADHG—DIG— f~U+@—AUﬁEhﬂ

@—&@~UW—~Mw4m+w—Mw~Aﬂ
Fe—Ap—D—B - D+ — D) — B)}:o.

Aus dem Umstande, dass bei einer Vertauschung von 4 mit
B und I" mit A die Ausdriicke innerhalb der Klammern sich nicht
dndern, withrend diejenigen auflerhalb der Klammern sich #ndern.
schliefit man, wie oben, dass jede der Gleichungen in zwei zerfillt
Die aus diesen folgenden Gleichungen

G—Ma=B)_ | =Dy _
@ — B)(a—4) =8 a—1) 7
p—AG=D)__, G—Ba—Y_
=D G—4) T —NH—B 7
(‘/——A)(P-—A_):_l v—B (u_»—;[‘~ 1
R TP R R e Y

liefern den bekannten Satz:

,In Bezug auf die Elemente eines jeden der Factorer
von 1t zerlegt sich die Form F in zwei Elementenpaare
welche zu jenen beiden barmonisch sind, so dass den dre
quadratischen Factoren von < die drei Zerlegungen der viel
Elemente von /=0 entsprechen.“

Bildet man die Form
D= q? — k42
so stellt dieselbe eine einfach unendliche Schaar von Quadrupels

dar, wenn man k£ alle moglichen Werte beilegt. Fir alle in d
enthaltenen Formen gelten offenbar die Gleichungen

L Bd)}ﬁg _(acp aq)] .
dy dal. 0y O
( b 90| 3d 00
18) ' _[W’ﬁy:f’ - {W‘EL:"
P@ ad>} ram.m} o
dy Az 0y vzl O

Es folgt daher der bekannte Satz:
sJedes Quadrupel der Schaar

92 — k=
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zerlegt sich in Bezug auf die Elemente eines jeden der Fac-
toren von t in zwei Elementenpaare, welche zu jenen beiden
harmonisch sind, so dass den drei quadratischen Factoren
von t die drei Zerlegungen der vier Elemente von ¢? — k2
entsprechen.“
Es eriibrigt nun noch, den f{folgenden bekannten Satz za
beweisen :

p1st ein System von drei zu einander harmonischen
Elementenpaaren gegeben, so bilden alle Quadrupel, deren
verschiedene Zerlegungen jedesmal zwei zu einem der gege-
benen harmonische Paare liefern, eine Schaar ¢? — k242 ==,
fiir welche die zugehdrige Gleichung t=0 die gegebenen
drei Paare sind.”
Dieser Satz lisst sich in folgenden umsetzen:

Wenn eine Form sechster Ordnung F(z,y) sich auf
folgende Weise zerlegen ldsst

F=(o—d y)(e— (@) y)e—7 ) (@— O()9) (e—p 1) @— O (&)y),

WO

90 30

Y=—3, 7z

und ® eine Form vierter Ordnung ist, so ist ' die Covariante

7 der Form .

Beweis.

Fir die Form © von @ bestehen die Gleichungen (13), (15)
und (16). Fir F' bestehen der Annahme nach ebenfalls soiche
Gleichungen, welche aus jenen hervorgehen, wenn man an Stelle
von o, Y, p, 2,7, p setzt. Wire nun F mnicht identisch mit =,
d. h. fielen die genannten Grofien nicht zusammen, so wiirde folgen,
dass es zu zwel Punktepaaren von @® =0 zwel Punktepaare gibt,
welche zu jenen harmonisch sind, was bekanntiich nicht der Fall
sein kann; es folgt daher, dass F' mit t identisch ist.

§. 8.

Wir gehen nun dazu iiber, zu zeigen, wie aus den Gleichun-
gen (6) in §. 2 die iibrigen Eigenschaften von z, von denen jede,
wie (. c.) nachgewiesen wurde, characteristisch ist, sich ergeben.
Zunschst wollen wir zeigen, dass o, ¢, ¥ conjugierte Formen sind,
das heilit, dass die simultanen Invarianten, von je zwei gebildet, ver-
schwinden. Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass H in der Schaar

cP? — ;54)2

enthalten ist. s kommt also darauf an, den Parameter % zu be-
stimmen, fiir welchen die Form ¢2%-—%¢2 das H vorstellt. Bilden
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42

wir die Hesse'sche Determinante der Form ¢? — 4?2 so ist
dieselbe

l az (sz . ,!JZ) 62 (,?2 . qﬂ)‘

o . dux? 0z dy 1
(19 Tt (et—4Y) 0% (g? — ¢y BT
dady dy®

\62,‘?262,_?2 82(‘92’()2(_{“23 624,2 82,;2 ‘aZ(VJ? 62 qﬁ
dw? 0x0y| | 0a? dady 0z? dx0y| | da* 0xdy!
029?020 | 02420202 (02420247 ‘a2¢262¢2‘,"

0zdy 0y?| dxdy 0y? 0x0y 0y* | Oxdy dy®

1
32.42

Wertet man die Determinanten innerhalb der Klammer aus,
80 erbilt man die Formel: ‘

1
@0y BHE I —b (e g d-2H (@) o* +2H (9) 4"~
—4J (s9)} = H(F).

Diese Formel fihrt nun auf folgende Sitze:

I. Die Formen ¢,¢ sind conjugiert, d. h. ihre zweite Uber-
schiebung iiber einander verschwindet.

II. Das Quadrat der Jacobischen Determinante von ¢ und ¢ lisst
sich durch die Summe der Quadrate dieser Formen darstellen.

Da bekanntlich die Identitit besteht:
. 1 \
J (8 =—{H () 4" — 2(ew vy H (§) 9%,

s0 kinnen sich in (20) die Producte ©.¢ nicht wegheben; da aber
infolge der obigen Bemerkung H (F') sich durch die Quadrate
dieser darstellen lassen muss, so miissen die Identitiiten bestehen:

(pd)y =0
T(p)? = agibit

Um die endgiltige Form H (F) zu erhalten, erinnere man
sich an folgende Sitze: Das Verschwinden der drei simultanen
Invarianten

(21)

(g9, (e1) (b7}
bat zur Folge, dass die Functionaldeterminanten
Sy =d; Joo=0ud, J¥0=U

den Originalformen proportional werden, dass also die Identititen
bestehen :

Wry=2re, (e =pd (e, =vy1
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Aus diesen Identititen folgt fermer mit Berticksichtigung
einer bekannten Identitit die Identitst

he? - pdi vy P =0.
Endlich folgt aus der bekannten Identitit
H(p) (9 (97)2 @
(e20s (W) O 2| 7
v vz 0]
welche in unserem Falle in folgende tibergeht:
H () H () 9 -+ H(3) H () 4+ H (o) H (4) * =0,
die Gleichung
H@) H) =k H(p) H)=pu, H(g) H(Y =pv

Die Gleichung (20) lisst sich jetzt folgendermafien schreiben:

H(F)~—3“3H( 2+2H<w)w?—L?)H@)er?H('WnL
+ H(@)H(U)2H(,()CP2+ s H ()2 H (4) H () 4°)
—32131’1 (9)-+2H (uH— H (9) H (W) Hp) o*+

T3213H(J)T 2H (3) + H () H () H (1)} 4*.

L—1'°

(22)

Diese Formel gibt uns nun Aufachluss iiber die Formen H (¢),
H({), H(y) und iiber die Grofe p

Der Character von H (F) alb Covariante vertriigt es offenbar
nicht, dass in ihr Glieder von verschiedenem Grade in den Coef-
ficienten vorkommen, es muss daher p ebenfalls von den Coef-
ficienten der drei Formen abhingen und zwar so, dass die Aus-
driicke

LH@ W HE

L 2
?H(@)‘H(LP)H(X)
nur Glieder vom zweiten Grade geben. In der That ergibt die

Formel
J(pu)2=1v?y2= — {H (¢) 4> H (V) 9%}
den Wert von p

P=VH()HY) H(y.

Uberlegt man, dass &, u, v offenbar nicht irrational sein kinnen

und dass
Hg), H), H(y)
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nicht vollstindige Quadrate sind, so schliefit man, dass diese In-
varianten sich aus denselben drei Griflen in Gestalt von Producten
aus je zwei Summen oder je zwei Differenzen ausdriicken lassen,

so dass
Hg)= Ak £ k) (b % &)
HW)= Ak, k) +k)
) H) = A (ky £Fk,) (kg + ])
ist und

p=D.(F & k) (b £ ky) (by £ 7).

Es ist alsdann
L g DO Ak k
Bi (’P) H (U) (/() = ﬁg( + k) (k2 + 1)

1 A+
S H P H ) H =T (b & ) (b £ 1.
Wenn nun zur Abkiirzung
At D= C
gesetzt wird, so geht die Formel (22) in folgende tiber:
H(F)=5{8 4%k £ k) (b £ k) 2.4 (b £ ) (b, £ 5) —
—40Fk = k) (ks £ B}
02
B Ay £ k) (hy £ 8) ;2.4 R k) (b & k) —
— 40y + B) (b + k)
3I k)J:l:%A(kilz)-l—2Afkl +ky ) F4C(ky £y )} P

/'7 __/
er:; Q{SA(kli ko) £ 2 A (k4 ky) — 4C (kg £ )} 42

(23)

(k'l

Um nun zu entscheiden, welches von den Doppelzeichen zu
nehmen ist, muss man die Bedeutung der Groflen &, aufsuchen.
Dieselbe findet man durch folgende Uberlegung. Dur ch Adjungie-
rung der Wurzeln der Gleichung

[ a a, a,—Fk
| k 1 i

@) | o oty o :ﬂ§<k3—§k——§)=0
ay—k o ay |

lisst sich die Form F auf dreierlel Weise in zwei quadratische
Factoren zerlegen. Es miissen daher, da

F=4 (p—Y) (e+9
=4 (1—9+9
=A"W =)+
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offenbar diese drei Zerlegungen sind, die & die Wurzeln der Glei-
chung (24) sein. Die Aggregate in den Klammern von (23) miissen
einzeln durch 32 theilbar sein, und zwar muss sich jeder Factor,
der mit irgend einem & multipliciert ist, durch 3% theilen lassen.
Das Pluszeichen ist demnach zu verwerfen, da man unter dessen
Annahme unmiglichk die Grofen 4 und C so bestimmen kann,
dass die Klammerfactoren durch 32 theilbar seien, Hingegen geht
die Formel (23), wenn man das Zeichen — nimmt und die Relation

Bk k=0
beriieksichtigt, in folgende tiber:
(ky

;;_]i){(bA—ALO)/cl 4 (4A440) k) 0P+
_I,(kléz@{(zm_[_ 40V 4 (—A4+4-8C) k) v,

H(F)=
(25)

Sollen nun diese Klammerfactoren durch 32 theilbar sein
SO MUSS

sein, so dass wir die Formel erhalten

)
2

(26) H(F)=— (B ¢k ¥2).

Bei der Ableitung dieser Formel sind die Constanten 4¢ ver-
nachldssigt worden; wie man diese bestimmt und wie sich als-
dann die Formel modificiert, wird im nichsten §. gezeigt werden.

8. 4.
In der Schaar
CP‘Z . ]C (!)2

gibt es so viele Formen, welche Doppelfactoren besitzen, als die
Anzahl der linearen Factoren der Jacobi’schen Determinante be-
trigt. Die entsprechenden % bestimmen sich bekanntlich durch die
Gleichung, welche entsteht, wenn man die Discriminante der Schaar
gleich Null setzt. Nun ist

J(@7 00 =209.4(9, 1), =29.0.y,
es sind daher die Doppelfactoren Factoren resp. von
P59 %

Dem Character unserer Schaar gemifi muss diejenige Form,
die einen der Factoren einer der conjugierten Formen doppelt
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enthilt, auch den anderen Factor derselben doppelt enthalten. Ks
folgt daher, .dass die Discriminante der Schaar ein vollstindiges
Quadrat ist. Um die Gestalt derselben zu ermitteln, bemerken
wir, dass den Formen o2 ¢? die Werte Null und Unendlich von &
entsprechen. Daraus und mit Berticksichtigung einer schon oft
erwihnten Formel folgt unmittelbar, dass die Grestalt der Disecri-
minante folgende ist:

(27) Diserim. (92 — k¢2) = C.OXH (%) H () A+ H () H (p)}*

Aus dieser Formel ergibt sich nun die Discriminante der
Form
F=A4(e*—?
(28) Diserim. (F)=c A*{H (%) H () + H (3) H (y)}*.

Setzen wir die Schaar aus F und H zusammen, bilden also
die Form
H4+\F

und fragen nach denjenigen Formen, -welche lineare Factoren
der Functionaldeterminante von F' und H als Doppelfactoren be-
sitzen, so wissen wir, dass dieselben @2, &2 2 sind.

Daraus resultiert zuniichst, dass die Diseriminante von H —+)F,
von einem von A unabhanglgem Factor abgesehen, das Quadrat
einer cubischen Form in ) darstellt. Bezeichnen wir dieselbe mit
£\, so ist also
(29) Diserim. (H -+ 3 F) =M. 2 (})2.

Es handelt sich jetzt darum, diese cubische Form herzustellen

und dazu fihrt folgende Uberlegung Sind die Verschwindungsele-
mente derselben i, Ay, A; und ist etwa

(ky @* + k) M (9" — ¢7) = Cg?)
so muss offenbar ¥ ==X sein. Da nun £ die Wurzeln der Lagrange’-
schen Resolvente sind, so folgt

N i)
(30 2= B.()\ gh—3):

Jetzt sind wir nun in der Lage, mit Hilfe der Formel (26)
die Constante 4 in

F=A4(*— ¥
zu bestimmen. Da nimlich 4 in H(F') im Quadrat erscheint, so
ist es nur dann moglich, dass
H(F)-+kF= Co?

ist, wenn

A-—:——k—:'];;.
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‘Wir erhalten daher die Formeln

2

F—=— — (%2 — (2
b—Fky (9 )
H(F):—jﬁ_‘;(lﬁ 92—k ¢?)
2 2k :

H—}—]sF:__F%(kl?z_kw)_k_____k_l (02— 12) = — 20
——____2__ 2 o )2 2kl_ 2 __ %) — — 2
82) | Bkl =y by 9" — k) — - (37 — V) = — 29
Hef e 2 (b o — B4 — 200 (g2 ) =2
2 By — kot T — kY T o

Die letzte dieser Identititen folgt aus der schon oben citierten
Identitit

H () H () o+ H (o) H) ¥+ H(9) H () * = 0.
Da ni#mlich, von einem Zahlenfactor abgesehen,
H () H ()= (ky — k) (& — By) (by — Fy) (B — RO}
(33)  HE@H = —k){(k — k) (b — &s) (b —B)}
H (o) H(y)= (ky — k) {(k— k) by — ) (b, — B}
ist, so folgt

: oty — 2 g 2 ket (e k)0
__h—ﬁhy ky?) k_%@~¢)—h~k@2kyfﬂkzg¢l
=— 2y

Da ferner

H () H ()4 H (o)} = C. (b — ky)* (ky — ky)? (ks — )%,
so folgt aus der Formel (28) die bekannte Formel
(84) Discrim. (F)=C' (k—k,)? (ky — ky)® (ky — k)%

Die Multiplication der drei Formeln in (32) liefert die funda-
nmentale Formel:

(35) W= (HA- L F) (H Al F) (H ATy F).

§. 5.

Es eriibrigt nur noch zu zeigen, wie aus den (leichungen
in §. 2 die fundamentale Eigenschaft von t, dass ihre vierte Uber-
schiebung iiber sich selbst verschwindet, sich ergibt. Diese Cova-
riante muss sich durch F und H und infolge dessen durch die

Monatsh. f. Mathematik. u. Pbysik, X. Jahrg, 8
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conjugierten quadratischen Formen darstellen lassen. Bezeichnet
wan die Wurzeln von t=0 mit «, a,, 5, o, 05, o, drickt die
Covariante (x7'), durch diese Wurzeln aus und berticksichtigt die
bekannte Darstellung der Covarianten gerader Ordnung durch die
Wurzeln der Grundform, nidmlich

), =TS (a, —a) (@, —a)* ... (x— aly)z‘ (x—a, ...

so sieht man sofort, dass in der Darstellung von (z1'), durch die
conjugierten Formen die Quadrate derselben nicht vorkommen
kionnen. Es muss daher

Uy =aevtboyteby
sein. Dann ist

o == (g — o) (15 — o) (25 — &) (o — &) -
+ (o5 — o) (O‘s — o) (a5 — 03) (2, — a,) "*‘
~+ (a5 — o) (g — ay) (a5 — o) (@ — ) -+
-+ (a5 — o) (o5 — atg) (%5 — ) (g — N

b= (o5 — o) (2, — o) (05 — &) (2, — a,) -+
""‘ (25 — o) (2 — o) (23 — a5) (1, — o) -+
‘1" (05 — o) (2, — a3) (o5 — o) (a5 — o)
"{“ (a5 — o) (2 — ;) (25 — 0) (25 — d)

¢ = (o, — a) (g — a5) (&, — ) R
+ (2, — ‘12) (2 — atg) (0, — at3) (o3 — ) ‘Jr
-+ (o — 04) (g — o) (o ~— ) (a5 — o) -+
+ (o, — o) (9, — &) (o — 93) (o5 — %)
und man sieht sofort, dass diese Coefficienten infolge der Glei
chungen (6) in §. 2 verschwinden. Daraus folgt

(86) (z7), =0.

S. 6.

Und nun gehen wir an die Beantwortung der von uns in de
citierten Monographie aufgeworfenen Frage: Wie beweist mar
dass die Gleichungen hoheren Grades.in der Weise wie die Gle
chung vierten Grades invariantentheoretisch nicht zu lssen sine
Zu diesem Zwecke recapituliere ich in Kiirze die Methode, welck
ieh dort fir die Losung der Gleichung vierten Grades gegebe
habe. Aus der Formel '

(37 (—f)=<Q2Fj 4 HFi— H?

habe ich geschlossen, dass die Nullwerte von t aueh Nullwerte vc
v (— ) sein miissen, d. h. dass =0 eine Abel'sche Gleichur
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(im engeren Sinne) sein miisse. Und dass die Periode derselben
gleich 2 sei, habe ich aus der Formel:

Y R0

@

(38) Fl= 1= -
S Y

F

gefolgert, Wird néimlich berticksichtigt, dass

07 ot
dylT TP el

ist, so geht diese Formel, wenn man fiir z und » resp. o, und

a, setzt, iiber in
% "“PF‘_(TF)1] %
e

U =5 SR,
d. h. man hat, wenn man der Kiirze wegen
—fzy)=0
setzt
(39) 02 (zy) = .

Da man durch Adjungierung der Wurzeln einer Resolvente
dritten Grades, deren Form ich spiter ableiten werde, die Cova-
riante v in drei quadratische Formen o, ©,, ©; zerlegen kann, so
kann man F als Differenz zweier dieser Formen darstellen und
somit die Gleichung F==0 losen. Nun habe ich (. ¢.) bewiesen,
dass immer

oF dP
5@@%) F+ Qx

dy
(40) 3 F =3P

ist, wo P und @ Covarianten von F sind. Fiir » >4 kann nicht
P die Covariante t sein, denn die Gleichung

m—172=3n—"T-"1n

hat nur die Losungen 2 und 4. Wir haben also den Satz:

Es gibt keine algebraische Form von heherer als der
vierten Ordnung, deren Covariante © gleich Null gesetzt eine
Abel'sche Gleichung von der Beschaffenheit ist, dass die ra-
tionale Function, mittelst deren sich alle Wurzeln durch
eine derselben ausdriicken, gleich dem Quotienten der
ersten Differentialquotienten der Grundform ist, oder, was das-
selbe ist, deren Covariante = der Gleichung

/%
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(— =19
gentigt.
Nun wire es moglich, dass die associierte Form von P den
Factor P enthilt, dass also die Identitit besteht '

P(—f)=P.Y,

es wire also P=0 eine Abel’sche Gleichung. Aus der Formel
(40) folgt aber, dass die Periode derselben gleich 2 sein miisste
und dass daher
P=y . o,...%
2
wire, wenn v die Ordnung von P ist. Wiirde sich F durch die
Differenz zweier der o darstellen lassen, so wiirde nach den
obigen Auseinandersetzungen folgen, dass die ¢ conjugierte Formen
sind und dass infolge dessen P eine specielle Form von -der
vierten, sechsten oder zwolften Ordnung ist. Fir v=06 ist n =4
und fir v=12 ist =25, im ersten Falle ist P die Covariante =
und im zweiten kann unmoglich F als Differenz zweier ¢ dar-
gestellt werden.

g 7.

Um einige Grenzfille behandeln zu konnen, die, so viel mir
bekannt ist, noch nicht erledigt sind, wird es nothig sein, neue
Beziehungen zwischen den Wurzeln der Lagrange’schen Resolvente
und denjenigen von t=0 herzustéllen. Zu diesem Zwecke bilden
wir die Resolvente, welche die Summe je zweier zu einander ge-
horender Wurzeln von t=0 zu Wurzeln hat. Man sieht leicht
ein, dass der erste und zweite Coefficient dieser Resolvente einen
gemeinschaftlichen Factor besitzen miissen, so dass der Quotient
derselben =, :7, ist, wenn man die Coefficienten durch denselben
Buchstaben mit angehingten Indices bezeichnet. Zu dieser Resol-
vente gelangt man offenbar durch die Substitution:

H, -2\ F
49 Ahomahdy
42) 3 (Hy, 3 Fy)
in die Resolvente . _
(42q) x3~%x-—j§=0.

Die Wurzeln dieser Gleichung sind demnach, da

2 H,z-+ H,
2(Fy e+ F)
ist, rationale Functionen der Summen je eines zusammengehiren

den Paares der Wurzeln von t==0. Die Ausfiihrungen der Sub
stitution ergibt die Resolvente in folgender merkwiirdigen Grestal

(42B) A=
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. g1 2 1
(43) Resolv. =1, { 7y 2* -1, z~+-5—12 o—{—l—o 13} =0.

Wir sind nun in der Lage, die Grenzfille, in welchen
einige der Coefficienten von t verschwinden zu discutieren. Riickt
eine Wurzel von t==0 ins Unendliche, so thut dies auch eine
Wurzel der Resolvente (43) und eine Wurzel von (24) wird
nach (42)

h= 4,
N —— FO

Es handelt sich jetzt darum, das Verhalten der iibrigen
Wurzeln beider Resolventen zu ermitteln. Dazu dienen folgende
Siitze:

Satz L

Wenn 1, =0 ist, so ist die Resolvente (43) ein voll-
stdndiges Quadrat eines linearen Ausdruckes und dieser Aus-
druck ist ein Factor von .

Beweis.
Fir A= — H: Fj muss
HF,—HOF

ein Quadrat sein. Nun ist, wie die Rechnung zeigt,

(44) HFO"‘-HnF:TOQ’3+T1”29+§72$?2+1—10‘T3?/3
folglich ist im Falle 7, =0
. 1 2 1
HF, —H, F =, x“+'5‘72xy+1673 ¥y
= (dz - By)*.
Setzen wir

H 42, F _ HA+25F
2(H, +nF) 2(H,+ k)Y

so gibt dies entwickelt die Gleichung

(45) 0 — W) {2 H,F, — H, F,} =0,

welche Identitdt in Wirklichkeit besteht, wenn t, =0 ist. Wir
erhalten daher in Bezug auf die iibrigen Wurzeln von t==0 den

Satz Il

Die tibrigen vier Wurzeln von ©==0 theilen sich derart
in zwei Paare, dass die Summe des einen gleich ist der
Summe des anderen Paares.
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Satz III.

Im Falle 7, =0 sind entweder die tibrigen vier Wurzeln
alle oder es ist ein Paar derselben imaginir.

Beweis.

t(—f)=1.0

besteht offenbar auch in diesem Falle und infolge dessen auch
die Gleichungen (6) im §. 2. Die harmonische Lage der Wurzeln
von t==0 ist also in nichts Anderem alteriert, als dass ein Ele-
ment ins Unendliche riickt. Das diesem zugeordnete Element
muss nun in der Mitte zwischen zwei anderen Elementen liegen,
wenn die vier Elemente eine harmonische Lage haben sollen. Es
kann aber nicht ein Element zwei Strecken zweier zugeordneter
Paare gleichzeitiz halbieren, es folgt daher der Satz.

HEs gibt noch eine Resgolvente, welche zur Resolvente (24) in
Beziehung steht und iiber den Fall Aufschluss gibt, wenn eine der
Wurzeln von t=0 Null ist. Bilden wir néimlich die Resolvente,
welche die Summe der reciproken je eines zusammengehorigen Paares
von Wurzeln der Gleichung © =0, oder, was dasselbe 1st, bilden

Die Formel

wir die Resolvente von z* 4+ (%, =]=0, so ist aus leicht fasslichen

Griinden einzusehen, dass dieselbe die Gestalt hat:

2 1
(46) 7623+T522+Bf4z+m13:0.

In dem Falle, wo eine Wurzel von t=0 Null wird riickt
eine der Wurzeln der Resolvente (46) ins Unendliche. Es wird
also in diesem Falle, da

(lJr 1)2 (H, +21F,)

o« VB T Al +nEy) (H, A E)

ist, wenn a, 3 ein Paar zusammengehirender Wurzeln von t=1(
sind,

H,

47 A= — 5,
(a) T

Von dieser Resolvente gilt der
Satz IV.
Wenn 1, =0 ist, so ist
L2 1
T, 22 +5 T2 —1—-1—013

ein vollstindiges Quadrat eines linearen Ausdruckes und die

ser ist ein Factor von (z*y*) < <£, l)
Y
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Der Beweis wird ganz wie oben gefiihrt. Es ist niimlich in
diesem Falle
HF,—H T
ein Factor von t* und muss deshalb ein vollstindiges Quadrat
sein. Nun ist aber, wie die Rechnung zeigt

(48) HF4"‘H4F:TGZJ3+T592+57495”2+11013962

es ergibt sich daber der Satz.

Ebenso, wie in den Fillen 1, =0, t; =0 die Bedeutung der

Resolventen (43) und (46) verloren geht so verlieren dieselben ihre

Bedeutung im Falle ©;=—=0. Gegentheiligenfalls némlich wiirde fol-

gen, dass in diesem Falle die Glelchunv ©=0 zwel gleiche und

entgegengesetzte Wurzeln hat. Dass dies nicht der Fall sein kann,
zeigt man auf zweierlei Art.

Aus der Gleichung
H, 4217,
Rl ERY

wiirde dann folgen, dass die Resolvente (24) die rationale Wurzel

=0

H
M=
hat, was, wie man sich leicht iiberzengt, nicht der Fall ist.
Es wire ferner
2HF, —H F

ein Factor von t% und daher ein vollstindiges Quadrat. Es ist aber,
wie die Rechnung zeigt,

. 2
49) 2HF, —H, F = —xz* 52”9—}‘ R A Tg s y°

—_

-und es miisste daher auch
2 1
— T x4—f—-—5—1:2 x292+_74?/4
ein vollstindiges Quadrat eines quadratischen Ausdruckes von der

Form
(x— Ay} (y+ 4y)

der ein Factor von t ist, sein, was, wie man sich leicht diberzeugt,
picht der Fall ist. Wir schliefen daher, dass auch in diesem
Falle die Gleichungen (43) und (46) keine Resolventen vorstellen.

8. 8
Aus den Identititen

2 1 2
7y @7 - szxé’—i'i{“)ﬂcs y*=(dz—+ By)?

2 1 : :
% 8 4 pusy-ign Yt = (A e+ B'y)?



120 B, Igel.

sehlieft man, dass die Discriminanten der linken Seiten z, resp. v
als Faetoren enthalten miissen. In der That findet man leicht
die Identitit

1 1Ty 1
IE‘TI v —(55) =5
IE‘T?’ Ty — 574 =5T276-

Im Falle t, == 0 besteht, wie man sich leicht durch Rechnung
iiberzeugt, die Identitit
1
(1) T Wy
Mit Hilfe dieser Formel ldsst sich leicht folgender Satz ab-
leiten :

oY
w

Im Falle 1, = 0 hat die biquadratische Gleichung zwei
reelle und zwei imagindire Wurzeln, wenn t; und t; dasselbe
Vorzeichen haben.

Es ist nimlich

Diserim. (F)=(z1")"
Fiir =, == 0 geht diese Formel iiber in
(52) Diserim. (F)=8t,t, — 2075, — 3.
Infolge der Formel (51) hat man also
(53) Discrim. (F) = — a1 1, — 81,

d. h. die Diseriminante ist im Falle v, =0 negativ, wenn 7, und
t, dasselbe Vorzeichen haben. Wenn dies aber der Fall ist, so
hat bekanntlich die Gleichung die oben ausgesprochene Eigenschaft.

g 9.

Die Zerlegung von t in drel quadratische Factoren stellt
sich in drei formell von einander verschiedenen Arten dar,

Es ist -
@ t=VH-L e FVH-4¢, F VHA-¢, F
(ID) 1= Vo U~ vV Vpe2U—ve?V Vpe2lU —vey
(D) r=a,.0,.0,

Der ersten entspricht die Resolvente
(24) k 2kl 3l 0,

1} Siehe meine Arheit ,Uber die associierten Formen ete.“ 1889. Verlag
von Gerold.
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der zweiten, in der U und V die bekannten Tetraederformen

U=H}+NF
V=H4-) F
bedeuten, die Resolvente .
(54) z’k2—i—2jkl—{—%l2:

und der dritten, in der @, &, &, die folgende Form haben

¢ =(z— E‘I) (@ —0(a) =2+ (1) +% )

G, = (@ — ay) (#— 0 (a)) = 27 U () + b2 (v3)

Oy = (& — a3) (z — 0 (o)) =27 ’L‘ by (¥s) 4% (95)
die Resolvente (43)

sy 2 1
(43) Toyg+71y‘+5fzy+i.'73:0-

Die Bezichungen zwischen den Wurzeln von (24) und (43)
haben wir im §. 7 Kennen gelernt. Was die Bezichungen zwischen
den Wurzeln von (54) und (24) anlangt, so kénnen - wir, da die
Factoren in (I) und (II) einzeln iibereinstimmen miissen, schliefien,
dass die Wurzeln von (24) sich durch algebraische Summen der
Wurzeln von (54) ausdriicken lassen. Wir haben daher den

: Satz.
Die Gleichung (24) ist die Resolvente der Gleichung (54).



