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Zur Theorie der Formen vierter 0rdnung.  

Von B. Igel in Wien. 1) 

w 
In keiner Theorie in der 5lathematik gibt es etwas~ was. 

sieh so fertig und naeh allen Richtungen hin so sehSn abgerundet 
repriisentiert~ wie das Capitel ~,Formen vierter Ordnung" in der 
Theorie der binliren Formen. Und wenn ich auf dasselbe den- 
noch zurttekkomm% so geschieht es aus folgenden drei Griinden. 
Es ist seit Cayley bekannt~ dass die invariantentheoretisehe Auf- 
15sung der Gleiehung vierten Grades sieh auf die fundamentaie 
Formel : 

(1) x ~ = - - -  ~ { H  - -  

grfindet. Adjungiert man die Wurzeln der Resolvente dritte~ 
Grades~ so stellt sieh diese Formel in folgender Gestalt dar: 

(2) ~2 1 ~--- --  '2 ( H @  el f ) (H-@ e~f) ( H @  ea/)  

und man sehliel~t daraus~ dass die quadratisehen Formen 

(3) ] / H - l - e l f :  % ] / U @ e 2 f = +  , V H @ e a f :  Z 

eonjugierte Formen sind. Nun hat sigh in neuester Zeit das Be- 
streben geltend gemaeht~ 2) direct naehzuweisen, dass die Formen 
(3) eonjugiert sind und daraus die Formel (2) abzuleiten. Ferner  
habe ieh in meiner ?r ,,l'~lber die assoeiierten Formen 
und deren Anwendung in der Theorie der Gleiehungen" gezeigt, dass 

(4) �9 ( - - f )  : ~. r 

1) tIerr Dr. Benzion Igel, welcher an diesen ,Menatsheften" seit dem Ins- 
lebentreten derselben sich betheiUgte, ist im August 1898 gestorben. Die Schrlft- 
leitung wirdihn stets in freundllcher Erinnerung behMten. Die vorliegende Arbeit~ 
welche am 28. Mai 189~ vollendet wurde, wurde der Schriftleitung yon seiner 
Witwe, Frau Susanne Igel, zur VerSffentlichung iibergeben. 

~) S. den w 5 in der Abh. des tIerrn Frobenius, ~Theorie tier biquadr. Formen ~ 
Kronecker's Journal Bd. 106, 
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wo 
OF OF 

f = ~ : O y  

ist 'and darans gesehlossen~ dass �9 0 die Wurzeln hat: 
WOf OF] 

(5) 7, - - -  kOx" OyJ 
[ o F  OF]  

Es entsteht nun die Frage, welche ieh schon dort angedentet 
babe, ob es noch Formen gib% deren Covariante x =  0 eine solche 
Abel'sche Gleiehnng sei. Endlieh lehnt sieh die geometrische 
Interpretation dec Form vierter Ordnung~ welehe den Endpunkt 
des genannten Capitels bildet~ gewShnlieh an die kanonisehe Dar- 
stellung derselben an~ and es dr/~ngt sich die Frage anf~ ob man 
nicht direct die geometrisehen S/~tze ableiten kSnnte. Ieh maehe 
im Folgenden den Endpnnkt znm Anfangspunkt, d. h. ieh gehe 
yon der geometrisehen Interpretation au% beweise die geometri- 
schen Sgtze direct, bewdse dann, dass die Formen % ~, 7. e~ 
giert sind und komme dann zur Relation (2). 

Sind % 0~ Z die quadratischen Factoren yon ~ and sind % ~; 
y,~; ,% v die Verschwindungselemente derselben~ so bestehen~ wie 
aus (5) folgt, die Gleichungen 

I I 
foe 

(6) - -  LOs, "0x  J = ~ - -  k ~ : ~ J  a ----- "r 

05' "OxJ  = "  - -  k ~ y - : ~ x x ]  = ' ' "  

Aus diesen Gleiehungen ~olgt nnmittelbar, dass F aus den 
linearen Faetoren yon x auf irgend eine Weise zasammengesetzt 
sein mtisse. Anderseits folgt aber aus dem Umstand% dass sehon 
zwei Paare der Gleiehungen (6) gentigen, urn F zu bestimmen, dass 
man F dureh h'gend z~ei der quadratisehen Formen darstellen 
kann. Wit kSnnen also auf dreierlei Weise fi' darstellen: 

(7) i F =  A' ~2-~- B' 
i F A"O 2 : . @ B" Z% 
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Aus diesen Darstellungen folgen die Gleiehungen: 

[ (A - -  A') 9 2 -}- b , ~ - -  B' Z2 = 0 
(8) { A ~ + (B - -  A")  ,~ - -  B" Z ~ = 0 

I A' ~ _ A"  +~ @ (B' __ B") z~ = O 

und aus diesen die Gleiehungen: 

[ {S" (.4 -- A ' ) -  B' A} < + {S S"-- B' (S- -  A")} * , '=0  
(9) / { (A- -  A') (B' - -  S") + A' S'} ,~ + {B (B' - -  S") - -  A" ~'} +~ = 0 

/ {A(B'--B")@A' B"} ~ @  {(B -- A")(B'-- B") --A" B"} r =0 .  

Dieso Coefticienten, gleich Null gesetzt, ergeben die zwei 
Gleichungen : 

B (B ' - -  B") ~-= A" B' 
A ( B ' - - B " ) - - ~ - - A '  B" 

oder 

(lo; A A ' B "  
B `4" B' 

Wtthlt man nun B so, dass es A proportional ist, was immer 
mSglieh ist, so folgt, dass aneh B' nnd B" resp. A' und A" pro- 
portional sind und dass man B~ B', B" mit negativen Zeiehen zu 
nehmen hat. 

Es ist daher 
F--~- A ( ,~-- ,5~)  

(11) F . - -  A' ( ~  --  Z ~) 
F =  ,4" ( , ~ -  Z2). 

Von den Grtil~en A'~ welehe far diesen w irrelevant sind und 
im w 3 bestimmt werden, wollen wir jetzt absehen. Aueh wollen wit 
nur e i ne  dieser Darstellungen yon F zu Grunde legen und zwar 
mtSge es die erste sein. Aus derselben folgt: 

~ F  ~ F  
Oy 3x  

_ - ~ ( x - ~ v )  ('x=~y~-- ~ "~ ~ (x -~v)  2 (x-@)+.~ (x-.~y) (x-~y)~+~ (x--~,v): (x-  6y) 
- -  ( x -  ~y) (x - @)~ + (~ - ~y) ~ (x - @) - ( x -  w )  ( x -  6y)~+ (x-~y)  ~ ( ~ -  6v) 

folglich ist 

I 0 F  0 d *, '(~--*f)(~--6)~'+~(c'--- '~ ') '~(~-6) 

(12) 
[0F 0F]  
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Entwiekelt  geben beide dieselbe Gleiehung: 

( 1 3 )  (-~ - ,,) (-~ - ~) {(8 - -  ~) (,~ - ~) 4 -  (8 - ~) (~ - ~,)} = o ,  

d. h. die Elementenpaare % ~; 7, 8 sind zu einander harmoniseh. 
Es ist ferner 

_ - ~ (~--~,) ( r , - ~ )  ~ -  ~ (,~-~,) ~ (r~-,~)+'~ (~-~)  @.- 8)~+8  (~ - ,~ )~  ( r , - 8 )  _ 
- -  - - - - V .  

Entwiekelt gibt dies die Gleiehung 

(v - -  ~) (~ - ~) (~ - ~)~ + (~ - -  ~) (,~ - ~)~ (~ - ~) 4 -  
4 -  (v - ~) (,~ - -  ~) (~ - 8)3 4 -  (,~ _ 8) ( ~  - ~)~ ( ~ - -  8) == 

(14) = (~ _ ~) ( , ~ _  ~) {<~ _ ~) (~ _ ~) 4 -  (~ _ ~) ( ~ _  ~)}4-  

Vertanscht man ~ mit v~ so iindern sieh die Ausdrfieke inner- 
halb der Klammern nieht, w~thrend die aui3erhalb derselben sich 
~tndern. Wi t  sehliel~en daher~ dass (14) in folgende zwei Relationen 
zerfallt : 

{( ~ - ~) (, -- ~) 4 -  (~ -- [~) (,~ -- ~) = o 

(15) (v - -  ~) (,~ - -  8) -~- (v - -  8) (,u. - -  -() = 0. 

Die Gleichungen (13) und (15) liefern den bekannten Satz: 
,Die  drei quadratisehen Faetoren yon ~ stellen drei 

Elementenpaare dar~ yon denen je  zwei zu einander harmo- 
nisch sind." 
Zerlegen wit ]7' in seine ]inearen Factoren~ setzen also 

~ = (x  - -  A y)  (x  - -  B y )  @ - -  r ~) (x  - -  t, v)  

so folgen aus (6) die drei Gleiehungen 

(~ - -  A)  ( a - -  B)  (a - - F )  (~. - -  5) 4 -  
4 -  (~ - B) (:, - -  A) (~ - -  r )  (~, - -  ~,) + 
@ (13 - -  F) (a - -  A) (a - -  B) (a - -  A) 4 -  
4 -  (~ - -  ,a) (~ - -  A )  (~ - -  B)  (~ - -  r )  = o 

(8 - -  A )  (-~ - -  B )  ('c - r )  (c - ") 4 -  
( 1 6 )  4 -  (8 - -  B) (~ - -  A) (~ - -  r )  (~ - -  ,~) -4- 

+ (8 c)  ('c - -  .4) ('l - -  B)(.,. - -  ~,) -1- 
4-  (8 - -  A) (7  - -  A )  (.( - -  B )  ('r - -  F) = 0 

(~ - -  _a) (,~ - -  B )  (,~ - -  c )  (~ - . / , )  4 -  
4 -  (~ - B) (~ - -  A) (~ - r )  ,,~ - -  a) 4 -  
4 -  (,, - r )  (,~ - -  A )  ( ~ - - B )  (,~ - -  ~)  + 
4 -  (~ - -  ~) (~ - -  A) (,~ - B) (~, - -  r )  = o. 
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Diese|ben lassen sich folgendermal3en schreiben: 

. . . .  ix z1~r 

(17) (,(---B) (T A) {(~ --- A)('1" - -  F) @ (~ - -  F) (-( A)} 
+ ( -~ - -  A)  (.~ - -  ~ ' ) { ( ~ - -  B)  (:, - -  ~) + (~ - -  ~)  (.~ - -  B)} = 0 

( , ~ - - B )  (~  - r ) { r  - -  ~1  ( , , , -  a) + (,, - -  ~) (~ - -  ~ ) l  

- r  A ) ( t ~ - -  ~ ) { ( ~  - -  B)  (~  - r )  + (~ - -  r ) ( ~  --- B)} = 0 .  

Aus dem Umstand% dass bei einer Vertaasehung yon A nail 
B und F m i t  5 die Atlsdriieke innerhalb der Klammern sieh niehl 
5ndern~ wshrend diejenigen augerhalb der Klammern sieh andern. 
sehliel3~ man~ wie oben, dass jede der Gleiehungen in zwei zerfallt 

Die atls diesen folgenden Gleiehungen 

(,~ - -  A ) ( ~  - -  B) 
(~ - -  B) (~ - -  A) = - -  1, 

t~ - A )  r - c )  = _ 1, 
(~ - [') (~ - A )  

(,, - A )  (~ - a)  = _ 1, 

liefern den bekannten Satz: 

(~ - c )  (~ - A) 

(~ _ A ) ( ~ -  C ) =  - -  1, 

(a - -  B )  ('C - -  '~) 
(~  - -  A)  (T - -  B )  - =  - -  17 

(~ - B) 6 - v) _ 
1 

(,, - r ) ( , ~  - B )  

,,In Bezug auf die Elemente eines jeden der Factorei 
yon : zerlegt sieh die Form F in zwei Elementenpaare 
welehe za jenen beiden harmoniseh sind: so class den dre 
quadratisehen Faetoren yon : die drei Zerlegangen der vie1 
Elemente yon F = 0  entspreehen. '~ 
Bildet man die Form 

so stellt dieselbe eine einfaeh unendliehe Sehaar yon Quadrupeh 
dar~ wenn man k atle m~glichen Werte  beilegt. Far  alle in (1 
enthaltenen Formen gelten offenbar die Gleiehungen 

Es folgt daher der bekannte Satz: 
,~Jedes Quadrupel der Schaar 
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zerlegt sieh in Bezug auf die Elemente eines jeden der Fae- 
toren yon ~ in zwei Elementenpaar% welehe zu jenen beiden 
harmoniseh sind~ so dass den drei quadratisehen Faetoren 
yon ~ die drei Zerlegungen der vier Elemente yon q ~ - - k , ~  ~ 
entspreehen." 
Es ertibrigt nun noeh~ den folgenden bekannten Satz zu 

beweisen : 
~Ist ein System yon drei zu einander harmonisehen 

Elementenpaaren gegeben~ so bilden alle Quadrupel~ deren 
versehiedene Zerlegungen jedesmal zwei zt~ einem der gege- 
benen harmonisehe Paare liefern~ eine Sehaar q )2 - -k2~ .e~0~  
far welehe die zugeh~rige Gleiehung ~ = 0  die gegebenen 
drei Paare sind. a 
Dieser Satz l~.sst sieh in folgenden umsetzen: 

Wenn eine Form seehster Ordnung F(%y)sieh au~ 
tblgende Weise zerlegen l~tsst 

F = (~ - ~' v) ( ~ -  o (~') ~)(x--,/~) ( ~ -  o (~,')~) (~-- / y) ( x -  o (r y), 

we 
~)r 0dp 

Oy ~lx 

und (I) eine Form vierter Ordnung ist~ so ist F die Covariante 
der Form (I). 

B e w e i s .  

Far  die Form ~ yon (I) bestehen die Gleiehungen (13)~ (15) 
und (16). Fttr F bestehea der Annahme nach ebenfalls soiehe 
Gleiehungen, welche aus jenen hervorgehen, welm man an Stelle 
yon ~'~, } ~ ' ~ ' ~  }' setzt. Ware nun F nieht identiseh mit % 
d. h. fielen die genannten GrSgen nieht zusammen, so w[irde folgen~ 
dass es za zwei Punktepaaren yon q ) ~ - 0  zwei Panktepaare gibt, 
welche za jenen harmoniseh sind, was bekanntiieh nieht der Fall 
sein kann;  es folgt daher, dass F mit z identiseh ist. 

Wir gehen nun dazu tiber, zu zeigen, wie aus den Gleiehan- 
gen (6) in w 2 die ttbrigen Eigensehaften yon % yon denen jed% 
wie (1, e.) naehgewiesen wurde, eh~raeteristiseh ist, sieh ergeben. 
Zunaehst wollen wir zeigen~ dass % r Z eonjugierte Formen sind~ 
das heil3t, dass die simultanen Invarianten~ yon je  zwei gebildet, ver- 
sehwinden. Zu diesem Zweeke bemerken wir~ dass H in der Sehaar 

enthMten ist. Es kommt also darauf an, den Parameter k zu be- 
stimmen, ftir welehen die Form qc s - -  k r a das H vorstellt. Bilden 
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wir die Hesse ' sche  
dieselbe 

0 9 )  H = 

_ 1 

--3~.4 ~ ]~r162 ~ ~ 

Determinante der Form 9 3 _  ,b3~ so is~ 

~x 3 0x 0y 1 

~ (,:~__+~) ~3 (~3_,~3) 33:4 ~ 
OxOy Oy 3 

ax~ ~xO~i I Ox 30xOy} 

Wertet man die Determinanten innerhalb der Klammer aus~ 
so erhi~It man die Formel: 

_1 {3H(~) 9"2-~-3H(~)+~-- 5 (? ~)2r ,~-~2tI(~) 93-~-2H(~) + 3  
(20) 33 

Diese Formel hihrt nun auf {olgende Satze.: 
I. Die Formen ,% r sind conjugier 5 d .h .  ihre zweite Uber- 

sehiebung tiber einander versehwindet. 
II. Das Quadrat der Jaeobischen Determinante yon 9 und ~ l~sst 

sieh dutch die Summe der Quadrate dieser Formen darsteUen. 

Da bekanntlich die Identiti~t besteht: 

so kSnnen sich in (20) die Producte ~.r  nicht wegheben; da abet 
infolge der obigen Bemerkung H(F) sich dureh die Quadrate 
dieser darstellen lassen muss, so mtissen die Identiti~ten bestehen: 

(21) J (9  +)~ = a ~3+~+3 

Um die endgiltige Form H(F) zu erhalten~ erinnere man 
sich an folgeude S~ttze: Das Versehwinden der drei simultanen 
Invarianten 

hat zur Folg% dass die Funetionaldeterminanten 

J (',~ ',~) = (? ,5)~ J (7. 9) = (7. 9)~ J ('~ Z) = (',$7')~ 

den Originalformen proportional werden, dass also die Identittiten 
bestehen : 

(+ z ~, - =  ~ ~, (7' ,~), - =  ~ +, (~ ,,~)~ = ~ 7'. 
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Aus diesen Identitaten folgt ferner mit BerCicksichtigung 
einer bekannten Identitat die Identit~tt 

Endlieh folgt aus der bekannten Identit~t 

= 0 7 

'? ~. Z 0 

welehe in unserem Falle in folgende ttbergeht: 

H(~)/-/(Z) ','~ @ H(,?)HIZ) '~ @ / / ( ~ )  H(+) Z ~ = 0, 
die Gleichung 

H(,~)/-/(Z) = ,~, / t (~)  H(Z ) = p,% 5r(,?) ] / ( ,< = ?v. 

Die Gleiehung (20) lasst sieh jetzt s sehreiben: 

H ( F ) =  ~ g~ {3 H (9) 9 ~ @ 2H (+) ~'  @ 3H (q~) +~ @ 2H (?) q~ @ 

4 H ~ + ~  ~(?)~H(~) R + p~ (~)Lr(,,o?H(Z) (Z)'~} 

(22) __ 1 {3H(~?)@2H(+)-~-4H(~)H(+,)~H(z)}~'@p2 
3 ~ 
1 4 

@ 32 {3H(+)@ 2H(,s) @ ~2 H(~) ~ H (+) t t  (Z)} *~. 

Diese Formel gibt uns nun Aufsehluss tiber die Formen H(~),  
H(~)~ H(Z ) und iiber die GrSl3e ?. 

Dot Character yon H(F) als Covariante vertr~gt es offenbar 
niehg dass in ihr Glieder yon verschiedenem Grade in den Coef- 
ficienten vorkommen~ es muss daher p ebenfalls yon den Coef- 
fleienten der drei Formen abhgngen und zwar s% dass die Aus- 
drticke 

l 
o~ ~ (,~)/-/(,~)~ H (z) 

(z) 

nur Glieder veto zweiten Grade geben. In der That ergibt die 
Formel 

den Wert yon ? 
~' = V H (~) H (+) _a (Z)"  

Uberlegt man~ dass),  ~, v offenbar nieht irrational sein kt)nnen 
und dass 

g(~,), H ( G  t~(Z) 
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nieht vollstandige Quadrate sind, so sehliel~t man~ dass diese In- 
varianten sieh aus denselben drei GrSgen in Gestalt yon Produeten 
aus je zwei Smnmen oder je zwei Differenzen ausdrtk&en lassen, 
so dass 

H (z) ---- A (~-~ • ~,) (/~ 4-_ ~) 
ist und 

p : ~).(/C 2Y2 ~1) (]~ 1 4- ]~'2) (]22 4- It). 
Es ist alsdann 

A4 
H (,s) H (4) ~ H (Z) ----- - - / ~  (k ! k, ) (k~ 4- k,) 

1 A ~ 

Wenn nun zur Abkttrzung 
A~:D2= C 

gesetzt wird~ so geht die Formel (22) in folgende tiber: 

(F) = ~ { 3 A  (k 4- k~)(7~ ~: k~)§  2A (k~ 4- k~)(k~ 4- k) - -  

- ~ c (~ • ~)  (~ 4- ~,)} § 

(23) 
- 4 c ( ~  - k,) (l~ 4- k)} 

__ (/s 4- k) {4-3A(]g4-]t2)+2A(]~ 1 ._~]s .@]gl)}~2+ 

Um nun za eutseheiden~ welches yon den Doppelzeiehen zu 
nehmen ist, mass man die Bedeutnng tier Gr~il~en k~ aufsaehen. 
Dieselbe finder man dutch folgende Uberlegung. Dutch Adjungie- 
rung der Wurzeln tier Gleichung 

,' a o a~ ka' - -  k = } (  i j )  
(2~) t ~ ~ + ~  ~ - ~ - - ~ - -  o 

- -  k a s a4 I 

l/~sst sieh die Form F auf dreierlei Weise in zwei quadratische 
Factoren zerlegen. Es milssen daher~ da 

F-~- A (p - -  4) (? -~- 4) 
= A' (Z - -  ~) (z + ~,) 
= A" (4 - -  z) (4 + x) 
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offenbar diese drei Zerlegungen sind, die k die Wurzeln der Gtei- 
ehung (24) sein. Die Aggregate in den Klammern yon (23) m~issen 
einzeln dutch 3 ~ theilbar sein, und zwar muss sieh jeder Faetor~ 
d e r m i t  irgend einem k multiplieiert ist, dureh 3 ~ theilen lassen. 
Das Pluszeiehen ist demnaeh zu verwerfen~ da man unter dessen 
Annahme unmSglieh die Gr013en A und C so bestimmen kann~ 
class die Klammerfaetoren dutch 32 theilbar seien. Ilingegen geht 
die Formel (23)~ wenn man das Zeiehen - -  nimmt und die Relation 

k+z-  = o  
ber~eksichtigt~ in folgende fiber: 

H (F) (k~ - -  7~) --_ 3~- - - { (5A- -4C) lq  @ @ A @ 4 C ) k ~ } ~ 2  @ 
( 2 5 )  _ 

4 e) + ( - -A+ S C) 

Sollen nun diese Klammerfaetoren dureh 3 2 theilbar sein 
so ml~ss 

1 1 
A = - -  C = -  

2 ~ 2 

sein~ so dass wir die Formel erhalten 

(26) H (F) = --  (k~ - -  k) (,~a ~2 _ / c  ,4~). 
2 

Be/ der Ableitang dieser Formel sind die Constan~n A i ver- 
naehl~ssigt worden; wie man diese bestimmt und wie sieh als- 
dann die Formel modifieiert~ wird im naehsten w gezeigt werden. 

In der Schaar 

gibt es so viele Formen~ welehe Doppelfaetoren besitzen~ als die 
Anzahl der linearen Factoren der Jaeobi'schen Determinante be- 
trggt. Die entspreehenden k bestimmen sich bekanntlich durch die 
Gleichung~ welche entsteht, wenn man die Discriminante der Schaar 
gleich Null setzt. Nun ist 

J ( ~ . , ~ )  =- 2 ~.~, (~, ~)~ = 2  ~,.~.Z, 

es sind daher die Doppelfactoren Faetoren resp. yon 

% % Z. 

Dem Character unserer Schaar gema6 muss diejenige ]?%rm~ 
d~e e i n e n  der Faetoren einer der conjugierten Formen doppelt 
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enthalt, auch den anderen Factor derselben doppelt enthalten. Es 
folgt daher~ .dass die Diseriminante der Schaar ein vol|stgndiges 
Quadrat ist. Um die Gestalt derselben zu ermitteln~ bemerken 
wir~ dass den Formen ~2, ,)s die Werte Null und Unendlich yon k 
entspreehen. Daraus and mit Beriicksichtigung einer sehon oft 
erw~hnten Formel folgt unmittelbar~ dass die Gestalt der Diseri- 
minante folgende ist: 

(27) Diserim. (?~ - -  k~ ,2) = C.k~{H(+.) H ( Z  ) ), -~- H(~?) fir (Z)}L 

Aus dieser ]?orme[ ergibt sich nun die Discriminante der 
Form 

F---= a ( , ~  - -  q,2) 

(28) Discrim. (F) = c A s {H (,~) H (X) n u- H (~) H (Z)} ~ . 

Setzen wir die Schaar aas F u n d  H zusammen~ bilden also 
die Form 

and fragen naeh denjenigen Formen, we lche  lineare Faetoren 
der Functionaldeterminante yon F u n d  H als Doppelfactoren be- 
sitzen~ so wissea wii'~ class dieselben q~, +~ Z "2 sind. 

Daraus resultiert zan~chst~ dass die Diseriminante yon H @ ~.F, 
yon einem yon ~. unabhKngigem Factor abgesehen I das Quadrat 
einer eubischen Form in ), darstellt. Bezeichnen wit  dieselbe mit 
~q (k)~ so ist also 
(29) Diserim. ( H - ~ ) , E )  = M. ~ (;~,) -~ . 

Es hanclelt sich jetzt datum, diese cubisehe Form herzustellen 
and dazu ftihrt fotgende Uberlegung. Sind die Versehwindungsele- 
mente derselben ~.~, )~2~ )'~ und ist etwa 

so muss offenbar k ~ }, sein. Da nun k die Wurzeln tier Lagrange'- 
schen Resolvente sind~ so folgt 

Jet~t sind wir nun in der Lag% mit Hilfe der Formel (26) 
die Constante A in 

zu bestimmen. Da ni~mlich A in H ( F )  im Quadrat erscheiut, so 
ist es nur dann mSglieh~ dass 

H ( F ) - ~  k F~---- C~ ~ 
ist~ wenn 

2 
A - -  

k - -  k~ " 
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Wir erhalten daher die Formeln 

(~ )  

(32) 

2 
F-- k -- k~ (?9 __ +~) 

2 
H ( F ) _ _  k , - - ~ ( k ~ V 2  k 4 2 )  

2 2 k  

2 (k~ V2 __ lc r 2 k~ 
H - @  ki  F - -  k i - -  k k - -  k i 

2 2 k2 

( ~  - -  ~ )  = - -  25~ 

( ~  - -  +,~) - -  - -  2 Z ~. 

Die letzte dieser Identit~tten folgt aus der sehon oben citierten 
Identit/~t 

~(~)  H(z) ~2 + ~ (~ )  H(z)  ~ + H(?)  H (+) Z 2 = 0. 

Da namlich~ yon einem Zahlenfactor abgesehen~ 

(33) H (~) ~ ( Z )  = (~" - -  ~){(~ - -  7~) (lc~ - -  ~)(k~ --k)} 

H (~) H(~)  = (~ - -  ~) {(k - -  ~ )  (k~ - -  ~2) (~2-- ~)} 

is% so folgt 

- - - - 2 X  2. 
Da s 

~ ( z )  2 {H(,~) + H(~)}~ = C. (k - -  ~)~ (~, - -  1~2) ~ (k2 --  ~)~, 

so folgt aus der Formel (23) die bekannte Formel 

(34) Discrim. (F )  -= C' (k - -  k~) 2 (]~q - -  tc2) ~ (kg, - -  k) 2. 

Die Multiplication der drei Formeln in (32) liefert die funda- 
mentale Formel : 

(35) ~ 2 =  _ ~_ ( H +  I~F) ( H +  k~ F) ( H + ~  F). 

w  

Es erfibrigt nur noch zu zeigen~ wie aus den Gleichu.pgen 
in w 2 die fundamentale Eigenschaft yon % dass ihre vierte Uber- 
schiebung tiber sich selbst verschwindet, s~eh er~,mt. Dmso Cova- 
riante muss sich durch F und H und infolge dessen durch die 

~ona t sh .  f, Mathematik. u. Pbysik. X. ffah~g. 
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eonjugierten quadratisehen Formen darstellen lassen. Bezeiehnet 
man die Wurzeln yon x ~ - 0  mit ~1~ a2~ %~ ~ ,  %~ a~ drackt die 
Covariante (x ~')~ dureh diese Wurzeln aus und beriieksichtigt die 
bekannte Darstellung der Covariantcn gerader Ordnung dureh die 
Wurzeln der Grundform~ n~rnlieh 

so sieht man sofort~ dass in der Darstellung yon (:~')~ dureh die 
eonjugierten Formen die Quadrate derselben nieht vorkommen 
k~nnen. Es muss daher 

sein. Daun ist 

+ ( ~ - -  ~0) (~  - ~ )  ('~ - -  ~ )  ( n  - ~ )  

und man sieht sos dass diese Coeffieienten inMge der Glei 
chungen (6) in w 2 verschwinden. Daraus folgt 

( s 6 )  (~ ~')~ = o.  

Und nun gehen wit an die Beantwortung der yon uns in de 
citierten Monographie aufgeworfenen Frage: Wie beweist ma~ 
dass die Gleichungen hSheren Grades i n  der Weise wie die Gle: 
chung vierten Grades invariantentheoretisch nicht zu ]5sen sin( 
Zu diesem Zweeke recapituliere ieh in Kfirze die Method% welch 
ieh dort ftir die LSsung der Gleiehung vierten Grades gegeb e 
habe. Aus der Formel 

(37) z ( - -  f )  -~- z [2 F 3 j  @ H F i - -  H ~} 

babe ich gesehlossen~ dass die Nuliwerte yon ~ aueh Nullwerte v( 
z ( - - f )  sein mfissen~ d. h. dass =-~-0 eine Abel'sche Gleichm 
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(im engeren Sinne) sein masse. Und dass 
gleieh 2 sei~ habe ich aus der Formel: 

die Periode derselben 

5y 
(38) f ( - - f ) =  0 

F Ox -{- (vF), .Y 

gefo]gert. Wird niimlich bertieksiehtigg dass 

I;l.= 
ist: so geht diese Formel, wenn man fttr x und y resp. % und 
% setzt~ tiber in 

d. h. man hat~ wenn man der Ktirze wegen 

--f (x y) = 0 
setzt 

(39)  = 

Da man dureh Adjungierung der Warzeln einer Resolvente 
dritten Gradeg deren Form ich sp~tter ableiten werd% die Cova- 
riante ~ in drei quadratisehe Formen %~ %, % zerlegen kann~ so 
kann man F als Differenz zweier dieser Formen darstellen und 
somit die Gleichung F =  0 l~sen. Nun habe ieh (l. e.) bewiesen, 
dass immer 

Cto) 

~.F 5 P -  I 
O y (--  f )  ~ 2 ' -  t- Qx 

~ ( _ f )  --  OP ~ F--Og 

ist~ wo P und Q Covarianten yon F sind. Far n > 4 kann nieht 
P die Covarianto = sein~ denn die Gleiehung 

( n - -  1)~ = 3 n - -  7-~-n 

hat nur die L(isungen 2 und 4. Wit" haben also den Satz: 
Es gibt keine algebraische Form yon h(Sherer als der 

vierten Ordnung, deren Covariante ~ gleich Null gesetzt eine 
Abel'sche Gleichung yon der Beschaffenheit ist, dass die ra- 
tionale Function~ mittelst deren sioh alle Wurzeln dutch 
e i n e  derselben ausdr~icken, gleich dern Qu0tienten der 
ersten Differentialquotienten der Grundform isg odor ~ was das- 
selbe ist~ deren Covariante ~ der Gleichung 

8* 
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gen~gt. 
Nun w~re es mSglieh~ dass die assoeiierte Form yon P den 

Factor P enthalt~ dass also die Identit~tt besteht 

P(-- f ) =  P.~Y, 

es w~re also P ~ 0  eine Abel'sche Gleichung. Aus der Formet 
(40) folgt aber~ dass die Periode derselben gleich 2 sein mtissto 
und dass daher 

P ~ ? l ' ? o ~ ' " ~  

w~re, wenn v die Ordnung yon P ist. Wtirde sieh F dureh die 
Differenz zweier der ~ darstellen lassen, so wtirde naeh den 
obigen Ausein~ndersetzungen folgen, dass die ~ eonjugierte Formea 
sind und dass infolge dessert P eine specielle Form yon tier 
vierten~ seehsten oder zw~lften Ordnung ist. Fttr v-~-6 ist n - - 4  
und fiir v ~---12 ist n ~ 5~ im ersten F~lle ist P die Covariante z 
und im zweiten kann anmSglieh F als Differenz zweier ~? dar- 
gestellt werden. 

Um einige Grenzf~lle behandeln zu kSnnen~ di% so ~iel mir 
bekannt ist~ noeh nieht erledigt sind~ wird es nSthig sein~ neue 
Beziehungen zwiseheu den Wurzeln der Lagrange'sehen Resolvente 
und denjenigen yon z ~ 0 herzustellen. Zu diesem Zweeke bilden 
wir die Resolvent% welehe die Summe je zweier zu einander ge- 
hSreuder Wurzeln yon z ~ 0 zu Wurzeln hat. Man sieht leicht 
ein, class der erste und zweite Coefficient dieser Resolvente einen 
gemeinsehaftlichen Factor besitzen milssen~ so d~ss der Quotient 
derselbea ~ : %  ist~ wenn man die Coefficienten dureh denselben 
Buchstaben mit angehangten Indices bezeichnet. Zu dieser Resol- 
vente gelangt man offenbar durch die Substitution: 

Z 
2 ( H o +  Fo) - -  

(42) 

in die Resolvente 

(42a) )3__ ~ k - -  = 0 .  

Die Wurzeln dieser Gleiehung sind demnaeh, da 

ist~ rationale Functionen der Summen je eines zusammengehSren 
den Paares der Wurzeln yon z ~ 0. Die Ausftthrungen der Sub 
stitution ergibt die Resolvente in fo]gender merkwtirdigen Gestal 
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Wir sind nun in der Lag% die Grenzfalle, in welchen 
einige der Coeffieienten yon z verschwinden zu discufieren. Riickt 
eine Warzel yon ~ = 0 ins Unendliche, so thut dies atteh eine 
Wurzel der Resolvente (43) und eine Wurzel yon (24)wird 
n~eh (42) 

X =  Ho 
Fo" 

Es handelt sich jetzt daram~ das Verhalten der iibrigen 
Wurzeln beider Resolventen za ermitteln. Dazu dienen folgende 
Sgtze : 

S a t z  I. 

Wenn %-----0 ist: so ist die Resolvente (43) ein voll- 
standiges Quadrat eines linearen Ausdruckes und dieser Aus- 
druek ist ein Factor yon T. 

B e w e i s .  

Fiir X = - -  H o :Fo muss 

ein Quadrat sein. Nun ist: wie die Reehmmg zeigt, 

2 
(44) Hfi'o - -  .Ho F ~ -  ~o x3 -j- zl x ~/+~z,X~J'-@~-~r.sy3 
folglieh ist im FaIle % = 0 

H f o  - -  go F =  ('~ x~-[ -'2g'~ xJ - t -  116 ~ r  y 

= (~= -5  By)=. 
Setzen wir 

(go + x~ Fo) - -  2 (Ho § ~,~ Fo)' 

so gibt dies entwiekelt die Gleiehung 

(45) (x~ - -  x~){2 go F1 - g~ Fo} - -  o, 

welehe Identititt in Wirkliehkeit besteht, wenn % ~ 0 ist. Wir 
erhalten daher in Bezug auf die ttbrigen Wurzeln yon z-~-0 den 

S a t z  IL 

Die ttbrigen vier Wurzeln yon ; -~-0 theilen sieh derart 
in zwei Paar% dass die Summe des e i n e n  gleich ist der 
Summe des anderen Paares. 
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S a t z  III. 

Ira Falle % ~---0 sind entwedm" die tibrigen vier Wurzeln 
alle oder es ist ein Paar derselben imagin~r, 

B e w e i s .  
Die Formel 

z ( - - f )  = , . ( I )  

besteht offenbar aueh in diesem Falle and info]ge dessen aueh 
die Gleiehungen (6) im w 2. Die harmonisehe Lage der Wurzela 
yon ~ z 0 ist also in niehts Anderem alteriert~ als class ein Ele- 
ment ins Unendliehe rtiekt. Das diesem zugeordnete Element 
muss nun in der ~r zwisehen zwei ancleren Elementen liegen, 
wenn die vier Elemente eine harmonisehe Lage haben sollen. Es 
kann aber nicht ein Element zwei Streeken zweier zugeordneter 
Paare gleichzeitig h~lbieren~ es t~olgt daher der Satz. 

Es gibt noeh eine Resolvent% welehe zur Resolvente (24) in 
Beziehnng steht and tiber den Fall Aufsehlass gibt, wenn eine der 
Wurzeln yon x ~ 0 Null ist. Bilden wir ni~mlieh die Resolvent% 
welche die Summe der reeiproken je eines zusammengehSrigen Paares 
yon Wurzeln der Gleiehung ":---~ 0~ oder~ was dasselbe ist~ bilden 

wir die Resolvente yon x~y4~( 1 1) 0 x~ ~ ~ , so ist aus leieht fassliehen 

Grtinden einzusehen~ class dieselbe die Gestalt hat: 

2 1 
(46) ~ za + ~ z~ + 5- ~ ~ § F6 ~ = O. 

In dem Fall% wo eine Wurzel yon v ~---0 Nail wird rtiekt 
eine der Wurzeln der Resolvente (46) ins Unendliehe. Es wird 
also in diesem Falle, da 

ist, wenn a, ~ ein Paar zasammengeh(irender Wurzeln yon �9 ~---(] 
sind~ 

Von dieser Resolvente gilt der 

S a t z  IV. 

Wenn % ~-~ 0 ist~ so ist 

ein vollst~ndiges Quadrat eines linearen Ausdruekes uncl die 
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Der Beweis wird g~mz wie oben geftihrt. Es ist n~tmlizh in 
diesem Falle 

ein Factor yon x 'a und muss deshalb ein vollst~,ndiges Quadrat 
sein. l~un ist abe B wie die Rechnung zeigt 

2 
(48) H F ~  - -  ~ F =  ~o y 3 § ~5 Y + 5 ~' y*~ § ~0 ~3 x~ 

es ergibt sich daher der Satz. 
Ebens% wie in den F~tllen v o ~---0~ % = 0 die Bedeutung tier 

Resolventen (43) and (46) verloren geht, so verlieren dieselben ihrc 
Bedeutung im Falle za=0.  Gegentheiligenthlls namlich wtirde fol- 
gen~ dass in diesem Fa]le die Gleichung z ~ 0 zwei gleiche und 
entgegengesetzte Wurzeln hat. Dass dies nieht der Fall sein kann~ 
zeigt man auf zweierlei Art. 

Aus der Gleichung 
Lrl + ~  ~F* - -o  

wtirde dann folgen~ dass die Resolvente (24) die rationale Wurzel 

~.__ //1 
2F, 

hat, was~ wie man sieh leieht fiberzcugt~ nieht der Fall ist. 
Es wgre i'erner 

2 H FI - -  H~ F 
ein Factor yon ~2 und daher ein vollsti~ndiges Quadrat. Es ist aber~ 
wie die Rechnung zeigt, 

2 x~ 2 1 a 

u n d e s  miisste daher aueh 
2 x~ " 1 r - ~ o X ~ + ~  v ~ + ~ y  

ein vdlstiindiges Quadrat eines quadratischen Ausdruckes yon der 
Form 

(x - -  An) ( y - / A ~ )  

der ein Factor yon ~ ist, sein~ wag wie man sich leicht/iberzeugt~ 
nieht der Fall ist. Wit sehliei~en daher, dass auch in diesem 
Falle die Gleiehungen (43) und (46) keine Resolventen vorstellen. 

w 
Ans den Identitgten 

2 1 y ~ _ ( A x . _ ~ B y ) ~  

2 , 1 y~..~__(A,x@B,y)2 ~ x~ - /~-~zy-~l  ~ % 
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sehliel~t man, dass die Discriminanten der linken Seiten z o resp. % 
als Factoren enthalten mtissen. In der That finder man leicht 
die Identit~tt 

<50) 

"i: 1 T 3 - -  "r --__. ~ -  '4" 0 2:4 

T3 "C5 - -  "C4 = ~ Z2 T6 ' 

Im Falle % ~ 0 besteht~ wie man sieh leicht durch Rechnung 
tiberzeugt~ die Identit.at 

1 
(51) ~ ~ = 5-6 ~"  

Nit Hilfe dieser Formel 15sst sieh leieht folgender Satz ab- 
leiten : 

Im Falle % ~ 0 hat die biquadratische Gleichung zwei 
reelle and zwei imaginttre Wurzeln~ wenn z~ and % dasselbe 
Vorzeiehen haben. 
Es ist n~tmlich 

Discrim. (F) = (z ~')~. 

Far  % - - 0  geht  diese Formel tiber in 

Discrim. (F) = 8 % z4 - -  20 z 1 % - -  3 z2a. (52) 
Infolge der Formel (51) hat man also 

(53) Discrim. (F) -=- --  ~ r 1% - -  ~ z~: 

d. h. die Discriminante ist im Falle % = 0 negati% w o r m  -;~ 1111(;]_ 

% dasselbe Vorzeichen haben. W e n n  dies aber der Fall ist~ so 
hat bekanntlich die Gleichung die oben ausgesprochene Eigenschaft. 

w 
Die Zerlegung von z in drei quadratisehe Factoren stellt 

sich in drei formell von ein~nder verschiedenen Arten dar. 
Es ist 

(I) z = VH @ e, F V H  @ e 2 F ] / H  @ e a F 

(II) z = ] /~  U - -  v V V,ua2 U - -  va 2 V1/bta2 U - -  v~v 

(III) z = ~1" ~2.0:~. 

Der ersten entspricht die Resolvente 

(24) ica i J l a = 0, -~kz-g 

~) Siehe meiae Arbeit ~ r b e r  die associiertea Formen etc." 1889. Verlag 
yon G6rold. 
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tier zweiten, in der U und V die bekannten Tetraederformen 

U=- H @ X~ F 

V :  H,4- )'3 F 
bedeuten~ die Resolvente 

(54) ~2 + ~ j  z~l + g = o 

und dot dritten, in der ~1 ~b20~ die folgende Form haben 

r = (x - -  7I) (x --  0 (~1)) = x2 @ +1 (Yl) @ ~ (Yl) 
G = (x --  %) (x - -  0 (~)) = x 2 + ~ (th) § '~2 (Y.~) 

die Resolvente (43) 

(43) % y~ + ~1 ~ + ~ 1 

Die Beziehungen zwisehen den Wnrzoln yon (24) und (43) 
haben wit im w 7 kennen gelernt. Was die Beziehungen zwisehen 
den Wurzeln yon (54) und (24) anlangt, so k6nnen wit, da die 
Faetoren in (I) nnd (II) einzeln fibereinstimmen mttssen, sehlielten, 
(lass die Wurzeln yon (24) sieh dutch algebraisehe Summon der 
Wurzeln yon (54) ausdrtieken lassen. Wir haben daher den 

Satz. 
Die Gleichung (24) ist die Resolvente der Gleichung (54). 


