
Dber die Primfunktionen in einer arithmetischen 
Progression. 

Von 

Heinrich Kornb lum ( t ) ,  stud. math. in Giittingen. 

[Aus dem Nachlal3 herausgegeben yon E. Landau1).] 

w 

S a t z :  p sei sine Primzahl. Es 8eien A (x) und M (x) ganze ganz- 
zahl~e Funktionen, yon denen keine ~ 0 (mod p) ist, und die im Sinne 
yon Dedekind~)  m od  p $eiler/remd sin& Dann gibt es unendlich viele 
mod p inlconqruente Prim/unktionen P(x) ,  welche die Kongruenz 

P ~ A (modd  p ,  M )  

er/idlen; such dann noch, wenn vorgeschrieben wird, daft der Koe//izient 

z) Verfa•er,. geboren in Wohlau am 2.~. August 1890, hatt~ v o r d e m  Kriege 
aelbst~ndig die Entdeekung gemaeht, da~ Di r ioh le t s  kla~sischer Beweis des Satzes 
yon den Primzahle~ 8iner~ arithmetisehea Progression (nebst den sp~teren elementaren 
Begriindungen des Niehtversehwindens der bekannten Reihen) ein Analogon z. B. in 
der Theorie der Primfunktionen in Restklassen naeh einem Doppelmodul 1~, M hat. 
t~ber dies seJbstgew~hlte Thema harts er seine Doktordissertation im wesentliehen 
schon fertiggestellt. Als Kriegsfreiwilliger fiel er im Oktober 1914 bei Po~l-Capelle. 
Erst kiirzlieh erhielt ieh aus seinem Naebl'at~ das (mir schon suit 1914 bekannte) 
Manuskript. Ieh ,iibergebe hiermit die sch~insten und ~nteressantesten Teile der 
{3ffentliehkeit, Der Kornb lumsehe  Ansatz zeiehnet sieh dareb hobe Eleganz etm 
und zeigt, dal] die Wissensehaft in ibm einen hoffnungsvollen Forseher verloren bat. 
Den Satz und Beweis des w I babe ich aua K o r n b l u m s  Manuskript Iibernommen; 
einige Bemerkungen babe icb in FuBnoten angefiigt. Den Satz und Beweis des w 2 
hat er allerdings nut f~r k---2 gehabt; dooh write die yon mir hinzugefiigte Aus- 
dehnung auf beliebiges k wohl ohnehin bel gemeinsamer Bespreehung in seiner 
Dissertation hinzugekommen, de alles unmi~telbar mit seiner Methods herauskommt. 

~) Abrifs einer Theorie der h6hern Co,gruenzen in Bezug au[" einen redlen 
1~r Journal flit die reins und ~ngewandte Mathem~tSk, 54 (1857), 
S. 1--26. 
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der h6chsten Potenz in P (  x) einen vorgeschriebenen, zu p teiler]rernden 
Rest r rood p l~flt. 

Beweis:  Es gen~igt, dea Naehweis fiir trrimSre P zu fiihren, d.h.  
solche, deren hSchster Koeffizient [ ( rood p) ist. Denn dieser Wortlaut 
braucht ja bei gegebenem r nur auf r t A Ix') statt A (x) angewendet zu 
werden, wo r r ~ -  1 (modp) ist; aus 1'1 r t A  folgt ja rJ~ - A .  

Auch der Modul M darf prinliir angenommeu worden, da ja bei ihm 
eine beliebige zu p teiler[remde Zahl als Faktor willkiirlich ist. 

Ist F ( x )  eine ganze ganzzahlige Funktion 0 t rood p), so bezeiehne 
IF] ihren Grad (mod p), d. h. den ExI)ouente~l der hSchsteu PotenT., 
deren Koeffizient 0 ( m o d p )  ist. Alsdann darf [ M ] :  m T~0 an- 
genommen werden, da sonst die Behauptung trivial ist. 

Die zu M teilerfremden Restklassen (modd p, M), deren Anzahl h 
heiBea), bilden nach Dedek ind  eine Abelsehe Gruppe. Es sei Z ein 
beliebiger der h Charaktere dieser Gruppe. Es werde Z (F) fiir zu M mod p 
teilerfremdes 27 als Chamkter der Resgklasse erkl~t; fiir die iibrigen F 
werde z ( F ) = O  gesetzt. 

Fiir jeden diesor h ,,Charaktere z (F ) (moddp ,  M)"  werde, worm 
s. 1 ist, 

L ( s , Z ) -  V z(F) 
7 plFj,, 

gesetzt, wo F in irgendeiner Reihenfolgc ein vollsthndiges System mod p 
inkongruenter prim~rer Funktionen durehliiuft ') (deren es nach Dedekind  
p'~ zu jedem Grad n ~ 0 gibt). Die Reihe ist absolut konvergent, da fiir 
n ~ O , a > l  

.~ ,  _ z ( F )  l l 1 p .  = 1 

II,'1--n rel--n 

ist, so dab L ( s , z )  die konvergente Majomnte 

.g/. 255= 
- i 1 

p.-1 

besitzg. 
L ( s , g )  ist o/$enbar, wenn die Olieder mit gleichem IF] z u s a m m e n -  

g e f a l l t  werden und 

[~j=n 

*) D e d o k i n d s  ~rertbestimmung yon h = ~ (M) ist bier anerheblioh. 
~) Dies ~sei's~et~ die Bedeutung des Summationsbuchstabens in derartigen 

Sulnmen, 
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gesetzt ist, eine Dir ichle tsche Reihe ~) 
co 

/5(8, z) ~=0 pns 

Fiir jeden vom Hauptcharakter Zo verschiedenen Charakter Z l~Bt 
sich nun zeigen, dab diese Dir ichle tsche  Reihe abbricht, indem 

(1) a,,-~--0 fiir n ~ m  

ist. Da n~mlich die Gesamtheit der mod p inkongruenten Funktionen R 
mit [R] < ~n, wean die Funktion R _~ 0 (modp)  hinzugeffigt wird, nach 
D e d e k i n d  alle ID m Restklassen (modd p, M)  und jede genau einmal re- 
pr~isentiert, also 

Zz(R)=0 
R 

ist, SO geniigt es Iestzustellen: Die Anzahl der modp inkongruenten 
prim~iren F, welche den Bedingungen 

F _ R (modd p, M), IF] -~ n 

geniigen, ist bei jedem festen n ~ m yon R unabh~ngig. In der Tat ist in 

F ~-QM ~ R (modio) 

notwendig und hinreichend, dab [Q] ~ - n -  m u n d  Q primer ist, und die 
so gefundene Anzahl ~ - ~  ist wirklich von R frei. 

Weil somit L(s, X) fiir I=t=Io eine endliche Summe 

ist (also bei beliebigem s dutch diese Summe erkl~irt werden kann), sind bei 
zu 1 abnehmendem s die drei Grenzwerte 

(2) l im/5(s,  Z) =/5(1, Z), 
8~---1 

(3) lira L'(8, Z)~- L'(1 ,  g), 
8----1 

(4) lira T,(s, Z)--15 (1, Z) = / J r  (1, Z) 
s--1 

vorhanden 6). 

6) Natfirlich geht L(s,Z), wenn 2-S--y gesetzt wird, in eine gewShnliohe, 
1 mindestens~ ] y[ < ~ konvergente Potenzreihe Z a n  y" fiber. 

6) Damit soil stets gesag~ sein, dab der betreffende Ausdruek gegen einen 
endl~ehen Weft strebt. 
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Fiir s > 1 und jedes Z ist ferner 

(5) L(~ ,  z ) = / /  
.v t - z  (P)' 

p [I'1 
wo P in beliebiger Reihenfolge ein vollstgndiges System mod p inkon- 
gruenter primiirer Primfunktionen durdflguft:). Denn erstens geniigt die 
Funktion 

g(B) =- x iB) 
" " piBJs 

wegen 
z (B ,B .a )=-z (B~)z (B , , ) ,  .[B,B..,] [BtJ-: [B.,I 

dem Multiplikationsgesetz 

9 (&B~)  = g ( & )  g ( < ) ;  
zweir sind naeh D e d e k i n d  die primgren F :ix 1 eindeutig in Potenz- 
produkte inkongruenter prim/irer P mod p zerlegbar; drittens konvergiert 
das Produkt unbedingt, da 

Z I ,_~) V I z (r) i 

konvergiert. 

Aus (5) folgt, wenn i f '  bedeu~et, dal3 P nicht in M ( m o d p )  aufgeht, 
P 

, ' ) / /  ' 
/ '  1 --  1 == 1 -- ~1"1 s 1' 1 - I ' 

p{Pjs p[I'!s 

also, wegen 

1 1 
n=O I . . . . . .  ioiPl s ~s-1 

1 . . . . . .  
ps - I  

bei zu 1 abnehr~ndem a is* also 

(7) lira ( s -  t ) L ( s ,  Zo) 

vorhanden, aber 
L'  

(8 )  - -r (8, Zo) ~ ~ .  

Aus (5") ~otgt .,ferner bei jedem Z flit s > 1 

(9)  L (s, x) = ~ "" " ~ ' ,  

?) Dies sei s tets  die BedeuSung des Multiplikations- oder Summationsbueh- 
e '~bens P .  
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we in beliebiger Reihenfolge n die positiven ganzen Zahlen und P die 
modp  inko~gruenten prim~ren Primfmxktionen durchl~LuftS), also 

L' ~ , z  (P") [P] (10) L (8, Z) = log p ~ . ~  
P,n 

Zur gegebenen Restklasse A (modd p, M)  wercIe nun die inverse B 
besfimmt: ABe_ 1 (modd p, M) .  

Dann ist, wenn (10) bei allen % verwendet wird, fiir 8 > 1 

' x-J ~B' x-~x (-P") [2] 
Z X P,  n 

=logp~_~  -7 [P] .~X~z(Bp"), 
ioLiDJn s 

P,n ,~ 

also nach den Fundamentaleigensehaften der Charaktere 
_ x-T [ P ]  

l l )  : h l o g y  ~ 2(p]~ . 
pn = A 

Wenn es also gelingt, fiir jedes Z =~ %o 

12) i ( 1 ,  g ) +  0 

zu zeigen, so folgt aus (11) naeh (2), (3) trod (8) 

P "  - A  

Andererseits ist fiir s > 1 
~o 

I-P] < Z n 
Z pIPJns ~ - -  - -  P , , " / ~"  1) 

n > l  

also besehr~kt.  Aus (13) folgt daher 

(14) ~ [P] 

also die Existenz unendlich vieler rood p inkongruenter prim~irer P ~ A, 
q . e . d .  

Bewe i s  yon  (12) ffir k o m p l e x e  C h a r a k t e r e :  Aus (9)feign'dutch 
Multiplikabion fiber alle % 

1 

P " - ~ I  
(15) l~L(s ,g )=e  ~1.  

Z 

~) Diese Bedeatung habe Z stets in der Folge. 
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Wgre nun fib einen komplexen Charakter L(1 ,  Z~)= 0, so 
fib den konjugierten L(1,  ~ , ) =  O, also naeh (4) 

L(~,zl) L'(1 Z,), --~L'(1 Zl), 
s - - 1  ~ s ~ l  ' 

folglich wegen (2) und der Existenz des Grenzwertes (7) 

f [ L ( s , g ) = ( s - - 1 ) . @ - - l ) L ( s ,  Zo).L(s'z~!.L(s' i~) ~ L ( s , z ) - * O ,  
' s - - 1  s -  I 

d Z=~Zo,Zl �9 I ~  

entgegen (15). 
Beweis  yon  (12) fiir ree l le  Cha rak t e r e :  Z sei reell und # Z o .  

Es werde fib prim~ires N 

f (N) .... ~ ' z ( D )  
DIN 

gesetzt, wo D ein System rood p inkongruenter primirer Teiler yon N 
durchl~uft. Dann ist erstens f ( 1 ) : =  1; zweitens fiir modp teilerfremde 
N i und N 2 

f( N 11~'~ ) = Z Z (D ) ~- ~ ,  Z (D, D~) = .~-' Z (D~) . ~ Z (D.~) =: f(N~) f(N~), 
D ! N~ Na D~ I NL Dj l Nl  D~ I N~ 

D21 N~ 

also fiir N ~!_ ~ 1, wenn N ~ ~ P z die Zerlegung in Potenzen inkongrdenter 

prim~rer P ist, 

f(N) .... /--~f(P~); 
p12~ 

drittens, je naehdem z ( P ) = - 0 ,  1 oder - - 1  ist, 

1 + 0 , + . . . + 0  = 1, 

f ( P ~ ) = I - F z ( P ) + . . . + z ( P : ) :  l + l d - . . . + l  = l + l ,  

I-- 1+- -}- (--  1) ~ I~ (-I): 
( 

also stets f (pZ)> 0 und fib gerades / sogar f(P~)> 1. Daher ist stets 
/ ( / v ) >  o und f~/V-_-Q ~ soga~ f ( /V)~  a. 

Es werde nun fiir ganzes z > 0 

2? [/vl 
t/~] Kz T p 

gesetzt. Dami ist einerseits 

105 

w~ire auch 
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also 

bei unbegrenzt wachsendem z. 

Andererseits ist 

Z z (D) 
~-~ z (D) 

_ .  ~ [.D]. 1~1 
INl<z P~" [z~;+!m]<~lT*T 

_ _..~, z (1)) 1 ~ z (D)  
[~l [D] 

Fiir z _~ 2 m verschwindet nach (1)  die zweite Doppelsumme, und, soweit 
[D]  :> m ist, der betreffende Bestandteil der ersten Doppelsumme; daher. 
ist fiir z ~ 2 m 

lD] - [BJ 

IDl,~m p-~- I/i:]=<z - Ibl/o-~ 
z - - n + l  z + l '  

~--I z-n m--1 z - n  q m-r 

Z a,, Z pq Z a,, z ~ _~ ~__'r a,, ;P ' I --. _P_ t "-n~oo ~ 
~=o P"'~ q=o i~ T n=o pT r = 

:: L(1, z)+r 

W~ire nun L(1 ,  g ) ~  0, so wgre nach (17) fiir z ~ 2 m  

gegen (16) 1o). 

0) Anmerkung des Herausgebers: Diese Identit~t ist (sogar fiir z ~ m ) a u t h .  
ohne die vorangegangene Transformation yon O(z) sofort daraus abzulesen, dab 

Z • ~! IEJ 

ist und ( I )  gilt. 
10), Anmerkung des Herausgebers: VerL h~t sioh bei der W~hl seh~es ~(z)  e~was 

zu genau an das bekannte Paradigma angeschlossen; einfaeher ist es hler~ start (~(z') 
die Funktion 

H(z)  = ~Y'p(~V) 
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w  

Sa t z :  Unter den Voraussetzungen des Satzes aus w 1 gibt es sogar 
unendIich viele rood p inkongruente Prim/unktionen P - -  A ( modd io, M ) 
mit m o d p  vorgeschriebenem, zu p teiler/remdem hdch~tem Koe/iiziente~ 
und [ P ] ==- l ( mod k ), wo k > 1  und 1 vorgeschriebene ganze Zahlen sind. 

B e w e i s :  Es daft wieder P primer vorgeschrieben und M prim~ir 
angenommen werden; auch m > 0 vorausgesetzt werden, da es nach 
D e d e k i n d  zu jedem Grad > 0 mindestens eine Primhmktion gibtU). 

Offenbar geniigt es, ffir jede yon 1 verschiedene k-te Emheltswurzel 
die Existenz yon 

( 18 ) lim ~_j'/2[s'l { 1"i 
s=t p A p l P l s  

nachzuweisen. Denn hieraus folgt nach (14), wenn ~,w -1 ~ber alle k-ten 
q 

Einheitswurzeln (einsehl. 1) erstreckt wird, 

zu betrachten. Einerseits ist 

0<=<; 
sndererseits fiir z > m 

m - ~  g - ~  i n - - I  
~ o = ) - 7  p Z - n + l  _.  1 pz-I 1 Z,:ZonZp . _  o, ,  

[Dl~z ( E I < z - f D r  n=O q -  o n=O 

also (12) bewiesen. 
1,) Anmerkung des Herausgebers: Ubrigens lit0~ sich die yon D e d e k i n d  dutch 

n 
lln 1 )TT d Betraehtnng yon x --x erhaltene Bestimmung n - - ~ ( d ) P  fiir die Anzahl ~,(n) 

d i n  
d e r  mod~ inkongruenten primiren Pdmfunktionen n-ten Grades, d.h. die glebh- 

bedeutende Gleiehung pn-- -Zdy , (d)  direkt aus der Identit~t 
<tin 

l 1 \','% a =l "~'-~__ ] - - _ ] 7  1 = 1  
t ~"~7/) 1 __ 1 - -  ~ 1 pfPJs 1 ps-1 

ablesen; denn dieselbe besagt 

4=1 

d,g~.~=l g T d g s  = s ' 

~ o = n  4In 

( s > i )  
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(19) ~ 9 - '  ~.7 ~e~[2] 

and die linke Seite yon (19) ist 

= = y " [ - P ]  ~' ,~cPj-z  . x~ [PI  
p %  .p[PJs ~1 P ~  A 

[P)---I {rood k) 

Fiir jedes ~ und jede ~-~e Einheitswurzel ~} werde auf tier Strecke 
8>1 

z, 

gesetzt. Fib ~)= 1 is~ dies das L (8, Z) des w 1. Fiir ~ + i ergibt sich 
parallel zu den Entwicklungen deskw 1 das folgende. 

Nach (I) ist iiir Z + Zo 

L ( s ,  z ,  ,~) = v" "  ' 

also bei zu 1 abnehmendem 

L (e, Z, ~)--,-L (1, Z, ~), 
L ' ( s ,  Z,  V)--* L'(1,  g, ~/), 

(~ ,o ) ,  L(~,~.:)-_~(~,z,,) -,.L'(i, x, v)- 
S - - I  

Fiir s > 1 und jedes % ist 

.p[P]s 

F'fir 8 > 1 ist 

also, wegen 
pIP]s 

P 1 '[P] =,~.1~-~-~ = p n , ' =  1 ' ' p(p;, ps-t 

(21) L(8,  ~o, r/) P l ' ' l  ~'[P~-"/ 1 V ' 

folglie~ lira L(s, •o, 7) vorhanden und + 0; ebenso ist lira L'(8, %o, 7) 
~'=1 $ = 1  

�9 orhanden und somit auch lira L' ,=~ Z (8, zo, 7). 
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Fiir s>1 ist 

(22)  L(~ ,  z ,  , )  - -  ~ ~"  " ~ " "  , 

L' -- Z-(s, X, ~) =- log T.~.z -~ '/eJ~z(P") [P] 
P, n .p[P]n~ ) 

L' 
g P" A ~IPJn~ " 

Wenn also fiir jedes Z @= Zo 

(23) L(1, 2, ~t) + 0 

gezeigt werden kann, so existiert 

5-~ , /~J"[ / ' J  lira e~.~" ~-~7~ ' 
8=I 

also dot Grenzwert (18). 

Beweis  yon  (23) fiir ree l les  g@=:~o mi t  ~@=--1 und  fiir kom- 
p lexes  ~: Es werde 

~ e  ~ (0  < ~ < 2 ~ )  

gesetzt. Es werde ferner ftir zu M (rood p) teilerfremdes F 

z ( F )  =- so, c~)~ (0 =< o, < 2~)  

gesetzt. Dann ist flit diese F der Charakter 

Z ~ ( ~ ) - -  e'~,<~)~. 

L(8,  X~,~I ~) hat fiir zu 1 abnehmendes 8 nach den gefundeneu Eigen- 
schaften yon L(s ,  g) und L(e, y., 7) einen Limes (da nich% zugleieh 

g~ --~ go und ~ = 1 ist). Fiir s > 1 is~ nun, wean in Z '  die P I M  fehlen, 

. ~  ,1 [P]n X (pn) ~ r  cos n (co (p) + [p] 7'} 

t L (  ~', Z, ~ ) t  = e '~." ,,,~Iz-l.~ _ e '~,'~ .~I , '~ . .  
~' cos ~n (o (P) + [P] ~) 

I/;(~, z ~, ~)I =e~'" "~"' 
Andererseits ist 

P,n ~i~ [PIn# P,n .~[P]ns ~ 1 1 
_<-- e =11 ----y~ = 1 

P I - - - -  l - - - -  ptP]. p.--i 

Da nun fiir reelle 

3 -~ 4 cos0 -~- 2 cos 2 ~ = (1-~ 2 cos v~) ~ ~ 0 
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l=<e 

ist, ergibt sich flit 8 ~ 1 
~ p a + 4 co~_n (o,_(P[_+JpJy) + ~ cos ~ n (o~ (p~ + [_p] ~) 

also fiir 1 < 8 < 2 bei 9assender Wahl eines v6n s ffeien positiven 7 

~ - - - {  Z (8, z, ~)l~ ]Z(s,  x:, v~)[ ' ,  1 ~ ( s _ l ) ~  

(s-1)~ IL(8, z, v){ > .............. 

y, ~/11. (s, x'~,,l'~) I 

(~--l){y'~/iL (s,;c ~, ~){" 

Bei zu 1 abnehmendem 8 ist also 

{ L(s ,z ,~ l ){  
s --1 { --~ oo , 

was im Falle L(1, Z, ~ ) ~ - 0  mit  (20) in Widerspruch steht. 
B e w e i s  y o n  (23)  f i i r  r e e l l e s  %=~Zo mi~ ~ - - 1 :  Es werde 

f( iV) - - - ~  x~ ( - 1 )[1)J g (D) 
Di2r 

gesetzt. Dana  ergibt  sich wie in w 1 

f (~Y)  :> O, f (Q~)  ~_ 1. 

Es werde nun fiir z ~ 0 

t t  ( z ) = Z f ( ~ V )  
[hrJ~z 

gesetztr~). Dana  is~ einerseits 

L(s,Z,V)14[L(s,Z~,~) 8, 

It (z) ~_ . ~  f (Q~) ~_ Z p"-~oo, 
,QJ<  o " 

andererseits fiir z ~ . m  
m - - 1  z - - •  m - - 1  

,'3 n ~ i o z - n + l ~  1 tt(z)=~,(--1)[z~]g(D).~l=~ (--1) a,~.~, p~r=~,(--1) a,,. ~= i  
[Dj~z [~l__z- {~] n=o q=o n=o 

----f+~ L(1, Z, ~) ~ c~, 
2 - - 1  

also (23) wahr. 

1~) Anmerkung des Her~usgebers: Ich weiohe hier vom Kornblumsohen Tex~ 
(der wieder G (z) einfiihrt) ab~ indem ich gleich die Vereinfaohung der Anm. 10 
anbringe. 
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Anhang des  H e r a u s g e b e r s .  

Wenn man einen Satz 1:~) yon mir fiber Di r ich le t sche  Reihen mit 
Koeffizienten ~ 0 herarmieht, so l~Bt sich in w 1 und w 2 das Nicht- 
verschwinden aller L (1, Z, "~ ) fiir 7~ + Zo, i] 1 und fiir ~1 =~ 1 mit einem 
Sehlage folgendermaBen begriinden. Aus (9) und ~22) folgt dutch Mul- 
tiplikation iiber alle k h Paare ~], 7. fiir s > 1 

._ - ~vlp,,5 
p n  1 ~'i: P [PI ~'$ P~ i 

1"1 Z ~i q = l 

we die bq rational und ~ 0 sind. Andererscits sind die b~ ganze alge- 
braische Zahlen, da dies yon jedem Koeffizienten der Dir iehle tschen 
Reihen L(s ,  X, V) gilt. Die bq sind also ganze rationale Zahlen ~ 0. 
Unendlich viele darunter sind > 0; denn irgendein mod p nicht in M 
aufgehendes P nebst n = k h  liefert P ~ I  (moddp, M), [P]n~___0 (modk), 
und dies Glied der Dir ich]etschen Reihe im Exponenten hat schon die 

o~ 

Existenz unendlich vieler positiver bq zur Folge. Daher divergiert ~/~bq. 
q = l  

Wgre nun ein L(1 ,  ;g, ~?) = 0, so wiirde A ( s )  in s ='1 reguliir sein. Naeh 

(6) und (21) ist abet A ( s )  fiir 0 s s < 1 gewiB regular. Z b ~  mfiBte 
q = l  

also nach dem in Anm. 13 genannten Satz konvergieren. 

Ber l in ,  den 9. April :[919. 

la) ,, ~ f ~ ,  we bqZO ist, konvergiere ffirs > 0% und es sei die ffira > ~r durch 
q = 1 r  

~b 
die Reihe dargestellte ~'unktion tiir f l ~ s ~  o~ reguliir. Dann konvergiert Z ~  "" 

q=l q 
Na~iirlich geniigt hier wegen der Substitution p-8= y auch der ~ltere Vivantisohe 
Satz fiber Potenzreihen. 

(Eingegangen am 10. April 1919.) 


