Uber die Primfunktionen in einer arithmetischen
Progression.

Von
Heinrich Kornblum (1), stud. math. in Géttingen.

[Aus dem NachlaB herausgegeben von E. Landau®).]

§ 1L
SBatz: p sei eine Primzahl. Es seien A (x) und M (z) ganze ganz-
zahlige Funktionen, von denen keine = 0 (mod p) ist, und die im Sinne

von Dedekind®) mod p teilerfremd sind. Dann gibt es unendlich viele
mod p inkongruente Primfunktionen P (z), welche die Kongruenz

P=A (moddp, M)

erfilllen; auch dann noch, wenn vorgeschrieben wird, daf der Koeffizient

1) Verfasser geboren in Wohlau am 23. August 1890, hatte vor dem Kriege
selbstiindig die Entdeckung gemacht, da8 Dirichlets klassischer Beweis des Satzes
von den Primzahlen einer arithmetischen Progression (nebst den spiteren elementaren
Begriindungen des Nichtverschwindens der bekannten Reihen) ein Analogon z. B. in
der Theorie der Primfunktionen in Restklassen nach einem Doppelmodul p, M hat.
Uber dies selbstgewihlte Thems hatte er seine Doktordissertation im wesentlichen
schon fertiggestellt. Als Kriegsfreiwilliger fiel er im Oktober 1914 bei Posl-Capelle.
Erst kiirzlich erhielt ich aus seinem NachlaB das (mir schon seit 1914 bekannte)
Manuskript. Ich - iibergebe hiermit die schonsten und interessantesten Teile der
Offentlichkeit. Der Kornblumasche Ansatz zelshnet sich durch hohe Eleganz sus
und zeigt, dafl die Wiesenschaft in ihm einen hoffnungsvollen Foracher verloren hat.
Den Satz und Beweis des § 1 habe ich aus Kornblums Manuskript fibernommen;
einige Bemerkungen babe ich in FuBnoten angefiigt. Den Satz und Beweis des § 2
bat er allerdings nur fir k=2 gehabt; doch wire die von mir hinzugefiigte Aus-
dehnung auf beliebiges &k wobl ohnehin bei gemeinsamer Besprechung in seiner
Dissertation hinzugekommen, da alles unmittelbar mit seiner Methode hersuskommt.

%) Abrifs einer Theorie der hoherm Congruenzen in Bezug auf einen reellen
Primzahl- Modulus. Journal fiir die reine und sngewandte Mathematik, 54 (1857),
8.1-26.
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der hochsten Potenz in P{z) einen vorgeschricbenen, zu p tetlerfremden
Rest r mod p laft.

Beweis: Es geniigt, den Nachweis fiir primare P zu ftihren, d. h.
solche, deren hochster Koeffizient 1 (mod p) ist. Denn dieser Wortlaut
braucht ja bei gegebenem r nur auf r A (z) statt A(z) angewendet zu
werden, wo rr, — 1 (mod p) ist; aus P, r A folgt ja r P, - A.

Auch der Modul M darf primir angenommen werden, da ja bei ihm
eine beliebige zu p teilerfremde Zahl als Faktor willkiirlich ist.

Ist F(x) einc ganze ganzzahlige Funktion 0 (mod p), so bezeichne
[#] ihren Grad (modp), d. h. den Exponenten der hochsten Potenz,
deren Koeffizient 0 (mod p) ist. Alsdann darf [M]- m >0 an-
genommen werden, da sonst die Behauptung trivial ist.

Die zu M teilerfremden Restklassen (modd p, M), deren Anzahl A
heiBle?®), bilden nach Dedekind eine Abelsche Gruppe. HEs sei y ein
beliebiger der k Charaktere dieser Gruppe. Es werde y (F) fiir zu M mod p
teilerfremdes ¥ als Charakter der Restklasse erklirt; fiir die ibrigen F
werde 4 (F) =0 gesetzt.

Fiir jeden dieser A ,, Charaktere y(F)(modd p, M)“ werde, wenn

8. 1 ist,
Lis, - N0

- P

gesetzt, wo F in irgendeiner Reihenfolge ein vollstindiges System mod p
inkongruenter primirer Funktionen durchliuft !) (deren es nach Dedekind
p™ zu jedem Grad n > 0 gibt). Die Reihe ist absolut konvergent, da fiir
n=0,8>1

B Ny < e )

ist, so dal L(s,y) die konvergente Majorante

Lo

Sl
1}.7(%1)“1 1

n=0

pr1
besitat.
L(s,7) ist offenbar, wenn die Glieder mit gleichem [¥'] zusammen-
gefaBt werden und
2 x(F)=a,

[Fj=n

%) Dedekinds ‘Werbbeatimmunﬁ von h= @ (M) ist hier unerheblich.
4) Dios 'sei " stets die Bedeutung des Summationsbuchstabens in derartigen
Summen,
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gesetzt ist, eine Dirichletsche Reihe®)

o0

Lis, p)=) -2

= 5;; '
Fiir jeden vom Hauptcharakter y, verschiedenen Charakter y laBit
sich nun zeigen, dafl diese Dirichletsche Reihe abbricht, indem
(1) a,=0 firn>m

ist. Da némlich die Gesamtheit der modp inkongruenten Funktionen R
mit [R] < m, wenn die Funktion R = 0 (mod p) hinzugefligt wird, nach
Dedekind alle p™ Restklassen (modd p, M) und jede genau einmal re-

prisentiert, also
2 u(B)=0
R

ist, so geniigt es festzustellen: Die Anzahl der modp inkongruenten
priméren F, welche den Bedingungen
F _R(moddp, M), [Fl=mn
geniigen, ist bei jedem festen n > m von R unabhingig. In der Tat ist in
F=QM + R (modp)
notwendig und hinreichend, daB [@]=# — m und @ primir ist, und die
so gefundene Anzahl p»—m ist wirklich von R frei.
Weil somit L(s, x) fiir y =+ y, eine endliche Summe

m—1

Lis,5)= 2 ==

ns
n=0 z

ist (also bei beliebigem s durch diese Summe erklirt werden kann ), sind bei
zu 1 abnehmendem s die drei Grenzwerte

(2) Jimm L(s, z) = L(1, %),
(3) lim L'(s,7)=L'(1, 2),
4 L(SJZ)"“L(I:Z)__ ’
(4) 11:11*‘*“”8—_'1—'—”"“1/ (1L, 2)
vorhanden ®).

%) Natiiclich geht L (s, ), wenn p~*=y gesetzt wird, in eine gewOhnliche,

mindestens*fiir {y | <% konvergente Potenzreihe Za,. y" iiber.
n=0
¢) Damit soll stets gesagt sein, daB der betreffende Ausdruck gegen einen
endlichen Wert strebt.
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Fir s > 1 und jedes y ist ferner

(5) L(s, )= ] — 5,
21
wo P in beliebiger Reihenfolge ein vollstindiges System modp inkon-
gruenter primirer Primfunktionen durchliuft?). Denn erstens geniigt die
Funktion
g(B)=-*% fg z
wegen
X(BLBZ!) \’_‘X(B1> X(Bz): '[‘Bl B'.’] [BLJ o [Bz]

dem Multiplikationsgesetz

g(B, B,)=g(B,)g(B,);
zweitens sind nach Dedekind die priméren F Z=1 eindeutig in Potenz-
produkte inkongruenter primérer P modp zerlegbar; drittens konvergiert
das Produkt unbedingt, da

| 1(E) 12 B
ZIPIPJSI g FZ p[F]-’
konvergiert.
Aus (5) folgt, wenn j] bedeutet, daB P nicht in M (mod p) aufgeht,
P

P 1 1
L(s’xo)zz-gl‘:"l"mp (I“}EPJJIP]";”’L ’

~P[PJ3

A ” 1
]]”’“—”"“mes” wp oF Ty

8
n= o-pn 1— -

also, wegen

p[PJQ psT1
1 1
6 L(s, )= [l e
( ‘) (s xo) ﬂ( p[P}s) - “1“;
pS"
bei zu 1 abnehmendem s ist also
@) lim (s — 1) L (s, 7,)
vorhanden, aber
LI

(8) -L (s xo)—*oo'

Aus (5) folgt ferner bei jedem y fiir s > 1

3 2%

(9) Lis,p)=e™""

7) Dies sei stets die Bedeutung des Multiplikations- oder Summationsbuch-
stabens P.
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wo in beliebiger Reihenfolge n die positiven ganzen Zahlen und P die
mod p inkomgruenten priméiren Primfunktionen durchlauft®), also

(10) (s %)“IOgPZx( Pms .
Zur gegebenen Restklasse A4 (modd p, M) werde nun die inverse B
bestimms: AB=1(modd p, M).

Dann ist, wenn (10) bei allen y verwendet wird, filr s > 1 _

—Zx(B)L o 2)=logp 21 () Z”‘;ﬁ;f

IOgPZ [Ef?m Zx(BP"),

also nach den Fundamentaleigenschaften der Chara.ktere

(11 ——hlong—[;%}

P”A

Wenn es also gelingt, fiir jedes yx <=y,

(12) L(1,2)+0
zu zeigen, so folgt aus (11) nach (2), (3) und (8)
[P
P-4
Andererseits ist fiir s > 1
3 1 %! [P] - n
; =2 mgm < 2 P iy
P,% i =i & P ‘Z Pr@"-1)
a>1
also beschriankt. Aus (13) folgt daher
[P
(14) 2w
also die Existenz unendlich vieler mod p inkongruenter primérer P = 4,
g.e d

Beweis von (12) fiir komplexe Charaktere: Aus (9) folgt durch
Multiplikation iiber alle g
b 2 [Plnl

(15) ]]L sq)me T

8) Diese Bedeutung habe letets in der Folge.
P,n

v
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Wire nun fiir einen komplexen Charakter L(1,y,)=0, so wire auch
fiir den konjugierten L(1,7%,)= 0, also nach (4)

Ls, z,) ' L(s,7,)
—— i L (1), :}:Z‘ L'(1,7

8§

folglich wegen (2) und der Existenz des Grenzwertes (7)

]]L(s x)—0,

2= 2o Xy o

JTE(s,2)= (s—1)-(s— 1) Lis, ). =7 %) L)
£

s- 1

entgegen (15).
Beweis von (12) fiir reelle Charaktere: y sei reell und =+ z,.
Es werde fiir prim#res N
N)=2z(D

DIN
gesetzt, wo D ein System modp inkongruenter primérer Teiler von N
durchlguft. Dann ist erstens f(1)==1; zweitens fiir modp teilerfremde
N, und N,
FO. )= 2'2(D)= 2y (D.Dy) = 2 2(Dy) - 2 1(Ds) = (M) M),

DN, N g:}gx Ny Dy| Ny
2| Ne

also fir N3=1, wenn N = ]I P! die Zerlegung in Potenzen inkongrdenter

P¥
priméarer P ist,
F@y = [T F(PY;
PN
drittens, je nachdem y(P)=-0, 1 oder — 1 ist,
1+0/++O =1,
F(PY=1+4g(P)+...+z(PH=1+1+... +1 141,

1l
1)l "‘:1-“(2‘ 1)

>

[1- 14 (=

also stets f(P') >0 und fiir gerades ! sogar f(P’)> 1. Daher ist stets
f(N)>0 und fiir N=Q" sogar f(N)=>1
Es werde nun fiir ganzes 2> 0
¢z = 3 IR
¥ <z T
gesetzt. Dann ist einerseits

G(z),}_Zf([Q) Z 2@ 2 21>2’

st m]s— OSn<~ e
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also

(16) G (z)— o0

bei unbegrenzt wachsendem z.
Andererseits ist

D
sz)’z i “_Z Tfﬂ%‘ég_,

<z pe D+ 1B < },2 )

D
= 57 xgm) 27 leﬁ+2 "(1EJ 2 ID] Z/Y B 2 lfflj)

wlé:} p? (E1§z~fpjp“z‘ fEJSf;p_é. 1<z - B} pg m<_pg [Dj<z

“_2 Z([i)z} 2 w;’*’Z E 2 xg:)

ID]< pt [E}<z~w]p IEJ<,, _p3 z<(l!)}<z»-{1i‘l pt?

Fiir 2 > 2m verschwindet nach (1) die zweite Doppelsumme, und, soweit
[D] 2= m ist, der betreffende Bestandteil der ersten Doppelsumme; daher-
st fiir z2>2m

. Y D 1
Gtz) 227 Z(ID]} Z f]g] 9)

o< 5 1BLz2- (D
p? 1B Lz Hp

2—~n+1 2+

-1 - —— -1
7(1,. pq i N1 &y 2 '—‘l 2 a',.
Zn 2Bt Ty = S
n=0 ]uq p n pgq— —?a » r n=
z

(17 — i L ) e

) Prr—i L{ba)+e

Wire nun L(1, )= 0, so wire nach (17) fiir 2>2m

G(z)=c¢,

gegen (16) 19).

%) Anmerkung des Herausgebers: Diese Identitit ist (sogar fiir 2 >m) auch.
ohne die vorangegangene Transformation von G (z) sofort deraus abzulesen, daf

D 1
¢ (2)= 2 4 ) P =5
DIz T (B)S2— D} p’z"
ist und (1) gilt.
10y Anmerkung des Herausgebers: Verf. hat sich bei der Wahl seines G (2) etwas
zn genau an das bekannte Paradigma angeschlossen; einfacher ist es bier, statt G(£)
die Funktion
H(z)= 3 f(N)

M2
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§ 2.

Satz: Unter den Voraussetzungen des Saizes aus § 1 ¢ibt es sogar
unendlich viele modp inkongruente Primfunktionen P—=A4 (moddp, M)
mit modp wvorgeschriebenem, zu p teilerfremdem hdchstem Koeffizienten
und [P]=1I(mod k), wo k >1 und 1 vorgeschriebene ganze Zahlen sind.

Beweis: Es darf wieder P primér vorgeschrieben und M primir
angenommen werden; auch m > 0 vorausgesetzt werden, da es nach
Dedekind zu jedem Grad > 0 mindestens eine Primfunktion gibt ).

Offenbar geniigt es, fiir jede von 1 verschiedene k-te Einheitswurzel
n die Existenz von
(18) lim )2 mf

s=1p 4 P

nachzuweisen. Denn hieraus folgt nach (14), wenn 2 iiber alle k-ten

Einheitswurzeln (einschl. 1) erstreckt wird, !

zu betrachten. Einerseits ist

H()2 D F(@%)2 ) p" >0

@<} 0<a<t
andererseits fiir z > m
—ﬂ*f‘l_‘] +1
_p°
H(z)= ZX(D)ZI—Zaan Za,, o r o =ikl de,
DIz (Bi<z—(DIn=¢ g~
also (12) bewiesen.

1) Anmerkung des Herausgebers: Ubrigens lifit sich die von Dedekind durch

n
Betrachtung von " —x erhaltene Bestimmung 224 u(d)p? fiir die Anzahl v (n)
d|n
der mod p inkongruenten priméren Primfunktionen n-ten Grades, d. b. die gleich-

bedeutende Gleichung p":Zdw(d) direkt aus der Identitit

ain
o
1 \v@ 1 1
- T = e 2 e s>1
d=i{l—~—5; 1 “iPls 1—-—3—1
r P »
ablesen; denn dieselbe besagt
S 1
_Z‘tp((l)log(l—m)=.—]og( _£.>,
d=1 p
*
> 3
d,g =1 gpd” ”=1npns
pr=n 3 0 Slay ()
dg=n g ain
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PP
(19) 2t 2 e
und die linke Seite von (19) ist

- [P] . Y [F]
= L[P]s an ‘—’ﬂZ, Bl
b 5 P-?zA.p

{P)—1l(mod k)
Fir jedes x und jede k-te Einheitswurzel » werde auf der Strecke

§>1
—y [ Fl F)
L(8 X 7?) “2,'” [1xr)(3

gesetzt. Fir =1 ist dies das L(s, ) des § 1. Fiir 4 <=1 ergibt sich
parallel zu den Entwicklungen des § 1 das folgende.

Nach (1) ist fiir x = 7,

m—1

Qn
L(S,Z,‘)]):: ’7””
=10
also bei zu 1 abnehmendem s

L(S1 Ve 77)**13(1, X 77)’
L'(s, 2, n)— L' (L, z, m),
L > A "_'L 1: 3 [
(20) L) nn) (1, g, ).

s—1

Fir s >1 und jedes g ist
1
L(s, g, n)= e
(s, 2> 7) ]1>I1~ﬁx(1’)

PP
Fiir ¢ > 1 ist
3]
— 7 o
L(8, 20, m) —-]](1 “‘E)‘tﬁé)]] ik
PM{ 2
p[P]x
also, wegen
1 n"p" .
]}.Z 77[? [F]s 2 7*’
1- P 't
Pl 1
(21) L(s, 20 1) = ﬂ( [PIa) ) ;"*“' n
"';a—:i

folglich lim L (s, 1,, 1) vorhanden und < 0; ebenso ist lim L' (s, 2, n)
= s=1

vorhanden und somit auch hm (s, Xo: 1)-
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Fiir s> 1 ist

(22) L{s,z,m)=¢"" """ "

[PM P
~'W-_‘('S' Z ’7\)“103?92/ {p}n‘.{ ]5

{Pin P
— 3 1 (B) E (s, 1)~ hlogp 27” m,[n}-
X 4

Wenn also fiir jedes x == z,
(28) L, 7, 9)+0

gezeigt werden kann, so existiert

. =y ﬂlP}”{PJ

115 24 Bins *
P" =4

also der Grenzwert (18).

Beweis von (23) fiir reelles y < y, mit < —1 und fiir kom-
plexes y: Es werde

y ="’ (0 <p<2n)
gesetzt. HEs werde ferner fiir zu M (mod p) teilerfremdes F
2 (F) = evti (0L w<2n)
gesetzt. Dann ist fiir diese F der Charakter
ZE(F) == g2@{F)3
L(s, % n®) hat fiir zu 1 abnehmendes s nach den gefundenen Eigen-
schaften von L(s,y) und L(s, 7, %) einen Limes (da nicht zugleich
gP=1, und %=1 ist). Fir s >1 ist nun, wenn in 2, die P; M fehlen,
71 7). " cosm (@ (P) + [Ple)

|L(s,x,n)|=ebn PN g Fm nplPmr

5 0830 (0 (P) + [Pl o)

[L(s, 2% n%)|=eBn w2
Andererseits ist
P . ==
P,n nptllng P M,{P)na 1 . 1
€ Se ]PI =, 1
p[Pla *pc—l

Da nun fiir reelle 9
8+ 4cos® +2cos29=(1+2c0sd)’ >0
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1st, ergibt sich fiir s >1

2' 3 +4cosn(w(P) +[Plg)+ 2cos2n (w (P) + [P ¢)

> 1P} 1 3 5
1ge” . é(—r) | L(s, 2, m)|*| L(s, 2% n*) %,

1- s —1

r
also fiir 1< s <2 bei passender Wahl eines von s freien positiven y

<l Ee ) Lo 2 ),

. -t
|L(s, 2, m)| > ‘*‘“(tsf—:_—:_:,
P AVIL (s, 2% 79|
L(s,2.79) - 1

T B TIE T
Bei zu 1 abnehmendem s ist also
’L(s X n)|
s—1 ’
was im Falle L(1, x, #) = 0 mit ( 20) in Widerspruch steht.
Beweis von (23) fiir reelles y = 7, mit n=—1: Es werde

F(I)=2 (= 1)"2(D)
D\¥
gesetzt. Dann ergibt sich wie in §1

fF(M=o0, FfQH=1L
Es werde nun fiir 2 > 0
H(z)=Nf(N)
[NiLe
gesetzt**). Dann ist einerseits

HH2 2 @)= p"—oo,
WsF 0Lngt
andererseits fiir z >m

H(z)=)(—1)"y(D) 1= 2’(—1) aqu——:Z( 1)tg Bt

DLz (BL2~ (D] n=0

=2,‘___1L(1» Xs ?7)+02,

also (23) wahr.

1) Anmerkung des Herausgebers: Ich weiche hier vom Kornblumschen Text
(der wieder G (z) einfiihrt) ab, indem ich gleich die Vereinfachung der Anm. 10
anbringe.
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Anhang des Herausgebers.

Wenn man einen Satz'®) von mir iiber Dirichletsche Reihen mit
Koeffizienten > 0 heranzieht, so 1ift sich in § 1 und § 2 das Nicht-
verschwinden aller L(1, x,») fir y 4 7,, » 1 und fiir » == 1 mit einem
Schlage folgendermaBen begriinden. Aus (9) und (22) folgt durch Mul-
tiplikation iiber alle kh Paare %, y fiir s > 1

N “,]IPln N 1
n 1,”,,[Pms Pl npll s

P »
A(S)ZHJZL(S’Z: 1])_—_—113 =ean 0 (mod &, ‘:_‘_42’1
n X 7

wo die b, rational und > 0 sind. Andererscits sind die b ganze alge-
braische Zahlen, da dies von jedem Koeffizienten der Dirichletschen
Reihen L(s, x,7) gilt. Die b, sind also ganze rationale Zahlen > 0.
Unendlich viele darunter sind > (; denn irgendein modp nicht in M
aufgehendes P nebst n=FkA liefert P"=1 (modd p, M), [P]n=0 (mod k),
und dies Glied der Dirichletschen Reihe im Exponenten hat schox; die

Existenz unendlich vieler positiver b, zur Folge. Daher divergiert 2 b,
q:l
Wiire nun ein L(1, g, ) = 0, so wiirde 4 (s) in s =1 regulir sein. Nach

-]

(6) und (21) ist aber A(s¢) fiir 0 <8< 1 gewill reguldr. qu miifite
=1
also nach dem in Anm. 13 genannten Satz konvergieren. ’

Berlin, den 9. April 1919.

BY ZIZ%, wo by 2 0 ist, konvergiere fiir 8 > «, und es sei die fiir 6 > « durch
g=1 q -
. o o T bq «
die Reihe dargestellte Funktion fir < s<a regulir. Dapn konvergiert Z;&
g=1
Natiirlich geniigt hier wegen der Substitution p™ %=y auch der &ltere Vivantisohe
Satz iiber Potenzreihen,

(Eingegangen am 10. April 1919.)



