
Neue Begriindung der arithmetischen Theorie der 
algebraischen Funktionen einer Variablen. 

Von 

Kurt tIenset in Marburg a/L. 

Die in meiner Abhandlung im zweiten Bande dieser Zeitschrift 
S. 433--452 gegebene Theorie der algebraischen Zahlen kann ohne weiteres 
auf die Untersuchung der algebraischen Funktionen einer Variablen aus- 
gedehnt werden, und ihre Ergebnisse sind hier wesentlich einfacher als 
die dort abgeleiteten. Es scheint mir aber, da~ sie eine neue Einsicht 
in die arithmetische Theorie der algebraischen Funktionen einer Variab]en 
ergeben. Ich benutze die Bezeichnungen uncl die Resultate der erw~ihnten 
Arbeit, welche ich bier mit A. Z. zitieren werde. 

w  

Untersuchung der rationalen Funktionen yon z fiir eine Stelle p 
dieser Variablen. 

Ist z eine komplexe Variable, so bilden die rationalen Funktionen 
Z ~-- ~ (z) yon z mit beliebigen konstan~en Koeffizienten einen KSrper K (z). 
Jedem konstanten Werte (z ~-e~ bzw. z == ~ )  yon z ordne ich eindeutig 
eine S~el!e p zu. Dann besitzt jede Funktion, Z dieses KSrpers in einer 
beliebigen Stelle p einen eindeutig bestimmten Zahlenwert Z (p), welcher 
0, ~ oder e sein kann, we hi'er wie im folgenden c einen be~timmten 
endliehen und yon" Null verschiedenen Zahlenwert bezeiehnet. Im ersten 
bzw. im zweiten Falle heist p eine Nul~stelle bzw. ein Pol yon Z,, im 
letzten Falle wird Z eine Einheit oder eine E~Mte/itsfunktion fiir diese 
Stelle genannt. 

Die Funktion Z heif]t eine ganze Eunk~ion fiir die StelLe ~, wean 
Z ( p )  endlieh ist; ist Z ( p ) = c o ,  is~ also p ein Pol fiir Z, so wird Z 
eine gebrochene Eunkgon fiir ~diese Stelle genannt. ~Eine ga~aze otter 6e~ 
brochene Funktion Z heigt dutch eine andere U f0x diese Stelle teilbar, 
wenn der Quotient Z/U deft ganz ist. Die Einheitsfunktionen, und aie 
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allein, sind in jeder ganzen Funktion enthalten. Ist sowohl Z durch U 
als auch U dutch Z fiir die Stelle ~ teilbar, so he~en Z und U diqui- 
vatent (Z ,~ U(p)), und dies ist stets und nur dann der Fall, wenn sich 
diese Funktionen um eine Einheitsfunktion multiplikativ unterscheiden. 

Eine ganze Funktion p heil~t eine Prim]unktion ]i~r die Stelle ~, 
wean sie deft eine Nutlstelle hat und nieh~ in ein Produkt yon Faktoren 
derselben Art zerlegt werden kann. Eine solche Prirafunl<tion fiir eine 
endliche Stelle z ~ a ist z. B. die Funktion p - z ~- c~ fiir die unendlieh 
ferne Stelle, z.B. p ~-1/z. Alle Primiunktionen flit dieselbe Stelle sind 
einander ~iquivalent. 

Is~ p eine Primhmktion flit die Stelle p, so ist jede andere Funktion Z 
eindeutig in der Form Z ~ e pe darstellbar, we e eiae yon der Wahl yon 
~o unabh~ngige ganze .Zahl und e eine EinheitsfunkCion bedeutet. Der 
Exponent ~ heil~t die Ordnungszahl yon Z fiir die Stelle ~. p ist eine 
Nullstelle oder ein Pol tiir Z, je nachdem ~) positiv oder negativ ist; ist 

gleich Null, so ist Z eine Einheit fiir p. 
Wir ordnen nun jeder Stelle p einen Divisor zu, weleher ebenfalls 

(lurch p bezeichnet werden so]], und definieren die Teilbarkeit einer 
Funktion Z durch eine Potenz yon ~ /olgenderma~en: 

Z heil]t dutch p~ teilbar, wenn Z in der zugeh5rigen Stelle 
mindestens die Ordnungszah] r besitzt. Zwei Funktionen Z und Z'  
heiBen modulo ~ kongruent, wenn ihre Differenz mindesteus dutch p~ 
teilbar ist. 
Hieran sehliel]t sieh die fiir das Fotgende besonders wicl~tige Definition 

der Gleiehheit zweier Funktionen flit eine Stelle ~p: 
Zwei Funktionen Z und Z '  hei~en gleich /i~r die SteUe ~, wenn 

sie fiir jede noch so hohe Potenz von p kbngruent sind. Zwei 
rationale Funk~ionen Z und Z'  sind ste~s und nut dann fiir eine 
Stelle p gleich, wenn sie identisch sind. 
Jede Funktion Z ist fiir den Bereich yon ~ gleich einer Entwicklung: 

in weleher ae, ae+~, a e + , , . . ,  eindeutig bestimmte Zahlkoeffizienten sind, 
welche betieblg welt bereetmet" werden kSnnen, und we bei Abschlui~ 
tier Rechnung bei einer,beliebigen a-ten Stelle das Element Ao(z) ein~ 
fiir die S~elle p gan~e rationale Restfunktion ist. Die beliebig welt fo~t- 
setzbare Reihe der ra~ionalen Funk~ionen 

( l a i  ~ % ~ ,  a~r~+%+~p ~+~, a ~ p ~ + a ~ + ~ + ~ + a e + ~  ~+~, . . .  

wird die l~eihe d~r ~uIczt88iven N~herungswerte vo~ Z liar die SteUe 
genanat. Die Zahlkoeffizienten ae, ae+~, ae+~ . . . .  h~ngen dutch eine 
Rekarsionsformel miteinander zusammen. 
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w  

Der K~rper K ( p )  der zur Stelle Jp geh~rigen Potenzreihen und der 
K~rper K (~)  der konvergenten Potenzreihen. 

Ich betraehte je~zt den Bereich aller Potenzreihen 

(2) 2 ~ %p~O + a~+~ pe+~ -~. . .  

mit beliebigen konstanten Koeffizienten, deren Entwicklungselement p 

eine P~imfunktion fiir die Stelle P ist, also etwa z ~ a bzw. 1_ und deren 

Koeffizienten soweit man will bereehnet werden kSnnen. Dabei sell voll- 
standig davon abgesehen werden, ob diese Reihe in einer endlichen Um- 
gebung jener Stelle konvergiert oder nicht. Auch hier nennen wir die 
Reihe der rationalen Funk~ionen 

(2a)  aop e, aep~'~-ae+lio ~'+1, . . .  

die sukzessiven Nhherungswerte yon Z.  Wir nennen zwei solche Reihen 
Z und Z '  wieder kongruent modulo p~, wenn alle ihre Ngherungswerte flit 
diesen Modul kongruent sind, und genau wie vorher sollen zwei solche 
Reihen gleich, heiBen, wenn sie fiir jede noch so hohe Potenz yon p 
kongruent, wenn sie also identiseh sind. Definiert man dann die Summe 
und das Produkt von zwei Potenzreihen wie gew61mlich, so erkennt man, 
dag die Gesamtheit alter dieser Reihen einen KSrper bildet, welehen ich 
durch K ( p )  bezeiehne. 

Einen TeilkSrper K ( p )  des K6rpers ~ ( ~ )  aller Potenzreihen (2) 
erhhlt man, wenn man nur diejenigen Potenzreihen in iv betraehtet, welehe 
in einer endlichen, wenn aueh noeh so kleinen Umgebung der Stelle p 
konvergieren; dean die Summe, die Diiterenz, das Produkt und der Quotient 
konvergenter Potenzreihen ist ja wieder eine solche. Ieh will K ( p )  aueh 
den Kdrper der Funktionselemente /i~r die Stelle p nennen. 

Ieh nenne endlieh eine rationale Funktion Z ~--~o(z) yon z flit den 
Bereieh yon p gleieh einer Potenzreihe Z = a e iv e ~ ae+l po+~ ~ . . . ,  wean 
Z flit jede noch so hohe Potenz yon p kongruent ~r ist. Dana folgt aus 
(1), dell jedes Element Z ~ ~0(z) yon K ( z )  fiir den Bereieh der Stetle p 
einer einzigea Poten~eihe yon ~ ( p )  gleich !st, ~ m l i c h  derjenigen 
rekurrenten Reihe, welehe sieh aus (1) fiir ein fiber jedes Ma/3 liina'as 
wachsendes a ergibt. Bei dieser Definition der Gleichheit ist also der 
K6rper K(z) aller ~ationalen ~ n k t i o n e n  eia UnterkSrper des KSrpers 
/~(p)  aller Potenzreihen flit die StelI~ p. 

Dureh Majorantenbildung kadn man aber noch welter zeigen, dai~ 
K(z) ein TeilkSrper des TeilkSrpers ~:(p)  yon ~ ( p )  ist, da]~ niimlieh 
alle rekurrenten Potenzreihen~ denen die ra~ionalen FankCionen Z yon z 
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fiir den Bereieh yon p gleich sind, innerhaIb einer endliehen Umgebuag 
yon p konvergieren und dort diese Funlctionen Z darstellen. (Vgl. z~ B. 
Hens  el- L andsb er g, Theorie der algebraisehen Funktionen einer u 
S. 8--11. Dies Werk soll im folgenden durch H.-L. zitiert werden.) Und 
zwar stehen jene beiden KSrper in der Beziehung zueineinander, dal~ jedes 
Element von K(z) zu K(p)  gehSrt, und dab umge]~ehrt jedes Element 
yon K(13) der Grenzwert eiuer Reihe (2a) yon Elementen von K(z) ist. 

w  

Untersuchung der algebraischen Funktionen yon z fiir eine Stelle 
dieser Variablen. Die Kongruenzringe 1t (u ,  ~) und ihre Zuriickfiihrung 

auf KongruenzkSrper K ( u , ~ ) .  
Es sei nun die Variable u eine algebraische Funktion yon z, d.h. u 

werde als Funktion yon z durch eine irreduzible Gleichung n-ten Grades 

(3) f (~ ,  z ) =  ~ " +  a~ (z)u~-I  + . . .  + a ~ ( z ) =  0 

mit rationalen Funktionen yon z als Koeffizienten definiert. Dann bilden 
alle rationalen Funktionen yon u and z einen KSrper ~(u,z), dessen 
Untersuchung dan Gegeustand der Theorie der algebraischen Funktionen 
einer Variablen bildet. Dieser ist isomorph dem KongruenzkSrper 

(4) z) : rood f (u ,  z)) 

aller modulo f(u,z) betrach~eten rationalea Funktionen yon u und z; 
im folgenden soll daher dieser start des K6rpcrs ~ (u, z) untersuc]at werden. 

Der KSrper K(u,z) ist, in bezug auf den KSrper K(z) allot ratio- 
nalen Funktionen yon z allein, ein algebraiseher KSrper 'n-ten Grades, 
dean die n Elemente (1, u, u ~, . . . ,  u '~-1) sind in bezug auf K(z)  linear 
unabhi~ngig, w~&rend je (n + 1)Elemente desselben (u0, u~ , . . . ,  u,) ~tets 
linear abh~ingig sind. 5e n linear unabh~ngige Elemente (uj, u~, . . . ,  u )  
heil]en eine Basis ]iir K(u, z). Jedes Element v dieses KSrpers ist dutch 
eine betiebige Basis (ui) eindeutig in der Form: 

v ---~ r ~ti -~- - - ' ~'~ c~t~ 

mir rar c~ darstellbar. J'edes Element v ~  q~(u, z) 
geniigt eiaer sog. Hauptglelehung n-ten Grades g(v,z)~=O in K(z) 
(& Z, S. 435 (2)), deren linke Seite entweder irreduzibel oder die Potenz 
e~her ivr~duziblen Fanktion ist. In~ ersten Fatle heilli v e i n  pri~nitlves 
~'~imerd yon K(u,z), .und der KongruenzkSrper K(u,z) ist isomorph 
dam Kongruenzk6rper 

z) = x ,  rood g Iv, 

alter modulo g (v, z) betraehteten rationalen Funktionen yon v und z und 
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kann daher, wenn dies erwiinsch~ sein sollte, start des KongruenzkSrpers 
K(u, z) der Untersuchung zugrunde gelegt werden. 

Ich betrachte nun alle Elemente v~qJ(u,z) yon K(u,z) fiir den 
Bereich einer beliebigen endlichen oder der unendlich fernen Stelle p der 
unabhiingigen Ver~nderlichen z. Dann k5nnen alle Koeffizienten yon v 
in konvergenge Pbtenzreihen entwickelt werden, welche nach Potenzen 

einer beliebigen Primfunktion p fiir diese Stelle z.B. p =~ z -- ~ bzw. p = ~ 

fortsehreiten. Sie bilden also einen Teilbereieh des gr6geren Bereiehes 

(4b)  = (u, rood f ( e ,  z)) 

aller modulo f(u, z) g.anzen Funktionen yon u, deren Koeffizienten be- 
liebige konvergente oder nieht konvergente Potenzreihen yon p sind. Also 
ist K(u, z) ein TeilkSrper dieses Bereiehes /~(u, p), weleher nun weiter 
untersucht werden soll. 

Der wesentliche Unterschied zwischen dem KongruenzkSrper K (u, z) 
und diesem erweiterten Bereiche R ( u , p )  besteht darin, dab in dem 
letzteren die Funktion f(u, z) im atlgemeinen nicht unzerlegbar bleibt, 
sondern in ein Produkt yon eindeutig bestimm~en unzerlegbaren Prim- 
fak~oren zerfiillt, welche jedoch alle voneinander verschieden sind. Es sei 

(5) = 

diese Zerlegung; dann ist jeder dieser Faktoren fr eine in K(O) 
irreduzible ganze Funktion yon u, deren Koeffizienten Potenzreiben sind, 
welche nach ganzen Potenzen der Primfunktion p Iortschrei~en. 

Alle modulo f(u, z) ganzen Funktionen v ~ q~ (u, p) des Bereiches 
R(u ,O)  bilden wegen der ZeEegbarkeit des Moduls nicht einen Kon- 
gruenzk6~per , sondern nur einen Kongruenzring, denn in ibm sind nut 
die elementaren Rechenoperationen der Addition, Subtraktion und Multi- 
plikation, nicht abet die det Division uabeschr~nkt und eindeutig aus- 
fiihibar~ Dagegen kann die Untersuchung der Elemente dieses Ringes 
]~(u ,p)  leicht und einfach auf diejenige der ~ folgenden KongruenzkSrper 

(6) K , (u ,p )  =I~--~(u, modf,(u,p)) ( i =  l ,  2 . . . .  , ~) 

aller modulo der ~ Primhmktionen f~ (u, p) . . . . .  f~( u, p) ganzen Funktionen 
voh u innerhalb K(O) zuriickgefiihrt werden (A. Z. w 1). 

Bezeichnen wit n~imlich wie ~. a. O. die zu den ~ Primfaktoren f~ (u, ~j ) 
komplementiiren Faktoren yon f(u, z) "dutch ~'~ (u, ~), und sind allgemein 
q~(u,p)  die dutch das Eul:lidische Teilerveffahren bestimmbaren 'Multi- 
plikatoren, fiir welche die Gleiohung besteht: 

F~ (u, p).  G, (u, p) + . . .  -4- F~ (u, p)- G~ (u, V) ~ 1 (mot i f (u ,  z)), 

so gelten fiir die P so gefundenen Funktionen: 
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(6~) r , ( u , , ) ,  a,(u, ~) = 1 ,  

die Beziehungen: 
(7) 1, ~-- ' . .  ( m o d f k ( u , p ) )  , ( , , , =  0 flit i ~ )  

l~lk --=- tS,~.l k ( r a o d f ( u , z ) ) ,  ~ 1 fiir i-= 

und hieraus ergibt sich fiir jede modulo f (u ,  z) ganze Funktion v-= cp(u. z) 
des Ringes /~(u ,p)  die lolgende cindeutig bestimmte Darstellung: 

v v ~ . ] l - ~ - % . ] o ~ } - . . . - I - v , . 1 ,  (modf(u ,z))  
(7a) 

- (vl, ~,., . . . . .  ~ ) ,  

we allgemein 

{75) v i=:  v (mod/~ (u, p)), 

d .h .  der Weft yon v in dem /- ten KongruenzkSrper I s  p) ist. Sind 
umgekehrt v~, . . . ,  m beliebige Elemente jener Kongruenzk6~er l{x . . . .  , g,, ,  
so enth~ilt der Ring R (u, p) ein einziges Element v ~- v~- 1 i ~- . . .  + v,. L,  
welches gerade diese Werte v~ in den K6rpern ~ besitzt. 

Sind fe rnerv  == ( v i ,  . . . ,  v , )  ~ ( v i ) , ,  w ---- ( w 1 . . . . .  w~)  :=- ( w , )  zwei be. 
liebige Elemente yon -~(u,p)  in dieser Darstellung, so folgen aus den 
Gleichungen (7) fiir ihre Summe, Differenz, Produkt und ihren Quotienten 
die entspreehenden Darstellungen: 

~' wirklich die letzte Gleichung besteht aber dana und nut dann, wenn 

dem Ringe R ( u , p )  angeh6rt, denn allein in diesem FalIe sind ja alle 
Komponenten w i yon Null verschieden.. Werden also fiir zwei solche 
Elemente (v,) und (w,) die Verkniipfungsoperationen der Addition und 
Ylul~iplikation dutch die Gleichungen 

(Td) (v,) + (w,) = (~, + w~), (v,) (w,) = (v, w~) 

definiert, so wird der Ring /~(u ,p)  einstufig isomorph auf das System 
( ~ l ( u , p ) , "  . ., ~ (u, p)) der y zu den Primfaktoren s  yon f ( u , z )  

gehSrigen KongruenzkSrper abgebfldet. 
Jedes Element v ~ ( v ~ )  des Ringes /~(u,p)  geniigt in demselben 

einer Hauptgleichung g(t ,~p)= 0' veto n- ten Grade; andererseits gentigt 
jede seiner Komponen~en v.~ im zugehSrigen KSrper/~-/(u, p) einer Haupt- 
gleichung g~ (t, p) ----- 0 veto 2~-~en Grade, deren linke Seite irreduzibel oder 
die Potenz einer irreduziblen Funl~ion ist, je nachdem v, in ~ ( u , p )  
primitiv o der imprimitiv ist. Die linken Seiten jener Hauptgleiclmngen 
h~ngen dann ~dureh die Beziehung 
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v 

(s) g(t, ~) - / - /g , ( t ,  ~) 
i = l  

miteinander zusammen (A. Z. S. 437, (ga)). 
Jedem yon den v KongruenzkSrpern K~(u, p) ordne ieh nun eine 

Stelle ~i zu und nenne vl den Weft eines Elementes v = q~(u,z) fiir 
diese Stelle, wenn v i der Kongruenzwert yon v modulo f~ (u, p), d.h. im 
KongruenzkSrper ~ (u, O) ist. Darm gehSren also zu der einen Stelle p 
genau ~ Stellen ~1, ~ . . . . .  ~ ,  entsprechend den ~ Primfak~oren yon 
f (u, z) innerhalb K (p). 

Durch diese Resultate ist die Untersuohung eines beliebigen Ringes 
/it-(u, p) vollst~ndig auf diejenige eines beliebigen KongmenzkSrpers 

(9) K (u, ~) = K (u, modf(u,  p)) 

aller modulo f ( u , p )  ganzen rationalen Funktionen yon u fiir diesen 
Modul mit konvergenten oder nicht konvergenten Potenzreihen innerhalb 
K(p)  als Koeffizienten zuriickgefiihrt, wenn f (u ,p)  eine beliebige Prim 
funktion innerhalb K(O) bedeutet. Diese Untersuchung soll im folgenden 
Paragraphen durchgefiihrt werden. 

w  
Der Kongruenzk~rper K (u, ~) und der ibm gleiche K6rper K ( ~ )  

aller Potenzreihen fiir die zu D geh6rige Stelle ~ .  

Es sei also jetzt 

(10) f(u,p)----- u ~-[- a l ( o ) u  ~-1 ~- . . .  q-a/(p) 

eine Primfunktion 2-ten Grades innerhalb K (~). Dann geniigt jedes Element 
v ---- q9 (u, p) des zugehSrigen KongruenzkSrpers K(u,  p) = / ~ ( u ,  rood f(u, p)) 
einer tt~uptgleiehung 2-ten Grades 

(10a) g(v ,p ) -~v~-b l (p )v~ . -~+ . . .+bx (p )=O,  

deren linke Seite irreduzibel oder die Potenz einer in K(O) irreduziblen 
Fanktion ist. Wit neanen v algebrais~ ganz oder gebrochen, .je nachdem 
die Koeffizienten b~(p) ihrer tIauptgleiohung alle oder nicht alle ganz sind. 
Dana gilt aueh bier der Ftmdamentalsatz (A. Z., ~8: 440): 

Ein Element v des KSrpers K (u, p) ist algebraisch gan~z oder 
gebroohen, je nachdem seine Nora:  

(10 b) n (v) ----- (-- 1)~ b~ (p) 
ganz oder gebrochen ist. 

Dieser Satz wird w6rtlich ebonso wie a.a.O, bew.iesen. Aas ~ihm~er- 
geben sich alle Ss tiber die Teilbarkeit~eigenschafr r Elemante" v, 
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welche dort auf S. 441 und 442 zusammengestellt_ sind. Speziell folgt 
hieraus, dab die ganzen Elemente des KSrpers K(u,p)  einen Ring bilden, 
dessen Elemente sich durch Addition, Subtraktion und Multiplikation 
wieder erzeugen. 

Da die Norm eines jeden ganzen Elementes, welches keine Einheit 
ist, eine positive ganzzahlige Ordnungszahl hat, so runs es w~nigstens ein 
ganzes Element zr geben, fiir welches die Ordnungszahl yon n(~r) positiv 
und mSglichst klein ist. dedes solche Element solt eine Primfunktion 
/iir den KOrper K(u,  p) oder fiir die ihm zugeordnete Stelle ~ heillen. 
und die 0rdnungszahl f ihrer Norm werde ihr Grad genannt. Dann ist 
jedes andere gauze oder gebrochene Element v wieder eindeutig in der 
Form v = e3r a darstellbar, wo ~ eine Einheit ist, und die gauze Zahl a 
die Ordnungszahl yon v fiir die Stelle ~ hei/~t; alle und nur die Elemente 
yon nieht nega~iver Ordnungszahl a sind algebraisch ganz. Ist  speziell 
~ =  e~t ~, enth~lt also die Primfunktion 1~ ffir die Stelle p genau die 
e-re Potenz der Primfunktion fiir ~ ,  so heigt e die Ordnung yon ~r. Geht 
man in der obigen Gleichung fiir p zur Norm fiber, so ergibt sich p ~ =  10r 
Die Ordnung e und dcr Grad f einer Primfunktion Jr sind also komple- 
mentiire Teller yon 4. Es wird gleich gezeigt werden, dag ffir alle hier 
betrachte~en Kongruenzkiirper stets e = ~, also f~--1 ist. 

Im KSrper K ( u , O )  h6rt p-,~ zt r auf, ein Primteiler zu sein, und an 
seine Stelle txitt diq Prim~unktion ~t oder irgendein ~quivalentes Element 
: z ' ~  e~r. Ffir die Teilbarkeit der Elemente yon I~7(u,~0) durch eine be- 
liebige Potenz yon :r gelten die folgenden S/itze: Zwei Elemente v und v' 
heil~en wieder kongruent modulo ~e oder modulo ~3 ~, wenn v -  v'  dutch 
~zq teilbar, wenn also n ( v ~  v') mindestens dutch Tfe teibar ist. Zwei 
Elemente v und v'  sind dann und nur dann fiir jede noch so hohe Potenz 
yon ~z kongruen$, wenn n ( v -  v ')  dutch jede Potenz von p teilbar, d. h. 
gleich Null ist. Dann sind aber nach dem soebeu angegebeaen Satze alle Koeffi- 
zie~ten der Hauptgleichung k-ten Grades n (t - -  ~,) --~ t x - - . . .  + n (7) ----- 0, 
tier ~, = [v --  v") geniigt, gleich Null, d. h. es is~ 74 ---- (v --  v ')  ~ --=- 0 oder 
v = v'. Es besteht also der wichtige Satz: 

Zwei Elemente v und v' des Bereiches K ( u ,  p) sind dann trod 
nut dann Iiir jede noch so hohe Potenz yon ~r "kongruent, wenn- 
~e gleich ~nd. 
gedes g a ~ e  Element v ist modulo ~t einer endlichen Konstanten, 

n~mlick derjenigen Zahl c kongruent, ffir welche: 

(c  - -  ~r = r ~ b 1 (p)  c z - '  ~ - . . .  -1- bz (p)  ~-  0 (rood p) 

lag, 63r weiche a i ~  die Zaklengleichtmg besteht: 

+ . , .  • 0. 
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Diese Gfeichung besitzt nut eine einzige ~-fache Wurzel, denn h~tte sie 
zwei verschiedene Wurzeln c und c', so wiiren diese modulo n kongruent, 
d. h. n(c --c ' )=(c--c ' )~ '=O. 

Fiir irgendein algebraisch ganzes Element v ergibt sich also eine be- 
tiebig wei~ fortse~zbare Reihe yon Gleichungen: 

V~%~-xrVl ,  V 1 ~ C  l-~-~v._,, . . . ,  

in denen die, Co, ca, c~, . . .  Konstanten, die vl, v..,,.., ganze Elemente sind, 
und aus ihnen erl~lt man genau wie in (1) fiir eine beliebig hohe Potenz 
yon n eine eindeutig bestimmte DarstelIung 

( 11 ) v ----~ c o -~- ci~ -~- C_,zt ~ -4-... -~ c,_1~ ~-1 -~- v~zt% 

in weleher das Restglied vo wieder ein ganzes Elemen~ des KSrpers be- 
deutet. 

Ich betrachte jetzt die Gesamtheit aller unendlichen Reihen: 

(12) U ....... C~,2Z~O -'~ Ceq- i~e+ l  - ~ . . .  

mit konstanten Koeffizienten %, %+~,...7 welche beliebig weir berechnet 
werden kSnnen und deren Entwicldungse]ement Jr eine PrimfunkVion des 
KSrpers ~ ( u ,  p) fiir die Stelle ~ ist. Dabei sell vollst~dig davon ab- 
gesehen werden, ob diese Reihe in einer endlichen Umgebung jener SSelle 
konvergiert oder nicht. Die Elemente des KSrpers K ( u , O )  

(12a) %he, %~e ~-%+in~+l . . . .  

werden wieder die sukzessiven Ndherungswevte yon U genarmt. Zwei 
solche Reihen U und U' heil~en kongruent modulo ?~r, wenn alle ihre 
N~herungswerte modulo ~r,  d. h. modulo n '  kongruent sind, und es sollen 
U und U' gleich genannt werden, wenn sie fiir jede noeh so hohe t)oSenz 
yon ~ kongruent, wenn sie also identiseh sind. Definier~ man dann die 
Summe und alas Produkt zweier solchen Reihen wie gewShnlieh, so bilden 
diese Reihen wieder einen KSrper, welehen ich (lurch J~ (~)  bezeichnen will. 

Ieh nenne endlieh wieder ein Elemen~ v =  q~(u,p) des Kongruenz- 
k5rpers ~ : ( u , p )  gleich einer Reihe V= 2:c,n ~ dieses KSrpers _~(~), 
wenn v fiir jede noeh so hohe Po~enz yon ~ kongruent V ist. Dann 
folgt aus der Gleichung (11)~ dal] jedes Element v yon K.(u,p) fiir den 
Bereieh der Stelle ~ einer einzigen :Potenzreihe. V yon /~ (~ )  gleich ist, 
niimlich derjenigen Reihe, welehe sieh aus !11) fiir ein fiber jedes Mall 
hinaus wachsendes z ergibt. Hiernaeh ist also der Kongruenzk6rper ~" (u, p) 
ein Unt.erk6rper des K6rpers g ( ~ )  aller Potenzreihen (12). 

Umgekehr~ ist abet auch jede Potenzreihe 1 ~ 2 c ~ "  einem 
Elemente v des KSrp~rs K(u,p)  gleich, d .h .  die beiden K6rper 
[g(u,p) und ~ : ( ~ )  sind identiseh. 
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Ist n/iralich ( x ~ , . . . ,  xx) vine Basis yon K ( u ,  p ) ,  deren Eleraente x~ 
algebraisch ganz sind, was ja stets vorausgesetzt werden kann, so ist 
jedes Element c~:~ ~ eindeutig in der Form: 

(13) c z~ ~ = c~')x ~ -t- c!/)x, + . . .  ~ c(~)x 

darstellbar, deren Koeffizienten c~')Potenzreihen aus / ~ ( p ) s i n d ;  und da 
mit  unbegrenzt waehsendem v c~:r" durch jede noch so hohe Potenz von n. 
also auch yon p algebraisch teilbar ist, so n~hert sieh c,:r '  mit  wachsen- 
dem v der Grenze Null, d. h. die Ordnungszahlen der 2 Koeffizienten c~ ~) 
waehsen rait zunehraendem v tiber jedes Mal3 hinaus. Also wird die un- 
endliche Reihe: 

(14) F-----~Sc n ~ = ( , S c ? ) ) x ~  q - . . .  q - ( x c ~ ) x ~  c x ~ - ~ - . . . - ~ , - c x ~  - v 

ein eindeutig bestiramtes Element v des K6rpers/~ (u, p), da seine Koeffi- 
zienten o~ : .S ~,) jede Potenz yon p mit einem endliehen Zahlkoeffizienten 
multipliziert enthalten ~). 

Die Primfunktion n ist nun ein primitives Element des KSrpers ~: (u, p), 
d. h. sie genfigt innerhalb/~(p) einer i r reduz ib len  Hau~tgleichung 2-ten Grades. 
W~ihlt man n~ralieh s tat t  der unendlieh vielen Elemente 0-ter, erster, 
zweiter . . . .  Ordnung 1, er . . . .  , n~ -x, :r ' ,  n~+~, . . .  die ihnen/iquivalenten 

~) Um dieses wichtige Resultat  noeh ausfiihrlicher zu begriinden, bemerko ich 

folgendes: Sind 

v = vl  w~ -q- . . . -~ v~ x z und w = wt  x~ q- . . ~ w~ x~ 

zwei ganze Elemente yoriCK(u, p), so ist aueh v w =  ~L'v~ ( x ~ x ~ ) w k  a]gebraiseh ganz; 
i,1r 

das gleiehe gilt  somit yon allen 2 Koeftlzienten der Hauptgleichung fiir v w :  

n ( t - - v w )  = t  ~ ' -  bl  ( v w ) t  x - 1  . . . .  ~ b z ( v w ) .  

Speziell ist also der erste dieser Koeffizien~en: 

b~ (vw) = 2 ' 2  v~c~r, wk 
i k 

ganz, wo allgemein c~ = b x (x~x~) der erste Koeffizient der Hauptgleiohung f/ir das 
Produkt  der beiden Basiselemente x~ und x~ ist. Die Determinante 1 el~ I = G, die 
sog. Diskriminante des Systems (x , ,  . . . ,  ~cx), ist sigher yon Null verschieden, wenn 
dasselbe, wie angonommen wurdv, vine Basis ist. 

Ist  nun speziell v dureh eine Potenz p~ yon p teilbar, also p~ algebraisch ganz, 

so i ~  also fiir beliebige .qa~n~e Elemente w l , . . ,  w~ b~ ( v w )  dureh p~ teilbar. W~hlt 
man also speziell w~ . . .  wx gleieh den Elementen G~,, C~ . . . .  , C~i der / - t en  Spalto 
des adjungierten Systems zu (ctk), so folgt, da~ jedes Cv~ durch io ~ teilbar sein 
m u l l  Ein Element  v = v ~ x ~ + . . . + v g x ~ t  ist also nur dann algehraiseh teilbar dureh 
eine Potenz iv ~, wenn slle Produkte Cvt diese Potenz enthalten. Hieraus folgt 
also, dab die Ordnungszahlen de~ Koeffizienten c (~) der Elemente c ~  in (18) wirk- 
ll~li m~t zunehmendem ~ fiber jedes M~B hinaus wachsen. 
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Elemente 1, ~t, . . . ,  ~ - 1 ,  p, p~r . . . . .  p ~ - l ,  p~-, p2z . . . .  , so ergibt sich 
genau wie in (11), dab jedes ganze Element v des KSrpers /~ (u ,~ )  
auch durch sie homogen und linear mit konstanten Koeffizienten darstell- 
bar ist. Und hieraus folgt, wenn man alle mit 1, ~, Jr ~ . . . .  , ~e-1 mul- 
tiplizierten Glieder zusammenfaBt, flit jedes algebraiseh ganze Element v 
die folgende eindeutige Darstellung 

v ~ c o § c i ~  -~- c~n ~ § -k c ~ - ~  ~-1 

mit ganzen Potenzreihen yon p als Koeffizienten. Is~ dagegen v ge- 
broehen, also yon negativer Ordnungszah|, so liefert die entsprechende 
Betrachtung eine gleiche eindeutige Darstellung yon v dutch das System 
(1, z t , . . . ,  zt~-l), in welcher abet mindestens einer der Koeffizienten c~ 
yon negativer Ordnung in p ist. Hieraus folgt zuns dal] das System 
(1 ,~ ,  . . . ,  ~ - x )  eine Basis fiir den Kerper ~-ter Ordnung ~ ( u , p )  ist; 
es mull also e~-2 sein. Hieraus folgt der sehon auf S. 125 angekiindigte Satz: 

Die Ordnung der Primfunktion ~ in einem beliebigen Kongruenz- 
kSrper ~-ten Grades ist stets gleich ~; ihr Grad f i s t  demnaeh 
gleieh 1. 

Ein Element ~r dieses KongruenzkSrpers K ( u , p )  ist hiernaeh dann 
und nut dann eine Primfunktion, wenn n ( z t ) ,~  p veto ersten Grade ist. 

Zweitens bildet dasselbe System (1, zt, ~ , . . . ,  ~t a - l )  ein sog. ~un- 
damentalsystem fiir den KSrper K ( u , p ) ,  d. h. eine solehe Basis, de/3 nile 
und nut die ganzen Elemente desselben dutch dieses homogen und linear 
mit ganzen Kodfizienten co, c~ , . . . ,  c~_~ darstellbar sin& 

Das primitive Element ~ geniigt innerhalb ~'(p) einer irreduziblen 
Hauptgleichung: 

g(  ~,) = n (v  - ~) = u~. - ~b~ (~,) u~-~ + . . .  :i: pb~ (~ ) = O, 

deren konstantes Glied n(~)  genau dureh die erste Potenz yon p teilbar 
ist; und daraus iolgt wege~ (10b), dab alle anderen Koeffizienten eben- 
falls p enthalten; aueh hieraus ergibt sich, dab diese Gleiehung innerhalb 
~:(p) irreduzibel sein mnJ], well sie sonst in Faktoren derselben Art zer- 
Iallen miiSte. 

Unter den anendlioh vietea zu :t ~.quivalenten Primzahlen z r ' ~  ~te 
kann man nun stets eine solohe ausw~Men~ welehe der einfaohsten Glei- 
chung dieser Art, n~mlich der reinen Gleichung: 

( 1 5 )  ~ = ~  

geniigt. Ist dies n~mlich flit die gew~iJalte Primz'ahl zr nooh nieht der 
Fall, so beginne die Entwicklung yon ~r z naeh Potenzen yon n mit den 
Anfangsgliedern 

, ~ = ~ + ~,~+" + . . .  (r  > 0 ~  
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Ersetzt man damn ~ dureh die iiquivalente Primzahl: 
e 

c ,~+1 _1_ . wird, so geht die obige Gleiehung fiber in: woffir :r = ~t' + ]-Jr , .. 

e 7 t l r+ l  A_ ~t ~' + -~- . . . .  ; : p -i- c(z~'-- ...'1 ~ ~ - L . . . ,  

yon weleher sich das Olied ()~ + r)-ter Ordnung forthebt. Dutch Fort- 
se~zung dieses Verfahrens erh~lt man also zuletzt eine Primfunktion ~Zo, 
welehe der reinen Gleiehung SroZ-= p geni~gt. Es kann und sell da.her yon 
vornherein ~ als eine Wurzel dieser Hauptgleiehung g(v,  p) -v~---p--= 0 
vorausgesetzt werden. 

Ist v e i n  primitives Element des Kongruenzk6rpers _K(u,p), und 
n ( t -  v) = g(v, p ) =  0 die irreduzible Hauptgleiehung, d e r v  geniigt, so 
ist, wie in (4a) hervorgehoben wurde, der zu untersuchende Kongruenz- 
kiirper K ( u , p )  isomorph dem Kongruenzk6rper 

g ( v ,  p) = R(v,  rood g (v, p)) 

aller modulo g (v ,p )  ganzen Funktionen yon v mit Potenzreihen in p a l s  
Koeffizienten modulo g(v ,  p) betrachtet; es kann somit s ta r t /~(u ,  p) auch 
dieser KSrper /~(v, lp) welter untersueht werden. 

Wenden wit dieses Ergebnis an auf das soeben bestimmte primitive 
Element ~, welches der Hauptgleiehung vX--p--= 0 geniigt, so kann die 
Untersuohung yon K ( u ,  p) ersetzt werden dutch diejenige des Kongruenz- 
kSrpers: 

( l o )  g ( v ,  p) = rood --  V) 

aller modulo v ~ - - p  ganzen Funktionen von v mit Potenzreihen in p a l s  
Koeffizienten fiir den Modul v ~ -  p. 

Die Elemente w ( v , p )  d~eses KSrpers kSnnen nun s~imtlich in einer 
aehr einfachen reduzierten Form dargestellt werden. Es ist niimlieh stets: 

W(v, p) =___ ~o (P) -~ o~ (1o) v -~ . . .  -k cz-~ (p) v ~'-x ( r o o d  v ~. - -  p ) ,  

und da allgemein fiir jede tier Potenzreihen c~ (p) -=.= o~ (v a) ist, so ergibt sich: 

417) w ( v , p )  ~ r e,+~v ~+1 -q- . . .  (rood v z -- p) 

kongruenC einer einzigen Potenzreihe in v mit konstantea Koeffizienten, 
und umgekehrt ise jede solehe Potenzreihe einem einzigen Element w ( v ,  p) 
modulo va- - :p  kongruent. Es kann somit an Stelle yon K ( u , p )  der 
Kik, pe,r K (~  (v), rood v x -  p) aller Potenzreihen in v mi~ kons~anten Koeffi- 
.zienten modulo v x - - p  untersueht werden. 

E ,  sei nun ~t eine tier 2 Wurzeln der Gleichung v ~- -- 1o = 0, also etwa 
Ma~hema'~isoho Zeltst~hrift. V, 9 
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der Hauptwert yon ~ z - -  a, bzw. , darm bildet der bisher untersuchte 

KSrper Kp (v, rood v ~- -- ~) aller rationalen Funktionen yon v, deren Koeffi- 
zienten Potenzreihea in  p sind, einen Teilbereieh des gr5Beren Bereiches 

(18) .R~(v,  reedy ~ -- p) 

aller rationalen Funktionen yon ~), deren Koeffizientea Potenzreihen i n  3r 

sind. Dieser letztere ist ein Ring, dean in dean erweiterten Koeffizienten- 
kSrper zerf~llt die vorher irreduzible Fanktion vX--lo vollst~indig in die 
Linearfaktorea: 

),--1 

( 19 )  ~ - v = (~ - ~ ) ( v -  ~ ) . . .  (, - ~ ' - - ~ )  = / / ( v  - ~,), 
i = 0  

wenn ~o eine primitive 2-re Eiraheitswurzel ist und allgemeia ni = a ~ t  
fiir ~ = 0, 1 . . . .  ,2  -- 1 gesetzt wird. 

Naeh den auf S. 122-- 124 gegebenen Ausfiihrungen reduzier$ sich nun die 
Untersuchung ~ller Elemente w = w ( v )  des K5rpers /~(v, mod vl - -p) ,  
oder, was dasselbe ist, aller Potenzreihen w = c~v ~ ~- Cr+lV '+~ + . . .  in v 
modulo v i - - ~  vollst/indig auf diejenige derselben Elemeate in den 2 kon- 
jugiertea KongruenzkSrpern 

( 2 0 )  ~ ,  = ~ (v,  rood v - -  ~,). 
Sind aimlieh, wie a. a. O., 

1 o, 1~, . . . ,  l i-1 

die deft eingeffihrten Einheitsfunktionen und 

WO~ W l ~  * * .~ Wt--1 

die Werte, welche w in jenea K6rpera K~ annimmt, d. h. die 2 ken- 
jugierten Potenzreihen: 

so besteht fiir jedes Element w des Ringes _~ (v, reedy i -- ~o) die folgende 
eindeutige Darstellung: 

w = low o "4- l lwl + . . .  + l i - tw i -1 ,  

und naeh (8! ergibt sieh fiir die linke Seite der Hauptgleiehung h ( t ) f f i r  w 

die folgende Zerlegung in Linearfaktorefl: 

(~, l )  h (t)  = (t - ~ o )  (t  - ~ ) , . ,  ( t  - ~_~). 
Jede Hauptgleiehung ffir ein Element w = ~ ( u ,  ~') 

h ( t ) =  t ~ - -  b~ ( ~ ) t  ~-~ + . . .  +_ b ~ ( V ) =  0,  

deren linke Seite ira K6rper K(O) der Potenzreihen yon p irreduzibel 
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oder die Po~enz einer irreduziblen Funktion ist, zerf~llt also in dem Er- 
weiterungskS~e~ _~ (p, ~), d. h. im K~rper _~ (~ )  aller konvergenten oder 
nichtkonvergenten Potenzreihen von ~ mit konstanten Koeffizienten in 
ein Produkt yon ~ konjugierten Linearfaktoren t -  w,, und diese Zer- 
legung ist eindeutig, da der Bereich K ( ~ )  eben ein KSrper ist. 

Wit wenden das soeben geflmdene Ergebais auf a l lev  Faktoren gi ($, P) 
an, in welehe die linke Seite der Hauptgleichung g (t, p) ~ Hg~(t, ~) in (8) 
fiir ein beliebiges Element w des zugrunde gelegten KSrpers K(u, z) zer- 
f~llt; dann folgt, dab jeder yon ihnen in einem KSrper K ( ~ i ) y o n  Potenz- 
reihen in konjugierte Linearfaktoren zerf~llt, welche nach Potenzen yon 

1 

n~ ~ pZ' fortschreiten. Ist also 1 ~ [~ ,  ~ . . . . .  t~] das kleinste gemein- 

same Vielfaehe aller ~ und ~ = ~ / ~ -  a bzw. z '  so zerfgllt im K~rper 

K ( ~ )  aller konvergenten oder niehtkonvergenten Potenzreihen in n die 
linke Seite jeder Hauptgleiehung g (v, z) = 0 des KSrpers K (u, z) eindeutig 
in n Linearfaktoren. 

Jetzt kSnnen wir endlich den Naehweis ffihren, da] diese Zerlegung 
tats~chlieh bereits in dem TeilkSrper K ( ~ )  aller konvergenten Potenz- 
reihen in ~ oder aller Funktionenelemente in n stattfindet, da] also die 
n Wurzetn jeder Hauptgleiehtlng g(w,z)=O yon K ( u , z )  in der Um- 
gebung jeder Stelle p der unabh~ngigen Variablen z dutch Elemente ana- 
lytischer Funktionen dargestellt werden kSnnen. 

In der Tat sind ja die n Koeffizienten jener Hauptgleichung, d. h. die 
elementaren symmetrischen Funktionen ihrer n Wurzeln w~, . . . ,  w~ rational 
in z, also konvergente Potenzreihen in p und somit auch konvergente 
Reihen in ~. 

Hieraus kann man wiedemm dureh Majorantenbildung den Sehlul~ 
ziehen, da~ das gleiche auch ffir diese Wurzeln selbst der Fall sein mul~. 
Den Beweis dieses wichtigen Satzes habe ich in dem erwglmten Werke 
(H. L., S. 68--72) vo]lstgndig gefiihrt und mSehte bier nut auf ihn ver- 
weisen .  

Damit ist die rein arithmetische Gmndlage fiir die Theorie der 
algebraischen Funktionen einer Ver~ndertichen vollst~ndig gegeben. 

(E[ngegangen am 16. Mai 1918,) 


