Neue Begriindung der arithmetischen Theorie der
algebraischen Funktionen einer Variablen.

Von
Kurt Hensel in Marburg a/L.

Die in meiner Abhandlung im zweiten Bande dieser Zeitschrift
S. 433—452 gegebene Theorie der algebraischen Zahlen kann ohne weiteres
auf die Untersuchung der algebraischen Funktionen einer Variablen aus-
gedehnt werden, und ihre Ergebnisse sind hier wesentlich einfacher als
die dort abgeleiteten. Xs scheint mir aber, daB sie eine neue Einsicht
in die arithmetische Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen
ergeben. Ich benutze die Bezeichnungen und die Resultate der erwihnten
Arbeit, welche ich hier mit A. Z. zitieren werde.

§ 1.
Untersuchung der rationalen Funktionen von z fiir eine Stelle p
dieser Variablen.

Ist z eine komplexe Variable, so bilden die rationalen Funktionen
Z = @ (2) von z mit beliebigen konstanten Koeffizienten einen Korper K (z).
Jedem konstanten Werte (2= e bzw. z=00) von 2z ordne ich eindeutig
eine Stelle p zu. Dann besitzt jede Funktion Z dieses Korpers in einer
beliebigen Stelle 9 einen eindeutig bestimmten Zahlenwert Z (p), welcher
0, co oder ¢ sein kann, wo hier wie im folgenden ¢ einen bestimmten
endlichen und von’ Null verschiedenen Zahlenwert bezeichnet. Im ersten
bzw. im zweiten Falle heiBt p eine Nullstelle bzw. ein Pol von Z, im
letzten Falle wird Z eine Einheit oder eine Eenheitsfunkiion fir diese
Stelle genannt.

Die Funktion Z heiBt eine ganze Funktion fix die Stelle p, wenn
Z(p) endlich ist; ist Z(p)=o0, ist also p ein Pol fir Z, so wird Z
eine gebrochene Funktion fiir ‘diese Stelle genannt. ~Eine ganze oder ge-
brochene Funktion Z heiflt durch eine andere U fiir diese Stelle feilbar,
wenn der Quotient Z/U dort ganz ist. Die Einheitsfunktionen, und sie
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allein, sind in jeder ganzen Funktion enthalten. Ist sowohl Z durch U
als auch U durch Z fiir die Stelle p teilbar, so heiflen Z und U dgui-
valent (Z ~ U (p)), und dies ist stets und nur dann der Fall, wenn sich
diese Funktionen um eine Einheitsfunktion multiplikativ unterscheiden.

Eine ganze Funktion p heifit eine Primfunktion fir die Stelle Y,
wenn sie dort eine Nullstelle hat und nicht in ein Produkt von Faktoren
derselben Art zerlegt werden kann. Eine solche Primfunktion fiir eine
endliche Stelle z—  ist z. B. die Funktion p - z — « fiir die unendlich
ferne Stelle, z. B. p=1/2z. Alle Primfunktionen fiir dieselbe Stelle sind
einander dquivalent.

Ist p eine Primfunktion fiir die Stelle p, so ist jede andere Funktion Z
eindeutig in der Form Z = & p® darstellbar, wo ¢ eine von der Wahl von
9 unabhingige ganze Zahl und ¢ eine Einheitsfunktion bedeutet. Der
Exponent o heift die Ordnungszakl von Z fiir die Stelle p. p ist eine
Nullstelle oder ein Pol fiir Z, je nachdem o positiv oder negativ ist; ist
¢ gleich Null, so ist Z eine Einheit fiir p.

Wir ordnen nun jeder Stelle p einen Diwvisor zu, welcher ebenfalls
durch p bezeichnet werden soll, und definieren die Teilbarkeit einer
Funktion Z durch eine Potenz von p folgendermaflen:

Z heiBt durch p” fetlbar, wenn Z in der zugehorigen Stelle p
mindestens die Ordnungszahl r besitzt. Zwei Funktionen Z und Z’
heiBen modulo p" kongruent, wenn ihre Differenz mindestens durch p”
teilbar ist.

Hieran schlieBt sich die fiir das Folgende besonders wichtige Definition
der Gleichheit zweier Funktionen fiir eine Stelle p:

Zwei Funktionen Z und Z’ heiBen gleich fir die Stelle p, wenn
sie fiir jede noch so hohe Potenz von p kongruent sind. Zwei
rationale Funktionen Z und Z' sind stets und nur dann fiir eine
Stelle p gleich, wenn sie identisch sind.

Jede Funktion Z ist fiir den Bereich von y gleich einer Entwicklung:

(1) Zi= “epe+ag+1pe+1+--~+aa—1pa_1+Aa(z>p”:

in welcher a,, @,41, @p4a, ... eindeutig bestimmte Zahlkoeffizienten sind,
welche beliebig weit berechnet’ werden kénnen, und wo bei AbschluB
der Rechnung bei einer. beliebigen o-ten Stelle das Element A,(z) ein¢
fiir die Stelle p ganze rationale Restfunktion ist. Die beliebig weit fort-
setzbare Reihe der rationalen Funktionen

(1) @p® @ p®+ app, p**, P P+ Gor1 PO+ B pOT, L L
wird die Reshe der sukzessiven Ndherungswerte von Z fir die Stelle p
genannt. Die Zahlkoeffizienten a,, @41, @o4e, ... hdngen durch eine
Rekursionsformel miteinander zusammen.
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§ 2.
Der Korper K (p) der zur Stelle p gehirigen Potenzreihen und der
Korper K (p) der konvergenten Potenzreihen.

Ich betrachte jetzt den Bereich aller Potenzreihen
(2) Z = a,p° + @y p* ...
mit beliebigen konstanten Koeffizienten, deren Entwicklungselement p
eine Primfunktion fiir die Stelle p ist, also etwa z — a bzw. %, und deren

Koeffizienten soweit man will berechnet werden kdénnen. Dabei soll voll-
stindig davon abgesehen werden, ob diese Reijhe in einer endlichen Um-
gebung jener Stelle konvergiert oder nicht. Auch hier nennen wir die
Reihe der rationalen Funktionen

(28') ae pg: %PQ”F%H?QH;

die sukzessiven Niherungswerte von Z. Wir nennen zwei solche Reihen
Z wnd Z' wieder kongruent modulo p”, wenn alle ihre Naherungswerte fiir
diesen Modul kongruent sind, und genau wie vorher sollen zwei solche
Reihen gleich- heiflen, wenn sie fiir jede noch so hohe Potenz von p
kongruent, wenn sie also identisch sind. Definiert man dann die Summe
und das Produkt von zwei Potenzreihen wie gewdhnlich, so erkennt man,
daf die Gesamtheit aller dieser Reihen einen Kérper bildet, welchen ich
durch XK (p) bezeichne.

Einen Teilkdrper K (p) des Korpers K (p) aller Potenzreihen (2)
erhilt man, wenn man nur diejenigen Potenzreihen in p betrachtet, welche
in einer endlichen, wenn auch noch so kleinen Umgebung der Stelle p
konvergieren; denn die Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient
konvergenter Potenzreihen ist ja wieder eine solche. Ich will K (p) auch
den Korper der Funktionselemente fir die Stelle p nennen.

Ich nenne endlich eine rationale Funktion Z = ¢(z) von 2 fiir den
Bereich von p gleich einer Potenzreihe Z = a, p° +- Gp+1 P + ..., wenn
Z fiir jede noch' so hohe Potenz von p konmgruent Z ist. Dann folgt aus
(1), daB jedes Element Z = ¢ (2) von K (z) fiir den Bereich der Stelle p
einer einzigen Potenzreihe von K (p) gleich ist, nidmlich derjenigen
rekurrenten Reihe, welche sich aus (1) fir ein’ {iber jedes MaB hinaus
wachsendes o ergibt. Bei dieser Definition der Gleichheit ist also der
Korper K (z) aller rationalen Funktionen ein Unterkorper des Korpers
K (p) aller Potenzreihen fiir die Stelle p.

Durch Majorantenbildung kann man aber noch weiter zeigen, da8
K (z) ein Teilkérper des Teilkdrpers K (p) von K (p) ist, daB ndimlich
alle rekurrenten Potenzreihen, denen die rationalen Funktionen Z von 2
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fiir den Bereich von p gleich sind, innerhalb einer endlichen Umgebung
von p konvergieren und dort diese Funktionen Z darstellen. (Vgl. z B.
Hensel-Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen,
8.8 —11. Dies Werk soll im folgenden durch H.-L. zitiert werden.) Und
zwar stehen jene beiden Korper in der Beziehung zueineinander, dal jedes
Element von K (z) zu K(p) gehort, und daB umgekehrt jedes Element
von K(p) der Grenzwert einer Reihe (2a) von Elementen von K(z) ist.

§ 3.

Untersuchung der algebraischen Funktionen von #» fiir eine Stelle p
dieser Variablen. Die Kongruenzringe I (u,)) und ihre Zuriickfiihrung
auf Kongruenzkorper K (u,v').

Es sei nun die Variable « eine algebraische Funktion von z, d. h. u
werde als Funktion von 2z durch eine irreduzible Gleichung n-ten Grades

(3) flu,z2)=ur+a,(z)unrt ... +a,(z)=0
mit rationalen Funktionen von z als Koeffizienten definiert. Dann bilden
alle rationalen Funktionen von % und 2z einen Korper ®(u,2), dessen

Untersuchung den Gegenstand der Theorie der algebraischen Funktionen
einer Variablen bildet. Dieser ist isomorph dem Kongruenzkorper

(4) K{u,z)= K (u,modf(u,z))

aller modulo f(u,z) betrachteten rationalen Funktionen von u und z;
im folgenden soll daher dieser statt des Korpers & (u, 2) untersucht werden.

Der Korper K (u,z) ist, in bezug auf den Korper K (z) aller ratio-
nalen Funktionen von z allein, ein algebraischer Kérper n-ten Grades,
denn die » Elemente (1, #, %, ..., #*"1) sind in bezug auf K (z) linear
unabhéngig, wihrend je (n 4 1) Elemente desselben (u,, %,, - .., u,) stets
linear abhingig sind. Je n linear unabhingige Elemente (u,,u,,...,u,)
heiflen eine Basis fir K (u,z). Jedes Element v dieses Korpers ist durch
eine beliebige Basis (u;) eindeutig in der Form:

V=C, U + .. C U,

nit rationalen. Koeffizienten ¢, darstellbar. Jedes Element v = ¢ (u,z2)
geniigt einer sog. Haupigleichung n-ten Grades g(v,2)=0 in EK(2)
(A Z. 8.485 (2)), deren linke Seite entweder irreduzibel oder die Potenz
einer irreduziblen Funktion ist. Im ersten Falle heilt v ein primstives
Blement von K (u,z), und der Kongruenzkorper K (u,z) ist isomorph
dem Kongruenzkérper
(48) K{v,z)=K,(v,mod g(v,2))

aller modulo g (v, 2) betrachteten rationalen Funktionen von » und z und
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kann daher, wenn dies erwiinscht sein sollte, statt des Kongruenzkérpers
K (u,z) der Untersuchung zugrunde gelegt werden.

Ich betrachte nun alle Elemente v=¢(u,2z) von K(u,z) fir den
Bereich einer beliebigen endlichen oder der unendlich fernen Stelle p der
unabhingigen Verinderlichen z. Dann konnen alle Koeffizienten von »
in konvergente Potenzreihen entwickelt werden, welche nach Potenzen

einer beliebigen Primfunktion p fiir diese Stelle (z B.p==2—abzw. p= 1)
fortschreiten. Sie bilden also einen Teilbereich des groBeren Bereiches
(4b) R (u,p)= Ry (u, mod f(y,2))

aller modulo f(u,2) ganzen Funktionen von %, deren Koeffizienten be-
liebige konvergente oder nicht konvergente Potenzreihen von p sind. Also
ist K (u,2) ein Teilkdrper dieses Bereiches R (u,p), welcher nun weiter
untersucht werden soll.

Der wesentliche Unterschied zwischen dem Kongruenzkorper K (u, 2)
und diesem erweiterten Bereiche R (u,p) besteht darin, daB in dem
letzteren die Funktion f(u,z) im allgemeinen nicht unzerlegbar bleibt,
sondern in ein Produkt von eindeutig bestimmten unzerlegbaren Prim-
faktoren zerfillt, welche jedoch alle vomeirander verschieden sind. Es sei

(5) flu,2)=fi(u,p)fy(u,p) ... f,(u,p)

diese Zerlegung; dann ist jeder dieser Faktoren f,(w,p) eine in K (p)
irreduzible ganze Funktion von %, deren Koeffizienten Potenzreiben sind,
welche nach ganzen Potenzen der Primfunktion p fortschreiten.

Alle modulo f(u,z) ganzen Funktionen v==¢(u,p) des Bereiches
R(u,p) bilden wegen der Zerlegbarkeit des Moduls nicht einen Kon-
gruenzkorper, sondern nur einen Kongruenzring, denn in ihm sind nur
die elementaren Rechenoperationen der Addition, Subtraktion und Multi-
plikation, nicht aber die det Division unbeschréinkt und eindeutig aus-
filhrbar. Dagegen kann die Untersuchung der Elemente dieses Ringes
R{u,p) leicht und einfach auf diejenige der » folgenden Kongruenzkiirper
(6) K, (u;p) = Ky(u, mod f; (u, p)) (i=1,2,...,%)
aller modulo der » Primfunktionen 7, (%, p), . (%, ) ganzen Funktlonen
von « innerhalb K (p) zuruckgefu_hrﬁ Werden (A Z.§1)

Bezeichnen wir nimlich wie a. a. 0. die zu den » Primfaktoren f;{u, p)
komplementéren Faktoren von f(u,2z) durch F;(u, ), und sind allgemein
G, (u,p) die durch das Euklidische Teilerverfahren bestimmbaren Multi-
plikatoren, fitir welche die Gleichung besteht:

Fy(up)- G (u,p) 4. + Fo(u, ) Go(u,p) =1 (modf(u,z)),

go gelten fir die » so gefundenen Funktionen:
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1~

{62) F (u,p) Gi(u,p) =1

die Beziehungen:

(7) 1, =3, {mod f, (%, p)), ((Sik:() fiir i><]c)
1,1,=6,,-1, (modf(u,z)), =1 fiir i~ k

und hieraus ergibt sich fiir jede modulo f(u, z) ganze Funktion v = ¢ (%. z)
des Ringes R (u,p) die folgende eindeuntig bestimmte Darstellung:

(7) v vl 1, -1 (mod flu, 2))
(¥, Vys - B),

wo allgemein

(7b) v;==v (modf;(u,p)),

d. h. der Wert von v in dem ¢-ten Kongruenzkérper K,(u,p) ist. Sind
umgekehrt v, , ..., v, beliebige Elemente jener Kongruenzkérper K, ..., K,,
so enthilt der Ring E(u, p) ein einziges Element v =v,-1, + ...+ v,-1,,
welches gerade diese Werte v, in den Kérpern K, besitat.

Sind ferner v = (v, ..., »,) = (v;),. w =(w,, ..., w,) == (w;) zwei be-
liebige Elemente von R(w,p) in dieser Darstellung, so folgen aus den
Gleichungen (7) fiir ihre Summe, Differenz, Produkt und ihren Quotienten
die entsprechenden Darstellungen:

(7e) v w-= (v, T w,), vw - (nw,), Z»: (;‘:),

die letzte Gleichung besteht aber dann und nur dann, wenn i— wirklich

dem Ringe R{u,p) angehort, denn allein in diesem Falle sind ja alle
Komponenten w; von Null verschieden., Werden also fiir zwei solche
Elemente (v;) und (w;) die Verkniipfungsoperationen der Addition und
Multiplikation durch die Gleichungen

(7d) (0;) + (w;) = (v; + w;), (0,)(w;) = (v;w;)

definiert, so wird der Ring R (u,p) einstufig isomorph auf das System
(K, (u,p),"..., K,(u,p)) der » zu den Primfaktoren f;(w,p) von f(u,z)
gehorigen Kongruenzkorper abgebildet.

Jedes Element o= (v;) des Ringes R(wu,p) geniigt in demselben
einer Hauptgleichung ¢(f,p)=0 vom 7-ten Grade; andererseits geniigt
jede seiner Komponenten o, im zugehdrigen Korper K, (u,p) einer Haupt-
gleichung ¢,(¢,9) =0 vom -ten Grade, deren linke Seite irreduzibel oder
die Potenz einer irreduziblen Funktion ist, je nachdem v, in K, (u,p)
primitiv oder jmprimitiv ist. Die linken Seiten jener Hauptgleichungen
hangen dann ‘durch die Beziehung
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(8) git.9) - [[9:(t,9)

miteinander zusammen (A.Z. S.437, (9a)).

Jedem von den » Kongruenzkérpern K,(w,p) ordne ich nun eine
Stelle B, zu und nenne v, den Wert eines Elementes v = @ (u,z) fiir
diese Stelle, wenn v, der Kongruenzwert von v modulo f;(u,p), d. h. im
Kongruenzkorper K,;(w,p) ist. Dann gehtren also zu der einen Stelle p
genau » Stellen B, B,, ..., B,, entsprechend den » Primfaktoren von
f{u,2) innerhalb K (p).

Durch diese Resultate ist die Untersuchung eines beliebigen Ringes
R (u,p) vollstindig auf diejenige eines beliebigen Kongruenzkérpers

(9) B (u,p)= K (u, mod f (u, p))

aller modulo f(w,p) ganzen rationalen Funktionen von wu fitrr diesen
Modul mit konvergenten oder nicht konvergenten Potenzreihen innerhalb
K (p) als Koeffizienten zuriickgefithrt, wenn f(u,p) eine belicbige Prim
funktion innerhalb K (p) bedeutet. Diese Untersuchung soll im folgenden
Paragraphen durchgefiihrt werden.

§ 4.
Der Kongruenzkorper K (u, ) und der ihm gleiche Korper K (B)
aller Potenzreihen fiir die zu p gehorige Stelle B.

Es sei also jetat

(10) f(u,p)=uw'+a (p)w* "t + ... +ailp)
eine Primfunktion i-ten Grades innerhalb K (p). Dann geniigt jedes Element
v = @ (u, p) des zugehdrigen Kongruenzkdrpers X (%, p) = K (u, mod f (u, p))
einer Hauptgleichung 1-ten Grades
(103} g(v,p)mvl—{—bl(p)'vl—1—}—...—f-bl(,‘p)=0,
deren linke Seite irreduzibel oder die Potenz einer in K (p) irreduziblen
Funktion ist. Wir nennen v algebraisch ganz oder gebrochen, je nachdem
die Koeffizienten b,(p) ihrer Hauptgleichung alle oder nicht alle ganz sind.
Dann gilt auch hier der Fundamentalsstz (A. Z., 8. 440):
Ein Element v des Korpers K (u, p) ist algebraisch ganz oder

gebrochen, je nachdem seine Norm:
(10b) n(0)=(—1)"b:(p)

ganz oder gebrochen ist.

Dieser Satz wird wortlich ebenso wie a.a. O. bewiesen. Ans ihm. er-
geben sich alle Sdtze iiber die Teilbarkeitseigenschafteti der Klemente v,
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welche dort auf S. 441 und 442 zusammengeitellt sind. Speziell folgt
hieraus, daB die ganzen Elemente des Korpers K (u,p) einen Ring bilden,
dessen Elemente sich durch Addition, Subtraktion und Multiplikation
wieder erzeugen.

Da die Norm eines jeden ganzen Elementes, welches keine Einheit
ist, eine positive ganzzahlige Ordnungszahl hat, so mn es wenigstens ein
ganzes Element m geben, fiir welches die Ordnungszahl von n(z) positiv
und moglichst klein ist. Jedes solche Element soll eine Primfunktion
fiir den Korper K (u,p) oder fiir die ihm zugeordnete Stelle B heiBen.
und die Ordnungszahl f ihrer Norm werde ikr Grad genannt. Dann ist
jedes andere ganze oder gebrochene Element v wieder eindeutig in der
Form v —¢n® darstellbar, wo ¢ eine Einheit ist, und die ganze Zahl q
die Ordnungszahi von v fiir die Stelle  heilit; alle und nur die Elemente
von nicht negativer Ordnungszahl a sind algebraisch ganz. Ist speziell
p=en®, enthilt also die Primfunktion p fiir die Stelle p genau die
e-te Potenz der Primfunktion fiir B, so heillt e die Ordnung von n. Geht
man in der obigen Gleichung fiir » zur Norm iiber, so ergibt sich p*= pef,
Die Ordnung e und der Grad f einer Primfunktion n sind also komple-
mentére Teiler von 4. Es wird gleich gezeigt werden, daB fiir alle hier
betrachteten Kongruenzkdrper stets e =4, also f=1 ist.

Im Kérper K (w,p) hort p~ = auf, ein Primteiler zu sein, und an
seine Stelle tritt di¢ Primfunktion = oder irgendein iquivalentes Blement
n'=¢en. Rir die Teilbarkeit der Elemente von K (u,p) durch eine be-
liebige Potenz von = gelten die folgenden Satze: Zwei Elemente v und ¢’
heiBen wieder kongruent modulo n¢ oder modulo PB¢, wenn v — v’ durch
me teilbar, wenn also (v — v’) mindestens durch p’e teibar ist. Zwei
Elemente » und ¢” sind dann und nur dann fiir jede noch so hohe Potenz
von z kongruent, wenn n (v — »’) durch jede Potenz von p teilbar, d. h.
gleich Nullist. Dann sind aber nach der soeben angegebenen Satze alle Koeffi-
zienten der Hauptgleichung A-ten Grades n(t —y) =1t —... £ n(y) =0,
der y = {v — v") geniigt, gleich Null, d. h. es ist p? = (» — 'v')’l == (0 oder
v=10". Es besteht also der wichtige Satz:

Zwei Elemente v und o' des Bereiches K(u,p) sind dann und
nur dann fiir jede noch so hohe Potenz von z "kongruent, wenn-
sie gleieh sind.

Jedes ganze Element v ist modulo z einer endlichen Konstanten,
nsmlich, derjenigen Zah! ¢ kongruent, fiir welche:

n(c—~yW==et=b(p)e* 24 ... = b (p) =0 (mod p)
ist, £iir welche algo die Zablengleichung besteht:
¢*— b, (0)ct1 4. £ 5, (0)=0.
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Diese Gleichung besitzt nur eine einzige 1-fache Wurzel, denn hitte sie
zwei verschiedene Wurzeln ¢ und ¢’, so wiren diese modulo n kongruent,
dh nle—c)=(c—e)=0.

Fiir irgendein algebraisch ganzes Element v ergibt sich also eine be-
liebig weit fortsetzbare Reibe von Gleichungen:

V=Cy -+ AV, U =0 +aAv,, ...,

in denen die, ¢,, ¢, ¢,, ... Konstanten, die v, v,, ... ganze Elemente sind,
und aus ihnen erhdlt man genau wie in (1) fiir eine beliebig hohe Potenz
von n eine eindeutig bestimmte Darstellung

(11) v=2Cc,+tc,n+ ¢,n% + ...+ Coy Tt - vo7T,
in welcher das Restglied v, wieder ein ganzes Element des Korpers be-

deutet,
Ich betrachte jetzt die Gesamtheit aller unendlichen Reihen:

(12) U~ eno b cgusnet ..

mit konstanten Koeffizienten c,, ¢,y q, ..., welche beliebig weit berechnet
werden konnen und deren Entwicklungselement 7z eine Primfunktion des
Korpers K (u,p) fiir die Stelle P ist. Dabei soll vollstindig davon ab-
gesehen werden, ob diese Reihe in einer endlichen Umgebung jener Stelle

konvergiert oder nicht. Die Elemente des Korpers K (u,p)
(12a) CoMC, Conl  Cppymetl, ..

werden wieder die sukzessiven Ndherungswerte von U genannt. Zwei
solche Reihen U und U’ heiBen kongruent modulo R, wenn alle ihre
Né#herungswerte modulo ”, d. h. modulo n7 kongruent sind, und es sollen
U und U’ gleich genannt werden, wenn sie fiir jede noch so hohe Potenz
von P kongruent, wenn sie also identisch sind. Definiert man dann die
Summe und das Produkt zweier solchen Reihen wie gewdhnlich, so bilden
diese Reihen wieder einen Kérper, welchen ich durch K () bezeichnen will.
Ich nenne endlich wieder ein Element v= @(u,p) des Kongruenz-
korpers K (u, p) gleich einer Reihe V= Zc,n° dieses Korpers K (),
wenn v fiir jede noch so hohe Potenz von 8 kongruent V ist. Dann
folgt aus der Gleichung (11), daB jedes Element v von K (u,p) fiir den
Bereich der Stelle 8 einer einzigen Potenzreihe. ¥ von K () gleich ist,
ndmlich derjenigen Reihe, welche sich aus (11) fiir ein iiber jedes MaB
hinaus wachsendes o ergibt. Hiernach ist also der Kongruenzkérper K (u, p)
ein Unterkorper des Korpers K () aller Potenzreihen (12).
Umgekehrt ist aber auch jede Potenzreihe Vo= 3 ¢,n® einem
Elemente v des Korpers K (u,p) gleich, d. h. die beiden Kérper
K(u,p) und K () sind identiseh.
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Ist namlich (z,, ..., 2:) eine Basis von K (u,p), deren Elemente x;
algebraisch ganz sind, was ja stets vorausgesetzt werden kann, so ist
jedes Element c¢,n* eindeutig in der Form:

(13) ¢, n =Mz, + cPw, ... e,

darstellbar, deren Koeffizienten ¢/ Potenzreihen aus K (p) sind; und da
mit unbegrenzt wachsendem » ¢,n* durch jede noch so hohe Potenz von =
also auch von p algebraisch teilbar ist, so nahert sich ¢,7” mit wachsen-
dem » der Grenze Null, d. h. die Ordnungszahlen der i Koeffizienten ¢
wachsen mit zunehmendem » iiber jedes Mal hinaus. Also wird die un-
endliche Reihe:

(14) V=Z¢n*=(2cP)a, + ...+ (e, ¢z ... 4+cx - v

1

ein eindeutig bestimmtes Element v des Korpers K (u,p), da seine Koeffi-
zienten ¢, = ¢ jede Potenz von p mit einem endlichen Zahlkoeffizienten
multipliziert enthalten?).

Die Primfunktion = ist nun ein primitives Element des Korpers K (u, p),
d. h. sie geniigt innerhalb K () einer irreduziblen Hauptgleichung i-ten Grades.
Wihlt man n#mlich statt der unendlich vielen Elemente (-ter, erster,
zweiter, ... Ordnung 1, &, ..., n¢~1, m¢, #¢*1, ... die ihnen dquivalenten

) Um dieses wichtige Resultat noch ausfiibrlicher zu begriinden, bemerke ich

folgendes: Sind
v=v%+...+02 und w=wx-+.. Fwe
zwei ganze Elemente von K (u, ), so ist anch vw = 2'v (x; 2;) wy algebraisch ganz;
Lk
das gleiche gilt somit von allen 1 Koeffizienten der Hauptgleichung fiir viw:
n(t—vw)=t"—b, (vw)t* ~. . 1 b, (vw).
Speziell ist also der erste dieser Koeffizienten:
b1 (vw) = z‘kZU;CiA Wy,
(2

ganz, wo allgemein ¢y = b, (2;a;) der erste Koeffizient der Hauptgleichung fiir dag
Produkt der beiden Basiselemente «; und a;, ist. Die Determinante | ¢ix| = C, die
sog. Diskriminante des Systems (1, ..., #;), ist sicher von Null verschieden, wenn
dasselbe, wie angenommen wurde, eine Basis ist.

Ist nun speziell v durch eine Potenz p* von p teilbar, also —;: , lgebraisch ganz,

so ist also fiir beliebige ganze Elemente w,,...w; b, (vw) durch pv teilbar. Wahlt
msan also speziell w, ...w, gleich den Elementen Cyy, i, ..., C;; der i-ten Spalte
des adjungierten Systems zu (¢ix), so folgt, dafl jedes Cv; durch pv teilbar sein
muB. Ein Element v=1v,@, ...+ 2,2, ist also nur dann algebraisch teilbar durch
eine Potenz p*, wenn alle Produkte C'v; diese Potenz enthalten. Hieraus folgt
also, daf die Ordnungszahlen der Koeffizienten ci’) der Elemente ¢,z in (13) wirk-
¢l mit zunehmendem » fiber jedes MaB hinaus wachsen.
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Elemente 1,x,...,7¢"%, p, px, ..., pt~L, p% p3x, ..., so ergibt sich
genau wie in (11), daB jedes ganze Element v des Korpers K (u,p)
auch durch sie homogen und linear mit konstanten Koeffizienten darstell-
bar ist. Und hieraus folgt, wenn man alle mit 1, n, =%, ..., z¢~! mul-
tiplizierten Glieder zusammenfaBt, fiir jedes algebraisch ganze Element v
die folgende eindentige Darstellung
V==t Cmd ... yme]
mit ganzen Potenzreihen von p als Koeffizienten. Ist dagegen » ge-
brochen, also von negativer Ordnungszahl, so liefert die entsprechende
Betrachtung eine gleiche eindeutige Darstellung von v durch das System
(1,7,...,a¢"1), in welcher aber mindestens einer der Koeffizienten c;
von negativer Ordnung in p ist. Hieraus folgt zunichst, daB das System
(1,7,...,m¢~1) eine Basis fiir den Kérper i-ter Ordnung K (u,p) ist;
es muB also =1 sein. Hieraus folgt der schon auf 8. 125 angekiindigte Satz:
Die Ordnung der Primfunktion = in einem beliebigen Kongruenz-
kérper A-ten Grades ist stets gleich A; ihr Grad f ist demnach

gleich 1.

Ein Element 7 dieses Kongruenzkérpers K (u,p) ist hiernach dann
und nur dann eine Primfunktion, wenn n(n) ~ p vom ersten Grade ist.

Zweitens bildet dasselbe System (1, z,n?% ..., n*~1) ein sog. Fun-
damentalsystem fiir den Korper K (u,p), d. h. eine solche Basis, daB alle
und nur die ganzen Elemente desselben durch dieses homogen und linear
mit ganzen Koeffizienten ¢,, ¢, ..., ¢a—, darstellbar sind.

Das primitive Element s geniigt innerhalb K (p) einer irredusiblen
Hauptgleichung:

g(o)=n(v—m)=u*—pb (p)u*"t4... £ pbi(p) =0,
deren konstantes Glied n(nz) genau durch die erste Potenz von p teilbar
ist; und daraus folgt wegen (10b), daB alle anderen Koeffizienten eben-
falls p enthalten; auch hieraus ergibt sich, daB diese Gleichung inmnerhalb
K(p) irreduzibel sein muB, weil sie sonst in Faktoren derselben Art zer-
fallen miiBte.

Unter den wunendlich vielen zu # &quivalenten Primzahlen a’ = n¢
kann man nun stets eine solche auswihlen, welche der einfachsten (lei-
chung dieser Art, ndmlich der reinen Gleichung:

(15) wh=p
geniigt. Ist dies nimlich fiir die gewdhlte Primzashl # noch nicht der
Fall, so beginne die Entwicklung von =* nach Potenzen von n mit den

Anfangsgliedern
it =p+onttr4 ... (r > 0).
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Ersetzt man dann = durch die &quivalente Primszahl:

¢
n=n—art,

wofiir # = n' 4 —:~n”+1 -+ ... wird, so geht die obige Gleichung iiber in:
(n' —}——:-n"ﬂ 4 .>/ =p-+e(n’~ R L R

von welcher sich das Glied (4 -+ 7)-ter Ordnung forthebt. Durch Fort-
setzung dieses Verfahrens erhilt man also zuletzt eine Primfunktion =,
welche der reinen Gleichung =} = p geniigt. Es kann und soll daher von
vornherein 7z als eine Wurzel dieser Hauptgleichung ¢ (v, p) - v* — p =
vorausgesetzt werden.

Ist v ein primitives Element des Kongruenzkérpers K (u,p), und
n(t—v)=g(v,p)=0 die irreduzible Hauptgleichung, der v geniigt, so
ist, wie in (4a) hervorgehoben wurde, der zu untersuchende Kongruenz-
kérper K (u,p) isomorph dem Kongruenzkorper

K(v,p)=K(v, mod g(v,)))

aller modulo ¢ (#,p) ganzen Funktionen von v mit Potenzreihen in p als
Koeffizienten modulo g (v, p) betrachtet; es kann somit statt K (u,p) auch
dieser Korper K (v,p) weiter untersucht werden.

Wenden wir dieses Ergebnis an auf das soeben bestimmte primitive
Element 7z, welches der Hauptgleichung v* — p == 0 geniigt, so kann die
Untersuchung von K (u,p) ersetzt werden durch diejenige des Kongruenz-
korpers:

(16) K (v,p) = K (v, mod v* — p)

aller modulo »* — p ganzen Funktionen von » mit Potenzreihen in p als
Koeffizienten fiir den Modul ¢ — p.

Die Elemente w (v, p) dieses Korpers kinnen nun simtlich in einer
sehr einfachen reduzierten Form dargestellt werden. Es ist namlich stets:

w(v,p)=c(p)+ e (P)o+ ... F ey (p)v*t (mod v’ — p),
und da allgemein fiir jede der Potenzreihen ¢, (p) = ¢;(v?) ist, so ergibt sich:
{17) w(v,p) =60+ vt ... (mod o' — p)

kongruent einer einzigen Potenzreihe in v mit konstanten Koeffizienten,
und umgekehrt ist jede solche Potenzreihe einem einzigen Element w (v, p)
modulo v* — p kongruent. Es kann somit an Stelle von K (u,p) der
Kérper K (P (v), mod v* — p) aller Potenzreihen in » mit konstanten Koeffi-
zienten modulo »* — p untersucht werden.
‘Essei nun # eine der 1 Wurzeln der Gleichung v* — p = 0, also etwa
Mathematische Zeltachriit. V, 9
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[ :.
der Hauptwert von Vz — «, bzw. \/; dann bildet der bisher untersuchte

Kérper K, (v, modv* — p) aller rationalen Funktionen von », deren Koeffi-
zienten Potenzreihen in p sind, einen Teilbereich des groferen Bereiches

(18) R, (v, mod v* — p)

aller rationalen Funktionen von 9, deren Koeffizienten Potenzreihen in «
sind. Dieser letztere ist ein Ring, denn in dem erweiterten Koeffizienten-
kérper zerfillt die vorher irredazible Funktion »* — p vollstindig in die
Linearfaktoren:

(19) vt-y:@—nﬂv_wm”.w—wbuﬂ=lZ@_n¢

wenn o eine primitive 1-te Einheitswurzel ist und allgemein =, = wi=n
fir 2=0,1,..., 4 —1 gesetzt wird.

Nach den auf 8. 122— 124 gegebenen Ausfithrungen reduziert sich nun die
Untersuchung aller Elemente w = w (v) des Koérpers K (v, mod v* — p),
oder, was dasselbe ist, aller Potenzreithen @ =c,v" 4 c,,v"H1 4 ... In v
modulo * — p vollstéindig auf diejenige derselben Elemente in den 1 kon-

jugierten Kongruenzkérpern
(20) K, = K (v, mod v — x,).
Sind némlich, wie a. a. O.,
1, 1,, .00y Ly
die dort eingefithrten Einheitsfunktionen und
Wy, Wys ooy Wiy
die Werte, welche % in jenen Korpern K, annimmt, d. h. die 1 kon-

jugierten Potenzreihen:
— T 741
w; =, + € m L,

so besteht fiir jedes Element w des Ringes R, (v, mod »* — p) die folgende
eindeutige Darstellung:
w=1yw, 4 L0, +... + Li—ywiy,
und nach (8) ergibt sich fiir die linke Seite der Hauptgleichung % (¢) fiir w
die folgende Zerlegung in Linearfaktoren:
(21) h(t)=(t—wy)(t—w,)...(t—wi_q)-
Jede Hauptgleichung fiir ein Elerient w = ¢ (u, p)
R(#)=1t"—b, (p)t* ' +...kb1(p)=0,
deren linke Seite im Korper K (p) der Potenzreihen von p irreduzibel
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oder die Potenz einer irreduziblen Funktion ist, zerfillt also in dem Er-
weiterungskérper K (p,n), d. h, im Kérper K (8) aller konvergenten oder
nichtkonvergenten Potenzreihen von = mit konstanten Koeffizienten in
ein Produkt von 1 konjugierten Linearfaktoren ¢ — w,, und diese Zer-
legung ist eindeutig, da der Bereich K (8) eben ein Kérper ist.

Wir wenden das soeben gefundene Ergebnis auf alle » Faktoren g, (¢, p)
an, in welche die linke Seite der Hauptgleichung g (¢, p) = Ilg,(¢,p) in (8)
fiir ein beliebiges Element w des zugrunde gelegten Kérpers K (u,z) zer-
fillt; dann folgt, daB jeder von ihnen in einem Kdorper X (58;) von Potenz-
reithen in konjugierte Linearfaktoren zerfallt, welche nach Potenzen von

1

7y = p—[‘ fortschreiten. Ist also 4 =[4, 4,, ..., 4,] das kleinste gemein-

R T
same Vielfache aller 4, und n = Vz —a bzw. \/%, so zerfillt im Karper

K () aller konvergenten oder nichtkonvergenten Potenzreihen in = die
linke Seite jeder Hauptgleichung g(v,2) = 0 des Korpers K (u,z) eindeutig
in n Linearfaktoren.

Jetzt konnen wir endlich den Nachweis fithren, daf diese Zerlegung
tatsiichlich bereits in dem Teilkérper K (‘B) aller konvergenten Potenz-
reihen in = oder aller Funktionenelemente in ~ stattfindet, dafl also die
n Wurzeln jeder Hauptgleichung g(w,z)=0 von K(u,z) in der Um-
gebung jeder Stelle p der unabhangigen Variablen 2z durch Elemente ana-
lytischer Funktionen dargestellt werden kdnnen.

In der Tat sind ja die n Koeffizienten jener Hauptgleichung, d. h. die
elementaren symmetrischen Funktionen ihrer » Wurzeln w,, ..., w, rational
in z, also konwergente Potenzreihen in p und somit auch konvergente
Reihen in z.

Hieraus kann man wiederum durch Majorantenbildung den Schlufs
ziehen, daB das gleiche auch fiir diese Wurzeln selbst der Fall sein mull.
Den Beweis dieses wichtigen Satzes habe ich in dem erwihnten Werke
(H. L., 8. 68—72) vollstindig gefiihrt und mochte hier nur auf ihn ver-
weisen.

Damit ist die rein arithmetische Grundlage fiir die Theorie der
algebraischen Funktionen einer Veréinderlichen vollstindig gegeben.

(Bingegangen am 18. Mai 1918.)



