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FAn Grenzwerksatz  a b e t  die Toepli~zschen Detmrminanten einer  

ree l len  posi t iven F u n k ~ o n .  

Von 

G. SzE~5 in Budapest. 

1. Es sei f ( x )  eine iiberaU s~etige, nach 2~ periodische, positive*) 
Funktion. Ferner ihre formeU gebild&e Fouriersche Reihe sei 

f(x) ~ ~o + 2 2 (a~ cos rx  + b~ sin r~). 

Ieh bilde die ch~rakC~eris~ische Gleichung (n + 1) t~ Grades 

a o - -  ~ o,I + i b 1 a 2 + i b~ 

[ a 1 - -  i b  i a o -  ~ a x + i b  1 

.D,,Oe--Z) ~ }a - - i b  a x - - i b  1 ao - -Z  
2 . ~ . . .  

i a~,-- lb.  a,~_ 1 - ib,,_ a a . _ ~ - -  l b . . . . .  

( , = o ,  ~, 2, ..O, 
weleke bekmmtlieh n + 1 reelle Wurzeln 

~ ) ,  x ? ) ,  . . . ,  x(,-~ 

ha~. Es ist dann 

(T) ;~-) 9.~) �9 �9 X(,-) = .D~(f) 

I ao a~+~b~ a2+~b~ 

. . .  ~.+ ib. 
�9 . .  a ~ _ l + i b , , _ l  

ao--~ 

~ 0  

. . .  a.+ ~b. 

. . .  a,,_l + ib,,_l 

. . .  a,,_ ~ + ib,,_~ 
�9 . �9 

0 ~ _ < ~  ein poaiiive8 ~g;-;,-mn beaiSz*. 

a ~ - - i b t  ao ax + ib~ 

= a~--ib~, a l - - i b  x a o 

]a, ,-- ib, ,  a , ,_x- - ib , ,_  1 a,~_~--ib,,_ 2 . . .  a o 

( n = 0 , 1 ,  2, . . . ) .  

*) Darunhar ve~ohe ieh im folge~den immex eine Funktion, die im Int~-walle 
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O. Toeplitz*), C. Carathgodory und L Fej~**) befa~ten sieh mi~ 
diesen De~ermizianten, welche aus den Fourierschea Konsfant~n gehilde~ 
werden kSnnen, und ihre Untersuchungen ergaben~ dab dieselben mit dem 
Wertevorrat yon f ( x )  im engsten Zusammenhauge stehen. Es sind n~ma~ 
lich mit deren Hilfe gewisse Maximum-M]nimum-Probleme l~sbar, welche 
sich anf positive harmonische Fun]ddonen mi~ gegebenen 2n + t erst~a 
Koeffizienten beziehen, sowie auch ei~ige Fragen der Funkfionen~eorie 
yon allgemeinem Interesse und groBer Wichtigkeik De~erminantan ~hn- 
licher Form begegnete man schon viel frfiher in der Lif~ratur, jedech im 
Bereiche ganz anderer Fragen. 

Im folgenden befasse ich reich mit einer Vermutung yon Herrn 
G. PSlya***), nach welcher die aus den ~ Wurze]nt) dieser Determi- 
nanten gebildete gauz bestimmte Folge unter den oben gevannten Bedin- 
gungen f~r lira n ~-~x~ einem Grenzwerte zustrebt, welcher dem ,,geome- 
trischen M W ~ I "  yon f ( x )  im Intervalle 0 ~ x <~2~ gleich ist, d. tl. 

(1) l ira V).~t ~') ,12o... Z~)--- l ira ~ , , ( f )  exis~ier~ end -~ e ~ ~  '~ 
l i = r  i i  ~ .  i l l  

Diese Vermutung ist im Falle des Poissonschen Integralkernes, & h. 
bei der Funl~tion 

~o 

1 ~ r ~ 
l_2rcosx_~ r~ ~- 1 §  ~ r~ cos nx 

wie auch fiir trigonome~rische Polynome erster Ordnung leicht zu beweisen. 
Es is~ mir gelungen, diese Behauptung yon G. PSlya unter den obigen 

*) O. Toeplitz, a) Z~r Transformation der ~.ha~'e~ b~e~arer F o r m ~  van un- 
endlivh vielen Yerd.~derlichen [Nachrlchten der Kgl. Ges. der Wiss. zu GSttingen math. 7 
phys. K1. (1907), S. 110--116]; b) Z~r ~ tier f l u a d r a ~ e ~  Farmen vo~ 
vielen Verdnderlivhen [Ibid. (1910), S. 889--506]; c) Zwr Thear~ tier ~ a d r ~  
~ d  bzTinearen Formen yon unendl~h vielen Verg~nderlichen. I. Tefl: lheor~ de~ 
~or~n [Math. Ann. 70 (1910), S. 351--376]; d) ~:*er d~ ~'ouriersche ~ w ~ k l u n  9 
$iver F u ~  [Rend. del Circ. Mat. di Palermo S2 (2. Semester 1911), S. 191- -19"3] .  

**) C. Camth~odory, ~ber den Fa~'abili~t, bereieh der FourCersehen K o ~ a n t e n  
yon positiven hwrmonischen F~nbtione~ [Rend. del Circ. Mat~ di Palermo 32 (2. Semester 
t911), S. 193m~17]; ferner: C. Carathgodory und L. Fej~r, Uber den Z ~ a ~  
d~ Ea~rev~n yon harmon/schen F ~ / o n s n  m/~ ~7~r~ K o e ~  und ~ d ~  
P~ard, La,~au~chen ~ [Ibid. 32 (2. Semester 1911), S. 218--239]. 

L'!ntenn~diaire des 3~h~ t i c i ens  21 (1915,), S. 27. (~lee~ion ~ 0 .  
t) Diese Detezminan~en sind, wie wit sehen wer4ea,~ untr den obigea Be~ 

dingungen, stl~ntllch positiv (s. Forme~ r 
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Bedingangen ganz allgemein zu beweisen. Herr M. Feke~ ha~ sogar mi~ 
Anwendung eines einfachen Determinant~ensa~zes auch dig Exis~enz yon 

(1 TM) lim D,,(Z') 

bewiesen~ welches dann naeh allgemefuen Grenzwer~s~tzen m~ lira 

~berefus~immt. Ich bezeichne diesen @renzwer~ im fo]genden dureh D O~ 
und beweise also, dab 
( I ' )  D ( f )  = G(f), 
wo G(f) das geometrisehe Mi~tel yon f(x) im Intervalle 0 <_ x <_ 2z  be- 
deute~, d. h. 

2 ~  

Dies geschieht folgendermaBen. Ieh forme zuerst die Determinante (T} 
nach einer bekannten, yon G. Landsberg*) herriihrenden Methode zu einem 
(n + 1)-fachen Integrale urn, welches yon G. PSlya gefunden worden is~.**} 
Dann beweise ich nach M. Fekete zuniiehst die Existenz yon/)(f) ;  nach- 
aem dieser Nachweis geliefer~ ist, werden die damuffolgenden Betrach- 
tungen sc~hon wesentlich einfacher. Darauf folg~, naeh Ableihmg eines 
formalen Sa~zes f~ir die Determinante (T), der Beweis der Formel 

= 1 ,  

wo ~(x) ein positives trigonometrisches Polynom beliebiger Ordnung be- 
deutet. Endlich beweise ieh die Behauphmg (1~ ffir trigonome~rische 
Polynome beliebiger Ordnung; der ~bergang zu beliebigen stetigen, nach 
2z periodischen, posifSven Funktionen is~ dann~ auf Grund des bekannten 
WeicrstraBsehen Satzes, sehr leieht. 

Ieh erw~ihne schlieBlieh, dab die S~tze (1) und (lbi~ direkte Appro- 
ximationsmethoden zur Berectmung bestimmter J.utegrare yon der Form 

0 

2. Es seien 
-"  ", 

. - . ,  

im Int~rvalle am< x ~ b gegebene reelle oder komplexe integrierbsre 

~) G, Lmudsberg, ~ o r ~  tier ~ r f ~ .  ~ r c r  I ~ g r a / g ~  [Math. 

~)  L'Iu~erm~dialre des Ma~6ma~-l~iens. L c. 
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Funlddonen. D a ~  besag~ der oben erw~hn~% yon ft. Landsberg formu- 
lierte Sa~z~ dal~" 

b b 

r a 

. . o  

b b 

f f , ( ~ ) 9 , , . t ~ ) a x  - . -  f f . , ( x ) 9 , , . ( ~ ) a x  
(L) ; o o 

i I 
= ~ f . . y  . . . . . . . . . . . . . .  d ~ , d ~ , . . -  a , , .  

2_g_2 fro(x1) . . .  f,,,(x,) ~ ( x l )  "'" ~P,n(x=) 

Setz~ man in dieser Formel 
m = n - k  l~ 

f , ( x )  = ec.) ~,~._,) .  2 ~  

~ , ( X )  = e - ~ ( ' -  1 ) z ,  

( r = l ,  2 , . . . ,  n +  1), 

so erhKl~ man ~ r  die Determinante (T) fo]genden iusdru~k: 

/ ) . ( 1 )  ~ " a " (~0) f (#~)  "'" f ( # . )  A +~(d% d % . . . ,  e~~ 
(~ '& +~ ( g 4  iSi'o o 

.+'-'T" • n . + ~ ( e - % e - ~ % ' " , e - ~ ~ 1 7 6  - 

Hier - -  wie aueh im folgenden - -  bezeietmet &,, die Vande~mondsehe 
De~ermlnan~e litter Argumen~e, d. h. 

Da 

is~, so folg~ 

(~r*) z ) . ( f )  = 

H , ,  (,~, ~,, . . . ,  ~.) = I ~  - . . ~ .  

�9 i . . . . .  --- ( ' - " ) "  
! ~ - ~ - - - ~ - ~ L  

(e'*, -e"~,,)(e - '~,  - e - '~ , )  = ~'  ~in~ ~" - ~" 

(,~ + 1)~ ,e,+ " ~ ) " "  f(~',,) 

.+'-'7" ~ "  . ~ ~ , , - ~ .  
•  ~ ~ daoa , , , . , . . . a# , , .  
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Aus d i e ~  Formel kann ich zun~ichst unschwer eine obere und tmf~re 
Grenzo f'm: D~(f) gewinnen. Is~ niimlich f(z)= 1, so folg~ sus (T) 

1 1 
( 2 )  (,+~)~ ~,+~ - 

0 o # ~ ,  

also, wema m trod M das Minimum bzw. Maximum yon f(x)  bezeichne~ 

(3) m ~§ ~ D,,(f3 "< M "+~. 

Es sei ferner g(x) eine ehensolche Funkfion wie f(x) und ihr Mini- 
mum und Maximum sei /r bzw. M. Dann folgt .unmittelbsr aus der 
Formel (T*), dab 

(4) ~-+, ~ ( f )  __<_ D~(fg) < M-+'~.(f). 

3. Der Beweis der Existenz yon 

z~.+t(f)  = lira Y D . ( f )  = D ~ )  lira .D~,~ 

l~gt sich so ausftibxen. Es s e i  

A = tao,~l (~ ,~= 0, 1, 2, ---, ~) 

eine beliebige Determinante (n + 1) ~ Ordnung, deren Minoren ich mi~ A~ 
bozeiclmea will. Dann ist bekannflich 

(r,s = O, 1, 2, . . . ,  n; r+s ) ,  

wo A~.~/ die De~erminauge (~- -1 )  ~ Ordnung bezeichnet~ welche aus A, 

(lurch Skreichen der r u n d  s ~ Zeilen bzw. r und s m Spal~n, hervorgehL 
Wean also A eine tiermi~esche Deferral-ante ist, d.h. ao,~ = g~,,, dann 
ist bekannflich auch Ao,~ ~-4~,0, so dag 

a , , .  A , -  A. a{:;} = I~,l" > O. 

Ieh wende dieses Resul~a~ auf D~(f) an, indem ieh r ~- 0~ s -~ n set~ze. 
Daan wird 

A,, = A~. ~ D ._ t ( f ) ,  
= 

atso 

(5) [ ~ . _ , ( f ) ] , -  ~ ( f ) .  ~ . _ , ( f )  >= 0 
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und daraus folg4, da, wie es aus (T*) ersichtlich ist,. d i e  Deberm_i~uhm 
/ ) . ( f )  s~mflich l~si~iv ausfaUen, 

<6) ~ _ ~  > ~_----~ > o. 

Die posifiven Zahlen D~(f) bilden also eine monoton abnehmende Folge~ 

~o da~ .,~ 

lira D~q3 ' Mso aueh lira ~/D~(f) 

exisfier~ und einen gemeinsamen (nieh~ negu~iven) Wer~ DOe) h a l  der 
nur voa der Funktion f(x) abh~ugg und dessen kuswer~ung unser weiteres 
Ziel bildet.*) 

Aus der Uagleiehung (3) fol~ unmii~olbar~ dab 

<a~,) ~ < ~(f)  =< M, 
d ~  also D(f)  eineu gewissen Mit~elwer~ bedeu~et Ferner folg~ aus (4) 

(4 u') ~D(f) <: D(fg) ~ MD(f). 
4. Es sei je~z~ 

f(~) ~ ~o + ~ ~ (~ ~o~ ~x + ~ ~. ~ )  
r ...~ l 

(7) 

und 

<s) 

Ferner sei 

k 

r  = ~o+ 2 ( ~  cos rx  + , ~  sin rx) .  
r =  1 

f(x) q,(x) ~ & + 2 .,~" (A~ ~ ~x + ~ ~i,, ~'~). 
r = l  

D~+I *) Ich bomorke bier, dab nicht nur der Quotient ~ monoton zu seinem 

Greuzwerte strebt, sondema au~h VD- 7, und zwar gleichfalls abnehmend. Es ist ngm- 
lich, wenn n ,>  I ,  logD~ positiv und 

log D~--  log D~_ ~ ~ log D~+~ - -  log JD~, 
2 log D,~ >_ log 9,~_~ + log D,,+,. 

:Ieh setze b~-~- log D n  so ist 

2,~b,,> (~--l)b,,_~ + (~+ l)b,,§ . 
(- + i) (~--.b,,+,) > (~-- i) (b,,_~-- b,0. 

Weaan al~o b~_~_b~, so ist a.ch b,,>b,~+~. Man ha~ abet b,~_b,, ~ D, '~D, ,  
e/so ffir jcdes ~ : b ~ b ~ +  1 und 8o ]//)~>= ]/D,,+~: Es is~ feraea: " r ~ * l ' * ~  

""acat.,~ma[~,hiche A . ~ - l e n .  l ~ , x x  V L  
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Ich fffiLre die folgeaden Bezeictmtmgem ein: 

cos x + i sin x = e ~ = z ,  

a,. • ib,. ~ c• 

(lO) ~ + i~,= r ~ ,  
A, + ~B,= o+,. 

(iffio, x,2,...; 4--- ~o=Bo-~o). 
Dan~ ist 

(7~ ~') 

(8 ~)  

und 

(9 b~) 

k 

~(x) ffi ~ ~-~ 
f 

GO 

In der formellen Produl~reihe yon (7 b~) und (8 ~i~) 

/~------k 

Z r 

und in der Reihe (9 his) haben nach einem bekannten Satz yon Hurwitz 
d.h. die entsprechenden Glieder gleiche Koeflizienten, 

(11) 

(r~-O, __1, •  

5. Mit Hilfe der Bezeichnungen (10) kann .D,,(f) in der Form 

t co c~ . - . c ~  i 

(12) ~D.(f) = ~-~ ~~ ~-~I 
j . . . .  

tr  c_(~_l)"" c o } 

geschrieben werden. Es sei jetz~ n + 1 ~ 2k. Ich bilde dab Produl~ 
D~(f) .  D,_,~(~). Zu diesem Zwecke lasse ich ~ e  Det~rminante ~)~(f) in 
it~er urspr'tinglichen Form (12), forme sber die Determinante D ,_~ (~ )  
yon (~, -- 2k + 1) t~" 0rdnung in eine Determinante (n + I) ~ Ordnung um 
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dutch Hinzuffigung yon 2/~ Zeilen bzw. Spalten mit geeignetez~ Elem~tem 
Und zwar wean 

~+(f) = le,,,+l (+,+=0, t,2,- - , , . ) ,  

D+_ ++(+) ----I&+l ( + , , - ~  o,  i ,  ~ , .  �9 ,,~), 
so ist 

(13)  t o . + =  - - = w e - -  +++;,+ 
17,_+ Ftir k~_n- - l+ .  

Ich multipliziere nun diese zwei Determinanten~ ~ndem ich Zeflen mit 
Spalten koml3oniere. Es sei die Produktdetermlnante 

wo 

Ist 
a) O _< v <: k - - 1 ,  so is~ 

g,,,, = e+,,f,,---- e,,,+---- c,_,,. 

b) n -- k + 1 ~ ,  ~ n ,  so is~ wiedex 

c) Is~ endlich k ~ ~ ~ n -  k~ so wird 

+ 2 go,~= ~ eo,,f,,+= e,_oT,_,,  
' ~ - ~ 0  ~ . ~ . 0  

t + oder~ da 7 ~ =  O, wenn Lml ~ k ,  

also nach (11) 

Auf Grund der Vozhergehenden hat man also 

c ,  c o e+_+ O,_i C,,_+_+ ,;+,+_+ .... '~"-* I 
�9 . . . ~  + . , �9 . . +  ~ 

c.,, c_(._t) - - .  e_(,+_++,) 0_(,,_+} (7_+ ~(~_~) . . .  e o { 
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6. Nun beweise ie3a mit ~ilqe der Formel (14) den 
S a t z  I. / s t  cp(x) ein positixes trigonome~isches PoIynom k ~ Ord- 

ist f(x)q~(x)~ 1, also 

c,,_~+ i . . -  c. I 
. ~ ~ �9 

) 

" ' '  ~ - - 1  

m~ng, so ist 

(151 D0,)D (~)= ~. 

1 
Seize ich n~al ich in (14) f ( x ) ~ - ~ ,  so 

G~,-~ O, wenn m ~= 0 und C O = 1. Also 
1 o6) 

c o - . -  e~_ 1 ; 0 - - . 0  

o . .  ~ �9 . . . .  �9 

c _ ( ~ _ ~  . , .  c o 0 - . .  0 

c ~  . - .  c_ t 1 0 . .  0 
. . . . .  0 I . . 0  

. . . . . . . .  o } 

I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

i c.(, ,  ~+~) . . .  c (n_~+~)" 0 . . .  0 c o 

I e . . ,  - . .  e { ~ _ ~ + ~ )  0 . - .  0 1 e . . ~ , _  n - . .  e o 

oder auf Grund des Laplaceschen Entwicklungssat~zes: 

i c o - . .  c~_~ c,,_k+ 1 - . -  c,, 
�9 ~ , . ~ , . .  . 

1 " "  * " ~ " (16hi.) 
i c_(,~_.~+~) e._(,,_s~+, ) Co . ~  c,~_1 i 

!C_~  " ' "  C - ( ~ - ~ + l )  c - ( ~ - l )  " ' "  Co i 

M i t  Hilfe des Riemannschen Lemma: lira c,,----- 0 ergibt sich aus (16b~), da6*) 

(17) 1~1). D._,~(~) . . . . . .  ~ _ ,  ~ > o  
I c _ ~ _ ~  - - -  Co 

und data'us folg~ der Sa~z I. 
7. Ich beweise jet~t den 
Satz II. /st ~(x) d~ ~ / t ives  W / g ~  Po~nom ~ Ord- 

mt~d, so hat 
(18) D(~) ~ 0(~), 

*5 Di~ is~ eine Bemerk-ang yon G. P51ya. 
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bedewed. 
Ich bewies diesen Satz zuerst in einer ziemlich langwierigen Weise, 

jedoch rein dementar, mittels des De~erminan~ensatzes (14). Ich erhielt 
n~mlich daraus dutch Anwendung der Landsbergschen Umformung fol- 
gendes Resulta~ 

D(W) D(~) < D(f~). 

Nun ~ gebrauchte ich einen leich~ beweisbaren Hilfssatz, nach welchem jedes 
positive ~rigonometrische Polynom ~(x) sich als Produk~ positdver h4- 
gonometrischer Polynome erster 0rdnung dars~ellen I~B~. Es wird also 

~(x)  = ~ , ( ~ ) ~ ( x ) . . .  ~ ( x ) ,  

0rdnung bezeichnen. Also bekomme ich, dutch sukzessive Anwenduag der 
vorigon Ungleichung 

D ( ~ )  __> ~ ( ~ )  D(+~ +~... ~)  _>_ D(~) D(~) ~ ( ~ . .  �9 ~)  _~.. 
.. => ,~(~)~(~) . . .  ~(~) .  

t~ir ~igonometrische Polynome erster 0rdmmg ist aber die Behaupttmg 
(1') leicht zu verifizieren, so dab 

~(~) _~ G(+I) a ( + ~ ) .  �9 �9 a ( ~ )  = a ( ~  ~ . . .  ~ )  ffi G(~ ) .  

Ich werde bier eine wesentlich einfachere, yon ]~ Fekete herrfi~ende 
Met~hode zur Ableitung des Satz II gebrauchen, die sich jedoch auf ein 
Resultat yon O. Toeplitz und einen De~erminantensa~z yon E. Fischer st~i~z~. 

Es ist bekannt, da~ die als Zyklan~en bezeiclmeten De~eminau~en 

d o d, a~...d~, ~] 

(19) d:,_~ d,_ x d o . . .  d:~'_s ,] 

-~wo do, dt, . . .~ d~_t beliebigo Gr6gen bedeuten~ in dioser Form dars~oll- 
bar sind 

la 

(19 *~) n(do+4~,+4~i+...+d~,_,~-~), 
h---1 

WO ~, e~,-.- ,  ~ die Su'~ Einhei t~rze lu  bezeichnen. Es sei 

k 
(s )  9(x) ~o + 2 ~ ( ~  cos ~'x+ ~, m rx)  

r-~*l 
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ein positives h-igonomegrisches Polynom k t~ Ordnung; ich bilde mi~ Herrn 
Toepli~ die Zyklan~e (2n~- i )  ~ Ordnung ( n ~ _ k )  

(~o) z . ( ~ )  = 

?--1 YO "'" Y~--2 ?a--1 ~ "" " ?--3 ?--2 

, .. , .. . 

? - ( . - i )  ? - ( , , - ~ )  " ' "  ?o ?i ?~ " ' "  ?~ ?-~ 

?-~ 7-~-~) "'" ?-i ]?o] 7~ "'" ?.-i ?~ 

7~ ? - , ,  " ' "  Y - ~  ?-~ ?o " ' "  ?~-~ 7~-~ 
.., . , . o . 

. . . . .  . ,  , 

7~ 7~ " ' "  7-~ ? - ( n - ~ )  ~ ' - (~ -~)  "'" ?o ?i 

~'1 7 -  ~ " ' "  Y .  Y--n '~'--(~.--1) " ' "  7--1 70 

wo die 7~ die BedeuLung (10) haben. Man hat dann nach (19 bi~) 

(q') = H ~ *  b " +  z. 
h = l  

w e n n  

r = Yo -b  ~'1~ "b �9 "" --k ?,~z'~-{ - 2 _ J ~ +  ~ + ? _ , , + I z  '~+ ~ "-k " �9 �9 =1- ? _ ~ z  ~ ' .  

Es is~ aber~ wenn z e i n e  ( 2 n - k  1) u Einheitswarzel bezeiehnet, 

~ u + r ~ _  ~ 2 a + l + r - - n - - 1  __ 1 
~ n - - r + l  

(~= 1,2,...,~), 
so dab Fir solche Wer~e yon z 

7-~z Y-~+i Y--i 

q~*(~) = ~'o + r ~  + "" + ~ j '  + - ~ -  + ::~=~- + " "  + ~ -  
z. 

(20 b~) 

so  dal3 

und dies ist~ g le ich q~(- -x)  (UngL (8his)), wenn x (]as Argumen~  yon z be= 
deuNt.  E s  is~ also 

2~+I 

zo(+) H+ (_h = 

2.'a+ 1 

2 nZi'- 1 ~ 9~ 
( 2 i )  i i ~  ~ ' ~ §  - l ira ~ ~-- '  ~ G ( 9 , ) .  

R . . ~ - . . , e o  ,1~. ----. o o  
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Ich wends je~z~ suf dis Zyklan~e Z~(~) sinen Det~,minant~nss~z ve~ 
~.  Fischer*) an, welchsr folgsndsrma~en laub~: 

Hilfssa~z, Ist 

~ +  ~.  ~ " " " ~  - -  l ~o,~ 1 (~,  ~ = l ,  2,--.,~,) 

~ine Hermitesche Determinante (b~,~ ~ b~,,) und die Hermitese~ Form 

P 

~ b ~ ,  ~ x~ ~ 
o,'z'= I 

deficit 9ositiv, so bestehen die Ungleichungen 

2_+ ~,~ . . -  %~ =<(2_+ ~,, ~,.--~00) (2+  %~,~+1--- %,) 
(~= ~, ~,...,~-t). 

In unssrm Falle sind die Wurzeln der charakbrisfischsn Glsichmag 
Z ~ ( ~ - - Z ) = O  die ~xluidistan~en Ordinatsn yon r so dal~ jene ~ m ~  
lich positiv ausfalIsn und daraus folg~ bskannt2ieh**), da$ die entsprsehende 
Hermitesehe Form definit posi~iv wir& Dsr Hilfssatz ist also anwendbar. 
Man hat p ----= 2~ + 1, w~ihlen wir ferner q = n + 1, dann wird 

also 

und dsraus folg~, d ~  
G(~) ~ D ( , ) .  

8. Ich beweiss jetz~ den 
Satz II*. 1st f (x)  eine stvtige, nach 2~ Wriodisdte, loosi~ive Funktiar,, 

so i s t  
(18b~0 D( f )  >= G(f) .  

Es ssi ~ eias bsliebige positive Zahl, d,.nn 1~1~ sich nach dam be- 
kannbn Sa~z voa Wsiers~al~ sin trigonome~risches Polyaom k t~ Ordnnng 
<p(x) finden, so dab glsichm~.Blg 

1 - -  e < f(~:) < 1 + s. 

Ieh ss~zs mm in clen Ungleichtmgen (C~0 q~(x) and 

g(x), so wird 
(i- ~)/)(~) __</)(f) =< (~ + ~)/~(~), 

*) Archiv der ~ a ~ .  und Physik 18 (1908).~ S. $6~ Sa~z HL 
**) S. z. 13. G. Kowa~ewaki, ~/~hr~ng i~ d/e / D ~ . r a ~ ~  (I~ipzig, 

"Veit & Comp.) (1909), S. 2Sa, w li8 
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also 

Ferner 

so daft 

- ~ G ( f ) .  

Daraus folg~, da ~ beliebig klein ist 

1) (f) ~ G(f). 
1 Ich seize jetzt f(x)~-~(d~" Dana wird 

Es ist aber nach Satz I 

ferner 
' 

G = G(~) ' 
also 

und so 
1)(~) =< G(~). 

Daraus und aus (18) folg~, daft 
(2~) D(~)  = G(~). 
Damit ist die Behauptung (1") fiir positive trigonometrische Polynome be- 
liebiger Ordnung bewiesen.*) 

9. Es sei endlich f(x) eine s~etige, nach 2~ periodische, positive 
Funktion und e ein6 beliebig kleine positive Zahl. Nach den vorigen l ~ t  
sich ein ~rigonome~risches Polynom ~(x) finden, so dab 

(1-- ~)~(~) _< D(f )  < (1+ ~) D(~), 

*) Ich ez~r~hne bier, da~ Herr M. Fekete auch einen di~ekten Beweis yon (22> 
gefanden hat, der sich auf die folgenden Tatsachen s~fi~zt: 

1. Es sol ar~.~-~er , ~ r ~ l  odez 0, je nachdem r~--s oder r ~ s ,  und 

s~(x)= 1 % , -  ~ I <~,8-- ~,...,,> 
(~=. ~, ~,...). 

Daun werdon die Wurzeln der s~kularen Glelchung ~+l(x)~---0 dutch die voa 

2. Ffir das ~gonometrische Polynom ~(x)  yon der Oret~nug ~ ~5~nmen die Ab- 
~clmi~de~erminan~en der Zyklante Z~(~), abgesehen voa den/r le~zten, mit 

/)o(~),/)~(~),/)~(~), --. fibe~in. 
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also nach (22) 

(1-~) G(~) <= ~)(f) <__ (1 +~) G(~), 

(1--e) O(~)G(f)~D(f)~(1 +e)G(~)G(f), 

1 - ~  < 1 + ~  G(f). +~ a( f )  <__ D(f) = ~_~  

Es is~ aber ~ beliebig klein~ so dag 

(23) /) (f)  = G(f),  

womil~ unsere Behauptung in allen Teilen bewiesen ist.*) 

*) W~hrend der Ko~rekt-ur dieser. Arbei~ hag mix Herr G. Pblya mi~geteilt, da$ 
de]: Satz sogar ffir beliebige, im Rien~annschen Sinne integrlerbare positive Funk- 
tlonen in Gfiltigkeit bleibt. 


