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Ein Grenzwertsatz uber die Toeplitzschen Determinanten einer
reellen positiven Funktion.

Von

G. Szeeh in Budapest.

1. Es sei f(z) eine iiberall stetige, nach 2z periodische, positive*)
Funktion. Ferner ihre formell gebildete Fouriersche Reihe sei

(@) ~ay,+ 2 2 (a.cosrz + b, sin rz).
r=1

Ich bilde die charakteristische Gleichung (x4 1)*® Grades

Ly — A a, + b, ay+1iby .- @, t+eb, |
a,—ib, @,—12 a+ib - @, +ib, |
D, (-2 r—’ag——z'b2 a,—ib, ay— A cee @, ot ébn_gi =0
i
. . . . |
la,~tb, @, ;—ib,_, @,_o—ib, -+ @y—1i 3

(92=0, 1; 27 "')7
welche bekanntlich % 41 reelle Wurzeln

1, 40, ey 20
hat. Es ist dann

() A A - 4 = D,(f)
| % @y +ib, Gg+iby o @ tib, |
a —ib, & a,+ib, - a,_ +ib |
= |a@,—tby a,—ib, a s @yt tb,

a“-——zb,, aa-l—ibu-—l @y _a— Q‘ba—2 to
(n=0,1,2,-.).

*} Darunter vexstehe ich im folgenden immer eine Funktion, die im Intervalle
0< 2L 2z ein positives Minimum besitzt.
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0. Toeplitz*), C. Carathéodory und L. Fejér*) befaliten sich mit
diesen Determinanten, welche aus den Fourierschen Konstanten gebildet
werden kénnen, und ihre Untersuchungen ergaben, daB dieselben mit dem
Wertevorrat von f(x) im engsten Zumsammenhange stehen. Es sind nim-
lich mit deren Hilfe gewisse Maximum-Minimum-Probleme l5sbar, welche
sich auf positive harmonische Funktionen mit gegebenen 2% 41 ersten
Koeffizienten beziehen, sowie auch einige Fragen der Funktionentheorie
von allgemeinem Interesse und groBer Wichtigkeit. Determinanten #hn-
hicher Form begegnete man schon viel frither in der Literatur, jedoch im
Bereiche ganz anderer Fragen.

Im folgenden befasse ich mich mit einer Vermutung von Herrn
G. Pélya®*), nach welcher die aus den #*® Wurzeln{) dieser Determi-
nanten gebildete ganz bestimmte Folge unter den oben genannten Bedin-
gungen fiir lim # = oo einem Grenzwerte zustrebt, welcher dem ,geome-
trischen Mittel“ von f(z) im Intervalle 0 < z < 27 gleich ist, d. h

1 f logf(z)dz
@ hm]/ . <")—hm)/D () existiert mnd = ¢ 0

Diese Vermutung ist im Falle des Poissonschen Integralkernes, d. h.
bei der Funktion

1 —r?

1—Zrcosz 7t 1+ 227‘"005 ny
n=1
<),

wie auch fiir trigonometrische Polynome erster Ordnung leicht zu beweisen.
Es ist mir gelungen, diese Behauptung von G. Pélya anter den obigen

* Q. Toeplitz, a) Zur Transformation der Scharen bilinearer Formen von un-
endlich vielen Verigderlichen [Nachrichten der Kgl. Ges. der Wiss. zu Gottingen math.-
phys. Kl (1907), 8. 110—116); b) Zur Theorie der quadratischen Formen von wnendlich
vielen Verdnderlichen [Ibid. (1910), S. 489—5061; ¢) Zur Theorie der quadratischen
und bilinearen Formen von unendlich vielen Verdnderlichen. 1. Teil: Theorie der I~
Formen [Math. Aun. 70 (1910), 8. 351—3876]; &) Uber die Fouriersche Evdwicklung posi-
tiver Funktionen [Rend. del Cire. Mat. di Palermo 32 (2. Semester 1911), 8. 191—192].

* C. Carathéodory, Uber den Variabilititsbereich der Fourierschen Komstawien
von positiven harmonischen Funkiionen [Rend, del Cive. Mat. di Palermo 32 (2. Semester
1911), 8. 198—217]; ferner: C. Carathéodory und L. Fejér, Tber den Zusammenhang
der Extremen von harmonischen Funktionen wmit ihren Koeffizienten und wher den
Picard- Landauschen, Satz [Ibid. 32 (2. Semester 1911), 8. 218—239).

*+) L'Intermédiaire des Mathématiciens 21 (1914), 8. 27. Question 4340,

1) Diese Determinanten sind, wie wir sehen werden,. unter den obigen Be-
dingungen, simtlich positiv (s. Formel (T%),
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Bedingungen ganz allgemein zu beweisen. Herr M. Fekete hat sogar mit
Anwendung eines einfachen Determinantensatzes auch die Existenz von

is M D"'"’l(n
(™ D0
bewiesen, welches dann nach allgemeinen Gremzwertsitzen mit lim §/D, (f)

iibereinstimmt. Ich bezeichne diesen Grenzwert im folgenden durch D(f)
und beweise also, daf

®) D(f) = G(7),
wo G(f) das geowmetrische Mittel von f(z) im Infervalle 0 < 2 < 2% be-
dentet, d. h.

2
1
E;bflogf(;r)d:a

G(f)=e

Dies geschieht folgendermaBen. Ich forme zuerst die Determinante (T)
nach einer bekannten, von G. Landsberg®) herriihrenden Methode zu einem
(n + 1)-fachen Integrale um, welches von G. Pélya gefunden worden ist.*¥)
Dann beweise ich nach M. Fekete zunichst die Existenz von D(f); nach-
dem dieser Nachweis geliefert ist, werden die darauffolgenden Betrach-
tungen schon wesentlich einfacher. Darauf folgt, nach Ableitung eines
formalen Satzes fiir die Determinante (T), der Beweis der Formel

D(e)D(g) =1,

wo () ein positives trigonometrisches Polynom beliebiger Ordnung be-
deutet. Endlich beweise ich die Behauptung (1) fiir trigonometrische
Polynome beliebiger Ordnung; der Ubergang zu beliebigen stetigen, nach
2z periodischen, positiven Funktionen ist dann, auf Grund des bekannten
WeierstraBschen Satzes, sehr leicht.

Ich erwihne schlieBlich, daB die Sitze (1) und (1**) direkte Appro-
ximationsmethoden zur Berechnmung bestimmter Integrale von der Form

b4
%of log f(z)dz darbieten.

2. Es seien
fl(x)J fg(-’”); Tt fm(x)?
1 (%), 9,(2), -+ Pu2)
im Intervalle a <z <P gegebene reelle oder komplexe integrierbare

*) G. Landsberg, Theorie der Elementarieiler lincarer Integralgleichungen [Math.
Ann, 69 (3910), S. 231].
*) L'lntermédiaire des Mathématiciens. L ¢.
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Funktionen. Dann besagt der oben erwihnte, von G. Landsberg formu-
lierte Satz, daf’

S1@ o@ac - 1. o2 iz

@) JSE@ea@da - f [l @) P () d2

f1(9«'1) - 1) | ]%(xl) %(wm)i .
.. . I . v ‘dwldxz...da;m,

Pl o faed| e - o)

Setzt man in dieser Formel

ot

m=n-+1,
£@) = D se-ve,
,(0) = s,
xr= ﬁr—-l
(r=1,2,-..,n+1),

so erhilt man fiir die Determinante (T) folgenden Ausdruek:
2

D,(f)= (2qz)n-r1 T 1)1/ ff(ﬂo)f(ﬁl) (8) Dy, 1 (6% €91y -, E99)

— < B,y (e e e ) 48, d By - 4D,

w41 »
Hier — wie auch im folgenden — bezeichnet A, die Vandermondsche
Determinante ihrer Argumente, d. h.
(1
15 3 R it
Au(zl) 2y, ’ Z.) = i ! " = H(z'l'” 5}‘)‘
i u<y

|
Zt .. gt

: . . g T3
(% —e*%u) (e % — %) = 2% sin® £ 4

ist, so folgt
sz %=
1

(T*) (f) (n+1)! ﬂn-i-lf ff(‘ao)f(&l)f(&a)
'--'——' [ 32N 3
" s< [ simt =25 O 3, d0,-- a0,
By
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Aus dieser Formel kann ich zunichst unschwer eine obere und untere
Grenze fiir D, (f) gewinnen. Ist nimlich f(2) =1, so folgt aus (T)

2 3n 0,2

ont—1 1 L. 2, -7,
®  armn fof [ 5 a0, a0,
] [} unly

also, wenn m und M das Minimum bzw. Maximum von f(z) bezeichnen,
® e+ < D, (F) < Mo+,

Es sei ferner g(z) eine ebensolche Funktion wie f(#) und ihr Mini-
mum und Maximum sei g bzw. M. Dann folgt unmittelbar aus der
Formel (T%), daB

4) "+ D.(f) £ D,(fg) £ M*+* D (f).
8. Der Beweis der Existenz von
. Dy (O
lim Dt,l(f) = lim VD,(f) = D(f)
158t sich so ausfithren. Es sel.
A=la6,'!| (671"-‘0: 172,"':”')

eine beliebige Determinante (% -+ 1)** Ordnung, deren Minoren ich mit 4, ,
bezeichnen will. Dann ist bekanntlich

!A A
|A
(r,s==0 1 2, 0y r=3),
wo A{,.r} die Determinante (n— 1)** Ordnung bezeichnet, welche auns 4,

=A-. A{rr}

duorch Streichen der r und s*® Zeilen bzw. r und s*® Spalten, hervorgeht.
Wenn also 4 eine Hermitesche Determinante ist, d.h. a, =&, ,, dann
ist bekanntlich auch 4, =4, , so daB

Arr' A.”— 4 - A{rr} = !Arsigg 0.

Ich wende dieses Resultat auf D,(f) an, indem ich » = 0, s = n setze.

Dann wird
A r= Aoo = u-l(f)’
A‘ —"'A w-—l(f)?
Ary A =D _ (f)
54 Bt =3\
. (™4

®) [DurlNF— Dy(f)- D, _s(f) 20
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und daraus folgt, da, wie es ans (T%) ersichtlich ist, die-Determinanten
D, (f) simtlich positiv ausfallen,

1%—405 1%03
{6) T Rl
D, ()

Die positiven Zahlen D bilden also eine monoton abnehmende Folge,
z—1

50 daB ) >
I o

1111?; 1’3:(’7,)@, also auch 51;1; VD.(H

existiert und einen gemeinsamen (nicht negativen) Wert D(f) hat, der

nur von der Funktion f(z) abhingt und dessen Auswertung unser weiteres

Ziel bildet.*)

Aus der Ungleichung (3) folgt unmittelbar, da

@) m< D) < M,
daB also D(f) einen gewissen Mittelwert bedentet. Ferner folgt aus (4)
@) 2 D(f) < D(fg) < MD(f).
4. Es sei jetzt
{7) (@) ~ay+2 2 (@, cos r& + b, sin rx)
und r=1
k
{8 o) = ay+ 2 2 (@, cos rz +3B, sin 7).
Ferner sei =
{9) (@) p(z) ~ 4y+ 2 2 (4, cos rz + B, sinrz).
r=1

¥ Ich bemerke hier, daf nicht nur der Quotient Di‘)“ monoton zu seinem
n

Grenzwerte strebt, sondern aunch ﬂ'l/—D—", und zwar gleichfalls abnehmend. Es ist nim-
lich, wenn m > 1, log D, positiv und
log D, — log D,y 21og Dy .y — log D,
2 ]'Og Dn 210g Dn—l + log Dﬂ-(-l .

Ich setze b, =

1°gnD", so ist
2nbu2(“'_‘1)bu—1 + R+ By 1y
1) 0y =2, e ) 20— 1) (B _1—by).
Wenn also b,.., >b,, so ist auch b,>5,,,. Man hat aber b, >b,, da D,*>D,,

also fir jedes n:b,>b,,, und so VD, VD,.,: Es ist ferner TA¥'> D7, ,, 0
n
dab DnZ(D”+‘) , also Dy > Lnss.

D, D,

" Mathematische Annalen. LXXVL 32
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Ich fithre die folgenden Bezeichnungen ein:
cos x Fising=e*=z,

a, ——t zbr = ci"?

(10) . i iﬁr= Viry
A" i iBr__' C r
- (£8=0,1,2,--+; b= f,=B,=0).
Dann ist
(™) Fo) ~ et D (oo + o) = ) G-
r=1 re—-%o
Ahnlich
k
(8") o(x) =
re=—%
und
N b C
(9%) f@) 9@~ > %

In der formellen Produktreihe von (7¢) und (8°*)

2 Tulrmp
S
5

r=—w

und in der Reihe (9%%) haben nach einem bekannten Satz von Hurwitz
die entsprechenden Glieder gleiche Koeffizienten, d. h.

13
(11) Cr=27# Crmu

=k
(r=0, 41, 52,-).
5. Mit Hilfe der Bezeichnungen (10) kann D, (f) in der Form

‘e !
& & C

€_1 G Tt Gy

(12) D,(f) =

;
|

}c-—u c—-(n——l)' . )

geschrieben werden. Es sei jetzt » + 1> 2k Ich bilde das Produkt

D,(f) - D,_su{9). Zu diesem Zwecke lasse ich die Determinante D, (f) in

ihrer urspriinglichen Form (12), forme aber die Determinante D, .. (p)

vor (n — 2k + 1)** Ordnung in eine Determinante (n -+ 1)** OTdnung um
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durch Hinzufiigung von 2% Zeilen bzw. Spalten mit geeigneten: Elementen,
Und zwar wenn

D.(f)=| a,'tl (6,7=0,1,2,---,m),
D, _s:i(®)= 'fo’,fi (6,2=0,1,2,-..,2),

so 1st

=Crgs

1

. wenn 6 =7
1) O}fmo_g_zgk—-l wd n—k+1gen, 00T

0,7

St kLt n—5k.

Ich multipliziere nun diese zwei Deferminanten, indem ich Zeilen mit
Spalten kompouniere. Es sei die Produkideterminante

|9'a,¢i (5:'”:0: 172;" ,”)'
WO
»
Goz= 2 oy ﬂ,'t L
r=0
Ist

a3) 0Kz <k~ 1, so ist
Do,e= Co,alea™ 2= Cs—g-
b) n—k+1<7<n, so ist wieder
Go,2™ Co g~

¢} Ist endlich k <+’ <n—k, so wird

Jore 2 oy Z LI S

r=0

oder, da ¢,,=0, wenn |m|>%,

v=T+k
gﬂ,t'—Z Gyt Vpmn™ 26 - —-,uy‘u’
=Tk p=~k
also nach (11)
95, 01—

Auf Grund der Vorhergehenden hat man also
(14) D.(f) Dy3:(9)

ico G Gy G, e Cop gy G -

161 6 B B Gy o Cpien Gp 0 G
Con Cofnoty """ Ceueryyy O—@op ~** O C_g-n """ %

32*
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6. Nun beweise ich mit Hilfe der Formel (14) den
Satz I Ist @(z) ein positives trigonomebrisches Polynom ke Ord-
nung, so ist
1
(15) D(g)D (;) =1.

Setze ich namlich in (14) F(2) ‘“=7,%;)7 so ist f@) @) =1, also
C,=0, wenn m =0 und C,=1. Also

1
(16) D, () Pu-nil9)
% L ey t0 -0 € 34y -6
Cpen 00 Gt s
C_x TGy 10-0 ¢, 5541 """ Gy
01.-0
= ’
Cotn—ty 7" Cm(n-2k41) 00--1 ¢ G
Clnmipr) " ° C-(n—2k+3):f 0-.--0 "’o AR W] ‘
. : . i
Con [P 6—(71.—]:-{-1) 0... 0\;6-“_1) SRR ;
oder auf Grund des Laplaceschen Entwicklungssatzes:
% ct Gy Cokyr " Gy }
: |
; 1 C_g-1 "G n—3k+2 " Cackii1
(16" D (=)D, si(p)=| -
(q’) . Cmu—r+1) " C-(a-3t+9) G C-1 |
C_n gy G-y " G i
Mit Hilfe des Riemannschen Lemma: lim ¢,= 0 ergibt sich aus (16°¢), daB®)
e e,
. 1 1\72
D) MmD (D wl®)=| - - - |=[Du(3)] >0
[ ey ~"" G |

und daraus folgt der Satz L

7. Ich beweise jetzt den

Satz I Ist @(x) ein positives trigonometrisches Polynom 1™ Ord-
nung, so hat man
(18) D(g) = G(y),

*) Dies ist eine Bemerkung von G. Polya.
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wo G{p) das geomelrische Mittel von o(z) vm Intervalle 0 <z £ 2=z
bedeutet.

Ich bewies diesen Satz zuerst in einer ziemlich langwierigen Weise,
jedoch rein elementar, mittels des Determinantensatzes (14). Ich erhielt
nimlich daraus durch Anwendung der Landsbergschen Umformung fol-

gendes Resultat
D() D(9) < D(fyp)-

Nun"gebrauchte ich einen leicht beweisbaren Hilfssatz, nach welchem jedes
positive trigonometrische Polynom ¢(z) sich als Produkt positiver tri-
gonometrischer Polynome erster Ordnung darstellen Lift. Es wird also

P(2) = 91 (@) 93 (2) - - - pu(2),
wo @,(%), (%), - - -, @ (%) positive trigonometrische Polynome erster
Ordnung bezeichnen. Also bekomme ich, durch sukzessive Anwendung der
vorigen Ungleichung

D(9) = D(9) D(ge 9s -~ 91) = D(9) D(92) Dips - - - @1) = -
- 2D(9) D(gs) - - - Digy)-
Fiir trigonometrische Polynome erster Ordnung ist aber die Behauptung
(1") leicht zu verifizieren, so daB

D(9) = G(py) G(gy) -+ - G(p) = G193 ) = G(o).

Ich werde hier eine wesentlich einfachere, von M. Fekete herriithrende
Methode zur Ableitung des Satz II gebrauchen, die sich jedoch auf ein
Resultat von O. Toeplitz und einen Determinantensatz von E. Fischer stiitzt.

Es ist bekannt, daf die als Zyklanten bezeichneten Determinanten

| do B
dp—l do dx T dp—2
(19) dyg dpy dy---d) g

‘n—3
DT
; dy d dg - - - dy i
“Wo dy, dy, - -+, d,_, beliebige GroBen bedeuten, in dieser Form darstell-
bar sind

r .
(19%%) TG +ae+ag+-+d,,27,
A=1

WO &, &, -, &, die p** Einheitswarzeln bezeichnen. Es sei

4
®) 9@) = & +2 D («, cos ra+ B, sin r2)

r=1
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ein positives trigonometrisches Polynom %** Ordnung; ich bilde mit Herrn
Toeplitz die Zyklante (2% -+ 1)** Ordnung (n=>k)

Yo 71 Va1 Vn y g ¥ Y1

Y Yo Y T Y S T Vs Yoo

Yeto-1) P—w—-2) " "% 1 72 Ve Yon
@0) Z(@)=|7-2 P-Gen Vo [Po] v |,

?'n y——ﬂ et 7’_2 7)—1 70 et yn—? yn—-l

Y2 73 Ven V-t Pem-2 Y0 N1

%1 72 v Vn Yen Va1V P

wo die ¢, die Bedeutung (10) haben. Man hat dann nach (19*)

Z,(9) = ijtp #(55),

wenn
O R A R T SRR s AL E bl BT bl SRR S T ol

Es ist aber, wenn # eine (2% 4 1)*® Einheitswurzel bezeichnet,

1
_ ]
zn r+1

(T= 1,2, '7%’))
so daB fiir solche Werte von #

24T o Z2n+1+r—9z—1 —_

93*(5)=70+7"15+"'+?,,2”‘+ +Z:nnj1}+ +7_;_1
3
2,
T & T

r=--%

und dies ist gleich @(— ) (Ungl. (8%%)), wenn x das Argument von 2 be-
deutet. Es ist also

2n41
. 2
(@0%) Z.(9) =ﬂ¢ (=% gp3)
=1
go daB
2n41
2a+l 2"“ Izg' 1‘)8(’( M+1)
@1 Iim*"VZ (¢ =hm e . = G(p).

R=0
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Ich wende jetzt auf die Zyklante Z (@) einen Determinantensatz von
E. Fischer*) an, welcher folgendermafien lautet:
Hilfssatz Ist

2.*—‘ by bgy - - - bpﬂ = lba,z'{ (6,2=1,2,--p)
eine Hermatesche Determinante (b, , = 51 ) und dic Hermitesche Form

.55,

0,7=1

definit positiv, so bestehen die Ungleichungen

2Dk bbby, < (SEbyby- - bgg) 2+ [ PIPFRREE bpp)
(¢6=1,2,-,p—1).

In unserm Falle sind die Wurzeln der charakteristischen (leichung
Z,(p—1)=0 die dquidistanten Ordinaten von g@(z), so da jeme simi-
lich positiv ausfallen und daraus folgt bekanntlich*¥), daf die entsprechende
Hermitesche Form definit positiv wird. Der Hilfssatz ist also anwendbar.
Man hat p=2%+ 1, wihlen wir ferner ¢ =» + 1, dann wird

also

2ntl

Z(p) < VD . (9)- D,_1(p) = (VD"D" ) o

und daraus folgt, daB
Gl9) < D(9).

8. Ich beweise jetzt den

Satz II¥. Ist f(x) eine stetige, nach 2z periodische, positive Funktion,
S0 a5t
(18**) D(f) = G-

Es sei ¢ eine beliebige positive Zahl, dann 1iBt sich nach dem be-
kannten Satz von WeierstraB ein trigonometrisches Polynom Z** Ordnung
@(z) finden, so daB gleichmiBig

X
1—-e<Z f ((m)) <1+
Ich setze nun in den Ungleichungen (4'*) ¢(x) und % statt 7(z) und
g(x), so wird
(11— D(p) £ D(f) < (1+¢) D(9),
* Archiv der Math. und Physik 13 (1908), S. 86, Satz OL

=) 8. z. B. G. Kowalewski, Finfihrung in di¢ Determinantentheorie (Leipzig,
Veit & Comp.) (1209), 8. 283, § 118
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also
D(f) = (1—&) D(p) = (1 —2) G(9)-
Ferner
6(9) = 6() & (%) = 6(H Min. (2) 2 2,
so daf

1—

D(N2izL 6.
Daraus folgt, da & beliebig klein ist
D(f ) 2 G(f)-
Ich setze jetzt f(z) = - Dann wird

Es ist aber nach Satz I

ferner
1 1
¢(5) =
also
1 1
PHZEH
und so
D(g) < G(p)-
Daraus.und aus (18) folgt, daf
(22) D(p) = G(g).

Damit ist die Behauptung (1) fiir positive trigonometrische Polynome be-
liebiger Ordnung bewiesen.¥)

9. Es sei endlich f(x) eine stetige, nach 2z periodische, positive
Funktion und ¢ eine beliebig kleine positive Zahl. Nach den vorigen 146t
sich ein trigonometrisches Polynom ¢(2) finden, so daf

1—-8D(e) < D(f) < (1+2) D(g),

#) Ich erwihne hier, daB Herr M. Fekete auch einen direkten Beweis von (22)
gefunden hat, der sich auf die folgenden Tatsachen sbiitst:

1. Es sel a,,=4,,, 5,,~—1 oder 0, je nachdem r==s oder r=}s, und

S,(@)=ta, —¢ 2| (r,g=1,-1-,2)
(1;== 1, 2,..-)_

Dann werden die Wurzeln der sikularen Gleichung 8, ,(x)=0 durch die von
8, (2) = 0 getrennt,

2. Fir das trigonometrische Polynom ¢ (z) von der Ordnung k stimmen die Ab-
schnittsdeterminanten der Zyklante Z,(¢), abgesehen von den % letztep, mit

Dy(®), D,(9), D,(g), -~
dherein. b (9) (®)s Dy(p)
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also nach (22)
(1—5)G(e) < D(f) < (1 +8) G(g),
1—96e(%)e(N<DN <1+ &(2) e,

T AN S D(N S T e,

Es ist aber & beliebig klein, so daB
(23) D(f) = G(1),

womit unsere Behauptung in allen Teilen bewiesen ist.*)

#) Wihrend der Korrektur dieser- Arbeit hat mir Herr G. Polya mitgeteilt, das
der Satz sogar fiir beliebige, im Riemannschen Sinne integrierbare positive Funk-
tionen in Giltigkeit bleibt.




