
Uber affine Geometrie XXX: 
Die oskul ierenden F]~chen zweiter Ordnung in der 

affinen Fl~tchentheorie. 

Von 

Ludwig Berwald in Prag. 

Die Fl~ehen zweiter Ordnung, die eine gegebene krumme, nieht ab- 
wickelbare Fl~iehe in einem regul/iren Punkte oskulieren, haben bisher 
.vornehmlich in der projektiven Fliiehentheorie einige Anwendung gefunden. 
Im folgenden wird gezeigt, dal~ sich mit ihrer Hilfe aueh die wiehtigsten 
Begriffe der Affingeome~rie der Fliichen, wie sie yon den Herren G. P ick  1), 
W. B l a s c h k e  "~) und J. R a d o n  s) entwickelt worden is~, in sehr einfacher 
Weise erkli~ren lassen. 

Das gilt insbesondere yon den Affinnormalen der F1/~ehe, yon der 
Affininvariante J ,  deren ideutisehes Versehwinden die Regelfliichen charak- 
terisiert [Nr. 4]; dann aber auch yon gewisseu inhaltstreu-affinen Mal3- 
begriffen: der Affinentfernung eines Punktes vom orientierten Fl~ehen- 
element zweiter Ordnung [Nr. 5J und der Affinentfernung zweier Punlr~e 
auf einer Tangente der Fl~che INt. 6]. Endlich wird aueh fiir zwei Be- 
grifte, welehe der projektiven und der affinen Fl~ehentheorie gleiehm~l~ig 
angehSren, n/imlich fiir die ,,tangentes d'osculation quadrique" von G. D ar-  
b o u x  (vgl. lo)) und die zu ihnen konjugierten ,,Tangenten yon S e g r e "  
(vgl. lea) je eine geometrisehe Definition gegeben [Nr. 4]. 

1) G. P ic k, Uber affine Geometrie IV: Differentialinvarianten der Fli~chen gegen- 
fiber affinen Transformationen. Bet. Ges. Lpz. (math.-phys.) 69 (1917), S. 107--136 
(,,A. O. IV."). 

~) W. Blaschke, a) Uber affine Geometrie V: Kennzeichnende Eigenschaften 
des Ellipsoids. Bet. Ges. Lpz. (math.-phys.) 69 (1917), S. 166--206 (,,A. G. V."). 
b) Uber affine Geometrie XII: Von den Eiflgehen. Bet. Ges. Lpz. (math.-phys.) 70 
(1918), S. 18--37 (,,A. G. XII."). 

�9 ~) J. Radon, Uber affine Geometrie XVI: Die Grundgleichungen der affinen 
Fl~chentheorie. Ber. Ges. Lpz. (math.-phys.) 70 (1918), S. 91--107 (,,A. G. XVI."). 
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Bemerkenswert ist es, dab alle genannten Begrifie sich -- zum Teil 
sogax auf verschiedene Arten - mit HiKe der oskulierenden Flhchen 
zweiter Ordnung allein erklEren lassen, ohne da{~ man es n6tig hatte, 
yon andersartigen Elementen Gebrauch zu machen. Das gilt auch noch 
yon der affinen Kriimmungstheorie (auf die in der folgenden Abhandlung 
nicht welter eingegangen wird): denn diese basiert nur auf den projektiven 
Eigenschaften der Kongruenz der Affinnormalen und auf dem Begriffe der 
Affinentfernung eines Punktes yore F1Echenelement zweiter Ordnung. 

Der eben erw~ihnte prinzipielle Standpunkt ist wenigstens in oiner 
SchluBbemerkung [Nr. 7] zur Geltung gebracht worden. Im iibrigen habe 
ich es vorgezogen, die Darstellung mSglichst an die bereits vorliegenden 
Arbeiten, insbesondere an die grundlegende Abhandlung '~) des Herrn 
J. R a d o n  anzuschliel~en [Nr. 1 - -3 ] .  Dabei wurde auch je eine geometrische 
Erkli~rung des Affinbogenelemen~s und der Affinnormalen mit aufgenommen, 
die zum Thema in keiner Beziehung stehen [Nr. 1]. 

1. Atflnbogenelement und Afflnnormale. --  Wit betrachten ein reelles 
regul~ires Fliiehenstiiek ohne parabolisehe Punkte~), das auf allgemeine 
Parameter  u,  v bezogen ist. 

Man erkl~irt dann, nach G. Pick~),  W. B l a s c h k e  ca) und J. RadonS) ,  
als quadriertes A/ / inbogenelement  do  ~ der Fliiche im Punkte P yon den 
Koordinaten x i = x , ( u ,  v ) ,  ( i  ~- 1 ,2 ,  3) die quadratische Differentialform: 

;Ldu~ q - 2 M d u d v  ~ - N d v  "~ 
(1) d ( ~ = e d u ' +  2 f d u d v + g d v ~ - =  1/es-(L .. . . . . .  N - -  M ~) 

Hierin ist, in leicht verst~ndlicher Bezeichnungsweise~): 

gesetzt und ~ = - b  1 oder ~ 1 zu nehmen, je nachdem das Fl~chenstiick 
elliptische (/_,N-- M ~ > 0) oder hyperbolische ( L N  - M ~" < O) Kriimmung 
hat. Wir setzen ferner, mit Herrn J. RadonS) ,  lest, dal~ die in (1) auf- 
tretende Wurzel stets poeitiv gezogen werden soll. Dadurch wird das 
Fl~iohenstiick orientiert, d . h .  do  ~" wechselt bei einer Parametertransfor- 
marion mit negativer Transformationsdeterminante das Vorzeichen ~). Die 

4) Wit sagen dafiir weiterhin in der Regel einfach ,,Fliiehe". Ebenso ist immer 
,,Punkt" gleieh eigentlioher Punkt, und, wo sich nioht aus dem Zusammenha, ge da.q 

. Gegentefl ergibt, gleieh reel'ler eigentlicher Punkt. 

5) ( abe )=  a~b s ; xu=-~-~, ~Cv=-~-~, xu~,=~'~ usw. x bezeiehnet d~bei 
a s b~ 

den Yektor des Punktes yon den Koordinaten x~, x~, x a. 
6) Nr. 1--6 bezieht slch daher durchaus auf Parametersysteme, die aus einem 

lest gew~hlten dureh ,eigentliohe" Parametertransformation (Determinante positiv) 
hervorgehen. 
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Differentiatform (1) ist jetzt im Fal]e e]liptischer Kriimmung der Fliiche 
definit, im Falle hyperbolischer Kriimmung indefinit. 

Weiter bezeichnen wir als Affinnormalvektor x* der Fl~iehe ~) im 
Punkte P den Vektor 

1 (3) x * =  - -  ~ =  ~ A0-x, 

wenn Ao der zweite B e l t r a m i s c h e  Dif[erentialparameter der quadratisehen 
Differentialform (1) ist. Die Gerade dureh P parallel zum Vektor (3) 
heil]t die A//innormale s) der Fl~iehe im Punkte P ;  den Punkt, dessert 
Vektor x-~-x* ist, nennen wit den Einheitspunkt der Mfinnormalen, die 
Ebene dutch diesen Einheitspunkt parallel zur Tangentenebene der Fl~iehe 
in P die Einheitsebene. Der hffinnormalvektor liegt nicht in der Tan- 
gentenebene der Fl~iche. Es besteht vielmehr die Identitgt:  

4 - -  

(4) (x*x~x~)-~ ] /e(LN--  M e) -:- Vs ( eg : -  f ~'i. 

Die zweite in (4) auftretende Wurzel ist dabei dureh die erste erkl~irt. 
Das A~finbogenelemept gestattet  die folgende geometrische Erkl~irung, 

die freilieh nut  iiir hyperboliseh gekriimmte Fl~chen reell ausf~llt: 

Man betrachte au] der Fldche zwei ~Vachbarpunkte P(u ,  v) und 
P ' (u  + dug v + dr), und lege dutch ]eden yon ihnen die beiden Asym- 
ptotenlinien. Die Asym~totenlinie der einen (anderen) Schar') dutch P 
schneide die der zweiten ( ersten ) Schar dutch P'  in einem Punkte P" (P'"). 
Dann ist die achte Pofenz des A//inbogenelementes P P', abgesehen von 
in]initesimalen GrS/3en neunter und hdherer Ordnung, gleich dem qua- 
drierten Inhalt des Telraeders P PP P" P'", multipliziert mit - -3  ~ 2". ~. 

Auf das Te~raeder PP'P"PP" l~]t sich auch eine anseheinend neue 
Definition der Affinnormalen griinden: 

Bezeichnet S den Schwerpunkt der vier (mit gleichen Mas~en be- 
legten) Punkte P, P', P", P'", und H den Schwerpunkt yon P" und 
P",  so geht die Gerade H S, wenn man den Punier P' in den Punkt P 
hlneinri~cken liiflt, in der Grenze in die A]]innormale der Fltiche im 
Punkte P i~berga). 

7) Vg]. W. Blaschke,  A. G. V., S. 181, wo zuerst der Vek~or x* eingefiihrt wird 
und A. G. XH., S. 20. 

s) Vgl. z.B.G. Pick, A.G. IV., S. 127ff. 
9) Die beiden Scharen yon Asymptotenlinien werden nicht als in eine bestimmte 

Reihenfolge gesetzt gedacht. Deshalb tritt welter unten das Quadrat des Tetraeder- 
inhaltes auf, nieht dieser selbst. 

9,) An Stelle des Punktes S kann man in der obigen Definition der Affin- 
normalen natiirlieh aueh den Schwerpunkt H r von _P und z op benutzen; eine Be- 
merkung, die ich Herrn G. Pick verdanke. 
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Vorausgesetz t  ist dabei, daft das Elemeut P P '  keiner Asymptoten- 
linie der FiChe angehSrt. 

2. Die kubisehe FundamentalIorm. -- Die affine Fl~chentheorie liiBt 
sieh auffassen als Theorie tier simultanen invarianten Bildungen der qua- 
dratisehen Differentialform (1) und einer kubisehen Differentialform, die 
zuerst yon Herrn G. P ick  t) eingefiihrt worden ist. Wir erkl~iren diese 
,, kubisehe Fundamentalform" 

(5) ~/, = A d u  ~ ~ 3 B d u  ~ d v  + ;~ C d u d v  2 -I- Ddv '~  

mit Herrn J. R a d o n  '~) dutch: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  7 d ( e d u '  + 2 f d u d v  -~ g d v " ) .  

Sic ist zur Differentialform (1) apolar: 

j A g -  2 B f q -  C e =  O, (6) ] 
t B g - - 2 C ,  f ~ D e = O .  

Daher besitzen do "~ und y) nur eine absolute Invariante: 

A B C  2 A C - - B  '~ 1 A D - B C  "2 B D - C  a 
_.  1 B C D :~= e e-g~..:~f ~- ~-- -f eg - f'~ g - eg - ) ' g  (7) J ( e g - f  ~')~ e f g 

Wegeu d6r Apolarits ist ferner die Diskriminante R yon y, durch: 

(8) R =: J (eg - f~)'~ 

gegeben. 
Wenn im betraehteten Punkte P der Fl&ehe J + 0 ist, so definiert 

die Gleiehung y~ = 0 drei getremlte, yon P ausgehende, mit der Fl~che 
pro]ek t i v -kovar ian t  vetbundene Tangenten der Fl~iehe, die ale ,,tangentes 
d'osculation quadrique" zuerst bei G. D a r b o u x  ~~ auftreten und deshalb 
die T a n g e n t e n  yon D a r b o u x  bellmen sollen. Sie fallen dann und nur 
dann zusammen, und zwar in eine Asymptote der Fl~ehe im Punkte P, 
wenn deft J = 0 ist und y~ nieht in P identiseh versehwindet. Diese 
Asymptote besitzt dann, wie aus dem Folgenden ersiehtlieh ist, eine mehr 
als dreipunktige Beriihrung mit der Fl~iehe. Wena y) an der Stelle P 
identiseh versehwinde~, so werden die Tangenten von D a rboux  unbestimmt, 
und beide Asymptoten der Fl~ehe beriihren diese deft mehr ale drei- 
punktig. J ist also best~ndig Null fii~ die Regelfliichen (und nut fiir sic), 
~v ebenso flit die Fl~iehen zweiter Ordnung, wie iibrigens bekannt ist. 

xo) G. Da.rboux, Sur le contact des courbes et des surfaces. Bull. so. math. 
~str. (2) 4 (1880), S. 348--384, auf S. 357f. -- Eine affin-invariante ErkD.rung hat 
Veff. gegeben: L. Berwald, (~ber affine Geometric XXVII. Liesche ~ ,  Affinnormale 
und mit.~lere Affinkriimmung. Math. Zeitschr. 8 (1920), S. 63-78, insbes. S. 6,q. 

11" 
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3. Kanonisehe Entwieklung der Fliiche in der Umgebung eines 
ihrer Punkte. -- Herr G. P i ck  ~) hat die folgenden, gegeniiber irihalts- 
treuen hifinit~ten kanonischen Entwicklungen einer Fl~ehe in der Um- 
gebung eines ihrer Punkte P angegeben: 

1 K 3 , o (a) x~ = ~ ( ~ +  ~z~) + ~ - (~  - 3 ~ , ~ : )  + [4] + . . . ,  

1 1 
(9) (b) x~----~(x~-- x~ )-t-T(xx-+- x.,.) ~ ~ - [ 4 ] @ . . . ,  

1 

(e ~-~ 1, K =  const ~ 0). Dutch [4] sind in (9) die Glieder vierter Ord- 
hung angedeutet. (9c) entsteht aus (9a) flit K == 0. Die erste (zweite, 
dritte) der Entwieklungen (9) gilt in der Umgebung eines Fl~ehenpunktes, 
in dem keine (eine, jede) Asymptote der Fl~ehe mit ihr eine mehr als 
dreipunktige Beriihrung hat. In s~mtlichen Entwicklungen (9) ist der 
Punkt P, dessen Umgebung betrachtet wird, Anfangspunkt des (Parallel-) 
Koordinatensystems x,, x~, x~, die zugehSrige Tangentenebene der Fl~ehe 
x~x~-Ebene. Endlie~h hat die Gr6~e e, hier und weiterhin, die in Nr. 1 
festgesetzte Bedeutung. 

Wenn die Fl~che in einer der kanonisGhen Entwicklungen vorliegt, 
so nehmen die in Nr. 1 und 2 eingefiihrten GrSBen im Punkte P. folgende 
Werte an: 

d~, ~ --  d z~  + ~'dz~,  (1") 

(,~ a*) v' 

u l l d  

1 K(dx]~ -3edxldx~),  (5b*) ,/, -- (dx~-dx. ,)  a, 

1 ~. (7b, c*) J 0. (7a*) J : - - - - ~ K  , == 

Dabei bedeuten die Zeiger a, b, c bei den Nummern der Formeln, daft 
die betreffende Gleichung beziehungsweise fiir die Entwicklung (9a), (9b) 
oder (9c) gilt. 

4. Erkl~imng der Tangenten yon Darboux  and Segre,  der Aftin. 
normalen und der Afflninvariante J mittels der oskulierenden Fliichen 
zweiter Ordnung. -- Wir fiihren nunmehr die ~ 8  unsere Fl~ehe im be- 
trachteten Punkte P osku|ierenden Fl/~chen zweiter Ordnung ein, d.h. 
cliejenigen, deren Schnittkurve mit der Flgehe dort einen (mindestens) 

11) A. G. IV, S. 124ff. 
1~) Hier ist a. a. O. 11) der Fall (c) mit ~ = 1, der bei den elliptisch gekriimmten 

Fl~ichen zwoiter Ordnun~ (ohne singul~ren Punkt) an jeder Stelle be~eht, nleht aus- 
driioklich an~effihrt. 
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dreifachen Punkt  hat. Die Gleichung einer beliebigen unter ihnen lautet,  
flit jede der Entwieklungen (9) :  

(10) 2 x  s x 1 ~- . - -  , 

we c~, c~, cs willkiirliche Konstanten bedeuten Der Mittelpunkt der 
" ~ e), die Koordi- Fl~tehe (10) hat, wofern er eigentlich ist (c 3 fl= c~ ~ c , . .  

na~en : 
C~ C~ e l 

( l l )  m I - -  m e :-: 

ihr absolut genommenes quadriertes Halbachsenprodukt as) den Wert :  

l 
(12) a : b :  c" ~- (c~- c~ ~ - c~ , ) ,  ~ m~. 

( l l )  besagt u .a . ,  dab die Gerade, welche den Mittelpunk~ einer in 
P oskulierenden Fl~che zweiter Ordnung mi t  P verbindet,  nut yon den 
VerhMtnissen c ~ : % e : l ,  nicht aber v o n d e r  Konstanten c a abh~ingt. --  

Bereits G. D a r b o u x  ~~ hat die oskulierenden Fliiehen zweiter Oral- 
hung zur Definition der ,,tangentes d'osculation quadrique" herangezogen. 
Wir geben hier fiir die Tangenten yon D a r b o u x  eine andere, anseheinend 
noch nirgends ausdriicklieh ausgesproehene~aa), projektiv-invariante Erkl~i- 
rung, an die sich unmit telbar  eine neue Erkliirung der Affinnormalen 

ansehlieBt. 
Dabei beschrhnken wir uns zun~chst auf den Fall, da[~ in der Um- 

gebung des Punktes P die kanonische Entwicklung (9a)  oder (gb)  gilt. 
Sei ~ die Sctmittkurve der gegebenen Fl~che mit  einer i~ P oskulieren- 

den Fli~che zweiter Ordnung. Das Tangententripel der Kurve ~ in ihrem 
drei/achen Punkte  P liegt dann und nu t  dann zu den Asymptolen diese.s 
Punktes apolar, wenn es mi t  dem Tangententripel yon Da  rbou x identisch 
ist. Die .zugehSrigen cx~ ~ oskulierenden Fldcheu zweiter Ordnung haben 
ihre Mittelpunkte au/ der A/finnormalen der Fldche im Punkte P. 

la) Wirnennen quadriertes Halbachsenprodukt ciner reellen F., mit eigentlic|mm 

Mittelpunkt die rationale inhaltstreu-affine absolute Inwriantc ~ = - ~ al~ a.~.. a:l~ aa, i 
!a,1 a..,~ a.j~ i '  

wenn die ask die Koeffizienten der Gleiehung der /~'~ bedeuten, lm Texto let die 
Gleiohung der ~ ,  die hier immer singularit~tenfrei ist und reelle Ptmkte besitz|, auf 
die Form: 

gebraeht gedacht. Dann ist, wie man leicht iiberlegt, ~ = e a 'z b : c: 
~3~) I m p l i e i t e  ist diese Erkl~rung im wesentlichen sehon in einer Note de,~ 

Herrn C. Segre entha]ten (Complementi a|]a teoria delle t~ngenti coniugat(; di mm 
superfieie. Rend. Ace. Lineei (5) 17 u (1908), S 405--412, insbes. S. 410f.). 
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(18a) x s = 0, 

bzw. 

Zu diesen Fl~ehen zweiter Ordnung gehSrt u. a. auch die sogenannte 
Liesehe F 2 des Ptmktes P. Die vorstehend'e Erkl~iruag der Mfianorma- 
fen verallgemeinert daher eine vom Vedasser an anderer Stelle 1~ ausge- 
sprochene. 

Der Beweis fiir die aufgestellten Behauptungen l~iSt sieh leicht fiihren. 
Die drei Tangenten der Sehnittkurve ~ der Fli~che (9a) bzw. (9b) mit 
der oskulierenden Fl~ehe zweiter Ordnung (10) im Punkte P geniigen den 
Gleiehungen: 

,, I K (x~ - 3~xi ~ )  + -r (c, ~1 + e~ ~..,) (x~ + ~x~) = 0, 

~- X 3 1 a ( ~ +  .,) + ( c ~ + e ~ . ~ ) ( ~  - ~ )  o .  (13b) x s 0, 6- -~ 

(13a) sowie (13b) - -  und ebenso die Glieder 3. Ordnung weiter anten in 
(15) - -  h[ingen nut yon c 1 und c~ ab. Die in P (gerade) oskulierenden Fl~ohen 
zweiter Ordnung, deren Schnittkurven mit der gegebenen Fl~ehe dort ein 
and dasselbe Tangententripel besitzen, bilden daher ein Biischel. Ihre 
Mittelpunkte erfiillen eine (nieht in der Tangentenebene yon P liegende) 
Gerade dflroh P. 

Die Konstanten c~, c~ bestimmen wit jetzt, so, dab diese Tangenten 
(13a, b) apolar zu den Asymptoten 

(14) xs : :  0, x I + ~xo" =: 0 

des Punktes P liegen. Es ergibt sieh c~ = % .... 0. Aus (1;~a, b), (Sa, b*) 
and (11)folgen nunmehr unmittelbar die beiden Behauptungen. 

Die vorstehende Reehnung ist wesentlioh dieselbe, welehe Herr 
G. P i ck  14) bei der Ableitung der Entwieklung (9a) durehgefiihrt hat. 
Unsere ErkI~rtmgen sind also im Grunde niehts anderes, als eine geome- 
trisehe Deutung jener Reehnung. An der Auffindung dieser Deugung ist 
Herr P. F u n k  mitbeteiligt. 

Wenn im Punkte P die Entwicklung (5e) gilt, so sind, wie sohon 
bemerkt, die Tangenten yon D a r b o a x  unbesfimm~. Unter den die 
geqebene Fldche im Punkte P oskullerenden Fldehen zweiter Ordnung 
existieren dann 001 hyperoskulierende. Der Ort ihrer Mittelpunkte ist 
die A/finnormale der Fldche in P.  

In der Tat ]autet die Gieiehung des Zylinders, der die Sehnittkurve 
der Fls (ge) und (10) parallel zur xs-Achse proiiziert, naeh Potenzen 
yon x~ (rod xe georclnet, folgendermaflen: 

(15) 0 - 2 ( c ~ x  i %xo.)(x;~ ~-ex~)'q-{[ 4 ] -  -~(x; r ~.3) Jr ~ . . . .  

l~) A. G. IV., S. 126. 
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[4] bedeutet darin die Glieder vierter Ord_nung in der Entwicklung (9c). 
Die Schnittkurve C hat also im Anfangspunkt P einen dreifachen Punkt, 
solange wenigstens eine der beiden Konstanten c~ undc,,  yon Null ver- 
schieden ist; im Falle c~ = % = 0 abet einen vierfachen Punkt. Die zu- 
gehSrigen ,,hyperoskulierenden" Fl~chen zweiter Ordnung (und nur diese) 
haben nach (11) ihren Mittelpunkt auf der Affinnormalen der Fl~iche im 
Punkte P. - -  

Auch die Affininvariante d gestattet eine geometr'ische Erld/irung mit- 
tels der oskulierenden F1/ichen zweiter Ordnung: 

Ist  die kubische Fundamental/otto ,1, an der betrachtete~ Stelle P 
nicht identisch Null,  so gibt es drei getrennte oder in eines zusammen- 
]aUende -- Biischel yon Fldchen zweiter Ordnung, welche die gegebene 
Fldiche in P oskulieven, und deren Schnittkurve mit der Fldiche dart eine 
drei/ache Tangente hat (die dann notwendig eine Tangente yon Darboux  
ist) ~o). Die MittelTunkte der F: des k-ten Biischels er/i~Uen eine Gerade 
gk (k ~= 1, 2, 3). Bringt man die drei Geraden gj, gz, gz zum Schnitte 
mit der Einheitsebene, und sind yi~) y(e~, y(.Z~ die Schnittpunkte, so ist 

gleich ~ real dem quadrierten lnhalt des Tetraeders ( P, yO) g(~ y(~)!. J~ 

Auch diese Behauptung ist leicht zu beweisen. 

Die drei Tangenten (13a) fallen dann und nur dann alle zusammen, 
wenn die drei Bedingungen erfiilIt sind: 

t ( K + 3 c l ) ( K - c j ) ,  .... c~Z O, 

J (K -- c,)~"* -- 3c~ = 0, 

c~ (K + 2.1) = o, 

von denen jede eine Folge der beiden andern ist. Das gibt die drei 
Wertepaare: 

t K V3 ~ ; (17) c 1 =/iS,  % -- 0; c' = - '2 K ,  % - 2 

c ,  = -- 2 K co. . . . .  2 

fiir die in (10) auitretonden Konstanten c,, c~. 
hioamus a|s Koordinaten der Punkte y('~, y(.~,yl:,l: 

1 / (18) K, 0, 1; -~K, ~K.V:r 1; - 

und als Inhal t  T des Tetraeders (P ,  yO), y('-'l, y(~)~: 

(19) 

VermSge ( 11 ) erhiilt man 

I K2eV3s  = _ l . j , V 3 - e .  T----- 4- 

(16) 

1 K, _ 1 K~V:r 
2 2 ' 
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In gleicher Weise ergeben die Bedingungen fiir das Zusammenfallen 
der drei Tangenten (13b) c 1 - - c~- - -0 .  Dieser Fall ist als Grenzfall d~s 
vorigen auizufassen: Die drei Geraden gl, ge, gs sind jetzt s~imtlich mit  
der Affinnormslen von P identisch, die P u n ~ e  y~l~, yl2), y(S~ mit  deren 
Einheitspunkt; J ist Null. 

Ffir den Fall J =  0 (~v~i~0) liegt in dem soeben Gesagten eine Er- 
kl~rung der Affinnormalen, die mit  der weiter oben gegebenen identisch 
ist. Dsgegen kaan man im Fslle J =~ 0 dutch die letzte Betrachtung auf 
neuem Wege zur Affinnormalen der Fl~che im Punkte P gelangen: 

Zun~ehst ist die A[finnormale des Punktes P O r t  der Schwer- 
punkte aUer Dreiecke, deren Ebenen z, ur Tangentenebene der Fldche 
in P parallel $ind, und deren Eckpunkte au] den Geraden gl, g,., g'~ 
liegen. 

Ferner schneiden sivh die drei i~n Punkte P oskulierenden Fliichen 
zweiter Ordnung, deren Mittelpun]cte die Ec]cpunkte eines solchen Drei- 
eckes sind, noch in einem zweite~ Punkte R. Die Gerade P R ist die 
A]finnormale der gegebenen Fldche in P. 

Je zwei solche oskulierende Fl~chen zwelter Ordnung haben aul3er 
den Asymptoten des Punktes P -- einen Kegelschnitt dutch P gemeinsam. 
Die Ebenen der drei so erhaltenen Kegelschnitte (die s~mtlich dutch die 
Affinnormsle yon P laden)  durehdringen die Ebene irgendeines der oben 
erw~hnten Dreieeke in dessen Schwerlinien, und die Tangentenebene der 
Fl~ehe in P in den ch.ei Tangenten, die zu den Tangenten yon D a r b o u •  
konjugiert sindl~). Diese ,,Tangenten yon. Segre"  sind demnach die 
Pro]elctionen der Geraden gj; (/c = 1, 2, 3) parallel zur A]finnormalen des 
Punktes P in seine Tangentenebene. 

In den betrachteten drei Biischeln von oskulierenden Fl~chen zweit~r 
Ordnung sind such drei Paraboloide enthalten, die alle zu demselben Werte 
c.~ == K " ~ -  2 J  der in (10) auftretenden Konstauten c~ geh~ren. Ihr  

1 
zweiter gemeinssmer Punkt (0, 0 , - - ~ r )  liegt gleiehfalls auf tier A~fiu- 

normslen des Punk~es P. Seine dri~te Koordinste ka.nn man als Abstands- 
verh~ltnis oder als Affinentfernung vom orientierten Fl~ehenelement zweiter 

~) Diese Tangenten sind zuerst yon Herrn C. Segre, a. a. O. ~ )  betrachtet 
worden. Vgl. auch G. M. Green, On certain projective generalizations of metric 
theorems, and the curves of Darboux and Segre. Proe. NationaI Acad. of sciences 
4 (1918), S. 346-349; Memoir on the general theory of surfaces and rectilinear con- 
gruences. Trans. Amer, Math. Soe. 20 (1919), S. 79--153, insbesondere S. ]40ft. - -  
Eine anderc affin-invariante Erkl~rung dieser Tangenten bei W. Blasehke,  ~ber 
affine Ge.ometrie. XXII: Bestimmung der Fl'~chen mit zex~trischen ebenen Schnitte~l. 
tier. Ces. Lpz. (m~th.-phys.~ 70 11918), S. 336~33~ 
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Ordnung in P INt. 5] deuten, und hat damit eine Erkl/irung yon -- j 
bzw. J~) .  

5. Mflnentfernung eines Punktes vom orientierten Fl~iehenelement 
zweiter 0rdnung. - -  Herr G. P i c k  ~) hat als erster ffir einen beliebigen 
Punkt Q des Raumes eine vom Fl~chenelement zweiter Ordnung in P ab- 
h~ngende kovariante Koordinate eingefiihrt, die Herr W. Blaschke  ~a) geo- 
metrisch gedeutet und die A/finentfernvng des Pv~ktes Q yore Element 
zweiter Ordnung der Fldche an der Stelle P genannt hat. Wie bezeieh- 
nen sie mit (P ,  Q). Wenn x der Vektor des Punktes P, y der des 
Punktes Q ist, so hat man, in allgemeinen Parametern q~, v: 

(y--~_ x,, z,,) 
(20) ( P , Q ) - -  1/~(eg~_-f~ i 

Unter unseren Festsetzungen fiber die WurzelgcSl~e INt. 1 J stellt (20) 
die Aifinentiernung des Punktes Q vom orientierten Fl~chenelement zweiter 
Ordnung in P dar. 

Geometrisch l~l]t sieh nun die Affinentfernung (P, Q) auch folgender- 
mal]en erkl~ren: 

Die A/finent]ernung eines Punktes Q yore o r i e n t i e r t e n  Fldchen- 
element zweiter Ordnung in P ist gleich der vierten Wurzel aus de~ ab- 
sohtten Werte des quadrierter, Halbachsenprodulctes der Fliiche zweiter Ord- 
hung, die den Punkt  Q zum Mittelpunkte hat, und die gegebene Fl(~che 
in P oskuliert. Diese Wurzel ist positiv oder negativ zu ziehen, ]e 
nachdem der Punkt  Q au/ derselben Seite der Tangentenebene in P liegt, 
wie der Einheitspun]ct der A]finnormalen, oder au/ der entgegengesetzten. 

Zum Beweise benutzen wit wieder die kanonischen Entwicklunger~ 
(9) der F1/iehe in der Umgebung des Punktes P. Dieser Ptmkt ist dann 
also Anfangspunkt des Koordinatensystems; ~erner ist fiir u, v beziiglich 
x~, x., zu setzen. Das quadrierte Affinbogenelement im Punkte P hat 
jetzt den Weft (1"). Man erh~lt daher aus (20) fiir die Affinentfernung 
(P, Q): 

(20*) (P, Q) -~ ya. 

Nach (12) ist das absoht genommene quadrierte Halbachsenprodukt 
a: b~c ~ der oskulierenden Flhche zweiter Orclnung mit dem MittelpunlCte 
in Q gleich y~. Man kann also festsetzen, daB: 

18) Wir bemerken schliel31ich noch Folgendes: Die in -P oskulierende Flhcllc 
zwei~er Ordnung, welehe die uueigent|ichen Punkte der drei Geraclen gl, (k = 1,2, 3) 

enth~lt, hat den Mittelpuakt (0, 0, 2~) .  Ihr absolut genommone~ quadriertes Hall~- 

1 
axenprodukt ist daher 16J4 



] 70 L. Berwald. 

sein sell. Da der Einheitspunkt der Affirmormalen nach (20) und (4) die 
Affinentfernung Eins veto Elemente zweiter Ordnung der Fl~iehe an der 
Stelle P hat, is~ damit die Rieh~igkeit der obigen Behauptung nach- 
gewiesen. 

6. Der Einheitspunkt der Tangente einer Fliiehenkurve. -- Wir 
maehen schliel~lich yon den oskulierenden Fl~ehen zweiter Ordnung noch 
eine Anwendung auf die Fl~ehenkurvea. 

Betraehten wit irgendeine Kurve auf der Fliiehe, die dutch P und 
einen Nachbarpunkt P '  geht17). Dann gi.bt, wie sehon Herr W. B l a s e h k e  is) 
gezeigt hat, (20) fiir die Affinentfernung (P, P ' )  bis auf infinitesimale 
GrSBen yon mindes~ens drifter Ordnung den Weft: 

1 (ed~t~ + 2 f d u d v + g d v  ~) =-- l (22) (P, P')  = do 

Wenn also der Punk~ P t  aui derselben (auf der entgegengesetztea) 
Seite der Tangentenebene in P liegt, wie der Einheitspunkt der A.ffin- 
aormalen, so ist do ~ positiv (negativ), und man kann daher die Kurve 
in tier Umgebung yon P in reelhr Weise orientieren, indem man sieh fiir 

dx . dx i~ einen der beiden reellen Werte yon -d~ (~-~o; ----- -- 1) entseheide~. 
Um Weitli~nfigkeiten zu vermeiden, wollen wir annehmen, ~la~ die be- 
trachtete Kurve in der Umgebung des Punktes P ~enem Bereich der 
F l d ~ e  angeh6rt, in dem d o S >  0 ist. Es ist nieht sehwer einzusehen, 
wie die Betraehtung in dem hiermit ausgesehlossenen Fall ( e = -  1, 
d o ~ <  0) zu modifizieren istlD). 

Die (auf die angegebene Weise affin-orientierte) Kurve sei auf den 
Affinbogen o als unabhgngige Vergnderliehe bezogen. Dann nennen wir 

dz dx den Punkt E auf der Kurventangente, dessen Vek~or x + -~-y ist (we ~d%- 

den Wert im Punkte P bedeutet), den Einheitspunkt der (orienlierten) 
Kurventangente. 

Fiir diesen Punkt lgl~ sich eine einfache Konstruktion aageben. Dazu 
betraehten wir die F1/iehe zweiter Ordnung, welche die gegebene Fli~che 
im Punkte P oskuliert und den Einheitspunkt der Affinnormalen yon P 
zum Mittelpunkte hat. Sie ist dutch (10) mit  c~ ~c~-----0, cz ~ 1 ge- 

~) Die Kurve sei reell, besitze iiberall eine Tangente, doren Riohtung sich yon 
Punkt zu Punkt stetig iindert, und babe in ~ einen regul~ren Punkr dessen Tangente 
yon den Asymptoten der Flii~he in _P verschieden ist. Insbesondere daft sie aueh 
eine Gerade sein. 

is) A. G. V., S. 180. 
~) VgI, auch welter unten im Texte, 
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geben ~0). Die Schnittk-urve dieser _F~ mit  der Einheitsebene projizieren wir 
parallel zur Mfinnormalen des Punktes P in seine Tangent, enebene. Die 
projizierte Kurve hat die Gleichl{ngen 

(23) z~ + ez~ 1, z.~- 0, 

ist also ein Kegelsehnitt vom Mittelpunlrte P,  dessen Asympgoten die 
Asymptoten der Flaehe in P sin& Wegen (1") liegt dann der Punkt E 
auf dieser Pro]ektion, ist also ihr Schnittpunkt mit dem positiven 
Tangentenspeer. 

Im hyperbolischen Falls (e- I) ist tier Einheitspunkt auf der zur 
Tangente der betrachteten Kurve konjlLgierten Fliichentangente imaginiir. 
Man wird daher stabt dieses Einheitspunktes zweckmhl]ig den Schnittpunkt 
E' der orientierten konjugierten Tangente mit  der zur Hyperbel (23) kon- 
jugierten Hyperbel betrachten. Diese ]~i~t sieh in analoger Weise wie die 
Hyperbel (23) mittels der oskulierenden F,. erhalten, deren Mittelpunkt 
den Vektor x -  x* hat. -~ 

Dutch Festlegung des Einheitspunktes auf jeder Kurventangente ist 
auI dieser ein affines L~ngenmal~ gegeben: der Punkt, dessen Vektor 

dx x--~ ~.dodX ist, hat vom Punkte mit dem Ve]~tor x ~-)~,. -~-~- (lie Affinent- 

fernung 21 - -  2~').  

7. Sehlul~bemerkung. Wit haben im vorhergehenden den .Vortrag 
so eingerichtet, daf.~ wit die in Rede stehendcn Begriffe der affinen Fliichen- 
theorie zuerst rein analytisc4 einffihrten, und sodann auf Grund tier ana- 
lytisehen Definition mit Hi~e der oskulierenden Fliiehen zweiter Ordnung 
geometrische Erkliirungen tiir sie gaben. 

Ein Teil jener Begriffe (Tangenten yon D a r b o u x  und Segre ,  Affin- 
normale) kann, wie man unmittelbar einsieht, naeh Nr. 4 ohne weiteres 
eingefiihr~ werden. Abet auch die Einfiihmng der iibrigen Begriffe (Affin- 
entfernung eines Punktes Q vom Fl~ichenelement zweiter Ordnung in P,  
Einheitsebene, Einheitspunkt der Affinnormalen, Einhei'tspunkt der Tangente 

e0) An Stetle der yon uns verwendeten oskulierenden Flhche zweiter Ordnung 
kan.u man aueh, unter leich~er Ab~nderung des Verfahrens, das in P oskulierende 
Paraboloid benur das die Affinnormale des Punktes _P zum Durchmesser hat. 

~1) Schneider man die im Punkte ~ oskulierendc F,2, deren Mi~elpunkt Z auf 
der Affimaormalen yon P in der positiven Affinentfernung a: vom orientierten Fl~ehen- 
element zweiter Ordnung in 2 liege, mit einer Parallelebene dureh Z zur Einheite- 
ebene, und projizierr d~e Schni~tkurve parallel zur A~finnorma]en in die Tangenten- 
ebene yon /~, so ha/; die Projek'tion die Gleiehungen: 

(23') z~ 2 + ~z] = a ~, % = 0. 
Ihr Setmittpunkb mit dem posit, iven Tangentenspeer ha~ daher die Affinentfernung a 
vom Punlr .P. 
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einer Ftiichenkurve) kann ohne Bezug auf eine vorausgehende analytisehe 
Definit-ion gesehehen, wenn man fo]gendermal~en verfiihrt: 

Man erkl~irt zun~ehst bei elliptiseh g~kriimmten Fl~iehen etwa die hohle 
Seite (bei Eifl~iehen also das Innere), bei hyperboliseh gekriimmten abet 
ehae beliebige Seite als die ~ositive Seite der Flgehe. Hierdureh wird 
das betrachtete Fl~henstiiek orientiert. Sodann fiihrt man die Affinent- 
fernung eines beliebigen Punktes Q vom orientierten Fl~iehenelement zweiter 
Ordnung in P dutch die in Nr. 5 gegebene geometrische Erkl~irung ein, 
die nur dahin abzu~ndern ist, dab man die dort auftretende Wurzel po- 
sitiv oder negativ zu ziehen hat, je naehdem Q auf der positiven oder 
negativen Seite der Fl~iehe liegt. Die Ortsebene aller Punkte Q, die vom 
orientierten Fliiehonolement zweiter Ordnung in P die Affinentfernung Eins 
haben, ist jetzt ats Einheitsebene zu bezeiehnen, ihr Sehnittpunkt mit der 
Affinnormalen von P a l s  Einheitspunkt der Affinnormalen~). Mit I-Iilfe 
dieser Begriffe la~sen sich endlich nach Nr. 4 und 6 die noch iibrigen 
erkliiren. 

Prag ,  den 26. Juni 1920. 

~) Die so erhaltene Definition der Einheit~ebene und dee Einheitspunktes der 
Affinnermaleu stimmt nich~ no~wendig mit der in Nr. 1 gegebenen ilberein. 

(E/ngegangen am 8. Juli 1920,) 


