Uber affine Geometrie XXX:

Die oskulierenden Flichen zweiter Ordnung in der
affinen Flichentheorie.

Von
Ludwig Berwald in Prag.

Die Flichen zweiter Ordnung, die eine gegebene krumme, nicht ab-
wickelbare Flache in eimem reguldren Punkte oskulieren, haben bisher
vornehmlich in der projektiven Flichentheorie einige Anwendung gefunden.
Im folgenden wird gezeigt, daB sich mit ihrer Hilfe auch die wichtigsten
Begrifte der Affingeometrie der Flichen, wie sie von den Herren G. Pick?),
W. Blaschke?) und J. Radon?) entwickelt worden ist, in sehr einfacher
Weise erkliren lassen.

Das gilt insbesondere von den Affinnormalen der Fliche, von der
Affininvariante J, deren identisches Verschwinden die Regelflichen charak-
terisiert [Nr, 4]; dann aber auch von gewissen inhaltstreu-affinen MaB-
begriffen: der Affinentfernung eines Punktes vom orientierten Flichen-
element zweiter Ordnung [Nr. 5] und der Affinentfernung zweier Punkte
auf einer Tangente der Flache [Nr. 6]. Endlich wird auch fiir zwei Be-
griffe, welche der projektiven und der affinen Flichentheorie gleichmiBig
angehdren, namlich fiir die ,, tangentes d’osculation quadrique* von G. Dar-
boux (vgl. *°)) und die zu ihnen konjugierten , Tangenten von Segre‘*
(vgl. 132) je eine geometrische Definition gegeben [Nr. 4].

1) G. Pick, Uber affine Geometrie 1V: Differentialinvarianten der Flichen gegen-
iiber affinen Transformationen. Ber. Ges. Lpz. (math.-phys.) 69 (1917), 8.107-136
(»A G IV,

?) W. Blaschke, a) Uber affine Geometrie V: Kennzeichnende Eigenschaften
des Ellipsoids. Ber. Ges. Lpz. (math.-phys.) 69 (1917), 8.166—206 (,A. G. V.«“),
b) Uber affine Geometrie XII: Von den Eifiichen. Ber. Ges. Lpz. (math.-phys.) 70
(1918), S.18—37 (,A. G. XIL“).

%) J. Radon, Uber affine Geometrie XV1: Die Grundgleichungen der affinen
Flachentheorie. Ber. Ges. Lpz. (math.-phys.) 70 (1918), 8.91—107 (,,A. G. XVL.«).
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Bemerkenswert ist es, dal alle genannten Begrifie sich — zum Teil
sogar auf verschiedene Arten — mit Hilfe der oskulierenden Flichen
zweiter Ordnung allein erkliren lassen, ohne dall man es notig hatte,
von andersartigen Elementen Gebrauch zu machen. Das gilt auch noch
von der affinen Kriimmungstheorie (auf die in der folgenden Abbandlung
nicht weiter eingegangen wird): denn diese basiert nur auf den projektiven
Eigenschaften der Kongruenz der Affinnormalen und auf dem Begrifie der
Affinentfernung eines Punktes vom Flichenelement zweiter Ordnung.

Der eben erwahnte prinzipielle Standpunkt ist wenigstens in einer
SchluBbemerkung [Nr. 7] zur Geltung gebracht worden. Im iibrigen habe
ich es vorgezogen, die Darstellung moglichst an die bereits vorliegenden
Arbeiten, insbesondere an die grundlegende Abhandlung®) des Herrn
J.Radon anzuschlieflen [ Nr.1—~3]. Dabei wurde auch je eine geometrische
Erklérung des Affinbogenelements und der Affinnormalen mit aufgeriommen,
die zum Thema in keiner Beziehung stehen [Nr. 1].

1. Aifinbogenelement und Affinnormale. — Wir betrachten ein reelles
_regulires Flichenstiick ohne parabolische Punkte!), das auf allgemeine
Parameter u, v bezogen ist.

Man erklirt dann, nach G. Pick?), W. Blaschke?s) und J. Radon?®),
als gquadriertes Affinbogenelement do® der Fliche im Punkte P von den
Koordinaten z,= z, (%, v), (i =1, 2, 3) die guadratische Differentialform:

Ldu® ‘quudv {-Ndo®
4_4‘“ o R
Ve(LN —M™

Hierin ist, in leicht verstindlicher Bezeichnungsweise®):
(2) L=(z,,2,%,), M=(z, z,z,), N=(z,z,7,)

wuuve nuy U v
gesetzt und &= -1 oder — 1 zu nehmen, je nachdem das Flichenstiick
elliptische (LN— M ® > 0) oder hyperbolische (LN — M * < 0) Kriimmung
hat. Wir setzen ferner, mit Herrn J. Radon?), fest, daB die in (1) auf-
tretende Wurzel stets positiv gezogen werden soll. Dadurch wird das
Flachenstiick orientiert, d.h. do® wechselt bei einer Parametertransfor-

mation mit negativer Transformationsdeterminante das Vorzeichen®). Die

(1) do®=edu+ 2fdudv + gdov? =

#) Wir sagen dafiir weiterhin in der Regel einfach , Fliche“. Ebenso ist immer
. Punkt* gleich eigentlicher Punkt, und, wo sich nicht aus dem Zusammenhange das
. Gegenteil orgibt, gleich reeller eigentlicher Punkt.
a, b, ¢
8) (abe)=|a,by¢); xu=
13 by ¢ i
den Vektor des Punktes von den Koordinaten x,, z,, %,.
%) Nr. 16 bezieht sich daher durchaus auf Parametersysteme, die aus einem
fest gewahlten durch eigentliche’ Parametertransformation (Determinante positiv)

hervorgeben.
Mathematische Zeitschrift. X. 11
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Differentialform (1) ist jetzt im Falle elliptischer Kriimmung der Fliche
definit, im Falle hyperbolischer Kriimmung indefinit.
Weiter bezeichnen wir als Affinnormalvektor z* der Fldche?) im
Punkte P _den Vektor
1

(3) x*=~‘5=::§d.3x,

wenn 4, der zweite Beltramische Differentialparameter der quadratischen
Differentialform (1) ist. Die Gerade durch P parallel zum Vektor (3)
heit die Affinnormale®) der Fliche im Punkte P; den Punkt, dessen
Vektor z - 2* ist, nennen wir den Einheitspunkt der Affinnormalen, die
Ebene durch diesen Einheitspunkt parallel zur Tangentenebene der Fliche
in P die Einheitsebene. Der Affinnormalvektor liegt nicht in der Tan-
gentenebene der Flache. Es besteht vielmehr die Identitdst:

4~ e e
(4) (w*z,2,) =Ve(LN — M*) = Ve(eg — 7).
Die zweite in (4) auftretende Wurzel ist dabei durch die erste erklért.
Das Affinbogenelement gestattet die folgende geometrische Erklirung,
die freilich nur fiir hyperbolisch gekriimmte Flidchen reell ausfallt:

Man betrachte auf der Fldiche zwei Nachbarpunkie P(u,v) und
P'(u+du, v+dv), und lege durch jeden von ihnen die beiden Asym-
piotenlinien. Die Asymptotenlinie der einen (anderen) Schar®) durch P
schneide die der zweiten (ersten) Schar durch P’ in einem Punkte P” (P"").
Dann ist die achte Polenz des Affinbogenelementes PP’, abgesehen won
infinitesimalen Qrofen meunter und hoherer Ordnung, gleich dem qua-
drierten Inhalt des Teiraeders PP'P"P", multipliziert mit — 3% 2%. ¢.

Auf das Tetraeder PP’ P"” P" 1iBt sich auch eine anscheinend neue
Definition der Affinnormalen griinden:

Bezeichnet 8 den Schwerpunkt der wvier (mit gleichen Massen be-
legten) Punkte P, P', P", P", und H den Schwerpunkt von P" und
P, so geht die Gerade HS, wenn man den Punkt P’ in den Punkt P
hinetnricken ldft, in der Grenze in die Affinnormale der Fliche im
Punkte P iber9»).

7} Vgl. W. Blaschke, A. G. V., 8.181, wo zuerst der Vektor 2* eingefiihrt wird
und A. G, XIL, S, 20.

8) Vgl z. B. G. Pick, A.G.IV., 8. 127f.

%) Die beiden Scharen von Asymptotenlinien werden nicht als in eine bestimmte
Reihenfolge gesetzt gedacht. Deshalb tritt weiter unten das Quadrat des Tetraeder-
inhaltes auf, nicht dieser selbst. .

92) An Stelle des Punktes S kann man in der obigen Definition der Affin-
normalen nattirlich auch den Schwerpunkt H' von P und P’ benntzen; eine Be-
merkung, die ich Herrn G. Pick verdanke.
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Vorausgesetzt ist dabei, daB das Element PP’ keiner Asymptoten-
linie der Fliche angehort.

2. Die kubische Fundamentaliorm. -- Die affine Flichentheorie laBt
sich auffassen als Theorie der simultanen invarianten Bildungen der qua-
dratischen Differentialform (1) und einer kubischen Differentialform, die
zuerst von Herrn G. Pick') eingefiihrt worden ist. Wir erkldren diese
,, kubische Fundamentalform
(5) w=Adu® + 3Bdu*dv -+ 3Cdudv?-- Ddov*
mit Herrn J. Radon?®) durch:

Ve@n =

Sie ist zur Differentialform (1) apolar:

(6) {Ag——2Bf—l~C’er,
\ Bg—2Cf+4De=0.

Daher besitzen do? und y nur eine absolute Invariante:

(5" o= ngf.ﬁ!‘,{)_»: — jd(edu“ +2fdudy -+ gdo?).

@) J=t|5op 2 Ac=E_140-BC 2pD-C
(eg Yl ergl eg—f F oeg—f° 9 eg—f

Wegen dér Apolaritit ist ferner die Diskriminante B von v durch:

(8) R=J'eg—f")

gegeben.

Wenn im betrachteten Punkte P der Flache J =4 0 ist, so definiert
die Gleichung v = 0 drei getrennte, von P ausgehende, mit der Flache
projekiiv-kovariant verbundene Tangenten der Flache, die als ,,tangentes
d’osculation quadrique® zuerst bei G. Darboux ') auftreten und deshalb
die Tangenten von Darbouz heilen sollen. Sie fallen dann und nur
dann zusammen, und zwar in eine Asymptote der Fliche im Punkte P,
wenn dort J==0 ist und vy nicht in P identisch verschwindet. Diese
Asymptote besitzt dann, wie aus dem Folgenden ersichtlich ist, eine mehr
als dreipunktige Beriihrung mit der Fliche. Wenn y an der Stelle P
identisch verschwindet, so werden die Tangenten von Darboux unbestimmt,
und beide Asymptoten der Fliche beriihren diese dort mehr als drei-
punktig. J ist also bestindig Null fiir die Regelfidchen (und nur fiir sie),
w ebenso fiir die Flichen zweiter Ordnung, wie iibrigens bekannt ist.

19) G. Darboux, Sur le contact des courbes et des surfaces. Bull. sc. math.
astr. (2) 4 (1880), S.3848—384, auf 8.857f. — Eine affin-invariante Erklirung hat
Verf. gegeben: L. Berwald, Uber affine Geometrie XXVII. Liesche F,, Affinnormale
und mittlere Affinkriimmung. Math. Zeitschr. 8 (1920), S.83--78, insbes. 8. 68,

11*
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3. Kanonische Entwicklung der Fliiche in der Umgebung eines
ihrer Punkte. — Herr G. Pick?'!) hat die folgenden, gegeniiber irhalts-
treuen Affinititen kanonischen Entwicklungen einer Fliche in der Um-
gebung eines ihrer Punkte P angegeben:

(8) @, = > (w2ea?)+ 5 (8 — Bemad) +[4]4 ...,
(9) (b) oy=g(ai— o )+ (@ + =) +[4+...,

(¢) @=3(al+ecaf)+ * 4]+ )

(6*=1, K = const & 0). Durch [4] sind in (9) die Glieder vierter Ord-
nung angedeutet. (9c) entsteht aus (9a) fiir K = 0. Die erste (zweite,
dritte) der Entwicklungen (9) gilt in der Umgebung eines Flichenpunktes,
in dem keine (eine, jede) Asymptote der Flache mit ihr eine mehr als
dreipunktige Berithrung hat. In simtlichen Entwicklungen (9) ist der
Punkt P, dessen Umgebung betrachtet wird, Anfangspunkt des (Parallel-)
Koordinatensystems z,, #,, z,, die zugehorige Tangentenebene der Fliche
z, %, - Ebene. Endlich hat die GroBe ¢, hier und weiterhin, die in Nr. 1
festgesetzte Bedeutung.

Wenn die Fliache in einer der kanonischen Entwicklungen vorliegt,
so nehmen die in Nr. 1 und 2 eingefiihrten GroBen im Punkte P folgende
Werte an:

(1%) do®-=dz}+ cdal,
(a%) p -—K(dz} -nedwded),  (5%) g — L(dam 4 da,),
(5¢*) y=0
und
(Ta%) J = — 2K, (7b, c*) J=0.

Dabei bedeuten die Zeiger a, b, ¢ bei den Nummern der Formeln, dafl
die betreffende Gleichung beziehungsweise fiir die Entwicklung (9a), (9b)
oder (9¢) gilt.

4. Erkldrung der Tangenten von Darboux und Segre, der Affin-
normalen und der Affininvariante J mittels der oskulierenden Flichen
zweoiter Ordnung. — Wir fiihren nunmehr die oc® unsere Flidche im be-
trachteten Punkte P oskulierenden Flichen zweiter Ordnung ein, d. bh.
diejenigen, deren Schnittkurve mit der Fliche dort einen (mindestens)

) A G IV, 8. 1241

12) Hier ist a.a. 0.*%) der Fall (¢) mit ¢=1, der bei den elliptisch gekriimmten
Flichen zweiter Ordnung (ohne singuliren Punkt) an jeder Stelle besteht, nicht aus-
driicklich angefiihrt.
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dreifachen Punkt hat. Die Gleichung einer beliebigen unter ihnen lautet,
fir jede der Entwicklungen (9):

(10) 20, =] +exl— 2c,, %, — 26,7, %, + 6, %5,

wo ¢,, ¢,, ¢; willkiirliche Konstanten bedeuten Der Mittelpunkt der
Fliche (10) hat, wofern er eigentlich ist (¢, % ¢2+ ¢l ), die Koordi-
naten:

1

C. Cy &
(11) m, = -——t— m, == 5 My = 5 i
2 ¢, —ci—cle

T —ci—cie’ ¢ —ei—cie’
ibr absolut genommenes quadriertes Halbachsenprodukt !?) den Wert:

1 - md
(—at—epe) = ™

(12) a?b?c? =
(11) besagt u. a., daB die Gerade, welche den Mittelpunkt einer in
P oskulierenden Fliche zweiter Ordnung mit P verbindet, nur von den

Verhiiltnissen ¢, :c,e:1, nicht aber von der Konstanten c, abhingt. —

Bereits G. Darboux?’) hat die oskulierenden Flichen zweiter Ord-
nung zur Definition der ,tangentes d’osculation quadrique® herangezogen.
Wir geben hier fiir die Tangenten von Darboux eine andere, anscheinend
noch nirgends ausdriicklich ausgesprochene®®s), projektiv-invariante Erkli-
rung, an die sich unmittelbar eine neue Erklirung der Affinnormalen
anschliefit.

Dabei beschrinken wir uns zunichst auf den Fall, dall en der Um-
gebung des Punkies P die kanonische Entwicklung (92) oder (9b) gult.
Sei € die Schnittkurve der gegebenen Fliche mit einer in P oskulieren-
den Fliche zweiter Ordnung. Das Tangententripel der Kurve € in ihrem
dretfachen Punkte P liegt dann und nur dann zu den Asymptolen dieses
Punktes apolar, wenn es mit dem Tangententripel von Darbouz identisch
wst. Die zugehorigen oco' oskulierenden Flichen zweiter Ordnung haben
thre Mittelpunkte auf der Affinnormalen der Fliche im Punkte P.

%) Wir nennen quadriertes Halbachsenprodukt einer reellen F, mit eigentlichem

i3
. ; . . . gy Oy tyy @
Mittelpunkt die rationale inhaltstreu-affine absolute Invariante J= — f“ we s T |
PGy By gy |
wenn die a;; die Koeffizienten der Gleichung der ¥, bedeuten. lm Texte ist die
Gleichung der F,, die hier immer singularitéitenfrei ist und reelle Punkte besitzt, auf
die Form:

e e e = Y RO
-+ 552 T et 1 (¢ pi=1)

L
at
gebracht gedacht. Dann ist, wie man leicht iiberlegt, §=sa*b’ ¢’
183y Tmplicite ist diese Erklirung im wesentlichen schon in einer Noto des
Herrn C. Segre enthalten (Complementi alla teoria delle tangenti coniugate di una
superficie. Rend. Acc. Lincei (5) 171 (1908), S 405—412, insbes. S. 410f.).
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Zu diesen Fliachen zweiter Ordnung gehért u. a. auch die sogenannie
Liesche F, des Punktes P. Die vorstehende Erklirung der Affinnorma-
len verallgemeinert daher eine vom Verfasser an anderer Stelle!) ausge-
sprochene.

Der Beweis fiir die aufgestellten Behauptungen 1d8t sich leicht fithren.
Die drei Tangenten der Schnittkurve § der Fliche (9a) bzw. (9b) mit
der oskulierenden Fliche zweiter Ordnung (10) im Punkte P geniigen den
Gleichungen:

(18a) =0, —éx,«(xf — 3ex, w}) + —12,—(c1 ®, + cyx,) (a0 4 exl) =0,
bzw.

1 : 1., . .
(18b) =x,=0, 6—(2:1-%—%.2)"—{-—72 (6%, + €y y) (& — m3) — 0.

(18a) sowie (18b) — und ebenso die Glieder 8. Ordnung weiter unten in
{15) — héngen nur von ¢, und ¢, ab. Die in P (gerade) oskulierenden Flichen
zweiter Ordnung, deren Schnittkurven mit der gegebenen Fliche dort ein
und dasselbe Tangententripel besitzen, bilden daher ein Biischel. Thre
Mittelpunkte erfiillen eine (nicht in der Tangentenebene von P liegende)
Gerade durch P.

Die Konstanten ¢,, ¢, bestimmen wir jetzt so, daB diese Tangenten
(13a, b) apolar zu den Asymptoten
(14) xg =0, x]+ex} =10
des Punktes P liegen. Es ergibt sich ¢, = ¢, == 0. Aus (13a, b), (5a, b™)
und (11) folgen nunmehr unmittelbar die beiden Behauptungen.

Die vorstehende Rechnung ist wesentlich dieselbe, welche Herr
G. Pick®) bei der Ableitung der Entwicklung (9a) durchgefiihrt hat.
Unsere Erklirungen sind also im Grunde nichts anderes, als eine geome-
trische Deutung jener Rechnung. An der Auffindung dieser Deutung ist
Herr P. Funk mitbeteiligt.

Wenn tm Punkte P die Entwicklung (5¢) gilt, so sind, wie schon
bemerkt, die Tangenten von Darboux unbestimmt. Unter den die
gegebene Fldche im Punkte P oskulierenden Flichen zweiter Ordnung
extstieren dann oo hyperoskulierende. Der Ort ihrer Mittelpunkte 1ist
die Affinnormale der Fldche in P.

In der Tat lautet die Gleichung des Zylinders, der die Schnittkurve
der Flichen (9¢) und (10) parallel zur z,-Achse projiziert, nach Potenzen
von z, und z, geordnet, folgendermafen:

(15) 0= ;’(Cixl boeymy) (2 + eay) 4 {[4] - %‘(xf pead) e

wy A, G. IV, S. 126,
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[4] bedeutet darin die Glieder vierter Ordnung in der Entwicklung (9c).
Die Schnittkurve C' hat also im Anfangspunkt P einen dreifachen Punkt,
solange wenigstens eine der beiden Konstanten ¢, und ¢, von Null ver-
schieden ist; im Falle ¢, = ¢, = 0 aber einen vierfachen Punkt. Die zu-
gehorigen , hyperoskulierenden Fléichen zweiter Ordnung (und nur diese)
haben nach (11) ihren Mittelpunkt auf der Affinnormalen der Fliche im
Punkte P. —

Auch die Affininvariante J gestattet eine geometrische Erklirung mit-
tels der oskulierenden Flichen zweiter Ordnung:

Ist die kubische Fundamentalform yw an der belrachieten Stelle P
nicht identisch Null, so gibt es drei  getrennte oder in eines zusammen-
fallende -- Biischel won Fldchen zwetter Ordnung, welche die gegebene
Fliche in P oskulieren, und deren Schnitthurve mit der Fldche dort eine
dretfache Tangenite hat (die dann notwendig eine Tangente von Darboux
ist) ). Die Mittelpunkte der F, des k-ten Biischels erfiillen eine Gerade
9. (k=1,2,3). Bringt man die drei Geraden g,, g,, g, 2um Schnitte
mit der Einhesisebene, und sind y", y®, y® die Schnittpunkte, so ist

J* gleich %‘: mal dem quadrierten Inhalt des Tetraeders (P, yO, y@, y®),

Auch diese Behauptung ist leicht zu beweisen.

Die drei Tangenten (13a) fallen dann und nur dann alle zusammen,
wenn die drei Bedingungen erfiillt sind:

( (K+38¢,)(K—c¢)e~-¢; 0,
(16) l (K —¢)% ¢ - 3ck==0,
I ¢, (K 4 2¢,) =0,

von denen jede eine Folge der beiden andern ist. Das gibt die drei
Wertepaare:

(17) cl =K, 62—0; 6‘=—-—_ ‘IJK’ (»‘: - ;KV:;%;
cl—:-%K: cg_«;,_;Kvgp

fir diein (10) auftretenden Konstanten ¢, ¢,. Vermdge (11) erhélt man
hieraus als Koordinaten der Punkte y, y®, y™®:

1 1 . . 1 1 .
(18) K, 0, 1; —5K, sEeV3s, 1; —, K, —,KeV3e,
und als Inhalt 7' des Tetraeders (P, y, y®, y®:

(19) T= ; K'V3e=— 5 JeVie.
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In gleicher Weise ergeben die Bedingungen fiir das Zusammenfallen
der drei Tangenten (138b) ¢, =¢,=0. Dieser Fall ist als Grenzfall des
vorigen aufzufassen: Die drei Geraden g,, ¢,, g, sind jetzt simtlich mit
der Affinnormalen von P identisch, die Punkte y®, y®, y® mit deren
Einheitspunkt; J ist Null.

Fiir den Fall J =0 (w=20) liegt in dem soeben Gesagten eine Er-
klirung der Affinmormalen, die mit der weiter oben gegebenen identisch
ist. Dagegen kann man im Falle J 4 0 durch die letzte Betrachtung auf
neuem Wege zur Affinnormalen der Fliche im Punkte P gelangen:

Zundchst st die Affinnormale des Punkies P Ort der Schwer-
punkte aller Dreiecke, deren Ebenen zur Tangentenebene der Fldche
wm P parallel sind, und deren Eckpunkte auf den Geraden g,, 9., g
liegen.

Ferner schneiden sich die drei im Punkte P oskulierenden Fléchen
zwetter Ordnung, deren Mittelpunkte die Eckpunkie eines solchen Drei-
eckes sind, moch in einem zweiten Punkie R. Die Gerade PR ist die
Affinnormale der gegebenen Fliche in P.

Je zwel solche oskulierende Flachen zweiter Ordnung haben  auBer
den Asymptoten des Punktes P — einen Kegelschnitt durch P gemeinsam.
Die Ebenen der drei so erhaltenen Kegelschnitte (die simtlich durch die
Affinnormale von P laofen) durchdringen die Ebene irgendeines der oben
erwihnten Dreiecke in dessen Schwerlinien, und die Tangentenebene der
Fliche in P in den drei Tangenten, die zu den Tangenten von Darboux
konjugiert sind*®). Diese ,Tangenten von Segre* sind demnach die
Projektionen der Geraden g, (k= 1, 2, 3) parallel zur Affinnormalen des
Puynktes P in seine Tangeniencbene.

In den betrachteten drei Biischeln von oskulierenden Flachen zweitor
Ordnung sind auch drei Paraboloide enthalten, die alle zu demselben Werte
¢y == K'= —2J der in (10) auftretenden Konstanten ¢, gehoren. Thr

zweiter gemeinsamer Punkt (0, 0, ! liegt gleichfalls auf der Affin-

1)
normalen des Punktes P. Seine dritte Koordinate kann man als Abstands-
verhiltnis oder als Affinentfernung vom orientierten Flichenelement zweiter

%) Diese Tangenten sind zuerst von Herrn C. Segre, a. a. 0.'%*) betrachtet
worden, Vgl auch G. M. Green, On certain projective generalizations of metric
theorems, and the curves of Darboux and Segre. Proc. National Acad. of sciences
4 (1918), S. 846—349; Memoir on the general theory of surfaces and rectilinear con-
gruences. Trans. Amer. Math. Soc. 20 (1919), 8. 79—153, insbesondere S. 1408, —
Eine andere affin-invariante Erklirung dieser Tangenten bei W. Blaschke, Uber
affine Geometrie. XXII: Bestimmung der Flichen mit zentrischen ebenen Schnitten.
Ber, Ges. Lpz. (math.-phys.) 70 (1918), S. 336—33%
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Ordnung in P [Nr. 5] deuten, und hat damit eine Erklirung von -- J.
bzw. J1%).

5. Affinentfernung eines Punktes vom orientierten Flichenelement
zweiter Ordnung. — Herr G. Pick?) hat als erster fiir einen beliebigen
Punkt @ des Raumes eine vom Flichenelement zweiter Ordnung in P ab-
hangende kovariante Koordinate eingefithrt, die Herr W. Blaschke3?) geo-
metrisch gedeutet und die Affinentfernung des Punktes Q wom Element
zwetter Ordnung der Fldche an der Stelle P genannt hat. Wie hezeich-
nen sie mit (P, Q). Wenn z der Vektor des Punktes P, y der des
Punktes @ ist, so hat man, in allgemeinen Parametern «, v:

P, Q)= Y& 2 =)
(20) (#.Q) Ve(eg—1*)

Unter unseren Festsetzungen iiber die Wurzelgrofle [Nr. 1| stellt (20)
die Affinentfernung des Punktes @ vom orientierten Flichenelement zweiter
Ordnung in P dar.

Geometrisch 188t sich nun die Affinentfernung (P, @) auch folgender-
maBen erkldren:

Die Affinentfernung eines Punktes Q vom ortentierten Fldchen-
element zweiter Ordnung in P ist gleich der vierten Wurzel aus dem ab-
soluten Werte des quadrierten Halbachsenproduktes der Fliche zweiter Ord-
nung, die den Punkt @ zum Mittelpunkte hat, und die gegebene Fliche
in P oskuliert. Diese Wurzel isi positiv oder megativ zu zieken, je
nachdem der Punkt Q auf derselben Seite der Tangentenebene in P liegt,
wie der Einheitspunkt der Affinnormalen, oder auf der entgegengeseizten.

Zum Beweise benutzen wir wieder die kanonischen Entwicklungen
(9) der Fliche in der Umgebung des Punktes P. Dieser Punkt ist dann
also Anfangspunkt des Koordinatensystems; ferner ist fiir w, v beziiglich
,, =, zu setzen. Das quadrierte Affinbogenelement im Punkte P hat
jetzt den Wert (1¥). Man erhilt daher aus (20) fiir die Affinentfernung

(P, Q):
(207) (P, Q)= ¥
Nach (12) ist das absolut genommene quadrierte Halbachsenprodukt

a?b%¢? der oskulierenden Fliche zweiter Ordnung mit dem Mittelpunkte
in @ gleich y¢. Man kann also festsetzen, daB:

18) Wir bemerken schlieBlich noch Folgendes: Die in P oskulierende Flicheo
zweiter Ordnung, welehe die uneigentlichen Punkte der drei Geraden gr (k=1, 2,38)
1

enthilt, hat den Mittelpunkt (0, 0, W) Ihr absolut genommenes quadriertes Halb-

1
dukt ist dah -
axenprodukt ist daher . -,



170 L. Berwald.

(12*) \:/Ad?bz ¢? — \/ abe =y,

sein soll. Da der Einheitspunkt der Affinnormalen nach (20) und (4) die
Affinentfernung Eins vom Elemente zweiter Ordnung der Fliche an der
Stelle P hat, ist damit die Richtigkeit der obigen Behauptung nach-
gewiesen.

6. Der Einheitspunkt der Tangente einer Flichenkurve. — Wir
machen schlieBlich von den oskulierenden Flichen zweiter Ordnung noch
eine Anwendung auf die Flichenkurven.

Betrachten wir irgendeine Kurve auf der Fliche, die durch P und
einen Nachbarpunkt P’ geht'”). Dann gibt, wie schon Herr W, Blaschke®)
gezeigt hat, (20) fiir die Affinentfernung (P, P') bis auf infinitesimale
GrofBen von mindestens dritter Ordnung den Wert:

(22) (P,P')= | (edu®+2fdudv +gdv®) =  do®.

Wenn also der Punkt P’ auf derselben (auf der entgegengesetzten)
Seite der Tangentenebene in P liegt, wie der Einheitspunkt der Affin-
normalen, so ist do® positiv (negativ), und man kann daher die Kurve
in der Umgebung von 2 in reeller Weise orientieren, indem man sich fiir

einen der beiden reellen Werte von %z (3 %g; 1% = — 1) entscheidet.

Um Weitlinfigkeiten zu vermeiden, wollen wir annehmen, daf die be-
trachtete Kurve in der Umgebung des Punktes P jenem DBereich der
Fliche angehort, in dem do® > 0 ist. Es ist nicht schwer einzusehen,
wie die Betrachtung in dem hiermit ausgeschlossenen Fall (e= — 1,
do?® < 0) zu modifizieren ist?).

Die (auf die angegebene Weise affin-orientierte) Kurve sei auf den

Affinbogen ¢ als unabhingige Verdnderliche bezogen. Dann nennen wir
den Punkt E auf der Kurventangente, dessen Vektor z - % ist (wo g.:_
den Wert im Punkte P bedeutet), den Einhestspunkt der (orientierten)
Kurventangente.

Fiir diesen Punkt 148t sich eine einfache Konstruktion angeben. Dazu
betrachten wir die Fliche zweiter Ordnung, welche die gegebene Fliche
im Punkte P oskuliert und den Einheitspunkt der Affinnormalen von P

zum Mittelpunkte hat. Sie ist durch (10) mit ¢, =¢, =0, ¢; =1 ge-

%) Die Kurve sei reell, besitze {iberall eine Tangente, deren Richtung sich von
Punkt zu Punkt stetig &ndert, und habe in P einen reguliren Punkt, dessen Tangente
von den Asymptoten der Fliche in P verschieden ist. Insbesondere darf sie auch
eine Gerade sein,

¥) A GV, 8 180

%) Vgl. auch weiter unten im Texte.
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geben®®). Die Schnittkurve dieser F, mit der Einheitsebene projizieren wir
parallel zur Affinnormalen des Punktes P in seine Tangentenebene. Die
projizierte Kurve hat die Gleichungen

(23) 2l tezl 1, z,- 0,

ist also ein Kegelschnitt vom Mittelpunkte P, dessen Asymptoten die
Asymptoten der Fliche in P sind. Wegen (1%) liegt dann der Punkt E
auf dieser Projektion, ist also ihr Schnittpunkt mit dem positiven
Tangentenspeer.

Im hyperbolischen Falle (¢- - 1) 1st der Einheitspunkt auf der zur
Tangente der betrachteten Kurve konjugierten Flichentangente imaginiir.
Man wird daher statt dieses Einheitspunktes zweckméaBig den Schnittpunkt
E’ der orientierten konjugierten Tangente mit der zur Hyperbel (23) kon-
jugierten Hyperbel betrachten. Diese 1Bt sich in analoger Weise wie die
Hyperbel (23) mittels der oskulierenden F, erhalten, deren Mittelpunkt
den Vektor x — 2* hat. —

Durch Festlegung des Einheitspunktes auf jeder Kurventangente ist
auf dieser ein affines LangenmaB gegeben: der Punkt, dessen Vektor
x -4, —3; ist, hat vom Punkte mit dem Vektor z 4 A, -:ll%: die Affinent-
fernung 1, — 4,"").

7. SchluBbemerkung. Wir haben im vorhergehenden den Vortrag
so eingerichtet, dal wir die in Rede stehenden Begriffe der affinen Flichen-
theorie zuerst rein analytisch cinfiihrten, und sodann auf Grund der ana-
lytischen Definition mit Hilfe der oskulierenden Flichen zweiter Ordnung
geometrische Erkldrungen fiir sie gaben.

Ein Teil jener Begrifie (Tangenten von Darboux und Segre, Affin-
normale} kann, wie man unmittelbar einsieht, nach Nr. 4 ohne westeres
eingefilhrt werden. Aber auch die Einfiihrung der iibrigen Begrifie (Affin-
entfernung eines Punktes ¢ vom Flichenelement zweiter Ordnung in P,
Einheitsebene, Einheitspunkt der Affinnormalen, Einheitspunkt der Tangente

20) An Steile der von uns verwendeten oskulierenden Kiiche zweiter Ordnung
kann man such, unter leichter Abinderung des Verfahrens, das in P oskulierende
Paraboloid benutzen, das die Affinnormsle des Punktes P zum Durchmesser hat.

21} Schneidet man die im Punkte P oskulierende F,, deren Mittelpunkt Z auf
der Affinnormalen von P in der positiven Affinentfernung a® vom orientierten Flichen-
eléement zweiter Ordnung in P liegt, mit einer Parallelebene durch Z zur Einheits-
ebene, und projiziert die Schnittkurve parallel zur Affinnormalen in die Tangenten-
ebene von P, so hat die Projektion die Gleichungen:

(23" 22 ezf=a%,  z,=0.

Ihr Schnittpunkt mit dem positiven Tangentenspeer hat daher die Affinentfernung «
vom Punkte P.
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einer Flichenkurve) kann ohne Bezug auf eine vorausgehende analytische
Definition geschehen, wenn man folgendermafen verfahrt:

Man erklirt zunachst bei elliptisch gekriimmten Flichen etwa die hohle
Seite (bei Eiflichen also das Innere), bei hyperbolisch gekriimmten aber
eine beliebige Seite als die positive Seite der Flache. Hierdurch wird
das betrachtete Fliachenstiick orientiert. Sodann fithrt man die Affinent-
fernung eines beliebigen Punktes @ vom orientierten Flichenelement zweiter
Ordnung in P durch die in Nr. 5 gegebene geometrische Erklirung ein,
die nur dshin abzuindern ist, daB man die dort auftretende Wurzel po.
sitiv oder negativ zu ziehen hat, je nachdem ¢ auf der positiven oder
negativen Seite der Flache liegt. Die Ortsebene aller Punkte @, die vom
orientierten Flachenelement zweiter Ordnung in P die Affinentfernung Eins
haben, ist jetzt als Einheitsebene zu bezeichnen, ihr Schnittpunkt mit der
Affinnormalen von P als Einheitspunkt der Affinnormalen®®). Mit Hilfe
dieser Begriffe lassen sich endlich nach Nr. 4 und 6 die noch iibrigen
erkliren.

Prag, den 26. Juni 1920.

#%) Die o erhaltene Definition der Einheitsebene und des Einheitspunktes der
Affinnormalen stimmt nicht notwendig mit der in Nr. 1 gegebenen iiberein.

(Eingegangen am 8. Juli 1920,)



