
Ueber l~e]ationen zwischen Classenanzah]en binhrer quadr~- 
Lischer Formen von negativer Determin~nte. 

Von 

ADOLF Hunwrrz in KSnigsberg i. Pr. 

Die beiden Abhandlungen, welche ich hier verSffenfliebe, stehen 
in engstem Zusammenhange mit den m~ter gleichem Titel erschienenen 
Arbeitell des tIerrn Giers te r .*)  Fiir die in diesen Arbeiten nieder- 
gelegten Untersuehungen war eiiJerseits der Gedankengang massgebend, 
welchen Herr Kronecke r** )  zur Herleitung seiner Classenzahlrela- 
tionen auf die Modulargleiehungen der elliptisehezt Functionen zuerst 
anwundte; ~ndererseits basiren jene Untersuehungen ~uf der yon Herrn 
Klein***) entwicke!tert Theorie der Modulfunctionen. Indem n'~mlieh 
gemSss dieser Theorie die Modulargleichungen der elliptisehen Fans- 
tionen nur Glieder einer unendlid~en Reihe i~hnlieher Gleichungen 
sind~ crhebt sieh die Frage, ob nieht auch aas jeder dieser Glei- 
chungen in /ihnlicher Weise wie aus den Modulargleichungen der 
elliptisehen Functionen Classenzahlre]a[iouen gewonuen werden kSnnen-- 
und es is~ diese yon Herrn K l e i n  angeregte Frag% welche Herr 
G i e r s g e r  ia den genamlten Arbeiten mit Erh}lg in A,griff genera- 
men hat. 

Was jene Gleichunget~ a,geht, so entspringen dieselben aus der 
Transformation derjenigen ~dgebraischen Moduln, welche nach Herrn 
K l e i n  als Congruenzmodu]n za bezeiehnel~ sind and denen als solchen 
eine bestimmte , ,Stufe" ~[ und (wie jedem algebraischen Modul) ein 
bestlmmtes Gesch]echt io zugehSrt.q') Ffir den Fall nun, dass das Ge- 
schlecht /9 > 0 ist, stellte s[ch bei dem Versuche die betreffenden 
Classenzahlrela~ionen aufzustellen eine Sehwierigkeit ein, welche in 
dem bisherigen Mangel einer ausreiehenden analytisehen Darstellung 

*) Diese Annalen, Bd. XXI, pag. 1 und Bd. XX[I, pag. 1~.t0. Die Abhand- 
hmgen sollen im Folgenden mit I. und II. citirt werden. 

**) Crelle's Journal, Bd. 57. 
***) Sitzungsberichte tier Miinchaer Aka(lemie, 6. Dee. 1879 oder dlese 

Annalen Bd. Xu pag. 63 if. 
"?) Vg[. Klein, 1. c. 

M~thema~iselle Ann~len.  XX~ ~. 1 [  
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tier zugehbrigen rt'ransforma.tionsgleichungen ihren Grund hat.*) Dieses 
ist der Punkg, an wdchem meine Untersuchungen einsetzen. Freilieh 
ist mir die vollstSndige Durehfiihrung der zum Ziele ffihrenden Be- 
traehtungen nur in einigen wenigen Fiillen ~,x) gehmgen; doeh hoffe 
ieh, da tier im allgemeinen Falle einzusehlagende Weg klar vorge- 
zeichnet is~, atmh diesen in BSlde erledigen zu kSnnen. 

Dem vorliegenden in der zweiten Abhandlung enthaltenen Theile 
meiner Unfersuehungen habe ich ehm erneute Herlei~ung der Classen- 
zahlrelation erster Stufe in der ersten Abhandlung voraufgesehiekt. Es 
ersehien mir dieses fiir das Verst'andniss der zweiten Abhandlung 
w~insehenswerth, da der allgemeine Gedankengang bei dem einfaehsten 
Falle~ welehen die Classenzahlrelation erster Stufe darbie~et, am klarsten 
hervortritt. Dabei glaube ieh die Herleitung dieser Relation in nieht~ 
unwesen~liehen Punkten vereinfaeht zu haben. 

Die zweite Abhandlung zerf~llt in zwei Absehnitte, yon welehen 
der erste die allgemeinen H~ilNmittel far die Aufstellung der Classen- 
zahlrelationen entwiekelt, wobei 1mr in dem letz~en Theile des Ab- 
sehni~tes die Stufe als eine Primzahl vorausgesetzt wird. Diesen letzten 
Theil hi,tie ieh wesentlieh abktirzen kSnnen~ wenn ieh die ,linke 
Seite o der Classenzahlrelation"~ wie sie Herr G i e r s t e r  abgeleitet 
hat  (I. pug. 29ff.)~ als bekann~ h'~t~e voraussetzea wollen. Hierdureh 
warde aber, da die Zahl a bei mir eine neue Bedeutung erhi~l~ die Klar- 
heir erheblieh geligten hubert ; fiberdies glaube ieh aueh hier die betreffen- 
den Entwieklungen zum Theil in wesentlieh vereinfachter Form zu geben. 

Der zweite Absehnitt enthSlt die ,otlst.~iadige DurehfNlrung des 
FMles der 7 t .... Stufe. Was die hier erhaltenen Endresultate anlangt, 
so sind dieselben, his auf eine einzige Formel, yon tterrn G i e r s t e r  
auf anderem Wege bewiesen worden. Aber aueh diese letzte Formel 
hat sehon Herr G i e r s t e r  als vermuthungsweise bestehend aufgestellt~ 
(II. pug. 203). 

Die Orundlagen der im Polgenden anzustellenden Untersuehungen 
kSnnen wohl grSsstentheils als bekannt: vorausgesetzt werden. Nut 
der Wunseh naeh Vol]s~'andigkeit veranlass~ reich, dieselben in den 
ersten Paragraphen der ersten Abhandlung kurz zusammenzustellen.***) 

*) Siehe G i e rs t e r :  ,,Ueber gelationen zwisehen Cla, ssenze&len etc." Si~zungs- 
berichte der Mfinchener Akademie, 7. Febr. 1880, pug. 8 oder Mathematisehe 
Annalen,  t~. 17, p. 35. 

**) Dazu gehSrt namentlich auch dcr in meiner Note ,,Zur Theorie der 
Modutargleichungen" G~ttinger Naehrichten, 21. Nov. 1883, behandelte Fall. 
Derselbe liefert einen neuen t3eweis ffir diejenigen Classenzahl-l~elationen, 
welehe Herr Kroneeker in den Nonatsberiehten der Berliner Akademie veto 
19. April 1875 aus anderen Betrachtungen hergeleitet hat. 

***) Siehe Dedekind: ,,Schreiben an Herrn Borchardt fiber die Theorie der 
elliptischen Modulfunetionen." Crelle's Journal, Bd. 83, pug. 265ff., Klein: 
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I. Ablmndlung. 

D ie  C l a s s e n z a h l r e l a t i o n  d e r  e r s t e n  S tu fe .  

w  

Dio Aequivalenz dor GrSssen. 

Man bezeichnet zwei GrSssen co~ und co als [iquivalenL, wenn die 
Gleiehmlg 

~ + # ----- s ( ~ )  

durch vier g~nze Zahlen o~ [t, 7, ~, welche der k/edingung 

a O ' - -  f l T ~  1 

genfigen, befriedig~ werden k~nn. Man sagt dann auch~ dass co 1 aus 
co.durch die Substitution oder Transformation 

bervorgehe. Aus dieser Festsetzung ergieb~ sich leioht, dass die mit 
i multiplicirten Theile zweier .iquivalenten GrSssen dasselbe Vorzeichen 
besi~zen. In Rticksicht hierauf beschr~inke man die 13etrachtmng auf 
Grbssen o mit positiv-imagin~rem Bestandtheile. Man eonstruire nun 
in der (positiven) ttalbebene, deren Punk~e die Werthe der complexen 
GrSsse eo ~ x Jr- i y  (y > 0) geometrisch darstellen, die Geraden 

1 1 
x = ~ E  and x ~ - - y  

und den Kreis 
x 2 + y~ = l .  

Diese Linien begrenzen ein krummliniges Dreieck mit den Ecken 
~ \  

ro-~-iec,  eo~-~O, t ~ = l - l - e  { )=e -~  

welches als Fundamentaldreieek bezeichnet werde. Von der Begrenzung 

,Ueber die Transformation der ellipt/schen Functionen und die Aufl6sung der Glei- 
chungen ffinf~en Grades." Diese Annalen, Bd. XIV, pag. 111 fl'. Eine ausffihr- 
liehe Darstellung tlndet mun in melner &bhandlung: ,,Grundlagen einer indepen- 
denten Theorie der elliptischen Modulfunctionen etc." Diese Annalen Bd. XYIII. 
pag. 528. 

11" 
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dieses Dreiecks soil nur die auf Sei ten der negativen X-Axe liegende 
H~ilfte zu dem Dreieck gerechnet werden.  Dann hat man folgendes 
Theorem : 

,,Es giebt zu jeder willkiirlieh gewiildtc~ GrSssc ro eine und ~.ur 
eine  ~iquivalcnte Grgsse, welche geometrisch din'oh einer~ 2Punkt des 
Fundamentaldrcieeks dargestdlt wird.  " 

I11dem man die Bezeichnung de r  Aequivalenz zweier GrSssen auf 
die diese GrSssen darstellenden P u n k t e  ~ibertriigt, ka,m man aueh 
sagen, dass die Punkte des Fundamentaldreiecks ein vollstiindiges 
System iniiquivalenter Pnnkte bilden. Dieser Charakter wird dem 
Punktsysteme nieht verloren gehm~, fails jeder Punk~ dureh irgend 
einen gquivalenten ersetzt wird. E r s e t z t  ,nan insbesondere jedelx Punkt 

co des Fundamentaldreiecks dureh den Punkt S (co )=  a a, + I~ to + t~-~ so ent- 

steht ein neues vollstSndiges Systsem in:,~quivalenter Punkte, welches 
aus allen Punkten eines neuen l)reiecks gebildeL wird. LeLzteres wird 
yon Kreis- oder Geradenstficken, welche  auf der X-Axe senkreeht 
stehen~ begrenzt und mSge seiner Entstehung entsprechend als 

,, Dreieek S(r 
bezeiehnet werden. Die Dreieeke S(eo) fiberdecken in ihrer Gesammt- 
heir die positive Halbebene einfach und  laekenlos, indem sieh um jeden 
zu 9 5quivalenten Punk~ 6 Dreiecke lagern, wi~hrend sich in jedem 
zu ic~ ~quivalenten, also in jedem einen rationalen Werth darstellen- 
den Punkte, unendlieh viele Dreieeke aneinander legen. 

Aus den bisher gemaehten A n g a b e n  ergiebt sieh noeh leieht die 
vollstiindige AufiSsung der Gleiehung a~ ~ S(to), wo to eine Stelle im 
lnnern der posi'~iven Italbebene bezelchneL Wird to zuniichst auf das 
Fundamentaldreieek eingesehr-~nkt~ so  lasst  diese Gleiehung nur folgende 
AuflSsungen zu : 

(o -I) co--Q; S ~ $ 2  == 

Daraus folgb dass die allgemeinen AnflSsungen der Gleichung diese sind : 

- - - - -U( i ) ;  S ~ US, U -1, 

c o = U ( O ) ;  S ~  US2 U -1, 

to = U ( q )  ; S ~ U~2" U - j .  

Hierbei bedeutet U irgend eine Substi tut ion,  und es ist durchgehends 

yon der selbstverst~iMlichenLSsung ~ ( ~  0)  1 , also co---~r~, abgesehen. 
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w  

Quadratische Formen. 
Es sei 

P u  ~ + Quv + l~v ~ 

eine posiLive quadratische Form, so d a s s -  1 ) und - - / ~  sowie die 
Determinante der Form 

negative g~nzzahlige Werthe besitzen. 
Diejenige Wurzel der Gleichung 

1 ~  ~ + Q~v + l~v 2 = O, 

welche einen positiv-imagin[h'en Bestandtheil hat, werde als die ersfe 
Wurzei der Form bezeichnet. Dann 15sst sich die no[hwendige und 
hinreichende Bedingung der Aequivalenz zweier positiven Formen der- 
selben Determinante dahin aussprechen, dass die ersten Wurzeln der 
Formen ~quivalente GrSssen im Sinne des w 1 sein miissen. 

Nennt man ferner eine positive Form reducirt, falls ihre erste 
Wurzel dem Fundamentaldreieek angehSrt, so ergiebt sieh aus w 1 
sofort der Satz: ,Jede Form ist ether und nur ciner reducirten Form 
5quivalent." 

Man bemerke, dass die Formen, deren erste Wurzel co---~ i, bez. 
co ~- 0 ist, lauten: (/), 0, 1') bez. (t), 1 ~, 1~'), wo 1 ~ eine beliebige posi- 
tive Zahl bedeutet. 

w  

l~Iodulfunetion~n. 

Die Function l"(co) heisst eine Modul{'uuction (ira engeren 8inne), 
wenn sie eindeutig yon dem Argumeute o~ abhiingt and <lie in der 
Gleichung 

F ( o )  = ~(S(~))  

ausgesprochene Eigenschaft besitzt. 
Die Betrachtung des iiber die Begrenzung des Fundamentaldreieeks 

zu erstreckenden Integrals 
1 ij,l log F(co) 

ergiebt ill bekannter Weise die l~elation 

~ - =  U, 

wo die Zahlen ~r und U angeben, wie oft I,'(to) im Ganzen yon der 
ersten Ordnung unendlich klein bez. unendlich gross wird, falls co 
das Fundamentaldrcieck beschreibt. Dabei sind an den Stellen 
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co ~ i c r  Q~ i 
bez[iglich die Gri~ssen 

an jeder andern'Stelle co ~ % des Fundament~ldreieeks die GrSsse 
co ~ co o als unendlich klein yon der ersten Ordnung anzusehem 

Die einfachste hierhergehSrige Function wird dutch die Gleiehung 

j ( ~ j ) , ) =  ~ : ,  = q_~(  1 ) 

1 - [ ( ~  _ ~)~,~ 1 ~  + " "" q~ I I  
k~l 

definir~. Dieselbe wird offenbar nm" f i r  co = i~? and zwar yon tier 
ersten Ordnung unendlich gross, nimmt also, wenn co auf das 
Fu::damentaldreieek eingeschr'~nk[ wird, jeden mSgliehen Werth ein 
Mal und nut ein Mat an~ so dass die Gleiehung 

J(~,) ---- or(o,,) 

dann und n u r  dann stattfindet, wenn co und co I gquivalente Gr5ssen 
sin& Von Wieh{igkei~ wird spSter noeh folgender evidente 8atz: 
Besitz{ die Function/:(co) die s dass ffir eine im Endliehen 
liegende 8telle co 0 des l?undamen~aldreieeks /(coo)~--c% ist~ so wird 
die Differenz 

- j ( / ' ( o ) )  

an der Stelle co ~ c% yon der ersten Ordnung unendlieh klein, falls 
- 1 

endlich und yon Null versehieden ist. 
Dabei ist 

v ~ - 2  bez. v = 3  
far 

% ~ i  bez. % ~ Q ;  
in aIle~ [ibrigen FSllen ist v ~ 1. 

w  

Transformation n ~r 0rdnung. 

Besteht zwischen den Gr•ssen % und to die Beziehung 

a ~ A - b  
col ~ e co . +  d 

wo % b, c~ d ganze Zahlen bedeuten, welche der Bedingung 

a d - - b c - - ~ - - n  

*) J(oJ) is~ die absolute Invariante des elliptischen Integrals 1. Gattu~g und 
identisch mi~ der ,,u des Herrn Dedek ind .  
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geniigen~ so sagt man ~o I geht aus co durch die Substitution oder 

Transformation ~r 0rdnung (~ b)  hervor. Aequivalente GrSssen 

kSnnen hiernach auch als solche bezeiehnet werden, welehe auseinander 
dnreh Transformation erster Ordnung hervorgehen. 

Wie bisher soll unter einer Substitution odtr Transformation 
sehlechthin stets eine solehe dtr ersgen Ordnnng verstanden werdel,. 

Bedeutet nun (c a ~) irgend eine l)estimmtc Transformation de," n ~,~ 
/ 

Ordnung, so lassen sieh die Substitution S und die niehbnegativen 
ganzen Zahlen A~ I ) ,  B stets und nur in einer Weise so bestimme~, 
dass die Gleiehung 

a oo-F b - -  S - -  D - 
c ~ + d  

unabhangig yon eo stattfindt~ und dass die Bedi~gungen 

erftillt sin& 
A~ + B aufgeschrieben Denkt man sich also alle mSglichen GrSssen D 

(deren Anzahl gleich @(~), der Summe der Divisoren yon ~, isg) und 

zu jeder einzeIntn alle ihr '~kluivalenten GrSssen ~ (A~ gebildet, D 
ao~-F b und jeden nur ein Mal erhalten. so wird man jeden Ausdruck cco-f-d 

a~-?  b . @(n) Reihen vertheilen, Man kann hiernach die Ausdrticke c-E~2-h-m 

der Ar~ dass jede Reihe nur ~quivalente Gr5ssen enthiilt, dass dagegen 
je zwei Ausddicke aus verschiedenen geihen nur ffir partieulSre Werthe 
von oJ iiquivalent sein MSnnen. 

Es mSge l~i(co) einen bestimmten Ausdruek der i L~" [~eihe be- 
deubn; so sollen die @(n) Ausdrfleke 

It, 
als ein l~eprisentantensysttm der Transformation n t~r Ordnung be- 

zeichnet werden. Iasbtsondere werden die qb(n) Gr5ssen Ao~-t-B ein /) 
solches System bilden. 

Eine vorzugsweise zur Verwendung gelangende, leicht zu btweisende 
Eigenschaft tints RtprSsentuntensystems ist diese: 

,, Gleichzeitig mit 

bilden auch die Ausdr i idx  

I~, (S(~)), i b (S(~o)) , . . .  

ein Repra:sentantensystem der T~,ansformation n t~" Ordnung~ ~venn ~ ( ~ )  
irgcnd eine Subdihr  erster Ordnu~g bczeichnet." 

*) Ygl. Dedekind, 1. c. p~g. '287. 
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w  

Die 01assonzahlr~lation orstor Stufo. 

Aus dem letzten Satz folgt, dass die Function 

(A~+ B ) ]  ~(~) = rT' [ J ( ~ )  - J ( ~ , ( ~ > ) ]  = r r  [ J ( o )  - J ~ 

die in der Gleichung 

ausgesprochene Eige~schaf~ besiiz~. Dabei ist das Produc~ fiber irgend 
ein ReprSsentantensystem /~i(eo) auszudehnen, jedoch im tall% we 

n ein Quadrat ist, der dureh A ~ D ~ / / n ,  B - ~ - 0  charakterisirte 
Repr:,isentant auszulassen, was durch das an das Productzeichen gesetzte 
Komma angedeuiet isL 

Es werde nun der Satz yon w 3, dass F(co) im Fundamentaldreiecl~ 
ebcnso oft Null wie unendlieh wird~ angewendet. 

t,'(co) wird unendlich nur f/Jr co ~ i ~  und zwar wird hier der 
Factor 

j ( ~ o ) _ _ j ( A ~ ' + B )  q-~ ~ ~.-~ ~ = ( 

A yon der Ordnung 1 oder 7)- unendlich gross, je nachdem A ~ D oder 

O A > Z) ist. Daher ist die (~es~m~ldordnang des Unendlichwerdens 
yon F ( ~ ) :  

A < I) A .~" D A -" D A > 7) .,t P" D 

o(]er 

w e  

q)(n) die Summe der Divisoren yon n, 
W(n) den Ueberschuss derjenigea Divisoren yon n, welehe grSsser als 

//n tiber dieje~ligen, welche kleiner ~Is //n sind bedeutet, und 
we endlieh 

~ ,~-  1 oder 0 

zu setzen ist, je naehdem n ~,ine Quadratzahl ist oder nicht. 

w 

Fortsetzang. 

Nun l~sst sicb die Zahl _N der Nullstellen yon /~(co) auf folgende 
Weise bestimmen. Ein Factor 

J(co) -- J (//;(~)) 
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wird ffir eine Stette co o des Fundamentaldreiecks unendlich klein und 
zwar (nach w 3, Schluss) yon der ersten Ordnuilg, dann und nut 
dann, falls 

oo - -  ~ '  (s~ , (~0))  
ist. 

Diese G]eichung ftir co o l~isst sieh in die Form 
ac% + b  

(1)  % = ~ o - + - - d -  

s e t z e i l ,  wo a d - - b e - - ~  n is~ und c positiv vorausgesetzt werden darf. 
F(co) wird also so oft Null wie die Oleichmlg (1) LSsungen hat. 
Hierbei ist jedoch noch zweierlei zu bemerken. Erstens sind, wenn n 
ein Qu~drat is~, diejenigen Oteiehungen (1), welche aus dem tbrt- 

gdassenen Factor J ( o )  ~ J \ -} / ,~- /  entspringen, auszuscheide,,. Die- 

selben lautelt co o -~-S \ ~,~- -/~ also nach w 1~ 8ehluss: 

o0 = V-;  ; ; -  ' ~'~ = i ;  

_ 1/n 

- V ~  ,,,o - V77 
COO ~ ~f:, 

Zweitens sind yon den tibrfgen lklsungen-zwei solche, wie 
a ~  -[- b a ' coo '+  b' 

00 ~-- c % -}- d ' c'~ ~-" cQoo-'-+ d'- 
# 

als nich~ versehieden zu rechnen, wenn o o ~ ~0 isL und 

a~o+b ~ _ s ( a ' ~ o + b ' )  
C ~,o + ~ C" ~o + ~ 

dutch eine SubstituLion S befriedigt werden kann. Denn zwei solche 
LSsungen gehSren zu derselben Nullstelle desselben Factors yon//'(co). 
]n diesem FMle ist aber co,j ~ S(c%). Nach w 1, Sehluss, sind daher 
diejenigen LSsungen der GIeiehung (1), in welchen a~ o ~---i ist, pa.ar- 
weis% dieje~igen in welchen w o ~ 9 ist, zu je drelen als nicht ver- 

schieden zu rechnen. 
Bezeichne~ daher Z die Zahl der LSsungen der Glcichung (l), 

I t)ez. 1 
wenn jede LSsung, in weleher 0 0 ~ i~ bez. coo ~-~ q is~ ,2 a Mal 

gezghl~ wird, so ist die Zahl N der Nullstellen yon F(co) gleich Z 
wenn n kein Quadrat~ dagegen~ wenn n ein Qua&at ist, gleich Z 

1 1 I (wegen der in diesem Falle anzusehliessen- vermiuder~ um ~- + - g  + ~- 

den LSsungen (A).) 
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Wit" k Snnen also 
N = Z  -- y, 

7 oder 0 ist, je naehdem n ein Quadrat ist oder nieht. setgel]~ wo ~n ~--- 6 

w  

Schluss. 

Man denke sich jetzt alle reducir~en positiven quadratisehen Formen 
der negativen Determinanten-  4n@u 2 aufgeschrieben, wo x successive 
die Werthe 0, ~ 1, ~___ 2 , . . .  also alle ganzzahligen Werthe annehmen 

soil, welehe absolut genommen ldeiner als 2 / / ~  sind. 
Se~z~ man dann, unter (20, Q, 2~) irgend eiae dieser Formen 

verstand en: 

so ist leicht einzusehen, dass man in den verschiedenen mit tt~ilfe 
dieser Zahlen gebildeten Gleichungen 

ac%+ b 

jede LSsung der Gleiehung (1) des vorigen Paragraphen und jede nur 
ein Mal erh'~l~. Bezeiehnet daher H(A) die Zahl der versehiedenen 
Classen yon ioosigiven Formen der Determinante - - A ,  wobei die- 
jenigen Ctassen, deren reducirge Formen die GesNl~ (P~ 0, P )  bez. 

�9 1 Mal bez. ~Mal  zu ziihlen sind, so ist (P, P, _P) haben, 2 

= ~ H ( 4 n  -- x~). Z 
r,=O,• 1,... 

Wenn endlich H ( o ) =  1 gese~zt wird, so erhglt man 12 

2V 
z . . ~ O ,  ~_r l ,  . . .  

wo jetzt x alle positiven und negativen ganzen Zahlen durchl~uft, 

welehe absolut genommen nieht grSsser als 2 / / n  sind, wiihrend e~, 
dieselbe Bedeutung wie in w 5 besitzt. 

Dutch Gleiehsetzunff der Zahl 3 r der Nullstellen und der Zahl U 
der Unendliehkeitsstellen yon ],'(co) ergieb~ sich nun die Classenzahl- 
relation, deren Ableitung das Ziel dieser UnCersuehung wa b namlieh 

2 ' H  (4n - -  x~) -~- qb(n) -I- V (n).*) 

*) Siehe Gierster, [, pag. 25. 
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II. Abhandlung. 

Die Classenzahlrelationen h6herer ,  insbesondere der 
s iebenten Stufe. 

Abschnigt I. 

Ansittze fiir eine beliebige Stufc q.*) 

w 1. ~*) 

Die Gruppo derjonigen Substitutionon, wolcho (modulo q) get Idontit~t 
congruent sind. 

Die Gesammtheit derjenigen Substit:utionen (7 ~ ) ,  welehe der 

Bedingung 
a : fl : 7 : ~ - -  l :O :O:  l (mod.  ff) 

geniigen, wo q eine positive ganze Zahl bezeichnet, bildet eine Gruppe, 
welche uls eine ausgezeichnete Untergruppe in der Gesammtheit atler 
Substitutionen enthalten is~. Substitutionen, welche dieser Gruppe 
angehSren, sollen in der Folge mit dem Buchstaben :/' bezeiclmct 
werden, so dass 

r(~), T'(~), T,(~),... 
verschledene ][ndivlduen der Gruppe bedeuten. 

Ferner mSgen zwei GrSssen co Iund co, zwischen denen eine Glei- 
chung der Gestalt 

% ----- T(~o) 

besteht, relativ iiquivalent genannt werden. 
Ein voltst~ndiges System relativ in~quivalen~er GrSssen erhiilt mall 

auf folgendem Wege. Es seien 

2(~) - -  " ~ + ~  51(co) ~ ~ +  ~' 

zwei belieblge Substitutionen; so ist (lie nothwendige und hinreichende 
Bedingung, dass S(co) und Sj (co) fiir alle Werthe yon t~ retativ i'~qu~- 
valent sind, durch die Congruenzen 

a : f l : 7 :  ~ a , : f l l : Z ~ : ~ ( ' n ~  
ausgedrilckt. Es sollen dann S(m) und S, (o) (rood. q) congruente 

*) Die Zahl ff wird, wie schon in der Einleitung crw:,ihnt ist, im let.zten 
Theile des hbschnittes als Primzahl vorausgese~zk 

**) Vgl. wegen dieses und des folgenden Paragraphen: Klein: ,Ueber die 
Transformation der el|ipr Functionen und die Aufl~sung der Gleichung ffinften 
Grades." Diese s Bd. XIV, pag. 151 und 152. 
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8ubetitutionen heissen. Man denke sich nun sin vollst~ndiges System 
(rood. q) incongruenter Substitutionen 

. . . ,  

aufgestellt, so werden die ,,Dreiecke" 81(v), 82(m), . . . ,  E~(v) ein 
volk~ndiges System relativ in~quivalenter GrSssen bilden. Diese 
Dreiecke kann man auf mannigfaltige Art so wiihlen, dass sie in der 
pmitiven Halbebene sin einfach zusammenhrmgendes Gebiet bilden, 
welches ale ,,Fundamentalpolygon" der Gruppe bezeichnet wird. Ds 
yon der Begrenzung jedes Dreiecks E(v) nut die eine HKlfte zu dem 
Dreieck gehSrig gerechnet wird, so wird attch yon der Begrenzung 
des Fundamentalpolygons nur die H~lfte zu demselben gehSren. Jedes 
Begrenzungsstflck dieser H~|fte gellt durch eine Transformation T(~) 
in ein bestimmtes Sttick der anderen H~lfte tiber. 

w  

Die Riemann'sche FllLche der ~/~ Stufe. 

Denkt man sich das Fundamentalpolygon aus der positiven Halb- 
ebene herausgenommen und die zusammengehSrigen Riinder desselben 
vereinigt, so entsteht sine geschlossene Fl~ehe, welche in Anlehnung an 
die yon Herrn K le in  eingefithrte Terminologie ale die , ,R iemann ' sche  
Fl~che der ~te~ Stufe" bezeichnet werden soil. Ist q ~ 1 (in welchem 
Fsile die Gruppe T(v) mit der Gesammtheit aUer Substitutionen 
identisch ist), so ist das Geschlecht der Fl~che gleich Null. F(lr q ~> 1 
bestimmt man dan Geschlechtp am leichtesten mit Htilfe dee E u I e r '  schen 
Satzes. Gem~ss ihrer Entstehung tr~gt n~mlich die Fl~che eine Ein- 

theilang in ~t Dreiecke, deren Ecken in ~-- Punkten zu je q, in ! q s 
Punkten su je 6 zusammenfallen. Man finder dem entsprechend 

~.~ -I-1. 

Die Grease e~ sis Function des Ortes anf dieser Flilche betrachtet*) 
l i t  sine unendlich vieldeutige Function. Ist m o ein Werth, welchen 
m an einer bestimmten SteUe besitzt, so hat man in den zu e~ o relativ 
]kluivalenten GrSuen alle Werthe, welche e~ an dieser Stelle annimmt. 
Umgekehrt gehSrt su einem gegebenen Werth yon m eine gans be- 
a~immte Stelle der Fl~che. Betrachtet man ferner alle zu sin mad 
denmelben Werthe (im gewShnlichen Sinne) Kquivalente Gr~ssen, so 
vzcth~en sich diuelben im Allgemeinen in ~. Gruppen mater einander 

'~) ~1 iat o ,  beilltu~ bemerkt, eiae u-Function im 8inns der Klein'echen 
A ~ :  ,rHeas Beitrltffe sur Biemaun'echen ~3anetionentheorie." Dieee 
s  lid. 3t'gl~ p. 141ff. 
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~'elativ ~i, quivalenter GrSssen, so dass ihneu ~ Stellen der Fl~che ent- 
~prechen.  Eine Ausnahme bilden die zu 

c o - - i ,  p, ioo 

~" ~ Stellen ~quivalenten GrSssen~ zu dcnen bez~glich nur 2 '  3 '  q 
~ehSrel l .  

E i ~ e  besondere Beachtung verdienen die letzteren zu rationalen 
~*er~hen yon co gehSrenden, also den auf der Axe dcr reellen Zahlen 
l i egenden  Ecken des Fundamen~alpolygons entsprechenden S~ellen. Zu 
~wei rat ioaalen Wer~hen gehSrt dann und nur dann dieselbe Stelle, 

f'alls die Wer~he (rood. y) congruen~ sind. Jene ! Stellen lassen sich 

txlso z. B., wenn q eine Primzahl ist, durch die rationalen Werthe 

ungeben,  wo tr und ,o die Werthe 

0, 1, 2, q - 1 
2 

~nnehmen  und nut die Combination ~t = 0, p -~ 0 ausgeschlossen isL 

Besitz{ co einen wenig yon der rationalen Zahl ~ --# verschiedenen 
? 

~Werth~ so geht bei einer Umkreisung der Stelle ~ ~ die GrSsse 
7 

~ -4- ~ in a~ A- 6 

�9 iber, w o  a, ~ irgend zwei ganze, der Bedingung a~  - - / ~ 7  ---~ 1 unter- 
~vorfene Zahlen bedeuten. Daraus folg~, dass auf unserer Fl~che an 

tier SLelle # &'e GrSsse 
2iz~ ~ w + ~  

C q 7 ~ + ~  

~r der  ersten Ordnung unendlich kleia wird. An jeder nicht zujenen 

St.ellen gehSrigen Stelle coo, wird offer~bar 

fi~ ~ coO 

yon  der  ersten Ordnung unendlich klein. 
Da  jeder geschlossene auf der FlKche gezeichnete Weg, bei dessen 

Durchlaufung sich co ungeSndert reproducirt, auf einen Punkt zusam- 
~mengezogen werden kann, so folg~ der wichtige Satz: 

, ,Jede auf der Fliichc existirende unverzweigte _~unction ist eine 
e2indcutige _Wunclion yon co." 

SchIiesslich bemerke ich, dass die Be~rachtung der Ri e m a n n'  schen 
~l~iche qto~ Stufe nut einen Durchgangspunkt bildet. Sie dient namen~- 
l ich dazu~ die Existenz gewisser Functionen yon co fes~zustellen (vgl. den 
~olgenden Paragrapheu). Allen weiteren Untersuchungen wird dann 
~nicht j e n e  Fli~che, sondern die co-Halbebene oder das in ihr liegende 
]Fundamenfalpolygon zu Grunde gelegt. 
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w  

UeberaJl endliche lntegmle und 4Y-Functionen der ~ Stufe. 

Aus dem letzten Satze ergiebt ~ich, dass nicht nur die zu der 
geechilderten Fliche gehSrenden algebraischen Functionen, sondern 
auch die auf ihr existirenden iiberall endlichen Integrale und ~-Func- 
tionen, welche ,,yon der qton Stufe" genannt werden sollen, eindeutige 
Functionen yon v sind. 

Diese Bemerkung kann sich selbstverst~ndlich nut auf den Fall 
beziehen, dase das Geschlecht p der Fl~che gr6sser als Null ist. Es 
mSgen deshalb im Folgenden die Werthe 

•ffi2, 3, 4 , 5 ,  
fllr welche p - - 0  wird, ausgeschlossen werden. 

Bedeuten nun 
J,(~), J~(~,), . . . ,  J~(~,) 

p linear unabh~ngige Iutegrale der qt,. Stufe, so ist 

Jr (r(m)) -- J, (m) + ~. (r = I, ~... v), 
wobei die GrSssen Pl ,  ~ ,  . . . ,  ~P ein Periodensystem der Integrale 
bilden,~ Es ilt aber wichtig, dass auch das Umgekehrte gilt: 

,,Jade ei~eutige, iiberaU endliche Function yon v ,  welche sich his 
auf eine additive Constante repro&wirt, falls ~ dutch T(e~) erset~ wird, 
i~ d,* 1,,t~TraZ de," ~"  8~/e." 

Hieraus folgt enter Anderem, dass, unter ,S(e~) eine beliebige 
Substitution verstanden, stets 

iat ,  wo 

~), ~ % . . . , 4  ~', c~ ~) 
yon m un&bhiagige G~ssen bezeichnen. 

In bekannter Weise lassen sich alle diese Relationen aus den- 
jenisen beiden, welehe den Substitutionen 

E(m) . -  m -~- I und E(e)) - .  - -  __1 
m 

~8ebSren, ableiten. 
Ee mSgen nun die tlbemUendliehen Integrale gt~ Stufe 

J, ('), j,(-),..., j,(,,) 
e in 8yxtem ,on Normalintegralen bilden und es werde die zugehSdge 
Funetion 

�9 ~(~,, w,, . . . ,  ,~) 
,m~ A ~ g  mit 

e[u,] 
tmN/~et. Y.mt~t man dm~ .m,ter 

e~,  e~,  . . . ,  e~ 
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p_ willUirliche Const~nte, so besi~zt die 1?unction 

dic in der Oleichung 
P 

a [ f i ( T ( . ) )  - -  c,.iI = c~=~ . ~}[j~(a) - -  e~] 

ausgesproehene Eigenschaft ,  wobei die ganzen Zahlen tl ,  t2, . . . ,  6 
nnd (lie Constante Ct nur yon der Substitution :/'(co) abh~ngen. 

Es kSnnen nun ferner nach Ammhme yon 2/9 ~ 2 Werthen 

die Constanbn e~, e . , , . . . ,  e~ so bestimmt werden, dass 

~ [j~(~o) - - j~(Q)  - -  c~] = ~[j,.(Q) - -  j~.(co) q- c,.] 

als Function yon co bez. Q betrt~chflet nur dann und zwar yon der 
ersfien Ordnung unendlieh klein wird, wenn co bez. Q relativ "~qui- 
valent ist zu 

Q, co~ ~2, ..., cop_~ 
bez. 

60~ fOp~ 6Oval I~ . . . : ,  f.O2p_ 2. 

D~bei ist die W~hl der Grfissen coj, o~, . . . ,  c%p_~ nieh~ vollst~ndig 
willk[irlich; doch kommen die Bedingungen,  welchen diese GrSssen 
unterworfen sind, fiir das Folgende nicht in Betracht. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich ohne Mfihe der n~eh- 

stchende Satz : 
,, Ist  f ( a )  eine _Function yon co und finder die Gleichunq 

--=- f( o) 

fiir sine im Innern dcr positiven Halbebene lie.qe~de Stelle to --~ co o start, 

so wird die 2unc twn 

[j~.(o,) - -  j,. ( f  (~o)) - -  c~] 

an dieser Stelle yon der ersle~ Ordnung unendlieh klein~ wenn f '  (COo) - - 1  
endlich und yon Null  verschieden ist. ]~'indet dagegen die Gleichung 

eo ~ f (~ )  fi& einen rationalen Werth, etwa fiir co ~ - -  start, so 

wird dieselbe _Function an tier Stelle so . . . .  yon derselben Ord- 
7 

hung wie 

unendlich klein. J-Iier bezeichnen a und fl irgend zwei der Gleichung 

geniigende ganze Zahten." 
Schliesslich mSge hier noch folgender Satz, welcher sparer voa 

Wichtigkeit  wird,  eiue SWlle finden: 
, ,Besitzt die -Function F ( o )  die ~igenschaft sich his au f  einen son 

co unabhiingigen _Factor ~u reproduciren, wenn t~ dutch T(e~) erset~t 
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wird,  so wird F ( w )  im -~)tnda, mentalpolygo~ gerade so o[~ N u l l  w i e  
uncndlich gross." 

Der Beweis ergieb~ sich in bekannter Weise aus der Betrachtuzlg 
des um die Begrenzung des Fundamentalpolygons zu erstreckendell  
Integrales 

~=i log ~'(co).*) 

w  

Transformation n ~ 0rdnung ~*~" Stufe. 

Es mSgen a,  b, c, d irgend vier ganze Zahlen bedeuten, w e l c h e  
nut der Einschr~nkung unterworfen sind, dass 

a d  ~ bc --~ n 

ein positive zu q theilerfremde Zahl seln soll. 
Man kann dann s~ets ein I~epriisen~antensystem der Transforma-  

%ion n ~''" Ordnung**) 
/~1 ( co ) ,  R 2 ( ~ ) ,  �9 - .  

aufstellen, welches den Bedingungen 

aco + b (rood. q), I~j (co) ~ = / t 2 ( c o  ) ---- �9 . �9 ~ ~ +  a 

gentigt.***) l)abei isf., wie in der Folge stets~ unter der Congruenz 
5 

a' co Jc b" __ a ~ Jc b 
c'a~-4-d" - -  c ~ 4 - d  ' 

oder aueh 

das Bestehen der Congruenzen 

a ' : b ' : c '  :d" ~ a : b : c : d ( m o d .  q) 

verstanden. ~ Ein solehes Repr~sentantensystem soll .zum Sehem~ 

(2  ~)(rood. q) 

gehSrend" genann~ werden. Offenbar erh'~lt man aus einem dera r t igen  

Systeme alle tibrigen, indem man Ili(eo) durch Ti(l~i(o~)) ersetszts. 
tIiernaeh werden namentlich auch die GrSssen 

~ (r(~)), R~ (r(~)),... 
in irgend einer Reihenfolge den Gr~Sssen 

*) Vgl. wegen der le~z~en beiden Si~ze w 3 der erst.en Kbhandlung. 
**) 8iehe w 4 der ersten Abh~nd[ung. 

***) Kle in ,  8itzungsberichte der Mfinchener Akademie, 6. Dee. 1879, p. 8 .  
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n, (co), ~ (co) , . . .  
relaLiv ,2quivalent sein. 

Betrachtet man nun die Function 

* (~) = rr'~ [j,. (co) - - j , .  (R~(~,)) -- el], 

wobei im Fall% dass n ein Quadra~ und 

(: (r ;;) moa 
ist, der zu a~ relutiv ~quivalente ReprSsent~n~ auszulassen ist, so 
reproducirt sich ep (co) his uuf einen Exponentialfactor, sei cs dass co 
dutch T(eo) oder das ReprSsen~sntensystem j~i(eo), R2(co) . . . .  dutch 

irgend ein anderes zu demse]ben Schema (c a. b ) (mod ,  q) gehSrendes 
] 

erse~z~ werde. u dbser Eigenschaf% der Function cP(co) wird bei 
der Abzhhlung ihrer Nullstellen hestSndiger Gebr~uch gemacht 

w  

Z~hl r Nullstellen yon • (co). 

Es soll untersucht werden, wie oft O(co)verschwindet, wenn ~ 
das Fundament~lpolygon beschreibt. Oabei soll jedoeh yon dcnjcnigen 
Nullstellen, welche yon der Wahl der GrOssen cot, t o e , . . . ,  co2p-~ ab- 
h:~ngen, abgesehen werden. Ausserdem seien die (auf der Axe der 
reellen Zahlen liegenden) Ecken des Fundamen~alpolygons vorlilufig 
ausgeschlossen. 

Ftir eine Nullstelle co ~---co 0 yon ~ (o) wird co nothwendig einem 
l~eprhsentan~en ~i(co) rela~iv ~Lquivalent, so dass derselben eine Glei- 
chung der [~'orm (::'0 
entsprich< Umgekehrt kann einer so]chen Gleichung eine bestimmte 
(nach w 3 einfach zu ziihlende) Nullstelle yon (P (co) zugewiesen werden ; 

a' co -{- b' 
n~imlich diejenige, welche dem zu c.o~:+~- iiquivalenten Repriisen- 

~an~en entspricht. 
Alsdann wird zu zwei verschiedenen Gleichungen 

a'o0 + b' a"coo + b" 
COO ~ - - 7 - - - ~ r ,  COO c ~o + d c"~o + d" 

nur dann dieselbe Nullsfelle gehSren, wenn (unabhKngig yon co) 
a 'o  + b" a"oJ + b" 
c'r + ~ und T ~ - ~  relativ ~quivalent sind. 

Dann w~irde 
coo =/'(coo) 

sein. 
Mathematt~che AnnaIen. XXV. 
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Diese Gleichung ist aber unmSglich, l)enn es mfisste*) 

T ~  US~ U - :  oder U s  2U -1 oder US2 ~U- ' ,  

sein, was nich~ der Fall is~. 
Falls n ein Quadrat is~, und 

\ 0 fin] 
wSren noch diejenigen Gleichungen (1) auszuschliessen, ffir w e l a h e  
a'o)+ b" 7 - ~  mit co relafiv "Squivalent ist. Solche Gleichungen sind a b e r ,  

da sie auf coo ~ T(co0) fiihren, gar nicht vorhanden. Es folgt d~her  : 
,,Sieht man ab yon den fiir rationale Werthe von co eventuell stcttt-  

findenden und den yon co~, o2, . . . ,  o.2p-2 abhiingigen 2Yullstellen, s o  
verschwindet O(eo) im ]eundamcntalpolygon gerade so oft, als G l e i -  
chungen 

a'ooo + b' 
(1) coo=  c, oo+ d, 

angeset~t werdcn k6nncr G wo coo eine Stcllc des ~'undamcntal2olygo~zs 
bezeichnct und a', b', c', d' ganze Zahlen bedeutcn, welche den Bed ingungv~  

w  

Fortsotzunff. 
Die Zahl der mSglichen Ans~ttze (1) ist nun durch eine S u m m e  

yon Classenzahlen ausdriickbar.**) 
Man denke sich alle positiven quadratischen Formen der nega t ive~  

Dqennina,nten - - 4 n  + u ~, wo :~ alle positiven und negativen Z a h l -  

werthe erhSlt, die absolut genommen kleiner als 2 / / n  sind, d i e s e  
Formen in Classen vertheilt and aus jeder Classe ein Individuum 
(P, Q, R)  nach Willkiir ausgewiihlt. Dann ka.nn man zu jeder F o r n l  
(P, Q,/~) ein vo]lstSndiges System (rood. q) incongruenter Subs t i tu-  
tionen (S) best, lmmen, so dass die Ans~tze 

*) w 1 der ersten Abhandlung. 
**) VgL Gierster: I, pa,g. ~9ff. 
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nur Stellen co. des Fundamentalpolygons definiren. In alien so ent- 
stehenden Ans[~tzen hat man dann alle Gleichungea (1) vor sich, welche 
der Bedingung gentigen, dass eo 0 im Fund~mentalpolygon liege. 

Dabei ist jedoch jede Gleichung, in welcher r ~quivalent zu i bez. @ 
ist, doppelt bez. dreifach aufgenommen, irtdem die aus einer Form der 
Classen (P, O, I )) bez. (P, xo, _P) entspringenden Ansiitze zu je zweien 
bez. zu je dreien identisch sin& Es soil deshalb festgesetzt werden, 

1 1 Mal zu z'~hlen ist. Mit dieser dass jede solche Formenclasse y bez. 

Festsetzung kSnnen wir sagen: Zu jeder Formenclasse (_P, Q,/~) ge- 
hSren so viele Gleichungen (1), als (rood. q) incongruente Substitu- 
tionen S existiren, welche den Bedingungen 

S ~ ' S -1 ~ (rood. q) /) , -@~- 

Gentige leisten. 
Es werde zur Abkiirzung 

(A)  aj --  Q + ~ bl I~ c I = P ,  d I . . . . .  ~- 

gesetzt; ferner sei 

und es werde yon jet~t an die Voraussetzung eingefiihrt, dass q eine 
Primzaht  sei. Die Bedingungen flit S lauten ausffihrlich geschrieben: 

[ (moO. , 

! 

wo ~ - J -  1 oder ~ - -  1 ist. Wenn nun 

c 1 nicht ~ 0 (rood. q) 

ist, so ergeben sich die Werthe yon fl und # aus den ersten beiden 
Congruenzen (B), falls a und 7 bekannt sind. 

Tr~gt man dicse Werthe in die letzten beiden Congruenzen ein 
so reduciren sich dieselben auf 

[a,  + d, - -  ~(a -~- d)] (aa  --[- b7) ~ O[ (moa q), 
[a~ + d~ - -  ~(a + d)~ (c,~ + dr)  ~ 0 ! 

fiir deren Bestehen die folgende 

aj --~ d 1 ~ ~ (a -~ -d )  (rood. q) 
12' 
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nothwendig und hinreichend ist. Substi tuirt  man die Werthe yon /3 
and t~ ebenso in die Congruenz 

a~ - - /3  7 ~ 1 (rood. q),  

so geh~ dioselbe fiber ia 

ca" -4- (d - -  a) a~, ~ 57~ ~ ~c, (wod. ~). 
Wenu also c~ llieht ~ 0 (rood. q ) ,  sind die Bedingungen (B) 

dureh die folgenden ersetzbar: 

(B') rc~2 - ~  (d ~ it) c~ 7 - -  b7  2 - -  ~c t (rood. q), 

~c~ ~ e ( a a  -~- 7b)  - -  aa l  

6c I :--_ e ( a c  + y d )  - -  7 a l  

Je nach der Beschaffenheit des Schemas \ c  d]  sind nun verschie- 

dene FS]le zu mJterseheiden. Es sei 
A ~ ( a  - -  d) '~ + 4 b e  ~ -  (a -~- d) 2 - -  4 n ,  

so betraehten wir naeh der l~eihe die folgenden drei F~Ile: 

1) A nieht == 0 (rood. q), 

II)  A - -  0 (rood. q) ,  

[) b oder e nieht ~ 0 (rood. g), 

2) b ~ c ~ 0, also a ~_- d -~  ~__ t /n(mod,  q). 

Aus dea Bedingungen (13) is~ leieht ersieh~lieh, dass Formen 
(P ,  Q,~ ~ )  yore Theiler q nut  im Fal le  I i ,  2 zuliissige Ansiitze liefern 
kSnnen. Desshalb darf i~ den iibrigeli F~ilen P ~ ct als dutch q 
nicht theiIbar vorausgesetzt werdell; denn in jeder l?ormenclasse, welehe 
q nicht als Theiler besitz~ gieb~ es Individuen, deren erster Coeffi- 
eient nieht durch q theilbar 
daher, wie die Bedil~gungen 
(P ,  Q, _R) in Betraeht, fiir 

;g s 

ist. In  den Fgllen I and II, 1 kommea 
B" ze igen,  nut diejenigen Formenclassen 
welche 

(a -t- d)  (,nod. q) 

is~, und jede liefert so viele zul~ssige Ans~tze als die Congruenz 

(q,) c , ~  + (cz - -  a) ,~7 - -  b 7  ~ --=- ~ l - ' (wod.  q) 

LSsungen besitz~. Die Zahl dieser LSsangea ist aber im Falle I, wie 

sich ohne Miihe nachweisen ]~iss~, s te ts  gleich -~ q - -  �9 Da- 

her ergiebt sich flit die Zahl der betrachteten Nullstellea yon (P(co): 

wobei die Summation zu erstreeken ist  fiber alle Werthe yon x, welche 

absolut genommen kleJner als 2 / / ~  sind and der Bedingung 
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z - -  @ (a "4- d) (rood. ~) 

geniigen. Hier sind auch im Ftdle (~ @ d ::= 0 (rood. q) die doppelten 
Vorzeichen beizubehalten, so dass dann jeder Werth s ~_= 0 (rood. q) 
zweimal zu nehmen isr 

Im ~atle I I ,  1 li~sst sieh die Congrnenz (O) folgendermassen 
sehreiben : 

( b ~  , , - - a  oc)~ , b  P 
2 (rood, ~), 

(" ---(2 ~)2 
odor P 

je naehdem b oder c nieht dutch c/ theilbar ist. 
LSsungen (a, 7) oxistiren offenbar nut daml, wemt das Leg  c ntl r e- 

8ehe Zeiehen 

q , , q - / i  = @ 1 

isg und zwar giebt es d~l.nn r L5sungen. l?Mis 

q ~ "3 (rood. 4), 

kann das Vorzeiehen ~ immer arLd nur auf eine Weise bes~imm~ werdeu, 

dass .. q , oder , e/ - /  =-Jr-  1 isg. 

Daher ist~ die Zah[ dor Nullst.dlen in diesem Palle 

" Z [  )] ~ q. H ( 4 n - -  ~3 - H ( 4 " ~  , 

wo die Summe zu ers~reeken ist~, tiber alle Wert~he yon ~ welehe 

absolut; genommen kleiner als 21,/~ sind und der Bedingung 

- -  + ~ f;~ (~oa. q) 
geniigen. Dabei rtihrg das snbtraetive Olied unter dem Summenzeiehen 
davon her, dass die Formen yore Theiler q auszuschliessen sind; da 
jede Form dolopelt so off: 8ufgenommen ist, als fiir sie L58ungen der 
Congruenz ffir (e, 7) vorhanden sind, so musst~e noeh der Factor 

l__ vor das Summenzeichen geset.zt werden. "2 
Endlich ist,  wie in der Folge stets, 

H (-~) = o ,  

wenn m keine ganze Zahl isL 
Falls nun zweitens 

~_ 1 (rood. 4) 

( ~ b / ~  (oder ( - -q- - ) )  = - I -  1, das8 ist~ erfordert die Bedingung x--~/--] ,c_r, 
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ist~ Ffir die Zahl der Nullst~ellen ergiebt sieh also 

q.  ~.~: H+~(4n - -  s~) 
oder 

q.  2 ~ H_l(4n - -  x~), 

naehdem ( b )  - (oder  (-~)) ~ + 1  oder - - 1  isis. Dabei je bedeute~ 

H~(m) die Zahl der Classen der Determinante ~ m; welehe den 

Charakter ( - ~ - ) ~  ~ besitzen, und die Summation ist iiber dieselben 

Wer~he yon ~ zu erstreeken, wie in der vorigen Summe. 
Was endlieh den Fall II, 2 angeht~ so folgt aus den Bedingungen 

(B), dass 
P ~ (~) ~ B -~: 0,  s ~ e 2 / / n  (mod. q) 

sein muss. Dann sind die Congruenzen (B) fiir jede Substitution 
Y 

( ;  P)  e r f i i ] l t ,  so dass die ,etz~ere jede der 

2 

ineongruenLen 8ubstitutionen sein kanm Die Zahl der Nullstellen ist 
also in diesem Falle 

wo die Summation fiber dieselben Werthe yon u zu nehmen ist0, wie 
im I?alle II,  I. 

Werth ~o = 

yon der Form 

w  

gahl dor gnllstellen yon r (co), welehe in die Eoken dos Fundamental- 
polygons fallen*). 

Um die Ordnung des Verschwindens von qb (o) ffir einen rationalen 

. . . .  zu bes[immen, nehme man die Repdtsentanten Bi(co) 1' 

~q' _A };o~+5~-+ IJ a i o s + b  i 

D c~ co + (.t i 

an, we a, fl irgeud zwci, der Bedingung a ~ - -  f17 = 1 geniigende 
gauze Zahlen bedeutcn, A,  D ,  B dieselben Wer~he durchlaufen, wie 
in w 4 der ersten Abhandlung und die Substi~utionen S der Congruenz 
ai~o + bi 

= a~o+b (rood. if) en~spreehend zu wi~hlen sind. 

*) Vgl. Giers~er I, pag. 45. 
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O(a~) verschwindet nun ffir ~ = - -  
7 

pr~sentant -Ri ( - - -~  zu ----7 relativ ~quivalen~ wird. 

schwindet (nach pag. 171) der betreffende Factor 

[j~ (co) - -  j~  ( / t~  (co)) - -  c,.] 

A 
yon O(co) yon der 0rdnung 1 oder ~ ,  je nachdem 

A = > D  oder A < JO 

'ist. Setzt man mm a~ ~ - -  

Bruch in reducirger Form: 

nur dann, wenn ein Re- 

Und zwar vet- 

'~ m" Bi(ro) ein, so lautet der entsgehende 
7 

A 

A 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die relative Aequi- 

valenz dieses Bruches mi~ --b_' driick~ sieh (lurch die Congrum~zcn: 
3' 

ad' - -  b7 -= A ~/~' | 
(1) c0" -- dy  - - - A e y  / (rood. q) 

;tus, w o e  entweder ~ -f- 1 oder ~--- ~ 1 zu nehmen ist. 
Die vorstehenden Congruenzcu siml nur dam~ mit einandcr ver- 

tri~glich, wenn die Det~crminante 

( a - -  ~A)  ( d - - c A ) - -  b c - = - - ~ A ( a + d )  + A 2 +  A D  ~ O ( m o d .  q), 

also 
A + D .... s (~, + d) (rood. q) 

ist. l)a ausserdem 

so muss sein 
A . D n (rood. if), 

, + ,l + l / •  (rood. q), eAt=_ -~ . . . . .  

wobei - - A ,  wie friiher, den Werth 
- -  A ~ (a - -  d) 2 + 4be -=- (a -t- (t) ~ - -  4 n  

besitzt. Es sind nun wiedcr (lie einzelnen l?glh'~ welehc das Schema 

(;~ bd) dm'bieten kann,  zu un~erscheiden. 

I. F a l l .  A ist nicht 0(rood. q). 

Besitz~ dam, das L e g e n d r e ' s c h e  Zeiche~t ( - -qA)den W e r t h - - I ,  

so wird die CmJgruenz, welche A erftillcn muss, widcrsinnig. (P(@ ver- 
~chwindet also ili keiner Ecke des Fundamengalpolygons. Ist aber 
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i f - -  ~ + 1, so gohen die Congruenzen (1), falls A einen Theiler 

yon n bezeichnet, ftir welchen 

~A ~--- a+a_+_V-~ (rood. q) 
2 

is~, iJber in 

(rood. g). 
2e .  ~' + ( ~ - -  d-T- V z ~ ) r  - -  o / 

Dieselben besitzen !_~---~ incongruente Lbsungen ( - - ~ )  ffir die oberen, 

wie f~ir die anteren Vorzeichen, welche LSsungen ebenso viele Ecken des 
Fundamentalpolygons ergeben, in denen r verschwindet. Fiir jede 
dieser Ecken entsprechen aber einem zulgssigen Theiler A yon n 
D oder A Nullstellen, je nachdem A > 1) oder A < Di s t .  

r (to) besitz{ also f(ir den jetzt betrachteten Fall im ganzen 

Nullstellen in den Ecken des Fundamen~Mpolygons, wenn mit U~ die 
Summe derjenigen Divisoren yon n bezeichnet wird, welche kleiner 

als //~ trod ~ ~ tc (rood. g) sind, wobei, wenn n ein reines Quadra{ 
t und / /n  =:- __+ 7~ (rood. q) is~, noch 4 

nehmer~ ist. 
II. Fall .  A ~ 0 ,  also a-~-d--:~___ 
1) b oder e ist nicht - - 0 (rood. q). 

Dam~ muss A _-: ~//n (rood. ~) seiu, 

yon n besitzen die Congruenzen (1) q 

zu jener Summe hinzuzu- 

2 ( oa 

und fttr jeden solehen Theiler 
- - |  

incongruente LSsungen 

--~. Die Zahl der betrachteten Nullstellen yon r ist also jetzt: 
7 

( q -  1). 
Ist 2) b~-c=_:O, also a ~ d ~ ! - / / ~ - ( m o d ,  g), 

so muss wieder A - - e / / n  (rood. q) sein. Ist diese Bedingung erfLilit, 

so bestehen die Congruenzen (1) ffir jeden Werth yon 6 
- -  ~, so dass y 

r162 in allen ~t q~--1 Ecken des Fundamen~alpolygons ver- 
2 

schwindet. Es sind also im Ganzen 

( q 2  _ _  1)(UV~ - -  ,) 

• oder 0 zu Nullstellen der be~rachteten Art vorhanden, w o e  ~ 2 

setzea ist, je nachdem n Quadra~ is~ oder niche. Dieses Corrections- 
glied ~ r~Jhrt davou her, class, falls n ein Quadrat is~, ein Reprgsen- 
taut bei der Bildung you r auszuschliessen ist (vgl. w 4). 
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w  

Zusammenstollung. 

Indem ich bier die I~esultate der letzten Paragraphen in ciner 
]eichten (nur formalen)Modificatiml zusammenstelle, schieke ich zu- 
n~ehst fiber die Bezeiehnungen Folgendes voraus. Die Gesammtord- 
hung des Verschwindens der Ftmc~ion 

r ---/-I' ~[j.(~) - j , . ( / ~ , ( e o ) )  - -  c , . ] ,  
i 

wghrend co das Fmulamentalpolygml durehlrmft, sell rail 

G 

bezeiehnet werden, wobei yon denjenigen Nullst, ellen abgesehen wird, 
welehe yon der Wahl der Werthe rot, re=,... ~.,e_, al)hSngen, l?erner 
mSge das auf den Summationsbuehstaben x beztigliehe Zeiehen 

Z 
k 

andeuten~ dass tiber alle positiven und negativen Zahlen ~ summirt 

werden sell, welehe absolut genommen, nicht grgsser als 2/ /n und 
-~  + lc (rood. q) sind. Dabei sind aueh ftir k-  0 (rood. q) beide Vof  
zeiehen beizubehalten, so dass in diesem Falle jeder Werth x_--~O(nmd.q) 
zwei Mal zu nehmen ist. 

H(~) 
bezeiehnet die Zahl der Classen positiver quadratiseher Formen der 
Determinante - -  re, 

H+l(m) bez. H_1(m) 

die Zahl derjenigen Classen, dureh welche nur quadratische Reste be- 
ztiglieh Niehtreste yon q darstellbar sin& 

Dabei ist jede Classe, deren redueirte Form die Gestalt (P, o, P) 
bez. (P, 3 9, /9) besitzt, 1/~ bez. ~/a Mal zu z:,thlen; ferner ist 

1 
H (0) = - -  -1-2' H+I  (0) = H_I  (0)  -~- 0 

und~ fails m keine ganze Zahl ist~ 
H ( m )  = 0 

zu setzen. Endlieh ist unter u~ 
die Summe derjenigen Divisoren vet1 n zu verstehen, welche kMner 
als ~/n und ~ ~ k (mod. f/) sind, wobei zu dieser Summe noeh 

1 //~t~4-k(mod.q) ist*). 1 1/- ~ hinzuzufiigen ist, fails n ein Quadra~ und T 
'2 

*) Die Bezeichnung .Uk"  ist der G i e r s t e r ' s c h e n  Abhandhmg I entnommen. 

Die Zahl  6 s t immt genau {iberein mit  der yon Herrn G i e r s t e r  als ,,linke Seite 

der Classenzahlrelation" bezeichneten Z~hl. 
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Der  Wer th  yon o ergiebt sich n u n  aus folgender Tabdle :  

__ A .= (a - - d ) *  -I- 4be  , , -  (a -~- d) 2 - -  4 n  

0 u 

�9 m ,  

o' , ~ m  

,) 

H (4n -- ,2). 

f f i : m ~  | ,  

nicht ~ 0 (mod. q). 

-/VZ---~+~+d~ 1 

+ (q - 1) U~ , . 

II. Fal l .  

--  A - -  (a --  d f  + 4bc ~ ( a + d )  2 - 4n-~- 0 (rood. q). 

1) b oder c nicht ~ 0 (rood. q). 

~q �9 , ~ [ H ( 4 n  -- , ' ) -  H ( a n q  ) ]  " 1 - ( q -  1) Uy;  2 

wenn r ~ 3 (rood. 4), 

~ ' v  H+,(4n --  x 2) --1-- (~/-- 1) 

wenn q-~---I (rood. 4) ut, d (b) oder (-~)== I, 

H_,(4n -- x 2) -F (q -- I) F~, 

wenn q---~-l(mod. 4) und (b)oder (-~-) 

2) b ~ c ~ 0 ( m o d ,  q). 

~ '  , 

WO 

(qt_ l) (q_  6) ~ 2 ( p - -  1) oder ~ / ~ 0  17m= 12 

zu eet~en ist, je nachdem n ein Qusdrat ist oder nicht. 

=ffif m 1 .  

w  
Der F~l l  n = 1. 

Da bei der vorstehenden Untersuchung ilber die Zahl n keine 
udeze  bMehrilakende Voraussetzung gemacht worden ist, sis dabs sie 
~ . l i ~  nicht theilbar sei, so daft n .= I gesetzt werdea. Far dieson 
lhdl  redueirt sich q~(m) auf einen einzigen Factor 
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a~- t -6  eine beliebige Substitution, welche nieht zur Gruppe wo ~o -[- t 

T(~o) gehSrt, bedeutet. Die allgemeinen Formel~ fiir a geben nun 
folgendes Resultut: 

,,Die Zahl der yon der Wahl der Werthe co~, c% . . .  co~p_~ unab- 
hiingigen und im Fundamental~olygon liegenden Nullstellen der Function 

betriigt 
(a~-~-g ) - -  c~ 1 

1 T ( q -  1), 
- -3  

3 

v q - -  - , 

In allen i~brigen _~iillen ist diese Zahl gleich Null." 

wenn a -]- ~ := + 2 (rood. q), 

wenn a ~- 0" :__~ -~ 1 (rood. q), 

wenn a + ~ _~ 0 (rood. q) ist. 

II .  A b s c h n i t t .  

D i e  ( ~ l a s s e n z a h l r e l a t i o n e n  der  7 t~ S tufe .  

Die zweite Besiimmungs~rt der Zahl o und mit ihr die Herstellung 
der Classenzahlrelutionen der q~" Stufe erfordert ein genaueres Studium 
der fiber~li endllchen ]ntegrale der qt~n Stufe. Abgesehen yon ehfigen 
nichtprimzahligen Werthen yon q habc ich bislang diesc Untersuchung 
der IIJtegrale vollst'~ndig nue fiir den Fall q ~ 7 durchfiihren kSnnen, 
auf welehen sich die weiteren Entwicklungen beschriinken mSgen. 

w  

Dio iiberallendlicMn Integrale der 7 t~ Stufe. 

Die Integrale der 7 t~'" S~ufe babe ich auf drci verschiedenen Wegcn 
erhalten. Der Kiirze halber will ich bier nur den eine~J, an bekanntc 
gesultate ankniipfenden angeben. 

Herr K l e i n  hat gezeigt~ dass die Verh~linisse der drei GrSssen*) 

*) ,Ueber gewisse Theilwerthe der O-Functionen". Die.~e Annalen Bd. XVI[, 
p~g. 569 ff Die Bezeichnung habe ich in Rficksicht ~mf die sp~tercn Entwick- 
hmgen etwas modifizirt. 
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~s (7(, ~+l)+s); 

,~ (7(~,%,)~d ~ 

"1 (7 (2 ~+l)+~)~ 
z~(o~) ---- - i q ~  a h (co~[qT) ~ _ ~  (-- 1)" 2 8  

(wo q ~ d =~') dann und nut  d a n n  ffh zwei Argumente co und to' 
dieselben Wer~he annehmen, wenn co und ~,' relativ iiquivalente GrSssen 
stud, dig kequivalenz bezogen auf  d ie  Gruppe T(co)(rood. 7). 

Zwischen z~ : z 2 : z 4 besieht die eine Mgebraische Beziehung 

f ( z , ,  ,~, z~) =~ z,:% + z?'z.~ + z?z ,  = O. 
Die tiberall endlichen ] n t e g r a l e  dcr 7"'" Stufe sind ntm offenbar 

identiseh mit den Integralen e r s t e r  Gat tung der Curve 4 to' Ordnung 
[ ' =  0").  Es werden daher p = 3 linear unabhgngige Integra]e der 
7 te" Stufe die folgenden seth: 

af  c, ~V" _k_ca a f  �9 Zr, (r = 1, 2,  4), 

wobei q ,  c~, c a Constante b e d e u t e n ,  yon welchen das Integral  be- 
kanntlich vollstgndig nnabhgngig i s t .  

Setzt man nun den Factor yon z~ gleieh 

d~(eo), 
so finder man unter Beri icksicht igung der Formeln,  welehe die Ver. 
iinderungen yon z 1, z 2, z~ a n g e b e n ,  wenn co dutch co -{- 1, bez. 

__ ! ersetzt wird, dass ~ 

( - * )  
d~p(to+l) ~ d V ( m )  d~  -g -  - - - '=-- icol / - - ico dm ( ' )  d(eeq-1) dee ' d - - - ~ -  

Nun ist, wenn in iiblicher W e i s e  

a l ( 0 ] q ) = l ~ l ' ( 0  , c o ) =  ~ 7  (--1)" (2vq 1) q 
y~___ - - o o  

gesetzt wird: 
a , ' ( 0 ,  co-{- 1) = • , ' ( 0 ,  co), 

<' ( o ,  - = - < ' ( o ,  co). 

(-2 v-~- I) ~ 

4 

*) Die Perioden dieser Integrale ha{; Herr Poincard  untersucht: Comp~es 
l%endus 1883. Die t~esultate des Herrn P o i n c a r d  lessen sich im Anschluss an 
unsere weiterea Be~rachtungen leieh~ be weisen. 
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Die Function 
l d~p(o~) 

f(co) = *,'(ol~T-" d~ 

bleibt daher ungeiinderfi, wenn r durch S(co) ersetzt~ wird, ist also 
eine einwerthige Function tier absolu~aen Invariante J(eo). Nun zeigen 
aber die Entwicklnngen der GrSssen z , ,  z2, e 4, &t'(0lq) nach Potenzen 

? yon q, dass f(r ffir keine Stelle des [undamentaldrmecks unendlich 
gross wird. 

Daher ist /'(co) eine Constanle C, also 

d v ( ~ , )  = ( ; .  e , ' ( o  I ~) . d co. 
Setzen wir 

l j *  @ l , ( 0 , q )  " dq {'fir r = 1 2 4, L ( ~ o ) = - - -  7 e.,.. i ~ , , , 

so werden I~ (~),  L, (co), I t (co) drei linear unabldingige Integrale tier 
7 t~'' St,q'e bilden. 

w  
Reihonentwicklungen tier Integrale 7 ter Stufe. 

Werden nun start zl, z,,, z4, &l'(O] q) die [~,eihencntwicklungm. 
dieser GrSssen nach Potenzen 
folgende Gleichungen 

wobei das Zeichen 

yon q eingetragen, so ergebea sich 

2Tit 
Z Vt(m) - -  - ~ -  q 7 , 

m---~_l 

W(m) -V i~ (~)  = ;~ q , 
~n = - ") 

d 
m 4 

hier, wie in der Folge, andeuten soll, dass die Summation zu er- 
strecken is~ auf alle positiven Zahlen m, welche _~ u(mod. 7) sin& 

Die zahlentheore~ischen Functionen ~pr(m) sind definirt dutch die 
Summen 

~ 7  ( -  1).+. (2~ + 1); ,p~ (m) - - -g 
8m = 7(2~ + 1)~ + (7(2~ + l) + 8)"; 

1 ~ 7  ( -  1),+. (2~ + 1); ~ (~) ---- 
8m~--Z(2t~ q- 1) ~ q- (7(2v--~- 1) --~ 4)2; 

1 
e4(m) = q- ~ - ~  (-- 1),+, (2/, q- 1); 

8m = 7(2tx -{- 2) = --}- (7(2~ --~ 1) -{- 2) u, 
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jede Summe erstreekt fiber alle LSsungen in ganzen positiven oder 
negativen Zahlen ~, v der neben der Summe stehenden Gleichung. 
Die Definition der Functionen ~(m) l:,iss~ sich noch sehr vereinfachen. 
Es geniigt, diese Vereinfachung ftir ~P4 (m) durchzufiihren, da bet ~Pl (m), 
~2 (m) sigh Alles analog gestaltet. 

Die Gleichung 
8m = 0 2 + 7~ 2 

zieht die andere 
= 

naeh sich. Infolge davon kann jeder LSsung der Gleichung 

8m ---~ (7(2v + 1) 2 + 2) 2 q- 7(2/, + 1) 2 

eine solche L5sung der Gleichung 

(1) 4m = a 2 + 7fl ~ 

zugeordnet werden, in welcher a Rest yon 7 und a q - / / ~  2 (rood. 4) 
ist. Und zwar gesehieht die Zuordnung durch die Gleichungea 

r ~ - 7 ,  7 ( ~ + t , ) ,  
---~-- - - 2 ;  a - - 4 - ~  

wenn v + t~ eine gerade Zahl, dagegen darch die Glei~hungen 

a . _ ~ 7 ( v - - r  - 1 )  ~ + 4 ;  
~ =  7 , , + ~ , +  1 --2;  

wenn v + ~ eine ungerade Zahl ist. 
Nun ist 

also 

a + t 6 = - - 2 ( 2 t u +  1), 

7 a - - 4 ~ ( v - - v , - - l ) ,  

~4 (m) = (2~ + 1) - , 
�9 + t t  gerade ~+~  ungerado 

1 ~4(u) = T . ~  (~ + ~). 

Ist jetzt m ungerade, so erfiillt jede LSsung der Gleichung (1) 
die Bedingung a + /~ =: 2 (rood. 4). Es treten also die LSsungen er 
und a, --/~ gleichzeitig auf, so dass 

wird, die Summe erstreckt tiber alle LSsungen der Gieichung (1), in 
welchen a Rest "con 7 ist. 

Wenn aber m gerade ist, so kann zuniichst 
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0 

gesetzt werden~ wo die erstere Summe zu nehmen isL iibcr alle 
LSsungen der Gleichung (1), tlir welche a Rest yon 7 ist, die letztere 
Summe nut fiber diejenigen dieser LSsungen, welehe ausserdem der 
Bedingung a -]- fl ~ 0 (rood. 4) geniigen. Jeder so]chen L5sung k5nnen 
wir aber eine L5sung der Gleichung 

2m = ,,~ -f- 7/~, 2 
vermSge der Formelrl 

~1 4 ~ 4 

zuordnen. Es is$ also Z ( ' z - 4 -  ~) = 4 Z  [~' = 0, dailer auch fiir 
0 

einen geraden Werfl~ yon m 

'Z r (m) -- ~ ,~. 

Die analogen Betraehtungen fiir Oj (m) und O2(m) ergeben ein 
entsprechendes Resultat, so dass man schliesslieh folgende Entwick- 
lungeu der Integrate erhSlt: 

, ,Es is~, fiir r ~ 1, 2,  4: 

f/~ - - : / ,  

wobei die zahlcntheoretischc Function* ~l' (m) defi~irt ist dutch <lie G leichung: 

'Z +(m)-~ ~ ,~, 

die Summe erst,rec/,'l~ iiber alle di(jcniyen Lfisu.nffe~ in po,siliven ..rid 
n('gativc~ ganzen Zahlen c~, fl de+" Glcich'~mg 

4 m  = cz ~ 4 -  7 f f  z, 

in welchc~z a q,uadratisch, cr Rest yon 7 ist. "+) 

w  

VerhMten der IntegrMe boi linearer Transformation yon co. 

Aus der ttrsprihlglichen Definition der Integrale ergeben sieb 

folgende Relatio:uen : 
(1) 1,.(co q- 1) = 7"/ . (co);  (r -~- 1, 2 ,  4) ,  

1 ,~(.m), wo ~(m) die yon Herrn Giers ter ,  lI. pag, 203, *) I,;s ist qp (,~)= - 

eingefi~hr~e Function bedeutet. 
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(2) 

wobei 
I 

x, ( - ~ - ) -  ,4' ~,(~'} + ~"  x~(~) + ~.  x,(m) + p,, 

I, ( -  ~ )  - ~ .  i, (~) + ~ i,(~,) § ,4. ~ (~,) + ~ ,  

x , ( - ~ ) -  c. x,(,~) +,4 I,(~,)+.B..~,(~,) +V,, 

2d~ 
) '  "--. e V ,4 ~=  9't - -  ~5 7 '  74 _ ~,s , ~ B~ffi ~ -  C==-  

' V -  7 ' //--~ 

gesetzt ist und Pl, P2, P4 numerische Constanten bedeuten, aus denen 
sieh die Perioden der Integrals zusammensetzen. 

Die Formeln (1) und (2) reichen bekanntlich aus, um die Ver- 
rmderung festzustellen, wetche die Integrale erleiden, wenn v durch 
8(m) ersetzt wird, we 8(m) irgend eine Substitution bezeichnet. Je- 
doch gelangt man gewShnlieh bei vorgegebenem S(v) reacher zum 
Ziolo dutch directs Betrachtungon als durch Zusammensetzung der 

Substitutionen m -~- 1 und --  ! .  
m 

Beispiele hierzu, welehe im folgenden Paragraphen yon Wieh- 
tigkeit werden, bieten die F~lle in welehen 

8(m) ~--- 2oJ (rood. 7) 
odor 

8(m) _--~ 4m (rood. 7) 

ist. Wir bezeiehnen mit [T l (m) sine Substitution der ersten, mit U2 (m) 
eine so|she der sweiten Art. Die Substitutionen Uj(0~) und U2(m) 
bilden mit der Identit~t eine in der Gesammtheit der (rood. 7) be- 
traohteten Substitutionen enths3tene Untergruppe, indem 

Ut2(m)--~ U2(m), U~2(m)___~ Ut(m), U I U~(~o)~ U2 UI (oJ)=--~o(mod.7) 
ist~ Nun hat mum jodenfalls, ~ r  r == 1, 2, 4: 

�9 /',.(U, (m)) - .  @")/'! (m) "i'- @") I , ( ~ )  "l- c4 (') I4(m) + cO, 
we die Coefllcienten c noch unbekannte Zahiwerthe besitzen. 
�9 Wird m dutch m-[- 1 ornet~t; so erh~lt man, da 

U, (w + 1) ----- U, (m) -J- 2 (rood. 7) 
int: 

~" I,.(~T,(m)) - -  7@ ") Ii(m ) + ?'c,v) I,(m) + ~"c,(") I ,  (e~), 
�9 1.o, da die Iut~q~le linear unabh~ugig aind: 

X, (V', (a,)) - c , .  z, ,  0') *), 
woboi, wie in der Folg e stets gesehehen soil, rein additive Constemten, 
wdohe eventuell auf den rechten Seiten tier Relationen auftreten, 
k,8 .b~,~. ~ ~ m o n  ~ d ,  

, e )  Die  lnd ioee  "&Dr l n t e g r l l e  i / r id s te t s  (rood. f )  s u  r e d u ~ r e n .  
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Wird nun ~ dutch Ul(co ) ersetzt, so ergiebt sich 

Setzt man endlieh - -  ~ start to und berficksichtigt die Congruenz 
~o 

( ~  - -1  (mod. 7) U~ ~ - ) ~  u , i <  ' 

so folgt (ft~r r = 1): 

also 
CI ~ ClC4~ C2 ~ ClC4~ ~4 ~ C lCI  

oder 

Die gesuchten l~elationen lanten also: 

I , .(U t (co)) = I2~(~) | 
I~(U~(o)) = L,,,ia~) ~ ftir r =  1 , 2 ,  4. 

w  

Transformation #~ 0rdnung tier Intogralo. 

Es mSgen die r (n) Ausdriicke 

1~, (~), ~,(~) . . . .  
eiu zu dem Schema 

gehSrendes Repr~sentantensystem der TransformM,ion n t~' Ordnung 
bilden. Betrachtet man dann die Function 

i =  q~(n) 

v(r = ~ I~(R,(o)), 
t = l  

so besitzt dieselbe die Eigenschaft~ sich his auf eine additive Constante 
zu reproduciren, wenn co dureh T(co) ersetzt wird; iiberdiess ist ~p(to) 
eine fiberall endliehe Function yon to, folglich (nach pag. 170) ein 

Integral erster Gattung. 
1)abet miissen Glcichungen folgender Gestalt bestehen: 

(1) ~ I.  (i~,(~,)) --- ,~,~ 1, (~} + ~ )  • + ~: A(~), 
'=~ (r ~ 1, 2,  4), 

13 
Mathematiseho Annalexl. XXV. 
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wobei wieder yon eventuell rechter Hand noch hinzu~retenden additiven 
()onstanten abgesehen wird*). 

jedem Schem,~ (a (i) (rood. 7) wird ein so]ches System yon Zu 

Glelchungen (1) gehSren; man bemerke abet. dass alle diese Gleichungs- 
systeme aus einern derselben dadurch erha]ten werden kSnnen~ dass 
man in diesen~ co &rch S~(co), S~(~) . . .  ersetzt, ,~o S,, S ~ . .  
passend gew~hlte Substit, utionen bedeuten. Man ]~ann sich desshalb 
darauf beschr:,inken: (tic weitere Betrachtung an ein specielles Schema~ 
sagen wit das Schema 

anzukniipfen. Es mSgen also nun (lie [~cpriiscnt~nten Z'~(co) zu diesem 
Schema gehSren, so dass 

1~,(co) ~ n ~  (mod. 7) 

ist. Wird co durch co-~ I ersetzt~ so erhSlt die linke Seite der (~lei- 
chang (l) den Factor 7 "~, w.~hrend zu den einzelnen Termen tier 
rechten Seite die Factoren 7, 7 e, 72 bezfig]ich hinzuCreten. ]st daher 
n Nichtrest yon 7~ so muss 

Ul (r) ---~ U2 (r) ---~ ~t3(r) ~ 0 

sein~ and (lie Gleichungen (1) ]~ut(,a einhch 

.... (}, i f =  1, 
I 

Jst dagegen n l~,c's~ yon 7~ so ergiebt sich nur das Verschwinden 
yon zwei GrSssen u, so (lass in diesem Falle 

i 

folgt. Wird in irgend ether dieser Gleichungen start eo Uj (co) gesetzt, 
wo wie im vorigen Paragraphen die Substitution 

U~ (co) ~ 2co (rood. 7) 

ist, so folgt unter Berticksichtigung der Congruenz 

n U, (n co) (rood. 7) 

und unter Benutzung der Resultate des vorigen Par~graphen: 

t 

Folglieh ist; 

*) Die entsprechenden Schlfisse gelCen ffir beliebige Stufe. Die Aufstellung 
der Classenzahlrela.tionen beliebiger Stale bietet, wenn die ConstanCen n bekann~ 
sind, keinerlei principielle Schwierigkeit mehr. 
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so dass e~ sich nur noc}l llln {ti4~ Be~timmung einer einzigen Constanten 
z handelt. Zweel,s dieser Bestimnmng mr)gen die i~,epriisentanten 
1~, (to) gleieh 

s(Ac~ 7 

an/onommen werden~ wo A~ D~ l] dieselben Werthe wie fi'iiher (w 4 
tim" ersten Abhandlung) durchlaufen, und die Subs{itution 5;, gemitss 
tier ('ongruc'nz 1/,i(~o) n a  (rood. 7), (let' l/edingung" 

,%'(co) 1)'-'. ~t (rood.  7)  

geniigen muss. |{ei Einffihrnng der l{,ept'itsentant qt wird 

-~1 X~ (A~.,+vn "~1, Ao,+v,,'~ ,, ) + Z  =,( ,, , 

\ + 7 J' -F 

wobei dic Summen rechter t[and zu erstrecken sind auf alle diejmJigen 
Repritsentanten, fiir welche (lie Zahl ]) beziiglich did Bedit,gung 

D ~ - I ,  D '  2, l r ' - - 4 ( m o d .  7) 

erfiill~. Werden jotz~ (lie Reih(mentwiet, lungen der lntegrale eingesetzt, 
so ergiebt sicl, JJach leichtcr Zwischenrechnung: 

2 ltz 

z ~lt ft. 1 

wobei 

= ) 2 '  (";:') 
ist, die Summo ers~reekt iiber alle gemeinsamen Divisoren 8 yon m 
und n. 

Dieselbe Fntwieklung muss aber auch ~ ,  /,.,(co) liefern; "tJso ist 

�9 4 ' 0 " )  = : ~ ( m ) .  

l!'iir m -~- I wird ~,(m) -~  1, Z(m) ~--- ~0(n), so dass sich sehliessl ich 

ergiebL*) Man hat also die gelationen: 

�9 ) LleiliZullg ergiebs sieh t~ir die i,'mmtion ~p alas Result~: 

V(n) ~(m) L ~ �9 = ~ v  t . -ar - ] ,  
0 

w o m  und n zwei beliebige Zahlen, d ihre gemeinsamen Divisoren bedenten, 
Insbesondere ist 

( m  . n )  = .~ ( m )  �9 ,p ( n ) ,  

wenn m u n d  n ~heilerfremde Za, hlen sind. 

13" 
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z~ (n~(~)) = ~(,,).  ~ ( ~ ) ,  

welche auch in der Form: 

(~ b) ~ L  (~,(~,)) = ~(~) �9 L((s(~,))  

gesehrieben werden kSnnen, wo S(eo) irgend eine der Bedingung 

8(co) ~ ~ (rood. 7) 
geniigende Substitution bedeutet.  

Geht man jetzt yon dem speciellen Repriisentantensystem zu einem 
beliebigen anderen iiber, so erhglt man aus ( l a )  und ( l b )  folgendes 
Endresultat: 

,, )Bilden t t  I (co), R 2 (co), . . . ein zu gem Schema 

gehb'rendes Be~vriisentantensystcm tier Transformation n ~" Ordnu~g, so ist 

oder 

L ( ~ ,  (~)) - -  ~ ( . )~ .  (s(~)) (~ = ~, e, 4), 
i 

jc  nachdem n quadratischer _N'ichtrest oder I~est yon 7 ist. I m  ldzteren 
T~lle bcdeutet S(co) irgend eine tier Bedingung 

a ~ +  b (mod. 7) 

geniigende Substitution." 
Die erhaltenen Relationen werden fibrigens, wie ich wiederhole, 

eventuell erst dadurch votlstSndig correct, dass auf der recbten Sei~e 
jeder Gleichung noch eine additive yon co un~bhgngige GrSsse hinzu- 
gesetzt wird. Aus der Form tier Relationen ergiebt sich, dass die- 
selben bestehen bleiben, wenn an Stelle der Integrale J~.(eo) irgend 
welcl~r ~mdcre Integrale 7 t~ S tu fe  gesetzt werden. 

w  

Die Classonzahlrelationen dor 7 TM 8tufe. 

Es mSge 
i--- qs(n) 

i~. t  

~ (o', CO) ! �9 1 , wenn n Nichtrest yon 7 

*) Die Funct ion  geht  ffir e o ' ~  co in die Func t ion  O(co) des ers ten A b -  
schni t tes  fiber. 
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gesetz~ und das Product beider Punctionea mit 

bezeichnet werden. Dabei habea die benutzten Zeichen fiir die 7 te Stufe 
dieselbe Bedeutung, wie im ersten Abschnitt dieser Abhandlung ftir 
die qte Stufe. Wird ferner, unter %', co 0 bestimmte Werthe (mit 
positiv-imagin~ren Best~ndtheilen) verstaaden, 

F (co', co) ~ ~(~o', ~).~0(~', ~o) 

gesetz~, so erhSlt man unter Benutzuug der im vorigcn Paragraphen 
abgeleiteLen Itel~tionen, fb]gende Gleichungen: 

(1) l:(T(eo'), co) -~- J,'(co', ~) ,  

(2) F ( o ' ,  T(c0)) ----- c ' ' ' ' ' i ' ~ + ' ' ' ~ ' ~ ' ' ~ + ' ' ~ j ~ ' ' J  . 1 , '  (o', ,o) 

Hier bezeictmen ml, ~ ,  m:~ gauze Zablen, l ' (co),  wie ['r(ihcr, 
irgend eine der Identitiit (rood. 7) eongruente Substitution. 

Es mSgen nun die GrSssen c~' und co auf der l ~ i e m a n n ' s e h e n  
Fl~iche der 7 L~'~ Stufe gedeutet werden, so fblg~ aus der Gleichung 
(1) dass l~'(ro', co) als Function der S~elle co' der Fl~ehe einwer~hig 
und folglich da sic nut  flit zinc ~mdliche Zahl yon Stellen Null und 
unendlich wird, eine zu der Flgehe gehSrige algebraisehe Function ist. 
|)asselbe gilt selbstverstSndlieh fiir den Quotienten 

" - F ( o ~ ' ,  o~) 

l?olglich muss in der Gleichung (2) 

sein und /V(co'~ co) ist also auch als Function der SteIle co cine alge- 
braische Fm~ction ~uf der Fl~tche.*) 

Es sei nun erstens 
b'(ro) nicht ~ co (rood. 7), 

also das Schema d ' zu welchem die I~epriisentanten B&o) ge- 

h5ren, yon ( ~ n  0 ) ( r o o d .  7) verschieden. Dann wird die Function / ;  
F(~o, co) 

da sic eine algcbraisehe Function der Fl':iche 7 ~' Stufe ist, auf dieser, 
oder was dasselbe ist,  wenn co das Fundamentalpo]ygon besehrcibt, 
gerade so oft Null wie unendlich. Es ist folghch: 

*) Die Gleichung F(ca', ~o)~---0 stellt die Modulurcorrespondenz 7 ~r Stufe 
des ~t~a Tran~form~tionsgrades vollst'~ndig d~r. Vg[. racine Arbeit: ,,Z~r Theorie 
der Modulargleichungen" G6ttinger N~chrichten 1883. 
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(1) ~ - k .  , ( n )  - -  ~ .  r  - 2 v ( n ) ,  

wobel ~(n)-= 0 zu setzen ist, wenn n Nichtrest (mod. 7) ist, und 
wobei k die Zahl der Nullstellen der Function 

o [jr ( . )  - jr (~ (~ ) )  - cr] 
bedeutet, o hat dieselbe Bedeutung, wie in w 8 des ersten Abschnittes; 
nur ist dort q ttberall •ffi 7 zu setzen. 

Ist zweitens S ( e o ) ~  v (rood. 7), handelt es sich also um das 
Schema 

so betrachte man 

F ( ~ ' ,  ~ ) .  o [jr(m') - -  j r ( ~ )  - -  C~]*~')+' 
ftlr v '== oJ; dabei ist 

•ffi-- 1 oder Effiffi0, 

je nachdem n ein Quadrat ist oder nicht. Die entstehende Function 
yon ew mSge einen Augenblick mit F(r bezeichnet werden. Da 
0 [jr(m')  m fi(r - -  Cr] sich his auf einen constanten Factor reproducirt, 
wenn ~ und e~' simultan dutch T(~)  und T ( m ' )  ersetzt werden, so 
ist auch 

~ ( r ( ~ ) )  ~ c , .  F ( ~ ) ,  

wo ct eine Constante bedeutet. Hieraus folgt aber nach pag. 171--172 
(w 3 Schluss), dass/~'(~) ebenso oft Null wie unendlich wird, wenn r 
das Fundamentalpolygon beschreibt. Es ist daher in dem jetzt be- 
trachteten Falle: 

(2) ~ •- ~ .  r  - 6 ~ (n) + ~, 
WO 

~ f f i 4 ~ 2 ( p - -  1) oder ~ 0  

zu nehmen ist, je nachdem n ein Quadrat ist oder nicht. 
Der Zahlenfactor 6 rtihrt davon her, dass jede der beiden Func- 

tionen O[jr (mo)  - - j r ( c o )  - -  cr] und @[jr(ew --fi(mo') - -  c~], welche im 
Nenner yon F(a~) auftreten, an p ~---3 Stellen unendlich klein yon 
der ersten Ordnung wird. 

w  

Fortsetzang and Sclduss. 

Es ertihrigt noch in die Formeln (1) und (2) des vorigen Para- 
graphen die Werthe yon �9 und k aus w 8 und 9 des ersten Abschnittes 
einzutragen, am die Classenzahlrelationen der 7 t~ Stufe explicite vor 
aioh zu haben, h t  erstens n Nichtrest yon 7, so kommt nur der 
Fall l dee w 8 in Betracht, Man unterscheidet dann weiter mit Herrn 
G i e r s t e r  am zweckmFmdgsten die einzelnen F~lle je nachdem 
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+ d - - 0  _+l / - -n ,  4 - 2 V - - n ,  4 - 4 V ~ ( m o d .  7) 
ist. Die Formel (1) des vorigen Paragraphen ergiebt~ diesen F~llen 
entsprechend ~ fo]gende Relationen: 

n q u a d r a t i s c h e r  N i c h t r e s t  yon 7. 

3 �9 o ~ H ( 4 n  -- z ~) =* 2~(n)  --  12Uv_~, 

2 .v_~H(4n --  x 2) ,~ r 

3 ~ H ( 4 n  -- x') ffi 3V(n) -- (1)(n) n t- 6 V'V_~, 

2 Lv~'IH(4. -- z2) = 0(.). 

Bei der Aufstellung der dritten Formel ist yon der Gleichung 

Gebrauch gemacht, wo V(n), wie in der ersten Abhandlung , den 
Ueberschuss derjenigel} Divisoren yon n, welche gr~sser als / / n ,  tiber 
diejenigen, welche kleiner als / /~ sind bedeutet, 

Ist zweitens ~z Rest yon 7, so unterscheide man wieder die Fiille 

a-~--d-~O, -_j:l/n, Q-2I/n, Q - 4 / / n ( m o d .  7). 

Nach w 9 des ersten Abschuittes ist diesen Fiillen entsprechend 
k ffi*4, 3, 3, 0 

zu setzen. Es ergeben sich folgende fltnf Relationen, yon welchen die 
erste die ausflihrlich geschriebene Formel (3) des vorigen Paragraphea ist: 

n q u a d r a t i s c h e r  R e s t  yon  7. 

�9 ~ H(4. -- x ~) 2 
0 

3 .  ~ '  H ( 4 ,  - -  z2) 

2 .  ~ H (4,, - -  z~) 

ffi ~ ( , )  - 2 4 u w - ~ ( n ) ,  

ffi 4 ~ ( n ) -  12 ~ - F  2 , ( n ) ,  

ffi 3.  v ( , )  - �9 (n) + e u w , 

. =  , ( n )  - ~ ( n ) .  
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Bei Aufstellung der vierten Relation ist die Gleichung 

2 (U~ + V~r + V~V~) = r  - -  V(n)  

zu tt[ilfe genommen. 
Ein Vergleich der obigea mit den Gie r s t e r '  schen Formeln ergiebt  

vollst~indige Uebereinst immung,  wean man erstens die Gleichung 

1  l(n) e ( n )  = 

beachtet und zweitens in R[icksicht zieht, class die yon mir gebrauchten 
Summen immer doppelt so gross sind wie die entsprechenden yon 
t terrn G i e r s t e r eingef[ihrten. 

K S n i g s b e r g  i. P r . ,  Ende Juli 1884. 


