Ueber Relationen zwischen Classenanzahlen bingéirer quadra-
tischer Formen von negativer Determinante.

Von
Aporr Hurwirz in Konigsberg 1. Pr.

Die beiden Abhandlungen, welche ich hier vertffentliche, stehen
in engstem Zusammenhange mit den unter gleichem Titel erschienenen
Arbeiten des Herrn Gierster®) IFiir die in diesen Arbeiten nieder-
gelegten Untersuchungen war einerseits der Gedankengang massgebend,
welchen Herr Kronecker®*) zur Herleitung seiner Classenzahlrela-
tionen auf die Modulargleichungen der elliptischen Functionen zuerst
anwandte; andererseits basiren jene Untersuchungen auf der von Herrn
Klein##*) entwickelfen Theorie der Modulfunctionen. Indem nimlich
gemilss dieser Theorie die Modulargleichungen der elliptischen Fuane-
tionen nur Glieder einer uneudlichen Reihe &hulicher Gleichungen
sind, crhebt sich die Frage, ob mnicht auch aus jeder dieser Glei-
chungen in #hnlicher Weise wie aus den Modulargleichungen der
elliptischen Functionen Classenzahlrelationen gewonunen werden kinnen -
und es ist diese von IHerrn Klein angeregte Frage, welche Herr
Gierster in den genaunten Arbeiten mit Erfolg in Angriff genom-
meun hat.

Was jene Gleichungen angeht, so entspringen dieselben aus der
Transformation derjenigen algebraischen Modulu, welche nach Herrn
Klein als Congruenzmoduln zu hezeichnen sind und denen als solchen
eine bestimmte ,,Stufe“ ¢ und (wie jedem algebraischen Modul) ein
bestimmtes Geschlecht p zugehdrt.§) Fir den Fall nun, dass das Ge-
schlecht p > 0O 1st, stellte sich bei dem Versuche die betreffenden
Classenzahlrelationen aufzustellen eine Schwierigkeit ein, welche in
dem bisherigen Mangel einer ausreichenden analytischen Darstellung

¥) Diese Annalen, Bd. XXI, pag. 1 und Bd. XXII, pag. 190. Die Abhand-
lnngen sollen im Folgenden mit I. und IL citirt werden.
##) Crelle’s Journal, Bd. 57.
#¥#) Sitzungsberichte der Miinchuer Akademie, 6. Dec. 1879 oder diese
Annalen Bd. XVII, pag. 63 ff.
1) Vgl. Klein, L ec.
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der zugehorigen Transformationsgleichungen ibren Grund hat.*) Dieses
ist der Punkt, an welchem meine Untersuchungen ecinsetzen. Freilich
ist mir die vollstindige Durchfihrung der zum Ziele fithrenden Be-
trachtungen nur in einigen wenigen Fillen™*) gclungen; doch hoffe
ich, da der im allgemeinen Falle einzuschlagende Weg klar vorge-
zeichnet ist, auch diesen in Bilde erledigen zu kbnnen.

Dem vorliegenden in der zweiten Abhandlung enthaltenen Theile
meiner Untersuchungen habe ich eine erneute Herleitung der Classen-
zahlrelation erster Stufe in der ersten Abhandlung voranfgeschickt. Es
erschien mir dieses fiir das Verstindniss der zweiten Abhandlung
wiinschenswerth, da der allgemeine Gedankengang bei dem einfachsten
Falle, welchen die Classenzahlrelation crster Stufe darbietet, am klarsten
hervortritt. Dabei glaube ich die Herleitung dieser Relation in nicht
unwesentlichen Punkten vereinfacht zu haben.

Die zweite Abhandlung zerfillt in zwei Abschnitte, von welchen
der erste die allgemeinen Hiilfsmittel fiir die Aufstellung der Classen-
zahlrelationen entwickelt, wobel nur in dem letzten Theile des Ab-
schnittes die Stufe als eine Primzahl vorausgesetzt wird. Dicsen letzten
Theil hitte ich wesentlich abkiirzen konnen, wenn ich die ,linke
Seite ¢ der Classenzahlrelation”, wie sie Herr Gierster abgeleitet
hat (I, pag. 291f), als bekannt hitte voraussetzen wollen. Hierdurch
wiirde aber, da die Zahl 6 bei mir eine ncue Bedentung erhiilt, die Klar-
heit erheblich gelitten haben; iiberdies glaube ich auch hier die betreffen-
den Entwicklungen zum Theil in wesentlich vereinfachter Form sa geben,

Der zweite Abschuitt enthiilt die vollstiindige Durchiiihrang des
Falles der 7» Stufe. Was die hier crhaltenen Endresultate anlangt,
so sind dieselben, bis auf eine einzige Formel, von Herrn Gierster
auf anderem Wege bewiesen worden. Aber auch diese letzte Formel
hat schon Herr Gierster als vermuthungsweise bestehend anfgestellt
(1. pag. 203).

Die Grundlagen der im Folgenden anzustellenden Untersuchungen
kbonnen wohl grosstentheils als bekannt vorausgesetzt werden. Nur
der Wunseh nach Vollstiindigkeit veranlasst mich, dieselben in den
ersten Paragraphen der ersten Abhandlung kurz zusammenzustellen.®#)

*¥) Siche Gierster: ,,Ucber Relationen zwischen Classenzahlen ete.** Sitzungs-
berichte der Miinchener Akademie, 7, Febr. 1880, pag. 3 oder Mathematizche
Anualen, +. 17, p. 35,

**) Dazu gehort namentlich anch der In meiner Note ,,Zur Theorie der
Modulargleichungen® Gottinger Nachrichten, 21, Nov. 1883, behandelte Fall,
Derselbe liefert einen neuen Beweis fiir diejenigen Classenzahl-Relationen,
welche Herr Kronecker in den Monatsberichten der Berliner Akademie vom
19, April 1875 aus anderen Betrachtungen hergeleitet hat.

##) Siehe Dedekind: ,,Schreiben an Herrn Borchardt tber die Theorie der
elliptischen Modulfunctionen. Crelle’s Journal, Bd. 83, pag. 2656, Klein:
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I. Abhandlung.
Die Classenzahlrelation der ersten Stufe.
g 1.

Die Aequivalenz der Grossen.

Man bezeichnet zwei Grissen @, und @ als Hquivalent, wenn die
Gleichung

@, = el —5()
durch vier ganze Zahlen «, §, ¢, 0, welche der Bedingung
o — fy=1

geniigen, befriedigt werden kann. Man sagt dann auch, dass o, aus
o .durch die Substitution oder Transformation

[14
Ss(y@
hervorgehe. Aus dieser Festsetzung ergiebt sich leicht, dass die mit
¢ multiplicirten Theile zweier #quivalenten Grossen dasselbe Vorzeichen
besitzen. In Riicksicht hierauf beschrinke man die Betrachtung auf
Grossen ® mit positiv-imaginirem Bestandtheile. Man construire nun
in der (positiven) Halbebene, deren Punkte die Werthe der complexen
Grosse @==x + 7y (y > 0) geometrisch darstellen, die Geraden

1
2

a? gt = 1.
Diese Linien begrenzen ein krummliniges Dreieck mit den Ecken

I

== uwd z=—

und den Kreis

2in
w==140, wn=0g9, 0=149 (9=63)’
welches als Fundamentaldreieck bezeichnet werde. Von der Begrenzung

,Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und die Auflgsung der Glei-
chungen finften Grades.“ Diese Annalen, Bd. XIV, pag. 111 ff. Eine ausfihr-
liche Darstellung findet man in meiner Abhandlung: ,Grundlagen einer indepen-
denten Theorie der elliptischen Modulfunctionen etoc* Diese Anvalen Bd. XVII,
pag. 528.

1"
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dieses Dreiecks sall nur die auf Seiten der negativen X-Axe liegende
Hilfte zu dem Dreieck gerechnet werdepn, Dann hat man folgendes
Theorem:

o Es giebt 2w jeder willkiivlich  gewdihlten Grisse @ eme und nur
eine dquivalente Grisse, welche geometrisch duwrch eimen Punkt des
Fundamentaldreiecks dargestellt wird. ¢

Indem man die Bezeichnung der Aequivalenz zweler Grossen auf
die diese Grossen darstellenden Punkte ibertriigt, kann mau anch
sagen, dass die Punkte des Fundamentaldreiecks ein vollstiindiges
System infiquivalenter Punkte bilden. Dieser Charakter wird dem
Punktsysteme nicht verloren gehen, falls jeder Punkt durch irgend
einen Hquivalenten ersetzt wird. Ersetzt man insbesondere jeden Punkt
co-4f
yo+9’
steht ein neues vollstindiges System iniiquivalenter Punkte, welches
aus allen Punkten eines neuen Dreiecks gebildel wird. Letzteres wird
von Kreis- oder Geradenstiicken, welche auf der X-Axe senkrecht
stehen, begrenzt und moge seiner Kintstehung entsprechend als

,, Dreieck S(w)¢
bezeichnet werden. Die Dreiecke S(@) iiberdecken in ihrer Gesammt-
heit die positive Halbebene einfach und liickenlos, indem sich um jeden
zu o #quivalenten Punkt 6 Dreiecke lagern, wihrend sich in jedem
zu 500 Aquivalenien, also in jedem ecinen rationalen Werth darstellen-
den Punkte, unendlich viele Dreiecke aneinander legen.

Aus den bisher gemachten Angaben ergiebt sich noch leicht die
vollstandige Auflosung der Gleichung @ = S(w), wo @ eine Stelle im
Inmern der positiven Halbebene bezeichnet. Wird @ zuniichst auf das
Fundamentaldreieck eingeschrinkt, so lisst diese Gleichuug nur folgende
Auflésungen zu:

@ des Fundamentaldreiecks durch den Punkt S(@) = so ent-

omiy s—s, = (L9 D)

3

0 —1
w==0; S=0285, ﬁ(l 1)5

0=y9; §=25"= (—} (1)>
Daraus folgt, dass die allgemeinen Anflosungen der Gleichung diese sind:
o="U@); S==US8 U,
o=Ule); 8= US U™,
w=U(g); S= Us; U
Hierbei bedeutet U irgend eine Substitution, und es ist durchgehends

10
von der selbstverstandlichen Losung S = (0 1), also ® =, abgesehen.
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§ 2,
Quadratische Formen.
Es sei
Pu? + Quv + Rv?
eine positive quadratische Form, so dass — P> und — B sowie die
Determinante der lorm

De=—A=@—4PR

negative ganzzahlige Werthe besitzen.

Diejenige Wurzel der Gleichung

Pu? 4 Quo + Ro? = 0,

welche einen positiv-imaginiren Bestandtheil hat, werde als die ersfe
Waurzel der Form hezeichnet. Dann lisst sich die nothwendige uad
hinreichende Bedingung der Aequivalenz zweler positiven Formen dex-
selben Determinante dahin aussprechen, dass die ersten Wurzeln der
Formen #quivalente Grossen im Sinne des § 1 sein miissen.

Nennt man ferner eine positive Form reducirt, falls ihre erste
Wurzel dem Fundamentaldreieck angehdrt, so ergiebt sich ans § 1
sofort der Satz: ,Jede Form ist einer und nur einer reducirten Form
fiquivalent .

Man bemerke, dass die Formen, deren erste Wurzel w =1, bez.
® = ¢ ist, lauten: (P, 0, I’) bez. (P, I, P), wo P eine beliebige posi-
tive Zahl bedeutet.

§ 3.
Moduifunctionen,

Die Function I'(w) heisst eine Modulfunction (im engeren Siune),
wenn sie eindeutig von dem Argumente o abhiingt und die in der
Gleichung

F(o)= I'(S(w))
ausgesprochenc Eigenschaft besitzt.

Die Betrachtung des iiber die Begrenzung des Fundamentaldreiecks
zu erstreckenden Integrals

_)—1 j:l log I'(w)

27
ergiebt in bekannter Weise die Relation
N=U,
wo die Zahlen N und U angeben, wie oft I’(») im Ganzen von der

ersten Ordnung unendlich klein bez. unendlich gross wird, falls
das Fundamentaldreieck beschreibt. Dabel sind an den Stellen
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©@=100, @, %
bezliglich die Grossen
g% (o — @) (@ — 9% (=267
an jeder andern Stelle ® = @, des Fundamentaldreiecks die Grosse
© — o, als unendlich klein von der ersten Ovdnung anzusehen.
Die einfachste hierhergehdrige Function wird durch die Gleichung

k=1
definirt. Dieselbe wird offenbar nur fir ® = 4o und zwar von der
ersten Ordoung unendlich gross, nimmt also, wenn ® auf das
Fundamentaldreieck eingeschrinkt wird, jeden mbglichen Werth ein
Mal und nur ein Mal an, so dass die Gleichung
J (@) = J(@)

dann und nur dann stattfindet, wenn @ und @, dquivalente Grossen
sind. Von Wichtigkeit wird spiter noch folgender evidente Satz:
Besitat die Function f{w) die Eigenschaft, dass fiir eine im Endlichen
liegende Stelle @, des Fundamentaldreiecks f(w,) = o, ist, so wird

die Differenz
J(@) — J(f (@)
an der Stelle @ = o, von der ersten Ordnung unendlich klein, falls

[F (@) —1.

endlich und von Null verschieden ist.
Dabei ist
ye=2 bez. v=3
flir
@, == 1 hez, @, = g;
in allen tibrigen Fillen ist v =1,

g 4.
Transformation #»* Ordnung.

Besteht zwischen den Grossen @, und o die Beziehung

wo a, b, ¢, d ganze Zahlen bedeuten, welche der Bedingung
ad—bec=mn

. *) J(w) ist die absolute Invariante des elliptischen Integrals 1. Gattung und
identisch mit der ,,Valenz* des Herrn Dedekind.
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geniigen, so sagt man o, gehe aus o durch die Substitution oder
0
d

konnen hiernach auch als solche bezeichnet werden, welche auseinander
durch Transformation erster Ordnung hervorgehen.

Wie bisher soll unter einer Substitution oder Transformation
schlechthin stets eine solche der evsten Ordnung verstanden werden.

Bedeutet nun (? 3) irgend eine bestimmic Transformation der nte

Ordnung, so lassen sich die Substitution S und die nicht-negativen
ganzen Zahlen A, D, B stets und nur in einer Weise so bestimmen,
dass die Gleichung

Transformation »n'* Ordnung ((” ) hervor.  Acquivalente Grissen
¢

ao4b _ g Aw+B) #)

cw-d
unabhingig von @ stattfindet und dass die Bedingungen

A-D=n, BLD
erfiillt sind.
+ B

: w 1 " Ao .
Denkt man sich also alle mbglichen Grossen ——5—— aufgeschrieben
(deren Anzahl gleich ®(n), der Summe der Divisoren von %, ist) und

zu jeder einzelnen alle ihr Hquivalenten Grossen S (49]_)*_ 'B) gebildet,

s0 wird man jeden Ausdruck awiﬁ- und jeden nur ein Mal erhalten,

Man kann hiernach die Ausdriicke —N—i_*:z

der Art dass jede Reihe nur fquivalente Grossen enthillt, dass dagegen
je zwei Ausdriicke aus verschiedenen Reihen nur fiir particulire Werthe
von o fiquivalent sein kinnen.
Es moge It (w) einen bestimmten Ausdruck der ¢ Reihe be-
deuten; so sollen die @ (n) Ausdriicke
B, (0), B,(a),..
als ein Repriisentantensystem der Transformation n'* Ordnung be-

A B .
geichnet werden. Inshesondere werden die ®(n) Grossen ~———°3j~'~—— ein

solches System bilden.

Bine vorzugsweise zur Verwendung gelangende, leicht zu beweisende
Figenschaft eines Reprisentantensystems ist diese:

., OHleichzentig mit

in ®(n) Reihen vertheilen,

B(0), By(@),. .
bilden auch dic Ausdriicke
R, (S(w), R, (S(m)),
ein Reprisentantensystem der Transformation w' Ordnumg , wenn S{w)
irgend cine Substitution erster Ordmung bezcichnet.

*) Vgl Dedukmd 1 ¢. pag. 287.
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§ 5.
Die Classenzahlrelation erster Stufe.
Aus dem letzten Satz folgt, dass die Function

Flo) =TT [J(0) — J(Bi(w)] =TT [J(w) —J(fett ]
die in der Gleichung
F($(w)) = F(0)
ausgesprochene Eigenschaft besitzt, Dabel ist das Produet tiber irgend
ein Repriisentantensystem R;(w) auszudebhuen, jedoch im ¥alle, wo

n ein Quadrat ist, der durch A= D =}'n, B = 0 charakterisirte
Repriisentant anszulassen, was durch das an das Productzeichen gesetzte
Komma angedeutet ist.

Es werde nun der Satz von § 3, dass F(w) im Fundamentaldreieck
ebenso oft Null wie unendlich wird, angewendet.

Z'(@) wird unendlich nor fir @ = ¢oco und zwar wird hier der
Kactor

2in B
, A eT
J(CO) — J(ACOE—B)= q“‘z(—I;T_*. . .)___. q—z D (V\iigu__*ﬂ' . .)

von der Ordoung 1 oder %— unendlich gross, je nachdem 4 < D oder

A > D ist. Daher ist die Gesaummtordnung des Unendlichwerdens
von I'(w):

U=D >4, _—='Z‘;A 2D+ DU —D)— &,

aA=Dn A-D A-D 45D

oder .
U= @)+ ¥n) — e,

wo

® (n) die Summe der Divisoren von #,
W(n) den Ueberschuss derjenigen Divisoren von n, welche grosser als

Yn iiber diejenigen, welche kleiner als V'n sind bedeutet, und
wo endlich
&, = 1 oder 0

zu setzen ist, je nachdem % eine Quadratzahl ist oder nicht.

§ 6.
Fortsetzung.

Nun ldsst sich die Zahl N der Nullstellen von F'(w) auf folgende
Weise bestimmen. Bin Factor

J(0) — J (Bi(w)
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wird fiir eine Stelle v, des Fundamentaldreiecks unendlich klein und
gwar (nach § 3, Schluss) von der ersten Ordnung, dann und nur
dann, falls

@y = S (B (mo))

ist.
Diese Gleichung fiir @, lisst sich in die Form
__ aw,—+b
M P = oy d

setzen, wo ad — be==n ist und ¢ positiv vorausgesetzt werden darf.
F(w) wird also so oft Null wie die Gleichung (J) Losungen hat.
Hierbei ist jedoch noch zweierlei zu bemerken. Erstens sind, wenn »
ein Quadrat ist, diejenigen Gleichungen (1), welche aus dem fort-
—V;L’_:i) entspringen, auszuscheiden, Die-

gelassenen Factor J(0) — J

selben lauten @, =S (V?”__Eq,_); also nach § 1, Schluss:

1

r . W
Ry == 5=~ W, =%
0 Vn w, H ] ?
(A) 0, = —::—V%4? 0, == M
0 Vnw, — Vo ' 0 oi
—Vno,—Vn
a)o e IR 0, =
. m @, 0 @
Zweitens sind von den iibrigen Idsungen-zwei solche, wie
T S N @y Y
0 C(OQ"}‘d ! 0 C’mo’—i—d’
als nicht verschieden zu rechnen, wenn ) == @, ist und
amtb f‘;'ﬂoi‘_li)
cw, -+ ad dwy +

durch eine Substitution S befriedigt werden kann. Denn zwei solche
Losungen gehoren zu derselben Nullstelle desselben Faetors von J'(e).
Tn diesem Falle ist aber o, = S(@,). Nach § 1, Schluss, sind daher
diejenigen Losungen der Gleichung (1), in welchen @, = ¢ ist, paar-
weise, diejepigen in welchen @, = g ist, zu je dreien als nicht ver-
schieden zu rechuen.

Bezeichnet daher Z die Zahl der Losungen der Gleichung n,

wenn jede Losung, in welcher @y = ¢, bez. @, == @ Isb : be. 1} Mal
gezihlt wird, so ist die Zahl N der Nullstellen von F(w) gleich Z

wenn % kein Quadrat, dagegen, wenn % eil Quadrat ist, gleich Z
. 1,1 1 o .
vermindert um & -3 + 5 (wegen der in diesem Falle anzuschliessen-

den Losungen (A).)
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Wir kéunen also
N=L —1y,

setzen, wo 4, = Z oder 0 ist, je nachdem # ein Quadrat ist oder nicht.

§ 7
Schluss.

Man denke sich jetst alle reducirten positiven quadratischen Fornen
der negativen Determinanten — 4n-x? aufgeschrieben, wo x successive
die Werthe 0, 4~ 1, 4+ 2, ... also alle ganzzahligen Werthe annehmen
soll, welche absolut genommen kleiner als 2 ¥» sind.

Setzt man daun, unter (P, ¢, &) irgend eine dieser Formen
verstanden:

c=P b=—R, d=4T" 4 ¢ x

) Q9 3

so ist leicht einzusehen, dass man in den verschiedenen mit Hiilfe
dieser Zahlen gebildeten Gleichungen

e+ b

cwy -+ d

jede Losung der Gleichung (1) des vorigen Paragraphen und jede nur
ein Mal erhilt. Bezeichnet daher H(A) die Zahl der verschiedenen
Classen von positiven Formen der Determinante — A, wobei die-
jenmigen CUlassen, deren reducirte Formen die Gestalt (P, 0, P) bez.

(P, P, P) haben, , Mal bes 5 Mal zu zihlen sind, so ist

QJO:-

Z =D HEn — ).

®=0,T1,...
Wenn endlich H(o) = — ~11§ gesetzt wird, so erhilt man
Ne=Z—qp= D Hdn — ) — ¢,
=0+ 1,...

wo jotzt % alle positiven und negativen ganzen Zahlen durchliuft,
welche absolut genommen nicht grosser als 2)/» sind, wihrend &,
dieselbe Bedeutung wie in § 5 besitzt.

Durch Gleichsetzung der Zahl N der Nullstellen und der Zahl U
der Unendlichkeitsstellen von 1'(a) ergiebt sich nun die Classenzahl-
relation, deren Ableitung das Ziel dieser Untersuchung war, nimlich

D H(En — 22) = D) + ¥ (n).%)

x=0,%t1,32,...

*) Siehe Gierster, [, pag. 25.
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II. Abhandinng.

Die Classenzahlrelationen hoherer, insbesondere der
siebenten Stufe.

Abschnitt 1.

Apsiitze fir eine beliebige Stufe ¢.%)

§ 1.%%)
Die Gruppe derjenigen Substitutionen, welche (modulo ¢) der Identitit
congruent sind.

Die Gesammtheit derjenigen Substitutionen (; g), welche der

Bedingung
g:B:y:0=1:0:0:1(mod. g)
geniigen, wo g eine positive ganze Zahl bezeichnet, bildet eine Gruppe,
welche als eine ausgezeichnete Untergruppe in der Gesammtheit aller
Substitutionen enthalten isf. Substitutionen, welche dieser Gruppe
angehoren, sollen in der Folge mit dem Buchstaben I' bezeichnet
werden, so dass
T(w), T' (@), T\(2),...

verschiedene Individuen der Gruppe bedeuten.

Ferner mogen zwei Grossen w, und @, zwischen denen eine Glei-
chung der Gestalt

o; = T'(w)

besteht, relativ Hquivalent genannt werden.

Fin vollstindiges System relativ iniquivalenter Grdssen erhillt man
auf folgendem Wege. Es seien

~y o0 oy 0
S@y= 1218, )= rod

zwei beliebige Substitutionen; so ist die nothwendige und hinreichende
Bedingung, dass S(w) und 8, (w) fir alle Werthe von o relativ dqui-
valent sind, durch die Congruenzen

a:fiy:ds=0,: P19 :0, (mod g)
ausgedriickt. Es sollen dann S(w) und S, (@) (mod. ¢) congruente

#) Die Zahl g wird, ,wie schon in der Kinleitung erwihnt ist, im letaten
Theile des Abschnittes als Primzahl vorausgesetab.

*#) Vgl wegen dieses und des folgenden Paragraphen: Klein: ,Ueber die
Transformation der elliptischen Functionen und die Auflosung der Gleichung fiinften
Grades.* Diese Apnalen, Bd. X1V, pag. 151 und 152.
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Substitotionen heissen. Man denke sich nun ein vollstindiges System
(mod. g) incongruenter Substitationen
S (@), Sy(w), ..., Si(w)

aufgestellt, so werden die ,,Dreiecke S,(w), S,(@), ..., Si(®) ein
vollstindiges System relativ indiquivalenter Grossen bilden. Diese
Dreiecke kann man auf mannigfaltige Art so wilhlen, dass sie in der
positiven Halbebene ein einfach zusammenhingendes Gebiet bilden,
welches als ,,Fundamentalpolygon® der Gruppe bezeichnet wird. Da
von der Begrenzung jedes Dreiecks S(w) nur die eine Hilfte zu dem
Dreieck gehorig gerechnet wird, so wird auch von der Begrenzung
des Fundamentalpolygons nur die Hilfte zu demselben gehioren. Jedes
Begrenzungsstlick dieser Hilfte geht durch eine Transformation 7T'(w)
in ein bestimmtes Sttick der anderen Hilfte tiber.

§ 2.
Die Riemann’sche Fliche der g~ Stufe.

Denkt man sich das Fundamentalpolygon aus der positiven Halb-
ebene herausgenommen und die zusammengehdrigen Rinder desselben
vereinigt, so entsteht eine geschlossene Fliaehe, welche in Anlehnung an
die von Herrn Klein eingefithrte Terminologie als die ,,Riemann’sche
Fliiche der g'*» Stufe bezeichnet werden soll. Ist g = 1 (in welchem
Falle die Gruppe 7(®w) mit der Gesammtheit aller Substitutionen
identisch ist), so ist das Geschlecht der Fliche gleich Null. Fiir ¢ > 1
bestimmt man das Geschlecht p am leichtesten mit Hitlfe des Euler’schen
Satzes. Gemiiss ihrer Entstehung trigt ndmlich die Fliche eine Ein-

theilung in 4 Dreiecke, deren Ecken in % Punkten zu je ¢, in —:;-

Punkten zu je 6 zusammenfallen. Man findet dem entsprechend
—6
p=121-%L T

Die Grdsse  als Function des Ortes auf dieser Fliche betrachtet®)
ist  eine unendlich vieldeutige Function. Ist w, ein Werth, welchen
@ sn einer bestimmten Stelle besitet, so hat man in den zu @, relativ
dquivalenten Grossen alle Werthe, welche @ an dieser Stelle annimmt,
Umgekehrt gehdrt zu einem gegebenen Werth von @ eine ganz be-
stimmte Stelle der Fliche. Betrachtet man ferner alle zu ein und
demselben Werthe (im gewdhnlichen Sinne) #quivalente Grissen, so
vertheilen sich dieselben im Allgemeinen in A Gruppen unter einander

#) Es ist @, beilkufig bemerkt, eine n-Function im Sinne der Klein'schen
Abbmitilwng: ,Neue Beitrliige 20r Riemann’schen Fanctionentheorie. Diese
Anpalen, Bd, XXI, p. 141ff.
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velativ gquivalenter Grossen, so dass ihnen 4 Stellen der Fliche ent-
sprechen. Eine Ausnahme bilden die zu
® =1, 0, 100

Aquivalenten Grossen, zu denen beziiglich nur 7}, ~37L’
wehidren,

Bline besondere Beachtung verdienen die letzteren zu ratiomalen
Werthen von o gehirenden, also den auf der Axe der reellen Zahlen
liegenden Ecken des Fundamentalpolygons entsprechenden Stellen. Zu

zwel rationalen Werthen gehOrt dann und nur dann dieselbe Stelle,

a Stellen
q

falls die Werthe (mod. ¢) congruent sind. Jene % Stellen lassen sich
also z. B., wenn ¢ eine Primzahl ist, durch die rationalen Werthe
:I:_% angeben, wo g und ¢ die Werthe

g—1
0,1,2, -+ 55~
annehmen und nur die Combination g = 0, ¢ = 0 ausgeschlossen ist.

. . . . & .
Besitzt @ einen wenig von der rationalen Zahl — ¥ verschiedenen

Werth, so geht bei einer Umkreisung der Stelle — %die Grisse

tiber, wo «, § irgend zwei ganze, der Bedingung «d — 8y = 1 unter-
worferte Zahlen bedeuten. Daraus folgt, dass auf unserer Fliche an

der Stelle — —j— die Grosse
iz ao+f
p 1 To-+d
wvon der ersten Ordnung unendlich klein wird. An jeder nicht zu jenen

~;'- Stellen gehorigen Stelle w,, wird offenbar
6 — 0,
von der ersten Ordnung unendlich klein.

Da jeder geschlossene auf der Fliche gezeichnete Weg, bei dessen
Durchlaufung sich ® ungeéindert reproducirt, auf einen Punkt zusam-
mengezogen werden kann, so folgt der wichtige Satz:

ydede auf der Fliche existirende unversweigte Function ist eine
eindeutige Function von 0.

Schliesslich bemerke ich, dass die Betrachtung der Riemann’schen
Fliche gt Stufe nur einen Durchgangspunkt bildet. Sie dient nament-
Yich dazu, die Existenz gewisser Functionen von & festzustellen (vgl. den
folgenden Paragraphen). Allen weiteren Untersuchungen wird dann
micht jene Fliche, sondern die w-Halbebene oder das in ihr liegende
¥undamentalpolygon zu Grunde gelegt.
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§ 3.
Usberall endliche Integrale und o-Functionen der ¢~ Stufe.

Aus dem letzten Satze ergiebt sich, dass nicht nur die zu der
geschilderten Fliche gehdrenden algebraischen Functionen, sondern
auch die auf ihr existirenden berall endlichen Integrale und &-Funec-
tionen, welche ,,von der g*» Stufe‘: genannt werden sollen, eindentige
Functionen von o sind.

Diese Bemerkung kann sich selbstverstindlich nur auf den Fall
beziehen, dass das Geschlecht p der Fliche grosser als Null ist. Es
mogen deshalb im Folgenden die Werthe

g=2,3,4,5,
for welche p == 0 wird, ausgeschlossen werden.
Bedeuten nun
Jy (), J3(@), . .., Jy(@)
p linear unabhéngige Integrale der gt Stufe, so ist

J(T@) =d,(0)+ P, (r=1,2...p),

wobei die Grossen P,, P,, ..., P, ein Periodensystem der Integrale
bilden.. Es ist aber wichtig, dass auch das Umgekehrte gilt:

ndJdede eindeutige, tiberall endliche Funclion von o, welche sich bis
auf esne additive Constante reproducirt, falls @ durch T (o) ersetst wird,
ist ein Integral der g' Stufe. _

Hieraus folgt unter Anderem, dass, unter S(w) eine beliebige
Substitution verstanden, stets

I, (8(®)) = e’ Sy (@) + &'y @) + - - - + & Tp(@) +
ist, wo
von o unabhingige Grossen bezeichnen.

In bekannter Weise lassen sich alle diese Relationen aus den-

jenigen beiden, welche den Substitutionen
S@)emo+1 ud S@)=—-=
sugehdren, ableiten.
Es mdgen nun die ilberallendlichen Integrale g't Stufe

‘ (@), Ja(w), . . ., Jp(w)
¢in System von Normalintegralen bilden und es werde die zugehdrige
Function ' '

suf Abktrsung mit

\r)
, c

B(u;, ttyy .. o) Wp)

o[w]
bessichnet. Versteht man dann unter

€y O3y 00ty &
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p willkiirliche Constante, so besitzt die Function

die in der (Gleichung U)o
\* 2ty by (w)— ,)+<
9 (7 (@) — ] = &= Fjr(0) — ]
ausgesprochene Higenschaft, wobei die ganzen Zahlen {,, ¢,, .
und die Constante C; nur von der Substitution 7'(@) abhidngen.
Es konnen nun ferner nach Annahme von 2p — 2 Werthen

A

@, gy ..y O2p2
die Constauten ¢,, ¢,, . .., ¢p 50 bestimmt werden, dass
& (@) — 3 (Q) — ¢ ] = B[](Q) — jr(w) + ¢]
als Functicn von ® bez. Q Dletrachtet nur dann und zwar von der
ersten Orvdnung unendlich klein wird, wenn @ bez. Q relativ dqui-
valent ist zu
Q, o, @y ..., Opa

bez.

W, Op, Opp1y « ..y Dzp—2.
Dabei ist die Wall der Grissen @,, @,, . .., 0zp-2 nicht vollstindig
willktirlich; doch kommen die Bedingungen, welchen diese Grossen
unterworfen sind, fiir das Folgende nicht in Betracht.
Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich ohne Miihe der nach-
stehende Satz:
2 Ist [{(0) eine Function von o wnd findet die Gleichung

o = f(o)
fiir eine im Innern der positiven Halbebene liegende Stelle 0 = w, stalf,
so wird die Function

o (@) — . (f (@) — ¢
an dieser Stelle von der ersten. Ordnung wnendlich klein, wenn /' (w,) —1
endlich und von Null verschieden ist. Findet dugegen die Gleichung

© = f(w) fir emen rationalen Werth, ctwa fir @ = — —;?7 statt, so
wird dieselbe Function an der Slelle © = — i; von derselben Ord-
nung wie
2in ewdf 207 of(@)+f
e 7 yutd __ ¢ yf(wy+d
unendlich Kleim. Hier bezeichnen o und B irgend swei der Gleichung
«d — fy=1

geniigende ganze Lahlen.
Schliesslich moge hier noch folgender Satz, welcher spéiter von
Wichtigkeit wird, eine Stelle finden:
., Besitet die Function F(w) die Eigenschafft sich bis auf einen von
0 unabhangzgen Factor eu reproduciren, wenn @ durch T'(w) ersetst
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wird, so wird F(w) im Fundamentalpolygon gerade so oft Null ewie
unendlich gross.tt

Der Beweis ergiebt sich in bekannter Weise aus der Betrachtung
des um die Begrenzung des Fundamentalpolygons zu erstreckenden

Integrales
1 Al ES
mfd log F(0))

§ 4

Transformation »* Ordnung ¢ Stufe.

Es mogen a, b, ¢, d irgend vier ganze Zahlen bedeuten, welche
nur der Einschrinkung unterworfen sind, dass
ad — be=mn
ein positive zn ¢ theilerfremde Zahl sein soll.
Man kann dann stets ein Repriisentantensystem der Transforma-
tion n'r Ordnung**)

B (@), By(w), ...

aufstellen, welches den Bedingungen

Bi(@)=Ey(0)= - = %%:II—:% (mod. ¢),

geniigh.***)  Dabei ist, wie in der Folge stets, unter der Congruenz

dot+b __ aw-tb

cot+d T cotd’
(g, 3) — (g Z) (mod. ¢),

das Bestehen der Congruenzen
d:b:d:d=a:b:c:d(mod q)

verstanden, — Ein solches Repriisentantensystem soll ,,zum Schema,

(Z 2) (mod. q)

gehorend“ genannt werden. Offenbar erhilt man aus einem derartigen

Systeme alle tibrigen, indem man Ity(w) durch T}(R;(w)) ersetzt.
Hiernach werden namentlich auch die Grdssen

kR, (T(W)); Rz (T(w)), ces

in irgend einer Reihenfolge den Grissen

oder aueh

*) Vgl. wegen der letzten beiden Sitze § 3 der ersten Abhandlung.
**) Biehe § 4 der ersten Abhandlung,
##%) Klein, Sitzungsberichie der Minchener Akademie, 6. Dec. 1879, p. 8.
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R, (@), R,(0), ...

relativ dquivalent sein.
Betrachiet man nun die Funetion
® (o) = T8 [ (0) — J, (Bi(0) — &,

wobei im Falle, dass » ein Quadrat und

(((i& 2) = (1/0” Z/O’;@) (mod. ¢)

ist, der zu o relativ Hquivalente Reprisentant auszulassen ist, so
reproducirt sich ® (@) bis anf einen Exponentialfactor, sei es dass o
durch T'(@) oder das Reprisentantensystem R, (o), BE,(®),... durch
?‘ g) (mod. ¢) gehdrendes
ersetzt werde. Von dieser Higenschatt der Function ®(w) wird bei
der Abzihlung ihrer Nullstellen hestindiger Gebrauch gemacht.

irgend ein anderes zu demselben Schema (

§ b.
Zahl der Nullstellen von ®(e).

Es soll untersucht werden, wie oft ®(w) verschwindet, wenn o
das Fundamentalpolygon beschreibt. Dabei soll jedoch von denjenigen
Nullstellen, welche von der Wahl der Grissen @, @,, ..., 0z ab-
hiingen, abgesehen werden. Ausserdem seien die (auf der Axe der
reellen Zahlen liegenden) Ecken des Fundamentalpolygons vorliufig
ausgeschlossen,

Fiir eine Nullstelle @ = @, von ¢ (@) wird © nothwendig einem
Reprisentanten R;(w) relativ dquivalent, so dass derselben eine Glei-
chung der Form

. a oy -+ a b —(a b
(1) 0y == 76’41:00——-1: }l;', (C' (é’) _(C (Z) (mod q)
entspricht. Umgekehrt kann einer solchen Gleichung eine bestimmte
(nach § 5 einfach zu zdhlende) Nullstelle von @ (@) zugewiesen werden;
nimlich diejenige, welche dem zu z;o—i% dquivalenten Reprisen-
tanten entspricht.

Alsdann wird zu zwei verschiedenen Gleichungen

_ dao,+ b A
O = Cagta’' 0T ToF+a
nur dann dieselbe Nullstelle gehiren, wenn (unabhingig von w)
o+ b odb .
e und 2o relativ dquivalent smd.’
Daun wiirde

0y = T'(w,)
sein.

Mathematische Annalen. XXV, 12
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Diese Gleichung ist aber unmbglich. Denn es miisste™)

T=US; U™ oder US,U-* oder US,?U—,
also, da I'= ((1) (1)) (mod. @) ist, auch

S, oder S, oder §,2 = (é (1)) (mod. ¢),

sein, was nicht der Fall ist.
Falls n ein Quadrat ist, und

(c d (V” O) (mod. g),

wiiren noch diejenigen Gleichungen (1) auszuschliessen, fiir welche
a'o 4V
ot d
da sie auf @, = 1'(w,) filhren, gar nicht vorhanden. Es folgt daher :

» Sieht man ab von den fiir rationale Werthe von o eventuell staté-
findenden und den wvon ®;, @,, ..., 0y abhingigen Nullstellen, so
verschwindet ©(w) imn Lundamentalpolygon gerade so oft, als Glei-
chungen

(1) COO = -,

mit e relativ Hquivalent ist. Solche Gleichungen sind aber,

angesetet werden Linnen, wo w, eine Stclle des Fundamentalpolygons

bezeichnet und o, V', ¢, d ganse Zahlen bedeuten, welche den Bedingungere
ad —¥Vc =mn, (g’, 3) (“ b) (mod. q)

wnterworfen sind.

§ 6.
Fortsetzung.

Die Zahl der mbglichen Ansitze (1) ist nun durch eine Summe
von (lassenzahlen ausdriickbar.*¥)

Man denke sich alle positiven quadratischen Formen der negativen
D-terminanten — 4n 4 %%, wo x alle positiven und negativen Zahl-

werthe erhiilt, die absolut genommen kleiner als 2 J/n sind, diese
Formen in Classen vertheilt und aus jeder Classe ein Individuum
(P, @, R) nach Willkiir ausgewithlt. Dann kann man zu jeder Form
(P, @, R) ein vollstindiges System (mod. ¢) incongruenter Substitu-
tionen (S) bestimmen, so dass die Ansiitze

':'Q+ St (e0)) —
R B
' P57 (@) + ~9—i"

#) § 1 der ersten Abhandlung.
#*+) Vgl. Gierster: I, pag. 291
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nur Stellen @, des Fundamentalpolygons definiren. In allen so ent-
stehenden Ansitzen hat man dann alle Gleichungen (1) vor sich, welche
der Bedingung geniigen, dass o, im Fundamentalpolygon liegt.
Dabei ist jedoch jede Gleichung, in welcher o, dquivalent zu 4 bez, ¢
ist, doppelt bez. dreifach aufgenommen, indem die aus einer Form der
Classen (P, O, I’) bez. (P, P, P) entspringenden Ansiitze zu je zweien
bez. zu je dreien identisch sind. Es soll deshalb festgesetzt werden,

dass jede solche Formenclasse % bez. % Mal zu zithlen ist. Mit dieser

Festsetzung konnen wir sagen: Zu jeder Formenclasse (P, ¢, R) ge-
horen so viele Gleichungen (1), als (mod. ¢) incongruente Substitu-
tionen S existiren, welche den Bedingungen

—=etr _R

2 ’ oy — (&
S P @t S = (c d) (mod. ¢)
? 2

Greniige leisten.
Es werde zur Abktirzung

(A) ay == — +’E- bl = — 1{, ¢ = _P, d1 = ._f_g,_u_

=3 1)

gesetzt; ferner sei

und es werde von jetet an die Voraussetzung eingefiihrt, dass q eine
Primeahl sei. Die Bedingungen fiir S lauten ausfithrlich geschrieben:
way + fe, = e(@a + yb)
ya, + 0¢, = e(ac + pd)

(B) ab, + Bd, = e(fa+ 00) } (mod. g),
yb + 0d, = ¢e(fc + dd)
ad — py=1

wo g== -4 1 oder = — 1 ist. Wenn nun

¢, nicht = 0 (mod. ¢)

ist, so ergeben sich die Werthe von f und & aus den ersten beiden
Congruenzen (B), falls « und g bekannt sind.
Trigt man diese Werthe in die letzten beiden Congruenzen ecin

so reduciren sich dieselben auf
[ay 4 d, — 5o + @] (@ + bp) =0
{ay+ d —s(a+d)] (ca +dp)=0
fiir deren Bestehen die folgende
a; + dy = s(a4d) (mod. ¢)

} tmod. 9,

12*
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nothwendig und hinreichend ist. Substituirt man die Werthe von j
und ¢ ebenso in die Congruenz
0 — By = 1 (mod. 9),
so gelit dieselbe iiber in
¢+ (d— a) ay — by = &¢, (mod. g)-
Wenn also ¢, nicht = 0 (mod. ¢), sind die Bedingungen (B)
durch die folgenden ersetzbar:
o+ d = ¢(a+ )
cat 4 (d— a)ay — by* — s¢,
Be, == s(wa + pb) — aa,
de; — e(ee + yd) — 7y
Je nach der Beschaffenheit des Schemas (? 3) sind nun versehie-
dene Fille zu unterscheiden. Es sei
—A={(a—d}+ 4bec= (a + &)* —4n,
so betrachten wir nach der Reihe die folgenden drei Fille:
1) A nicht == 0 (mod. g),
IT) A== 0 (mod. g),
1) b oder ¢ nicht = 0 (mod. ¢),
D b=c=0, alsoaz==d=-+ yn(mod q).
Aus den Bedingungeu () ist leicht ersichtlich, dass Formen
(P, @, R} vom Theiler ¢ nur im Falle 1i, 2 zuliissige Ansiitze liefern
konnen. Desshalb darf in den iibrigen Fillen P = ¢, als durch ¢
nicht theilbar vorausgesetzt werden; denn in jeder Formenclasse, welche
g nicht als Theiler besitzt, giebt es Individuen, deren erster Coeffi-
cient nicht durch ¢ theilbar ist. In den Fillen I und 1I, 1 kommen
daher, wie die Bedingungen I3 zeigen, nur diejenigen Formenclassen
(P, @, B) in Betracht, fiir welche
x = &(a + d) (mod. ¢)
ist, und jede liefert so viele zulissige Ansitze als die Congruenz
© cot 4 (d— a) ay — by? = ¢ P(mod. q)
Losungen besitzt. Die Zahl dieser Lidsungen ist aber im Falle I, wie

(BY {meod. g).

sich ohne Miihe nachweisen liisst, stets gleich %[g~— (:q—é)] Da-
her ergiebt sich fiir die Zahl der betrachteten Nullstellen von @ (w):

Tle— (7)) SHun—m,

wobei die Summation zu erstrecken ist iiber alle Werthe von %, welche
absolut genommen kleiner als 2)/» sind und der Bedingung
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% —= 4 (a 4 d) (mod. q)
gentigen. Hier sind auch im Falle ¢ 4 d == 0 (mod. ¢q) die doppelten
Vorzeichen Dbeizubehalten, so dass dann jeder Werth » == 0 (mod. q)
zweimal zu nehmen ist,
Tm Falle II, 1 ldsst sich die Congruenz (C) folgendermassen
schreiben:

(b (l_—a )2 = &b P
2 (mod. g),
oder (c(x -|_ s ; ﬁy) = s¢ P

je nachdemn D oder ¢ nicht durch g theilbar ist.
Losungen (e, ) existiren offenbar nor dann, wenu das Legendre-

sche Zeichen
s0P fscl
( s (odel (‘(r)) 1

ist und zwar giebt es dann ¢ Losungen. Falls
g = 8 (mod, 4),
kann das Vorceichen ¢ immer und nur auf eine Weise bestimmt werden,

dass ( ) (ode i(’;{» ) == - 1 ist.
Ddh(}l ist die Zahl der Nullstellen in diesem Falle

q 2[ (dn — #?) — H(‘m“—ﬂ)’],

wo die Summe zu erstrecken ist, iiber alle Werthe von %, welche
absolut genommen kleiner als 2)/% sind und der Bedingung
x — -+ 2¥n (mod. g)

geniigen. Dabei riihrt das subtractive Glied unter dem Summenzeichen
davon her, dass die Formen vom Theiler ¢ anszuschliessen sind; da
jede Form doppelt so oft aufgenommen ist, als filr sie Losungen der
Congruenz fiir («,y) vorhanden sind, so musste noeh der Factor
1 .
- vor das Summenzeichen gesetzt werden.

Endlich ist, wie in der Folge stets,

H(m) =0,

wenn m keine ganze Zahl ist.

Falls nun zweitens
g =1 (mod. 4)

ist, erfordert die Bedingung (H——) (od (SCP )= -+ 1, dass

(2) =) (o0er (9)



178 A. Hurwrrz,
ist  Fir die Zahl der Nullstellen ergiebt sich also

0 3 Hattn —

q: 2 H-i(4n — %?),

je nachdem (%) (oder (—cqf)) = -1 oder — 1 ist. Dabel bedeutet

H.(m) die Zahl der Classen der Determinante — m, welche den

oder

Charakter (%):—_ & besitzen, und die Summation ist ither dieselben

Werthe von % zu erstrecken, wie in der vorigen Summe.
Was endlich den Fall IT, 2 angeht, so folgt aus den Bedingungen
(B), dass
P=@Q=LR=0, =z=¢2})n(mod.yq)

sein. muss. Danu sind die Congruenzen (B) fiir jede Substitution

(:j g) erfiillt, so dass die letztere jede der
— =1
= B0

incougruenten Substitutionen sein kann. Die Zahl der Nullstellen ist
also in diesem Falle
(¢*— 1) 4n—u?
MEEL Ba(nge)

wo die Summation tiber dieselben Werthe von % zu nehmen ist, wie
im Falle 11, 1.

§ 1.
Zahl der Nullstellen von ¢ (w), welehe in die Ecken des Fundamental-
polygons fallen®),

Um die Ordnung des Verschwindens von ® (o) fiir einen rationalen

) . .
Werth o = - 5 20 bestimmeu , nehme man die Repriisentanten R, (o)
von der Form
wot+f g
s (,"1 yots TP > _ mo+h
D C o0+ d;

an, wo &, f§ irgend zwei, der Bedingung «d — By =1 geniigende
ganze Zahlen bedeuten, A, D, B dieselben Werthe durchlaufen , wie
it § 4 der ersten Abbandlung und die Substitutionen § der Congruenz
ao+b ao-B \ .

Gotd = iota {mod. ¢) entsprechend zu withlen sind.

*) Vgl Gierster I, pag. 45,
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®(w) verschwindet nun fiir @ = —~% nur dann, wenn ein Re-
" [ ) s .
présentant E; (-— )y relativ dquivalent wird. Und zwar ver-

schwindet (nach pag. 171) der belreffende Factor
i (@) — - (Re(w)) — o]
von ®(w) von der Ordnung 1 oder 7)4«, je nachdem

A>D oder A<D

. J . -
ist.  Setzt man nun © = — , b I (0) ein, so lautet der entstehende
Bruch in reducirter Form:
a,d—0b o
N
ed—dy
e
Die nothwendige wud hinreichende Bedingung fiir die velative Aequi-
. . 8 . . .
valenz dieses Bruches mit — P driiekt sich durch die Congruenzen;
( b —Ly= Ae&d l
X mod.
(D ¢80 —-dy --— Asy ( )
aus, wo ¢ entweder = -}- 1 oder == — | zu nehmen ist.

Die vorstehenden Congruenzen sind nur daun mit einander ver-
iriglich, wenn die Determinante
(6 — ed) (d —ed) — be==—sAd(a -+ d) + 4*+ AD =0 (mod. g},
also

A+ D = e(w 4 d) (mod. g)
ist. Da ausserdem
A -0 g5 (mod, @),

SO Muss sein

u—{—(l—{—l

g = (mod q),

wobei — A, wic frither, den Werth
= (0 — d)? + 4be = {a - )* — 4n
besitzt. Es sind nun wieder die einzelnen Fille, welche dus Schema
(cs 3) darbieten kann, zu unterscheiden.
1. ¥all. A ist nicht 0 (mod. g).
Besitzt dann das Legendre’sche '/(-ichen _A)den Werth -~ 1,

so wird die Congruenz, welche A4 erfilllen muss, \VldersnmlgD d(w) ver-
schwindet also in keiner Hcke des Fundamentalpolygons. Ist aber
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(:-é-)= 4+ 1, so gehen die Congruenzen (1), falls A einen Theiler
Q K
von n bezeichuet, fiir welchen

__a-d+V—2A
T2

(mod. g)
ist, iiber in
(o —d+y—A)—2b-y=0
2 -0+ (u—dFy—4)y=0

—1 . o I a3
Dieselben besitzen l«gi incongruente Lsungen (~— ?) fiir die oberen,

} {(mod. g).

wie fiir die unteren Vorzeichen, welche Losungen ebenso viele Ecken des
Fundamentalpolygons ergeben, in denen @ (@) verschwindet. Fiir jede
dieser Keken entsprechien aber einem zuldssigen Theiler 4 von #
D oder 4 Nullstellen, je nachdem 4 > D oder 4 < D ist.

® (@) besitzt also fiir den jetzt betrachteten Fall im Ganzen

(@—1HU, _+@-1U,

3 ekt V=3 5 @d—2Y =

Nullstellen in den Ecken des Fundameutalpolygons, wenn mit U, die
Summe derjenigen Divisoren von 5 bezeichnet wird, welche kleiner
als ¥n und = 4 & (wod. ¢) sind, wobei, wenn # ein reines Quadrat
und Y == + % (mod. g) ist, noch % Vn jener Summe hinznzo-

nehmen ist. B
IL Fall. A=0, also a + d ==+ 2% (mod. q).
1) b oder ¢ ist nicht == 0 (mod. ¢).

Dann muss A == &)/n (mod. g) sein, und fiir jeden solchen Theiler

. . -1, .
von % besitzen die Congruenzen (1) l?- incongruente Lbsungen

—%- Die Zahl der betrachteten Nullstellen von ®(w) ist also jetzt:

(¢—1)- Uy
Ist 2) bz=c=0, also a=d=-7%(mod. ¢),
so muss wieder A = ¢}/n (mod. g) sein. Ist diese Bedingung erfillt,

80 bestehen die Congruenzen (1) fiir jeden Werth von — ;,‘i, 50 dass

®(w) in allen %: qz;—l Ecken des Fundamentalpolygons ver-

schwindet. Es sind also im Ganzen

(@ — 1) (Uyz —¢)
Nullstellen der betrachteten Art vorhanden, wo ¢ =7; oder 0 zu
sotzen ist, je nachdem »n Quadrat ist oder nicht. Dieses Corrections-

glied & riihrt davon her, dass, falls » ein Quadrat ist, ein Reprisen-
tant bei der Bildung von & (w) auszuschliessen ist (vgl. § 4).
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§ 8.
Zusammenstellung.

Indem ich hier die Resultate der letzten Paragraphen in einer
leichten (nur formalen) Modification znsammenstelle, schicke iehi zu-
nichst iiber die Bezeichnungen Folgendes voraus, Die Gesammiord-
nung des Verschwindens der Funetion

(D(CO) :—"U’ ? [_]7’((‘]) - JI (-Rl (GJ)) - Cr] )

wiahrend o das Mundamentalpolygon durehliutt, soll mit

G
bezeichnet werden, wobei von denjenigen Nullstellen abgeschen wird,
welche von der Wall der Werthe @, 0, . . . 0,y abhiiugen. Ferner
moge das auf den Sumwmationsbuchstaben x beziigliche Zeichen

2

k
andeuten, dass fiber alle positiven und negativen Zahlen x summirt

werden soll, welche absolut genommen, nicht grijsser als 2)/n und
= -4 &k (mod. ¢) sind. Dabei sind auch fir k- 0 (mod. ¢) beide Vor-
zeichen beizubehalten, so dass in diesem Falle jeder Werth %=0(mod.q)
zwei Mal zu nehmen ist.
H(m)
bezeichnet die Zahl der Classen positiver quadratischer Formen der
Determinante — m,
Hia(m) bez. H_y(m)

die Zahl derjenigen Classen, durch welche nur quadratische Reste be-
ziiglich Nichtreste von ¢ darstellbar sind.

Dabei ist jede Classe, deren redueirte Form die Gestalt (P, 0, P)
bez. (P, P, P) besitzt, !/, bez. '/, Mal zu ziblen; ferncr ist

HO)=— 5, Hy1(0) = H(0) =0
und, falls m keine ganze Zahl ist,
H{m) =0
zu setzen, Endlich ist unter .
U

die Summe derjenigen Divisoren von % zu verstehen, welche Ileiner
als ¥n und = -} k(mod. g) sind, wobei zu dieser Summe mnoch

% /% hinzuzufiigen ist, falls # ein Quadrat und —;~ V'n=-+k(mod.q) ist*).

*) Die Bezeichnung ,,U,"* ist der Gierste r'schen Abhandlung I entnommen,

Die Zahl ¢ stimmt genan dberein mit der von Herrn Gierster als ,linke Seite
der Classenzahlrelation® bezeichneten Zahl,
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Der Werth von o ergiebt sich nun aus folgender Tabelle:
I. Fall
— A= (6 — d)* + 4bc == (a + d)? — 45 nicht . = O (mod. g).

n (E)=-1
.zn(4n—u2).

B (5 =+t
O 17 g Hidn — )+ (@ -1 U, V’7+—(a+d)
+ (q - 1) _}/—7_._(,,4.4)
IL. Fall.

— A m=(a—d?4 4bc= (a4 d)? — 45 = 0 (mod. g).
1) b oder ¢ nicht = 0 (mod. q).

o= -;[H(4n—x*)—H(4”q;-"'»-)]+<q—1)Uy;,

. wenn ¢ =3 (mod. 4),
om g - DHu@n— )+ (¢ —1) Uy,

wenn ¢ = 1 (mod. 4) und (i) oder (—;—) =1,
6= g -ZH_1(4"—n’)+(q——l) Uyz»

wenn ¢ ==1(mod. 4) und (—) oder (—-) =—1
2) b___c__O(mod q).

6—3—(—11—5‘—)-.2“(4”;; n’)+(q'2__1) Uys + 1,
N0

wo

@—-1@—8
,)—-———-—l—!-—-—m-=x2(p-—— 1) oder =0

zu setzen ist, je nachdem n ein Quadrat ist oder nicht.

§ 9.
Der Fall n — 1. _
Da bei der vorstehenden Untersuchung iber die Zahl n keine
apdere besehriinkende Voraussetzung gemacht worden ist, als dass sie
doreli ¢ nicht theilbar sei, so darf # = 1 gesetzt werden. Fiir diesen
Fall reducirt sich ®(w) auf einen einzigen Factor
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o (i) — ilGais) = o]

oo+ B
yo 4+ &
T(w) gehort, bedeutet. Die allgemeinen Formeln fiir ¢ geben nun
folgendes Resultat:

»Die Zahl der von der Wahl der Werthe o,, ©, . .. 02p_o unab-
hiingigen und im Fundamentalpolygon licgenden Nullstellen der Function

oli-@) — i (Foi5) — @

wo eine beliebige Substitution, welche nicht zur Gruppe

betragt

5 (@—1), wenn « -} § := 4 2 (mod. q),
_:1; <q — (LE)), wenn & -4 0 == -~ 1 (mod. g),
53 (q—— (7~)), wenn ¢ 4 0 = 0 (mod. g) ist.

In allen ibrigen Fillen ist diese Zahl gleich Null.©

II. Abschnitt.

Die Classenzahlrelationen der 7+ Stufe.

Die zweite Bestimmungsart der Zahl ¢ und mit ihr die Herstellung
der Classenzahlrelationen der ¢' Stufe erfordert ein genaueres Studium
der iiberall endlichen Tntegrale der g'*» Stufe. Abgeschen von einigen
nichtprimzahligen Werthen von ¢ habe ich bislang diese Untersuchung
der Integrale vollstindig nur fiir den Fall ¢ = 7 durchfithren konnen,
auf welchen sich die weiteren Entwicklungen beschriinken mogen.

§ 1.
Die iiberallendlichen Integrale der 7t» Stufe.

Die Integrale der Tt» Stufe habe ich auf drei verschiedenen Wegen
erhalten. Der Kiirze halber will ich hier nur den einen, an bekannte
Resultate ankniipfenden aungeben.

Herr Klein hat gezeigt, dass die Verhdlinisse der drei Grossen™)

#) ,Ueber gewisse Theilwerthe der ©-Functionen‘’. Diese Aunalen Bd. XVII,
pag. 569 ff. Die Bezeichnung habe ich in Riicksicht auf die spiteren Entwieck-
langen etwas modificirt.
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o L1erin48)”
z(@)= -9 Uder|q) = Z(_])”q 28 ,

3 (@vin+1)
B@)y= ¢ 9Qer|¢) = 2(—'1)"51 2 )

Rl L@rt-+2
s@) = —i-q' 9 ox|q) :ﬁzj(wl}‘g 28

(wo g ==¢7®) damn und nur dann fir zwei Argumente © und
dieselben Werthe annehmen, wenn e und &' relativ iiquivalente Grossen
sind, die Acquivalenz bezogen auf die Gruppe 7'(®) (mod. 7).

Zwischen 2, : 2, : 2, besteht die eine algebraische Beziehung

f(,e'“ 2y, Zg) = 51334 - 2z, + 2232‘1 = (.

Die {iberall endlichen Integrale der 7t Stufe sind nun offenbar
identisch mit den Integralen erster Gattung der Curve 4'® Ordnung
f=0%. Es werden daher p = 8 linear unabhiingige Integrale der
Teeo Stufe die folgenden sein:

e 4l
*—2 "\2-4 = * &y (7=1:274>7
c _aL_}_c i_'_c i
Lo * 02, 20z,

2
“L

wobel ¢,, ¢,, ¢, Constante bedeuten, von welchen das Integral be-
kanntlich vollstindig unabhingig ist.
Setzt man nun den Factor von g, gleich
dy (),
so findet man unter Beriicksichticung der Formeln, welche die Ver
anderungen von #,, 2,, £, angeben, wenn ® durch o -4 1, bez

1 .
— — ersetut wird, dass

— oy in 20

1
dv+1) _ dy(@ av (- )
@ do

Aoty T de 0 Ly
(-2
Nun ist, wenn in tiblicher Weise
y=-f=» (Zv41p

90 =/0,0) = > (—1y@r4+1)q *
gesetzt wird:
&0, 0+1)=9/(0, o),

3/ (0, — )= —i0 )V =i/, a)

#) Die Perioden dieser Integrale hat Herr Poincaré untersucht: Comptes
Rendus 1883. Die Resultate des Herrn Poincaré lassen sich im Anschluss an
unsere weiteren Betrachtungen leicht be weisen.
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Die Function

1 dy (w)
o) = Sr51a7 "~ o

bleibt daher ungeindert, wenn @ duarch S(w) ersetzt wird, ist also
eine cinwerthige Function der absoluten Invariante J(@). Nun zeigen
aber die Entwicklungen der Grissen 2, #,, £,, ¥,"(0|¢) nach Potenzen
von ¢, dass f(@) fir keine Stelle des Fundamentaldreiecks unendlich
gross wird.

Daher ist f(@) eine Constante ', also

dyp(w)y=C-8,/0] ¢ - do.
Setzen wir

I (@) = — ;J 801 q) d{;’ , firr—1,2,4,
so werden I, (@), I,(w), 1,(w) drei linear unabhingige Integrale der
Ten Stufe bilden.

§ 2,
Reihenentwicklungen der Integrale 7ter Stufe.

Werden nun statt z,, 2,, 2, (0] q) die Reihenentwicklungen
dieser Grossen nach Potenzen von ¢ eingetragen, so ergeben sich

folgende Gleichungen
2m
I (o) = 2 3}111%@ q',

ne==1
2m

L) =D B 47

wm=-2
2m

L(@) = > g
4

m

wobel das Zeichen

hier, wie in der Folge, andeuten soll, dass die Summation zu er-
strecken ist auf alle positiven Zablen m, welche = x(mod. 7) sind.
Die zahlentheoretischen Functionen ¢,(m) sind definirt durch die
Summen
1
Py (m) = — 5 2 (— Lp+ 2p 4 1);
8m = T(2u 4+ 1) + (12v + 1) + 8)%;
1
go(m) = — 5 2 (— ¥ o+ 1);
8m=T02p 4+ 1)* 4+ (T(2v + 1) + 4);
A
Wy (m) = + - DT (— 1 (20 + 1),
8m="T02u+ 2)2 + (1(2v + 1) 4+ 2)p,
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jede Summe erstreckt iiber alle Losungen in ganzen positiven oder
negativen Zahlen g, v der neben der Summe stehenden Gleichung.
Die Definition der Functionen w (m) lisst sich noch sehr vereinfachen.
Es geniigt, diese Vereinfachung fiir ¥, (m) durchzufiihren, da bei ¢, (m),
3, (m) sich Alles analog gestaltet.
Die Gleichung

8m == @¥ -} V2?2
zieht die andere

Q7T e—7Y

am = (SLTY pr(2E
nach sich. Infolge davon kann jeder Lisung der Gleichung
8m = (T@2v -4 1) + 2)2 - 7(2p - 1)?
eine solche Losung der Gleichung
(1) 4m == a? 4 Tf?
zugeordnet werden, in welcher a Rest von 7 und « + g = 2 (mod. 4)
ist. Und zwar geschieht die Zuordnung durch die Gleichungen
{ e=T(ZE) 44 o4 p=20u+1),

- . 7
=L —2 a—t=T v+,

wenn v + u eine gerade Zahl, dagegen durch die Gleichungen

e=T(==2)+ 4 et p=—20@+1),
{5=____7_”_;“_2L".+1__2;

e—t=T—u,

wenn v - 4 eine ungerade Zahl ist,
Nun ist

vilm) =5 > Qe+ D — 3 S @u+ 1),

¥4-u gerade ¥4 ungerade
also

by(m) = 5> (@ + B).

Ist jetst m ungerade, so erfiillt jede Losung der Gleichung (1)
die Bedingung « + § = 2 (mod. 4). KEs treten also die Liosungen «,
und &, — B gleichzeitig anf, so dass

Yy (m) = ';2 o

wird, die Summe erstreckt tber alle Losungen der Gleichung (1), in
welchen o Rest von 7 ist,
Wenn aber m gerade ist, so kann zunichst
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) = 5 e — 5 S @+ p)

gesetzt werden, wo die erslere Summe zu nehmen ist iber alle
Liosungen der Gleichung (1), fiir welche « Rest von 7 ist, die letztere
Summe nur iiber diejenigen dieser Losungen, welche ausserdem der
Bedingung « - 8 == 0 (mod. 4) geniigen. Jeder solchen Losung konnen
wir aber eine Losung der Gleichung

. .
2m = u,* 4 78,*
vermoge der Formeln

a—Tf /jlw—“'}'ﬁ

o, == — ==
1 4 ] 4

. 9 .
zuordnen. Ms ist also ; (v + ) = 42 B, =0, daher auch fiir

einen geraden Werth von m

P, (i) = ;f 2 «.

Die analogen Betrachtungen fiir 4, () und ¥,(m) ergeben ein
entsprechendes Resultat, so dass man schliesslich folgende Entwick-
lungen der Integrale crhiilt:

LEs ist, fir v=1,2, 4:

2m

I,«(GJ) = Zl,(:b@ q ! 3

wohei die zahlentheoretische Function ¥ (m) definirt ist durch die Gleichung:

(I N
P(m) =, 2 e,
dic Summe erstreckt diber olle diejeniyen Lisungen in positiven wnd
negativen ganzen Zahlen «, B dey Gleichuny
2 2
4 =« 187,

in welchen o quodratischer Test vow T 1st.¢%)

§ 3.
Verhalten der Integrale bei linearer Tramsformation von .
Aus der urspriinglichen Definition der Integrale ergeben  sich
folgende Relationen:

(M Lo+ 1)=yL@); (=124,

*) Iis it p(m) = — ;— y(wy, wo (m}) die von Herrn Gicerster, 1L, pag. 203,

eingefihrte Function bedeuatet.
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L(~5)=4.-1(0) + B L(®) +C- L@+,
@ JL(-1)=B. L@ +C L@+ 4-I(®) +p,

L(-L)=C L@+ 4 L@+ B L)+,

wobei
2m

—e T N ikt ol -t ==
yeme ', A = B V1 c V=4
gesetzt ist und p,, p,, p, numerische Constanten bedeuten, aus denen

sich die Perioden der Integrale zusammensetzen.

Die Formeln (1) und (2) reichen bekanntlich aus, um die Ver-
dnderung festzustellen, welche die Integrale erleiden, wenn ® durch
S(w) ersetzt wird, wo S(w) irgend eine Substitution bezeichnet. Je-
doch gelangt man gewdhnlich bei vorgegebenem S(w) rascher zum
‘Ziele durch directe Betrachtungen als durch Zusammensetzung der

Substitutionen @ 4+ 1 und — %

Beispiele hierzu, welche im folgenden Paragraphen von Wich-
tigkeit werden, bieten die Fidlle in welchen

V S(w) = 2w (mod. 7)

oder
S(w) = 4o (mod. 7)

ist. Wir bezeichnen mit U, (w) eine Substitution der ersten, mit U, (@)
eine solche der zweiten Art. Die Substitutionen U,(w) und U,(w)
bilden mit der Identitit eine in der Gesammtheit der (mod. 7) be-
trachteten Substitutionen enthaltene Untergruppe, indem

UHo)=U,(e), U (@)=U(w), U, U,(@)=U,U,(0)=w(mod.7)
ist. Nun hat man jedenfalls, ftir r == 1,2, 4: -
I"(UI (w)) == " I, (w) + ¢, I (@) + ¢, I, (w) + ¢,
wo die Coefficienten ¢ noch unbekannte Zahlwerthe besitzen.
* Wird @ durch @ 4 1 ersetat, so erhiilt man, da

ot U,(@ 4 1) = U,(0) 4 2 (mod. 7)
ist: -
7,-” Ir(Ut (@) == ye,” I_l(‘") + 72" I, (@) 4- pie” I, (),
also, da die Integrale linear unabhingig sind:
L(U,(@)) = ¢ - Ii (@) ¥),

wobei, wie in der Folge stets geschehen soll, rein additive Constanten,
. welche eventuell auf den rechten Seiten der Relationen auftreten, ktirze-

halber fortgelassen gind, |
*) Die Indices der Integrale sind stets (mod. ¥) su reduciren.
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Wird nun o durch U, (w) ersetzt, so ergiebt sich
IT(U2 (m)) = ¢+ Cor L4, (©).
Setzt man endlich — :) statt @ und beriieksichtigt die Congruenz

U, (—— ~;—) = UT(:L) (mod. 7),

so folgt (fix r = 1):
Ac I, (@) Bey I (@) 4 Cey- 1, (@)= ¢ (O 1 (0)+A 1, (0) + BI (o)),
also
€ == 010y, Oy ==10,0;, €3=6G¢
oder
¢ =0y =1c, = 1.
Die gesuchten Relationen lanten also:
I(U (@) = Ly, (@) . . ) 4
I, (Uy (@) = Tin(a) ir »=1,2,4
§ 4.
Transformation n' Ordnung der Integrale.
s mogen die & (n) Ausdriicke
R(w), Ry(@), ...

<z Z) (mod. 7)

gehdrendes Repriisentantensystem der Transformation » Ordnung
bilden. Betrachtet man dann die Function

ein zu dem Schema

izz Pn)
w(w)= > L(Ri@),
=1
s0 besitzt dieselbe die Bigenschaft, sich his auf eine additive Constante
zu reproduciren, wenn @ durch 7'(o) ersetzt wird; iberdiess ist (o)
eine {iberall endliche Function von @, folglich (nach pag. 170) ein
Integral erster Gattung.
Daher miissen Gleichungen folgender Glestalt bestehen:
i=d(n}
QD LE®) =" L@ + 0 L@) + % 1),
= r=1,2,4),

Mathematische Ammalen. XXV. 13
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wohel wieder von eventuell rechter Hand noch hinzutretenden additiven
Jonstanten abgesehen wird®).

Zu jedem Schema (? z()]) (mod. 7) wird ein solches System vou

Gleichungen (1) gehdren; man bemerke aber. dass alle diese Gleichungs-
systeme aus einem derselben dadurch erhalten werden kdunen, dass
man in diesem @ durch S, (@), S,(@) ... crsetst, wo §,, S, ..

passend gewiihlte Substitutionen bedeuten. Man kann sich desshalb
darauf beschriinken, die weitere Betrachtung an ein specielles Schema,

sagen wir das Schema
n O -

anzukniipfen. s mbgen also nun die Repriisentanten 17, (o) zu diesem
Schema gehoren, so dass

R{(w) = no (mod. 7)
ist. Wird o durch @ + 1 ersetzt, so erhiilt die linke Seite der Glei-
chung (1) den Factor p*, wihrend zu den einzelnen Termen der
rechten Seite die Factorem g, 9% ¢! beziiglich hinzutreten. Ist daher
n Nichtrest von 7, so muss

#,7) = 1, = 50 = 0

sein, und die Gleichungen (1) lauten einfach
(1a) D LUte) =0, (r=1,2,4).

Ist dagegen n Best von 7, so ergiebt sich nur das Verschwinden
von zwel Grissen x, so dass in diesem Falle

D) L (Ri(@) = % Lo(@), (r=1,2,4)

folgt. Wird in irgend einer dieser GGleichungen statt @ U, (o) gesetzt,
wo wie 1m vorigen Paragraphen die Substitution

U,(») =2 (mod. T)
ist, so folgt unter Beriicksichtigung der Congruenz

wU(w) = U, (nw) (mod. T)

und unter Benutzung der Resultate des vorigen Paragraphen:
D) L, (Bu(@)) = #Tu- ().
Folglich ist

Hy == Ry =Ky ==K,
*) Die ontsprechenden Schliisse gelten fiir beliebige Stufe. Die Aufstellung
der Classenzahlrelationen beliebiger Stafe bietet, wenn die Constanten x bekannt
sind, keinerlei principielle Schwierigkeit mehr.
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so dass es sich nur noch um die Bestimmung einer einzigen Constanten
% handelt.  Zweehs dicser Bestimmung mibgen die Repriisentanten
R, (w) gleich 1
S (A w78
D

angenommen werden, wo A, D), B dieselben Werthe wie frither (§ 4
der ersten Abhandlung) durchlanfen, und die Substitution S, gemiss
der Congruenz fl;(w)  ne (mod. 7), der Bedingung

S(wy D?. o (mod. T

genitgen muss.  Bel Einfihrung der Repriisentanten wird

21 (1, (o) M\w I, (1o 71))Jr }71_’ Aw—[— )
n 27]1’(Aw+,1:)’

wobel die Bummen rechter Hand zu erstrecken sind anf alle diejenigen
Reprisentanten, fiir welche die Zahl /) beutiglich dié Bedingung

D2, D 2 D24 (mod. 7)

erfillt,  Werden jetzt die Reihenentwicklungen der Integrale cingesetut,
su ergiebt sich nach leichter Zwischenreehnung:

2

2 1, (Rg(m)) e Z} xi',:,) ‘ ;
g (m) = 27 - mn)

ist, die Summe erstreckt iiber alle gemecinsamen Divisoren § von
und #.
Dieselbe Kntwicklung muss aber auch % . 1,,. (o) liefern; also ist
i p(m) = g(m).
Pir m = 1 wird ¢(m) =1, y(m) = ¢ (), so dass sich schliesslich
x == p(n)

ergiebt.*) Man hat also die Relationen:

waobei

*} Beiliuflig ergiebt sich {iir die Funection 4 das Resultat:
b
Pin) - pm) —Z aw (%),

wo m und n zwel beliebige Zahlen, ¢ ihre gemeinsamen Divisoren Ledeuten,
Insbesondere ist
Y- ) =p(m) - P,
wenn ¢ und % theilerfremde Zahlen sind.
- 13%



192 A. Hurwirz.

2 Ir (R;(GJ)) = l!}(%) . Inr(w)}
welche auch in der Form:
(1b) DL (Ri(@) = v(m) - L(S()

geschrieben werden kénnen, wo S(@) irgend eine der Bedingung
8(w) = ne (mod. 7)
geniigende Substitution bedeutet.

Geht man jetzt von dem speciellen Repriisentantensystem zu einem
beliebigen anderen iiber, so erhiilt man aus (la) und (1b) folgendes
Endresultat:

»Bilden B (o), E,(0),. .. ein zu dem Schema

(‘CZ 3) (mod. 7)

gehirendes Reprisentantensystem der Transformation w'e Ordnung, so ist
D LB(w) =0 (r=1,24)

oder

D LR@) = @ LEw)  =1,%4),

Jje nachdem n quadratischer Nichirest oder Ilest von T ist. Im letzteren
Falle bedeutet S(w) irgend eine der Bedingung

S{w) = Z"H% {(mod. 7)
gendigende Substitution.

Die erhaltenen Relationen werden iibrigens, wie ich wiederhole,
eventuell erst dadurch vollstiindig correct, dass auf der rechten Seite
jeder Gleichung noch eine additive von ® unabhingige Grosse hinzu-
gesetzt wird. Aus der Form der Relationen ergiebt sich, dass die-
selben bestehen bleiben, wenn an Stelle der Integrale J,(w) irgend
welche undere Integrole T Stufe gesetzt werden.

§ 1.
Die Classenzahlrelationen der 7t Stufe.

Bs mtge
i= P (n)
o (@,0)= | | #ljn(e) — ir (Be(@) — 01",

=1
¥ (o, ) = {ﬂ [e(@) — 4. (S(@) — &)™, wenn # Rest von 7,
! 1 , wenn # Nichtrest von 7

% Die Fanction geht fir @ = @ in die Function ®(w) des ersten Ab-
schnittes tiber.
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gesetzt und das Product beider Functionen mit
P{o, ) = P (o, o). ¥(o, ©)
bezeichnet werden. Dabei haben die benutzten Zeichen fiir die 7t Stufe
dieselbe Bedeutung, wie im ersten Abschnitt dieser Abhandlung fiir
die g¢'* Stufe. Wird ferner, unter ®,, @, bestimmte Werthe (mit
positiv-imaginiren Bestandtheilen) verstanden,
PN 1 C A I
F{@, 0) = 4 or, o) w(o, oy
gesetst, so erhiilt man unter Benutzung der im vorigen Paragraphen
abgeleiteten Relationen, folgende Gleichungen:

1 F(T'(0), ©) = I'(w, o),
(2) F(CO'7 rT(G))) — (/,"hh(’*’)-5‘7'11))(W'H*/ﬂsf;(O)'J . l{v ((JO,, (,0)

Hier bezeichnen m,, m,, m, ganze Zahlen, 7'(w), wie friber,
irgend eine der Identitdt (mod. 7) congruente Substitution.

Es mogen nmun die Grossen @ und o auf der Riemann’schen
Fliche der 7i» Stufe gedeutet werden, so folgt aus der Gleichung
(1) dass I'(@, @) als Function der Stelle o der Fliche einwerthig
und folglich da sie nur fiir cine endliche Zahl von Stellen Null und
unendlich wird, eine zu der Fliche gehorige algebraische Function ist.
Dasselbe gilt selbstverstiindlich fiir den Quotienten

Flol, 2(@)
Fla', o)

Folglich muss in der Gleichung (2)
My == My == M, =0
sein und (@, @) ist also auch als Function der Stelle @ eine alge-
braische Function auf der Fliche.”)
Es sei nun erstens
S(w) nicht = @ (mod. 7),

also das Schema (Z 2), zu welchem die Reprisentanten RB;(w) ge-

héren, von (I{)" 0 ) (mod. 7) verschieden. Dann wird die Function

n
Flo, )
da sie eine algcbraische Function der Fliclie 7' Stufe ist, auf dieser,
oder was dasselbe ist, wenn o das Fundamentalpolygon beschreibt,
gerade so oft Null wie unendlich. Es ist folglich:

#) Die Gleichung F(w, o) = 0 stellt die Modularcorrespondens 7 Stufe
des mwn Transformationsgrades vollstindig dar. Vgl meine Arbeit: ,Zur Theorie
der Modulargleichungen® Géttinger Nachrichten 1883.
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(1 6—k.¢(n)=2.0(n) — 29(n),
wobei ¥(n) == 0 2zu setzen ist, wenn n Nichtrest (mod. 7) ist, und
wobei k die Zahl der Nullstellen der Function

g [j" (m) - jr (S(w)) - cr]
bedeutet. o hat dieselbe Bedeutung, wie in § 8 des ersten Abschnittes;
nur ist dort ¢ iberall = 7 zu setzen. '
Ist zweitens S(w) = @ (mod. 7), handelt es sich also um das

Schema _
(V” 0_) (mod. 7),
0 ¥n
8o betrachte man
F(o, @) . 8 [jr(0) — jr(0) — ¢, J¥ ™+
fir @ == o; dabei ist
g§==— 1 oder &€=20,
je nachdem # ein Quadrat ist oder nicht. Die entstehende Function
von ® mbge einen Augenblick mit F(w) bezeichnet werden. Da
8[j, (@) — j.(@) — ¢, ] sich bis auf einen constanten Factor reproducirt,

wenn @ und o' simultap durch 7(w) und 7'(w’) ersetzt werden, so
ist auch

F(T(0) = . F(a),

wo ¢ eine Constante bedeutet. Hieraus folgt aber nach pag. 171—172
(8 3 Schluss), dass F(@) ebenso oft Null wie unendlich wird, wenn ®
das Fundamentalpolygon beschreibt. Es ist daher in dem jetst be-
trachteten Falle:
@ 6=2.0(m) —6v(n) + 1,
wo _

ne=4=2(p— 1) oder =0
zu nehmen ist, je nachdem n ein Quadrat ist oder nicht.

Der Zahlenfactor 6 riihrt davon her, dass jede der beiden Fune-
tionen & [j-(w,) — jr(@) — ¢ und &[j,(0@) — j.(w,) — ¢,], welche im
Nenner von F(w) auftreten, an p = 3 Stellen unendlich klein von
der ersten Ordnung wird.

. §6.
Fortsetzung und Sohluss,

Es eribrigt noch in die Formeln (1) und (2) des vorigen Para-
graphen die Werthe von ¢ und % aus § 8 und 9 des ersten Abschnittes
einzutragen, um die Classenzahlrelationen der Tt» Stufe explicite vor
sich zu haben. Ist erstens » Nichtrest von 7, so kommt nur der
Fall 1 des § 8 in Betracht, Man unterscheidet dann weiter mit Herrn
@ierster am zweckmissigsten die einzelnen Fille je nachdem
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a+d=0 +yY—n, +2/~n, +4y —n(mod.T)
ist. Die Formel (1) des vorigen Paragraphen ergiebt, diesen Fillen
entsprechend , folgende Relationen:

n quadratischer Nichtrest von 7.

3 ~2H(4n — ) =20(m) — 12U,

2. DHEn — x) = O(m),
75

3V —n
2. D HAn —#?) = O(n).
L 4V -n
Bei der Aufstellung der dritten Formel ist von der Gleichung
2(Uy=+ Uyt Uy=) = @) —¥(m)
Gebrauch gemacht, wo ¥W(n), wie in der ersten Abhandlung, den
Ueberschuss derjenigen Divisoren von #, welche grosser als Vn, tber
diejenigen, welche kleiner als J/n sind bedeutet.
Ist zweitens »# Rest von T, so unterscheide man wieder die Fille
a+d=0, 4-¥Vn, +2yn, -+ 4Vn(mod 7).
Nach § 9 des ersten Abschnittes ist diesen Fillen entsprechend
k=4,2 3,0

zu setzen, Ks ergeben sich folgende fiinf Relationen, von welchen die
erste die ausfiihrlich geschriebene Formel (2) des vorigen Paragraphen ist:

3. D H{dn — ) = 3¥(n) — O(n) + 6 Uy,

n quadratischer Rest von 7.

fs4-%‘n(‘”;9 %) = O(n) — 24Ty —3y(n),
7 WZ [H(4n-—x’)— H(4”;’1’-]=4¢(n) — 120, +29(m),

{2 2THEn — ) = ®(n) + ¥(),
3-;01(4”——::’) =3.9(n) — O () + 6 Uy,

2. D/ H({4n — ) = O(n) — y(n).
S
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Bei Aufstellung der vierten Relation ist die Gleichung
2 (Uys o+ Uiz + Uyys) = 0(0) — ¥00)

zu Hiilfe genommen.
Ein Vergleich der obigen mit den Gierster’schen Formeln ergiebt
vollstindige Uebereinstimmung, wenn man erstens die Gleichung

¥(n) = — 5 n(n)

beachtet und zweitens in Riicksicht zieht , dass die von mir gebrauchten
Summen immer doppelt so gross sind wie die entsprechenden von
Herrn Gierster eingefiihrten.

Konigsberg i. Pr., Ende Juli 1884.



