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UBER DIE ZETAFUNKTION.

Von Harald Bohr (Kopenhagen) und Edmund Landau (Gortingen).

Adunanza del 13 agosto rgir.

Bonr und LanpaU haben zuerst in einer gemeinsam verfassten Arbeit ') bewiesen :

Fiir kein 8 > o liegt |{(s)| im Streifen 1 — 8 < ¢ <1 & oberhalb einer posi-
tiven Schranke.

Darauf bewies Bonr ?) den weitergehenden Satz:

Wenn 8 > 0, k> o und © > o beliehig gegeben sind, so besitzt im Gebiet

1 —3d <143, 1>7

I
(log log )"

die Ungleichung
MOIRS

eine Losung.
Darauf bewies Lanpau ®) noch mehr, nimlich:
Wenn 8> o gegeben ist, so giebt es ein positives K=K (8) derart, dass fir >0
im Gebiet
1 —3<o<C148, t>1
1

|C(5)*<—"—K

(log 1)

die Ungleichung

eine Losung besitzt 4).
In unserer vorliegenden Abhandlung °) wird es uns gelingen, auch dies Ergebnis
zu iberholen, Das Ziel dieser Arbeit ist, zu beweisen:

5y Uber das Verhalten von {(s) und {,(s) in der Nahe der Geraden ¢ = 1 [Nachrichten von der
Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1910,
S. 303-330].

%) En Setning om [-Funktionen {Nyt Tidsskrift for Matematik, Afdeling B, Band XXI (1910),
S. 60-66).

3) Ein Saty aber die (-Funktion [Nyt Tidsskrift for Matematik, Afdeling B, Band XXII (1911),
S. 171

4) Ubrigens hat K = ;(% diese Eigenschaft.

%) Der Leser braficht keine der zitierten Abhandlungen zu kennén.”
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Wenn 8 > o, k> 0 und © > o beliehig gegeben sind, so hat im Gebiet

I —3<o<l143, t>1
die Ungleichung

1

()1 <

k
ellog]ogt)
eine Losung.

Darin liegt speziell enthalten:

Wenn 8 > o gegeben ist, hat jedes K > o dic FEigenschaft, dass fiir > o im
Gebiet

I—8<a<1+3, t>rT
die Ungleichung

1

{ 5 -
TN < o

eine Losung besitzt.

§ 1.
Ein Hilfssatz.

Hicrssarz: Es sei a,, a,, ..., a,, ... eine Folge von Zahlen o0, und es werde

S a, = H(x)

. H=1

gesetzt. Es sei v gang, >\ o und so beschaffen, dass
H(x) = O(x log’ x),

iit?jcup Y—I-IIO%); < o

d. h.

ist; eo ipso ist dann

=3 %

=
fiir > 1 konvergent. Es sei ferner

lim inf H(x) >0

wme x log’ x

Dann existiert eine positive Zahl g derart, dass bei jedem festen reellen v die Ungleichung
/()] > g (log log £
im Gebiete 6 > 1, t >\ v eine Losung besitzt.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf erstens 4, > o angenommen
werden, zweitens T ganz und X\ 2.

Wegen a, > o giebt es mit Riicksicht auf die gemachten Voraussetzungen zwei
positive ganze Zahlen y und I derart, dass fiir alle x X 1

mn>$0+m@@+o
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und fir alle x > 2
H(x) < Txlog’x
ist.
Es sei ¢ eine positive Grosse, iiber die wir noch verfigen werden. Wir betrachten
die Funktion f(s) auf der Geraden ¢ = 1 4 2.
Es sei N eine ganze Zahl ™ 2, iiber die wir gleichfalls noch verfiigen werden.

Bekanntlich ©) giebt es ein ¢ == #'(N) derart, dass
Tt L 6> ¢
und fir 1 L n ZN
cos (¢ log ) > +
ist. Alsdann ist
FG Fe+ ISR A1)

a, cos (' log n)
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>_2 2 (n0)! og MGk I)( I3 )f dfif-g—— X I'nlog’ n(x —}-s)[ :fz—i
~ I_”_s Ne f”“u log udu T 49 Y "*'{@%;:du
"'Y =1 m u H= N “n "
. 1 Nlog'udu *log'ndu
=(1 +8)(2‘{./: o T FL —F—)
Wegen
log’udu 1 flog’u , vlog™"'u  v(v — 1)log"
flogude— L (lg ofTe O DIETL 4 2m) 4
ist daher
G = e Y et ) (B )
) “2_{ e’ 2‘1’N€ SRS N vt
1-}¢ I v
:W(v!——ﬁ(cv(alogN) -+ - +clslogN—|—co)),
WO €, ..., ¢, von ¢ und N unabhingig sind.

) Denn nach Kronecker lassen sich die N Ungleichungen

|t’logn-—27rx"|<T7r=21r.—éf (n=1, ..., N)

in ganzzahligen x,, (n=1, ..., N) nebst einem (sogar ganzen und durch 7 teilbaren) ¢ des Intervalls
v Lt £ 6Nt erfillen.
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Wir setzen nunmehr
1

T AT
bestimmen eine positive ganze Zahl P )\ 2 so, dass
!
5 (e log P+ - 4 logP +¢) <
ist, und setzen
N = P#™

1
—_— PT
Dann erhalten wir
1

4+ i) > +;“ Wy

> *(477)"*‘%

— (4Y)V v+1

> T\L{ I
Hierbet ist o

' Z 6(P4YT’1'
ST
<6,
log #' < P*'" log 6,
loglogt < sytlog P -+ loglog 6
< Qs

wo Q nicht von t' und v abhingt. Daher ist

1 1 . log log #'\"**
‘f(1+4w+“)>( Q >
= ¢(log log #')""".

also

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

§ 2.

Anwendung des Hilfssatzes auf die Zetafunktion.

Fir ¢ > 1 ist . N
(— oy T = oy s
(1) =5 ,','i,}egjf,‘,,
—3 € 1"%” 2y s,

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXII (29 sem. 1911). — Stampato il 16 settembre 1911, 36
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wo D(s) eine fir ¢ > - absolut konvergente DiricHLeTsche Reihe ist. Die Voraus-

setzungen des Hilfssatzes sind offenbar bei der DiricuLeTschen Reihe (1) erfiillt. Dies
folgt nimlich bereits aus den TscuepyscHEFschen Relationen

o < lim inf Z2* ( )

X=0?

()<m,

lim sup

WO xzm
y(x) = ; log p

ist. In der That ergiebt sich einerscits

D log™'p Llog'x > log p

px pEx
= O(xlog’'x),
andererseits
2 log'p > log'plogp
pEx 1 v<p4v
N log' (fx) 2. logp

r=mpela

— —217 log® x (s(x) — 3 (ﬂ))
= ~217 log’x3(x) 4 O(¥x log’ x),
Z IOgH'p

. . p<ix
lim inf logx > o,

Rebs

und die Reihe D(s) ist fiir s = 1 konvergent, so dass

é m’ log*** p Y log"* p
£2 = +o(1)

xlog"x xlog’x

ist.
Der Hilfssatz ergiebt bei fest gegebenem v >, o: Es existiert ein ¢ = ¢(v) >0
derart, dass bei jedem 7 die Ungleichung

(2) [log™* "¢ (s)| > g¢(log log £)"*"

im Gebiet 6 > 1, t >\ 7 eine Losung besitzt.
Wir wihlen demgemiss eine abzihlbare Folge

L S AR L
von Losungen der Ungleichung (2) derart, dass
6, > 1

lim L, =oo

H=aCo

und
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ist. Eo ipso ist dabei
lime, = 1.

N==CC

§ 3.

Beweis des Hauptsatzes.

SaTz: Wenn 8 > 0, k> 0 und v > o beliebig gegeben sind, so bat im Gebiet

(3) 1 —3<ol149, t>7
die Ungleichung

HOIE

(loglogt)k

eine Lisung.
Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf =2\ 3 angenommen werden.
Erster Fall: Wenn im Gebiet (3) die Zetafunktion mindestens eine Wurzel

s' = ¢’ t'¢ besitzt, ist
i ’ Z(s)| = o

1

e(!oglog!’) BT

Zweiter Fall: Wenn im Gebiet (3) die Zetafunktion keine Wurzel besitzt, ist
jedenfalls & £~
Wir seizen nun v ={[k]. Es bezeichne 5, -t i die am Ende des § 2 gefundene

zugehorige Folge. Wir wihlen n, = n (3, l», ) derart, dass fiir alle n X n,

b)
I<G“<I+ 8

und
L
ist.
Die Funktion log{(s) ist im vorliegenden Fall in der Viertelebene & >> 1 — 3,
t > v regulir, also a fortiori fiir # >, im Kreis mit dem Mittelpunkt o, ¢, und

dem Radius —-. Es nehme auf der Peripherie dieses Kreises seinen grossten

8

Wert im Punkt s/ == 6’ + £7 an; dann ist nach einer Caucnvschen Ungleichung

llog* ™, (6, + 4,i)| £ (v + 1! log T (s,)|

8 v+1
(v)
also mit Ricksicht darauf, dass (2) im Punlxte s = s, erfiillt ist,

|log £ ()| > g ryy 08" 8o, 4 1)

> 8v+l( _I_ )‘(log log tn)v—H
= q (log log tﬂ)v_H

)

W%+o'
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. . - N e . .. "
wo ¢,, sowie in der lolge ¢,, ..., nur von 3 und k abhingige positive Grossen

sind. Also ist far n > n,
8 V+1
log )1 > 9, (toglog (1. — )

(4) > ¢, (loglog £))™".
Die Punkte s' = o’ - 1/i, wo n > n ist, erfiillen ausser (4) nach dem obigen

die Bedingungen 5
I_?<GL<I+%"’
t; > T + —28* °
Nach Herrn Caratntopory erfillt bekanntlich eine fir |s — 5| £ r regulire
Funktion auf dem Kreise |s — s, | = p, wo 0 < ¢ <(r ist, die Ungleichung

FOILIFG)I 2, +2d

wo A das Maximum von R F(s) auf dem Kreise |s — s,| = r bezeichner.

Diesen Satz wenden wir nun fir alle # > 2, auf

F(s) = — log{(s),

5
=14+ ——39
P 1 "

an. Die Voraussetzungen sind erfiillt, da fiir » >\ n, cinerseits der Kreis [s —s,| Zr
dem Gebiet ¢ > 1 — 9, £ > 7 angehért und andererseits o < p <7 ist. Der Satz
ergiebt also speziell, da der Punkt s' auf dem Kreise |s — s5,| = ¢ liegt,

3 I+_\“—‘":,
|~ log TG £ — log (5| -5~ H 24—t
—it e —it ot

[ NS
2A———i\—_ N |—logl(s)| — 8 logC(I —}——Z-)

— 1
> ¢, (loglog £y — 81log{ (1 - ._i—) .
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Fiir alle hinreichend grossen m, d.h. fir #n > n = n, (8, k, 7), ist daher
+2
24—t > g log log 1),
it

3 3
I—{——I——I—{—»g«

) )
~I+T+‘——8‘

= 6 4,
| 4> g,(oglog £,
A werde von RF(s) auf dem Kreise |s — 5,| = r im Punkte o/ 4- #,i ange-
nommen. Dann ist

q,(loglog £y <24

1 — < <143,
>n

und
R (— log {(s))) > ¢,(log log £,y

>4, (log log (t,’,’ — %*))+

> g,(log log £)"";
wegen v 1>k ist also fiir alle hinreichend grossen #, d. h. fir nn, =n,(3,k, 1),
R(— log{(s!")) > (log log )"
Es giebt also ein s == -} ti im Gebiete 1 — & <6 <18, t > 1, so dass
—— = R (— log {(s))
AT ( )l (
> (\Og log £)",

HOIES

(lOglogr)"

ist.

Gottingen, den 22. Juli 1911,

HararLp BoHr
EpMunp LanbDavu,




