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Von 

UBER DIE ZETAFUNKTION. 

I- larald B 0 h r  (Kopenhagen)und  E d m u n d  L a n d a u  (G&tingen). 

Adunanza de! I3 agosto i91t. 

BOHR und LANDAU haben zuerst in einer gemeinsam verfassten Arbeit ' )  bewiesen : 

Fiir kein 8 ~ o liegt I~ (s)[ im Streifen I ~ ~ ~ ~ ~ i + ~ oberhalb einer posi- 

tiven Schranke. 
Darauf bewies BOHR a) den weitergehenden Satz: 
Wenn 8 ~ o, k ~ o und r ~ o beliebig gegeben sind, so besit~t im Gebiet 

I --~ < r162 < I +~,  I > " ~  

die Ungleichung 
I l-r (S)I < 

(log log t) ~ 
eine Lbsung. 

Darauf bewies LANDAU 8) noch mehr, n~imlich: 
Wenn 8 ~ o  gegeben ist, so giebt es ein positives K ~ K ( ~ )  derart, dass fiir . ~ o  

~m Gebiet 

die Ungleicbung 
< __L__ 

(log t) ~c 
eine L?~sung besitzJ 4). 

In unserer vorliegenden Abhandlung s) wird es uns gelingen, auch dies Ergebnis 

zu tiberholen. Das Ziel dieser Atbeit ist, zu beweisen: 

x) Ober das Verbalten yon ~(s) und ~.,(s) in der Nahe der Geraden ~ = I [Nachrichten vonder 
Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu GOttingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang tgro, 
S. 303-330]- 

~) En S,~tning om ~-FunkCion~ [Nyt Tidsskrift for Matematik 
S. 6o-66]. 

s) FAn Sat~ iibr die ~,-Funktion [Nyt Tidsskrift for Matematik 
S. W]- 

4) Obrigens hat K = ~ diese Eigenschaft. 
200 
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Wenn ~ ~ o, k/~- o und "r ~ o beliebig gegeben sind, so hat im Gebiet 

die Ungleichung 

I~(s)l < 
edoglogt)k 

eine L6sung. 
Darin liegt speziell enthalten: 
Wenn ~ ~,  o gegeben ist, hat jedes K ~ o die Eigenscbaft, dass far .r ~ o im 

Gebiet 
I - - 8 < , , < I + ~ ,  t>-~ 

die Ungleichung 

eine L?~sung besitKt. 

ir~ (s) i < - A -  I 
(log t) h" 

Ein  H i l f s s a t z .  

HILFSSATZ: Es sei a,, a2, . . . ,  c t  , . . .  eine Folge yon Zahlen "xo,  und es werde 

geset~t. Es sei ~ gan[, ~ o und so besebaffen, dass 

H ( x )  = O(x log ~ x), 
d.h. 

U(x) < o ~  lira sup ~== x log v x 
ist ; eo ipso ist dann 

f ( s )  = 

ftir ~ ~ I konvergent. Es sei ferner 
U(x )  

lira inf ~> o. 
�9 =~ x log v x 

Dann existiert eine positive Zahl q derart, dass bei jedem festen reellen ,r die Ungleichung 

If(s) I > q (log log ty +' 

im Gebiete ~ ~ i, t ~ v eine L&ung besitKt. 
Beweis: Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit daft erstens a, > o angenommen 

werden, zweitens "r ganz und ~ 2. 
Wegen a > o giebt es mit Rt~cksicht auf die gemachten Voraussetzungen zwei 

positive ganze Zahlen y und P derart, dass fi~r alle x ~ I 

I 
H ( x )  > -=-. (x + OlogV(x + x) 

I 
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und far alle x ~ 2 
- -  H ( x )  < r x log ~ x 

ist. 
Es sei r eine positive Gr6sse, tiber die wit noch verffigen werden. Wir betrachten 

die Funktion f ( s )  auf der Geraden ~ = I -Jr- r 
Es sei N eine ganze Zahl 2_>_ 2, fiber die wir gleichfalls noch verfagen werden. 

Bekanntlich 6) giebt es ein t' = t ' ( N )  derart, dass 

,: ~ t' / 6a'v 
und ffir ~ ~ n . / N  

i 
cos (t' log u) ~ 7 

ist. Aisdann ist 

If(i -[-, + r i ) l ~  ~tj(~ + ,  + r i) 
~- a,, cos ( r  log n) 
tl=l/" nl+~ 

I ~ -  a,, ~ -  a,, 
- -  ~ _  - f S ;U-  - -  - -  l l~+~ 2 ,,=, u .='F'+, 

_ I_ ~- H ( n )  - -  H ( n  - -  , )  
- -  2 n=l nt+~ 

_ ~ H ( . ) -  H ( .  - , )  
,n l + g  u ~/X,r + l 

i N , / ~ I ) H ( N )  " ( �9 I \ H ( N )  
4:o,+0 + N'+~ 

> 2__~" I I  N-'  ( " + l ) l o g V ( " + I ) ( i  + ~ ) V  '*'+~ ,,=NS-- rnl~ +*), u,+~ 

~ I -31- ~ ~ t  f,~ .... u logV u d u 
2 ~ ,,~ I~ 2+~ 

= (, + o (  ! (~or 
\ 2 7 , 1 ,  u '+~ 

Wegen 

C l o g ~ j  u __ x [log~ ,~ + 
, ~ H, t+~ l/, ~ 

ist daher 

r . , + ~  . 

u log ~ u d u 
it, 2+s 

~' + _ ~ . . . . . . .  + . . . + ~ ] + c  

: I ) )  
i )) 

2'{ ~*~ v ! - - ~ ( g ( ~ l o g N f -  { - . . . + q ~ l o g N - j - c o  , 

wo co, . . . ,  c~ von ~ und N unabh~ingig sind. 

~) Denn nach KRONECKER lassen sich die N Ungleichungen 

] t ' l o g n - - z ~ x . ] < ~ - =  = 2 ~ . - 4 -  ( n = I  . . . .  , N) 
3 E l  

in ganzzahligen x , ~ ( n = i ,  . . . ,  N) nebst einem (sogar ganzen und dutch ~ teilbaren) t' des Intervalls 

z .~  t' . / 6 N ' ~  erfiillen. 
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Wit setzen nunmehr 
I 

4u 

bestimmen eine positive ganze Zahl P .~ 2 so, dass 

~ -  (c~ log ~ P -]-- . . .  + c, log P + Co) < ~ -  

is b und setzen 

Dann erhalten wir 

Hierbei ist 

also 

N - -  p4"fx 

~ p E  �9 

I 

I 
i + - -  

> 41 ''~ 
2T 

I / x g + i  

=. (4,()~,? § 

t '  . /  61P4yr) *: 

v~ 
(4v~) ~ + ' -  

2 

log t' < p~w log 6, 

log log t' < 5 Y'r log P n t- log log 6 

wo Q nicht yon t' und -r abh~ingt. Daher ist 

f ( ~  + ~  + t ' i ) >  ( l ~  t ' )  ~+~ 

= q (log log t') ~+' . 
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

2 .  

Anwendung des Hilfssatzes auf die Zetafunktion. 

(i) 

Far ~ > x ist 
d v§ 1o- y d '~+~ 

( - -  '-~ -3s - ~  : ( -  d s"-' , rap"" 

m" log '~' p 

log ~ p 

Rtnd. Circ. Martin, Palermo, t. XXXII  (2 ~ sere. 1 9 1 0 . -  Stampato il z6 settembre I91I.  36 
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I wo D(s) eine ffir a ~ 7 absolut konvergente DtRmnLETsche Reihe ist. Die Voraus- 

setzungen des Hilfssatzes sind offenbar bei der DIRmHLETschen Reihe (I)  eft/ilk. Dies 
folgt n~tmlich bereits aus den TSCHF.BYSCHEFschen Relationen 

o ,~ lira inf :~ (x ) ,  
x ~  o X 

WO 

:(x) 
:~2L sup - 7 -  < ~' 

(x) = Y log p 
p~x 

ist. In der That ergiebt sich einerseits 

N- log~ ~,p / log" x 'Y- log p 
pZx pCx 

= 0 (x log ~ x), 
andererseits 

p_Lx 

log~+'p 
lim inf ~z~ .... x log v x 

~- log~p log p 

log'(I/x) }- logp 

1 v = ~ - l o g  x (z (x )  - -  ~(V~)) 

I 
= 2v log'x ~(x)-1- O(l/xlog ~ x), 

und die Reihe D(s) ist for s - -  I konvergent, so dass 

ist. 

) -  m v log ~+,p __.Y log~+~p 
p'n~x p~x 

xlog ~x - -  xlog ~x + o 0 3  

Der Hilfssatz ergiebt bei lest gegebenem v ~_ o: Es existiert ein q = q ('Q ~ o 
derart, dass bei jedem .r die Ungleichung 

(2) [log(~+~' [ (s) [ > q (log log t) ~+' 

im Gebiet ~ > i, t _~-~ eine L6sung besitzt. 
Wir w~ihlen demgem~iss eine abzahlbare Folgc 

~ + t  i , . . . ,  ~ , ,+t , , i , . . .  

yon L6sungen der Ungleichung (2) derart, dass 

~ , t ~  I 
und 

lira t = 
~ t ~ O a  
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ist. Eo ipso ist dabei 
lira % - -  I. 

~3. 
B e w e i s  d e s  H a u p t s a t z e s .  

S^TZ: Wenn 8 > o, k > o und "r > o beliebig gegeben sind, so bat im Gebiet 

(3) ~ - 8 < ~ < ~ + 8 ,  t>-~ 
die Ungleicbung 

l~(s)l < i 
e{loglogt)~ 

eine L~sung. 
Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit daft "r ~ 3 angenommen werden. 
Erster Fall: Wenn im Gebiet (3) dic Zetafunktion mindestens eine Wurzd 

s' == r + t'i besitzb ist 
I~(s')l = o 

I 

elloglogv)~ " 

Zweiter Fall: Wenn im Gebiet (3) die Zetafunktion keine Wurzel besitzt, ist 
1 jedenfalls 8 ~ ~-. 

Wir setzen nun ~-- [k] .  Es bezeichne r,  + t i die am Ende des ~ 2 gefundcne 
zugeh6rige Folge. Wit w~ihlen no-----no(8 , k, ":) derart, dass for alle n ~ n o 

8 
i < ~  < I + - g -  

und 

ist. 
Die Funktion log[ (s )  ist im voriiegenden FalI in der Viertelebene ~ > i - - 8 ,  

t ~ "r regul~tr, also afortiori ftir n ~ % im Kreis mit dem Mittelpunkt % + t i u n d  

dem Radius -8- " Es nehme llog~(s)l auf der Peripherie dieses Kreises seinen gr6ssten 

Wert im Punkt sl, - -  ~i, + tl.i an; dann ist nach einer CAucnYschen Ungleichung 
�9 S t ]log,~+,l~(r + t i) I ~ (~ + x)! Ilog ~( .)1 

also mit Rt~cksicht darauf, dass (2) im Punkte s = s. erflillt ist, 
~ V+I 

8~+' q lo- t "~+' > 8,+,(~ _at_ x)!(,log g ,d 

_-- q, (log log t,,,3~+* , 
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wo q,, sowie in der Folge q2, . - ' ,  nur yon ,~ und k abMngige positive GrOssen 

sin& Also ist ffir Jt ~ 1/,, 

( ( : ) F  ]log ~(sl,)[ > q, log log t;, - -  

(4 )  > q~ (log log t;,y +' . 

Die Punkte sl, - -  ~i, qt_ tl ' i, wo ,, ~ ,,o ist, erffillen ausser (4) nach dem obigen 

die Bedingungen 
a a 

~ - - T  < ~ ' < ~ +  4 ' 

t' > " + T . , ,  

Nach Herrn CARATHI~ODORY erfallt bekanntlich eine far I s -  Sol ~ r regul/ire 

Funktion auf dem Kreise Is - -  s o I = P, wo o < p % r i s t ,  die Ungleichung 

2r  p 
IF(s)l__.~lF(So)tr~ on t- z A r _ p  , 

wo A das Maximum yon {R F(s) auf dem Kreise Is - -  s o } = r bezeichnet. 

Diesen Satz wenden wir nun f~ir a l l en  2)_ % auf 

F ( s )  -= - - l o g ~ ( s ) ,  

a 
.% = ~ + T  +t;,i, 

,3 
r ~ - - ~  

2 

a 
e = I + - - - <  

4 

an. Die Voraussetzungen sind erfallt, da far n _~ n o einerseits der Kreis I s - -Sol  ~ r 
dem Gebiet ~ I - - 8 ,  t ~ v  angeh6rt und andererseits o < p  < r  ist. Der Satz 

ergiebt also speziell, da der Punkt s' auf dem Kreise Is - -  so]---~ p liegt, 

I - log ~ 01D I ~ / [ - log ~ (so) l 
~ t -at- 

a 

4 +< '  

. / l o g ~  I-}-  a 

- ,  + T + I - - s -  

I ~- <, 
-~- 2.4 4 

- - I + 7 t t + <  

+ 2 A  4 
3 _ ~ + ~  +~" 

4 

2 ~ 4 ~ 1-- log ~ 091 - 8 log ~ (~ + 
--~ + - i - +  

> q~ (log log t'.y+' -- 81og ~ ( I + -~ ) . 
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Far alle hinreichend grossen n, d .h .  far n "x n, = n, (~, k, v), ist daher 

2 A 4 ~> q~ (log log t' Y§ 

- - , + T  + 

q3 (log log t ' )  ~+' < 2 A 4 

- - I + T + I - -  ~ -  

= 6A,  

.4 > q, (log log t ')  ~+~ . 

A werde von ~ F ( s )  auf dem Kreise Is - -  sol = r i m  Punkte a" -i t- t" i  ange- 
nommen.  Dann ist 

und 
t n ~ T n 

( - -  log ~ (S~')) > q4 (log log t;) '+' 

> q4 ( log log [ t "  , 

> q~ (log log t")~+' ; 

wegen ~ + t 2> k ist also far alle hinreichend grossen n, d. h. N r  n ~ n 2 = n, (8, k, "r), 

� 9  , , . /  lo-  t ' 'x~ ~ t ( - -  log[(s"~]  > (log g . )  . 

Es giebt also ein s - -  ~, + t i im Gebiete i - -  8 ~ a < I -Jr- 8, t > ":, so dass 

log I - -  ~ ( - -  l og [ ( s ) )  
J[(s) i 

(log log t) ~ , 

I 

ist. 

G6ttingen, den 22. Juli 19t I, 

HARALD BOHR. 

EDMUND LANDAU, 


