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SUL PKOBLEMA Di APPl~'LI. DELLA TRASFORMAZIONE DELLE EQUAZION[ 

Oli;LLA DINAM1CA, NOTA DEL DOT'I'. G I U S E P P E  P L C C [ A T I .  

11 problema proposto dal sig. Appell alla fine delia sua Me- 
moria �9 Sur  l 'homographic en mdcani~ue �9 ( A m e r i c a n  J o u r n a l  

Tom. Xll )  di cercare s e a d  ogai mote di un sistema di grads 
di liberti~ n, e sotto l 'azione di forze nee dipendenti che della 
posizione del sistema, si pub fare corrispondere un mote analogs 
di un seconds sistema di ugual grads di libertb,, ~ stats risoluto 
dal sig. Dautheville per il case di n ~ 2 nella Memoria ~ Sar  

une t rans /brmat ion  de mouvement  ~ ( A n n .  de l']~c. N o r m .  Sup.  

T. 7, 1890). Egli mestra come si pab trasformare il mote di ua 
punts sopra una superficie in un mote sopra un' altra, se le due 
superfici soddisfano alle condizioni stabilite da[ Dini affinchi~ si 
corrispondano le lore lines geedetiche, ed infine come si pub tra- 
sformare in un mote piano il mote di un punts sopra uaa su- 
perficie a curratura totale costante, essendo in quests case It tra- 
sformazioni quells del problema del Beltrami che farms cord- 
8pondsre allo geodetiche della superticie le rette del piano. 

Quests trasformazioni del mote di un punts sepra una su- 
perficie in generals perb non conservano I'iutegrale delia forzo 
rive che si ha se sopra una delle superfici le forze ammettono 
un potenziale; mi propongo era di vedere s e e d  in quali casi si 
pub conservare quests integrale. 

Consideriamo due superfi~i S ed S~ e facciamo corrispondero 
ad ua punts della prima uno della seconda, giferiamolo a quei 
due sistemi ortogonali che sappiamo per un teorema del sig. 
Tissot corrispondersi sulle due superfici es iano  i lore elementi 
lineari: 

ds" = Edu" + Gdv ~ , dsi ~ ,= E i d u '  -t- Gldv:. 

Il mote di un punts di masse uno sulla superficie S ~ definite 
dalle equazioni 
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s  _ 
d~ \da '  l 

a (OT~ 

dT 
= P  du 

Ov = Q  

dt~ 

dv 
dt 

2T ---- E u "  + Gv"  

e P, Q sono fanzioni solo di u e v. 
Come ha mostrato il Dauthevillo si pub fare corrispondere 

al mote definite dallo (1) il mote di tin puato di massa uno so- 
pra la superficio S~ definite dallo equazioni: 

(.~) 

o r e  

a [0T~,~ 0T, du 

d [aTt' ~ OT, dv 
~, u ) ~ , ' , t - ~  =qi , v ' , - ~  

2T t == E~ u'l I + G~ v ' /  

esseado pure P~ o Qi funzioni aolo di u, v. quando aia tt legato 
a t dalla reJazi0ne 

(3) dr, =- ~ (~, v) dt 

e siano 'poi s0ddisfatte Is equazi0ni seguenti: 

(~) 

x d v = - -  dv E~ d v /  

1 r 1 O El 
G dv---- G., d.v 

2 0G 1 c~E 2 dGi 1 0E l 
O 6u E ()~ ~ Gl du" - El ~)u 

2 0E 1 c)G 2 0E, 1 ~)G,l 
E Ov U dv '=E~  do Gj dv 
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Di questo le ulti,ne quattro sono le eondizi0ni stabilite dal Dial 
atlinch~ si Corrispondano sulle due suporfici le litteo geodetieho 
o la loro integrazione da ~) per E, G, E t , G t le espressiotti 

(5) 
t E =u, ' (u-v} , G -"v,,(~-v} 

E l ~  V - -  , GI'=" V 

ill eui U. U, sono funzioni di u e V. V t di v. 
Le prime duo danno pei" ,x il valoro 

K 
(6) x . ~  u--V 

ore K ~ eostante e per P~ e Qt si hanno poi lo espressioni: 

EL P Gi Q 
(7) P ' - - E x "  ' Q " ~  Gx '  " 

Quando le forze sopra una delle superfiei ammettono ua 
potenziale si ha per il moto l ' integrale delle i'orze vive, a eui 
corrisponde nel moto trasformato sopra l 'a l t ra  un integrale di 
secondo grado. Supponiamo che questo integrale delle forzo rive 
si abbia per il moto sopra la superfieie St; dovoado le P t , Q t  
esser derivato di una stessa fuazione n t dovraano le P, Q sod- 
disfaro alia eoadizioae: 

ehe per le (5) e (6) diviene: 

d (V P ) - =  O 

e quando essa sia soddisfatta all'integrale E t u ' t ' + G  ~ v ' t '~2  (r,t+h) 
per il moto su S~ corrispondet'~, Sopt~a la superficir l'integr',tle 
E l u 't + G ! v' t 
. xt -" 2 (% 4- h). Se poi vogliamo ehe questo integrale 

1) Darboux, Thdorie des rut faces. 1II pattie, 1 ~ fast. pag. 50. 



244 
delle forze rive sussista per ambedue i moti dovr'~ aversi anehe 
sopra S un potenziale ~r, i[ quale dovrb, quindi per la (8) sod- 
disfare 1' equazione 

a v ~ -  a [ u  o. 

ehe serve a determinarlo. Da essa infatti ehe si pub serivere 

(9) o u , ) v  ( V - U ) ,  - 0  

si rieava per f l 'espressione) 

/ (v) -4- r (u) 
(10) ,r - -  V - -  U 

essendo f e r funzioni arbitrarie, e per il potenziale del mote 
trasformato si ha poi subito per le (7) 1' espressione 

Vq~(u) -4- Uf(v)  
(11) % ' ~  'K i ( v - U )  

Si ha quindi il resultato seguente: 
~, Se riferendo due superfici S, S~ a quei due sistemi orto- 

gonali che sopra esse si corrispondono, i lore elementi lineari 
assuTnono la forma 

(12) 
i d s ' - - - - ( U - - V ) [ U , ' d u ' d - V , ' d v  ~] 

1 VI  1 . !  
, d s , ' = ( V  ~)[~-du'"l--v-dv ! 

si pub trasformaro il mote di un punto di massa uno sulla su- 
perfieie S in uno corfispondente sulla S l in mode che si eon- 
servi i ' integrale delle forze rive solo quando il potenziale sopra 
S ha la forma (I0); il potenziale del mote trasformato prendo 
la forma (11)*. 
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I due easi preeedeati di mote di un punto sopra una su- 

perfieie definita da un elemento lineare della forme (12) e con 
un potenziale delia forme (10) e (11) rientrano nel case generale 
studiato dal Liouvilla t) e dal Morera ~). in eui I 'integrazione 
delle equazioni del mote b effettuabile. Infatti dimostra il Mo- 
rera ehe aitblch~ si possa eseguire la separazione dalle varia- 
bill, e quindi determinare faeilmente un integrale complete del- 
l'aquazione a darivate parziali, da eui dipende l'integrazione 
dell' equazioni del mote, ~ necessario e suffieiente: 

1'. Che l'espressione della forza viva sia O ( q J u ' ~ - 4 . - ~ v  ' ' )  

essendo in 0 le u, v separate e 1/, funzione solo di u e Z di v. 
2*. Che nel prodotto 0~t della funzione della forze r per 0 

le variabiIi u, v siano ancota separate. 
Ore questo si verifica per i due moti sopra le superfici S 

ed Sl e e i  permette quiudi di dire che: 
�9 Il solo case in cui la trasforrnazione del mote di un punto 

sopra una superfieie nel mote sopra un' altra, conserve l ' inte- 
grale della forze vive b quello in cui il potenziale e la forza 
viva hanno Ia forum considerata dal Liouville. 

Coasideriamo era il case particolara ia cui una della super- 
fici ~ piana e determiniamo esplicitamente quale deve essere la 
forma del potenziale del mote del puL~to sulla superfieia atlinch~ 
anche per il nloto piano corrispondente si abbia potenziale, la- 
tanto h~ trasformazione dovr'b, far corrispondere alia geodeticha 
della superficie le rette del piano, quindi dow"~ la superfieie, per 
un teorema del Beltrami, essere a curvature totale r que-  
ste trasformazioni sono state determinate in generale dal Dau- 
theville ( Mere. e i t )  ~aei tre casi della superfieie a curvature to- 
tale nulla, positive e negative e ei permettono la risoluzione del 
problema proposto. 

l~iferiamo la superfieie al sistama di coordinate r 
formate da una famiglia di geodetiehe e della lore traiettorie 
ortogonali; il sue elemento liaeare prende la forma: 

ds  t --'- d u '  -I- c '  dv  ~ . 

1) Liouvillo~ Journal  de Math/matiqf~es, 1846. 
9) Morem, At t i  dell' Aecademia dello ,~cie~,ze di  l'orino t .  XVI. Sulla ~epara- 

zio~e della variabili  t~tlle equazioni dr mote di  un loutdo maderialr sopra una su- 

loerficie. 



246 
I1 inoto di Un punto sopra dt essa i~ definito da|le equationi 

0) 

d [ OT~ OT d~ 
' dt~ 

d (~T~ ,)T v' dv 

2T ---- u'" + c ~ v '~ 

Ore t I indica il tempo, ed il moto sul piano ~ definlto da 

a'~, E'v = y 
(2) d-t' '=  X . aP 

con x y  coordinate eartesiane ortogonali ed X, Y funzioni solo di 
z, y. Lo trasforma~.ioni della forma 

(3) x -= f ( u .  v) y = q~(u. v) dt t -= ~.(u. v) dt 

ehe servono a passare dalle (2) a[[o (1) con la eondizione cho 
siano anche F e Q indipendenti da u ' . v '  debbono soddisfare, co- 
me mostra il Dautheville, allo seguenti equaziotli ehe 1o deter- 
minauo : 

(4) 

A \O~t' Ov - -  ~ O r /  d-a = 0 

�9 2 (O~f ,3,, 0 ' ,  O/~ 1 dX_O 
-~ \ ~ S v  do aZ~v ~ / +  x ,)v 

1 (o'/,)r o'r J/) a c 

i Ofd2~ '3r =-0 Oa ~)a ffi da d.,d 

~ ( ~  a'r ,)~ oV'\ 1 a~ 2,)c 

I [ O f  O'~ b ~ b ' f  I 1 b), 1 Oc 0 
- s  \5-~a O v ~ ~ ~5-~v'/§ x Ov c dv " 

~ 0  

at"~, af ar ore b A~Ou Ov ,)v du e fra P,Q,X, Ysihapoilerelazioni 
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Supponiamo era che sulla superficie si abbia un potenziale ,r; 
aflinch~ si abbia anche 
OX OY 
dg d x ossia 

per il mote piano dovremo avere 

OXOu OXdv OYOu OYOv 
Ou Oy + Ov Oy = a~--~ O-~ 4- Ov Ox 

Se nella preeedente equazione sostituiamo ad X, Y i valori (5) 

Ou dv Ou Ov i valori the si possono ricavare dalle (3) e per ~ ,  O x ' O y  ' d y  

si ha per la funzione ~ la seguente equazione a derivate parziali 

at" . ( a . a f  ] a .a l '~)  
Ov Ou \ O u  Oa c ~ Ov T)v 

0,0 {~, / 0 , , ' ,  I ,3,r,)*'~l 

Esaminiamo i tre easi in cui la superfieie ~ a eurvatura te- 
l l 

tale nulla od uguale ad -~ od a - -  ~ ,  con a eostante; l 'ele- 

mento lineare eambiando ~ in a u  e scegliondo eonv~nient~mento 
la coordi~ata v. prende le forme seguenti ~): 

(7) 

(8) 

(9) 

d s *  ,=, d u  2 -4" u I d v  2 

d s '  ~ a '  ( du  ~ -4- sen 'udv ' )  

ds' =- a" (du' + ( e ~ ) '  dv ") 

e quindi le equazioni in termini finiti delle geodetiche sono nei 
tre easi : 

(10) A u cosy + Busen~: + D ~ 0  

1) Darboux. Op." ~t.  IlI. par'tie, 1 t fast. p. 46. 
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01) A t a n g u c o s v + B t a n g u s e n v + D ~ . O  

e u _ e-u eu - -  e-U 
(12) A eU ~ e_------- ~ cos v + B eU -I- e - - - - - - ~  sen v + D = 0.  

Le trasformazioni ehe servono al problema si ottengono qutn- 
di prendendo per le ordinate rettangolari x .y  dei punti del piano 
i eoeffieienti di A e B in una delre equazioni preeedenti, e quart- 
do si i~ eft'ettuata una tale rappresentaziono si otterranno tutto 
le altre faeendo seguil'e questa, per part.ieolare ehe sia, dalla tra- 
sformazione omografica la pih generale nel piano '). 

So la superficie i~ a eurvatura nulla la trasformaziono 

(13) ~ m u cos v.  y --- u sen v ,  dt t .~  k dt 

con k eostante e ! 'equaziono (6) in ~t viene ad ossere identiea- 
meute soddisfatta; si eonserva quiudi sompro l ' integrale dello 
forze rive eib ehe del resto deve essere giaeehi~ la superficio 
sviluppabilo e quiudi i due moti sotm identici. 

Se la superficie ha la eurvatura totale eestante positiva ed 
1 

uguale a d ~  ia trasformazione i~ 

(14) x = t a n g u c o s v ,  y - = t a n g u s e n v ,  dt l , = , k c o s  ~ u d t  

essende k eostante. La (6) determina ~r e si ha eho: 
iI mote di un punto sopra una superfieie a eurvatura to-  

1 l' tale eostante positiva ~i  sotto azione di forze eho ammettono 

il potenziale della forma tr ~ / ( v )  + ~(~) si trasforma mediante 
Sell t /g 

le (14) in un mote piano so,to l 'azione di forzo the ammettono 

k '  l e o s ' u / ( v ) + r  in eui si deve porre il potenzialo #t = -hi ~en ~ u ) 

u ---- aretang / / . c t + y  ' , v ~ aretang Y--- . .  

Se infine la superfieio ha la eurvatura totale eostanto ne- 
1 

g a t i v a - - - ~  la trasformazione ~: 

l )  Dautheville, Mere. cir. e Darbouz op. t i t .  
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e u - - e - u  eu _ e - u  

(15) x = eU...~e_ u cos v ,  y ,= eU.~e_----- ~ sen v, d/~ =~ k (eU.-t-e-u) ' dt 

con k eostante. Per la (6) si ha eho : 

r I1 mote di un punto sopra una superfieie a eurvatura te- 

l r tale costante negativa - - - ~  sotto azione di forze che ammet- 

/(v) + ~(u) 
tone il potenziale delia forma ~r ~ (eU_c_U) , s i t rasforma per 

le (15) in un mote piano sotto 1' aziono di forze che ammettono 

il potenziale ~r~ ~ a' ( e u _  e_U)~ ottenendosi respres- 

sioae di ~ per x,  y con la trasformazione 

1 I q-- V:e* + g * 
, v--~ aretang y 2. uy=--2-- log 1 - - F : c - + y -  =: 

SULLE PROPR1ETA FONDA.~IENTALI DELLA FUNZIONE POTENZIALE NELL)t 
I~IMEDIATA PROSSI.~IIT.it E NELL' ESTENSIONE DELL' AGENTE ; 5IE- 
~IOrtIA DEL PROF. GIAN ANTONIO MAGGI '). 

w 7. I precedenti risultati trovano un ' immediata  appliea- 
zione alle derivate seconde di V in un punto interne. 

In ogni puato interne P, nel quale k riceve il valore k,, 
abbiamo : 

=,  - -  k r + f e e s  (rx) d dx "o --d-a" dr k--ko)  dr 
OJ ~" 

1) Contlnuazione. Vedi pag. 106. 
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