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SUL PROBLEMA DI Apprir DELLA TRASFORMAZIONE DELLE EQUAZIONI
DELLA DINAMICA; NOTA DEL poTT. GIUSEPPE PICCIATI.

Il problema proposto dal sig. Appell alla fine della sua Me-
movia « Sur U'homographic en mccanique » ( American Journal
Tow. XII) di cercare se ad ogni moto di un sistema di grado
di libertd n, e sotto 1" azione di forze non dipendenti che dalla
posizione del sistema, si pud fare corrispondere un moto analogo
di un secondo sistema di ugual grado di libertd, & stato risoluto
dal sig. Dautheville per il caso di # = 2 nella Memoria « Sur
une iransformation de mouvement » ( Ann. de U Ec. Norm. Sup.
T.7, 1890). Egli mostra come si pud trasformare il moto di un
punto sopra una superficie in un moto sopra un’ altra, se le due
superfici soddisfano alle condizioni stabilite dal Dini affinché si
corrispondano le loro linee geodetiche. ed infine come si pud tra-
sformare in un moto piano il moto di un punte sopra una su-
perficie a curvatura totale costante, essendo in questo caso le tra-
sformazioni quelle del problema del Beltrami che fanno corri-
spondere alle geodetiche della superficie le rette del piano.

Queste trasformazioni del moto di un punto sopra una su-
perficie in generale perd non conservano 1" integrale delle forze
vive che si ha se sopra una delle superfici le forze ammettono
un potenziale; mi propongo ora di vedere se ed in quali casi si
pud conservare questo integrale.

Consideriamo due superfici S ed S, e facciamo corrispondere
ad ua punto della prima uno della seconda. Riferiamole a quei
due sistemi ortogonali che sappiamo per un teorema del sig.
Tissot corrispondersi sulle due superfici e siano i loro elementi
lineari:

ds* = Edu® 4 Gdv® , ds.® = E du® 4+ G, dv’.

Il moto di un punto di massa uno sulla superlicie S & definilo

dalle equazioni
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I d /0T oT ,_du
| EZ(ON’) ou P.ow — dt
W 401y _at v

a\ow) 5w =9 =g

ove
‘ 2T = Eu'"* 4 Gv'*
e P, Q sono fanzioni solo di « e ».
Come ha mostrato il Dautheville si pud fare corrispondere
al moto definito dalle (1) il moto di un punte di massa uno so-
pra la superficie S, definito dalle equazioni:

d (0T, T, ,  du

\ dt, (m)ndu_' =t . w=g,

() d Q’&) _oT, _ Q o
L dt, \ov',) 0w MY T T,

ove
2T, =B, «',» + G, v';*

essendo pure P, e Q, funzioni golo di #, v quando sia ¢, legato
3 ¢t dalla relazione
(3) dt, = a(u,v)dt

e siano poi soddisfatte le equazioni seguenti:

1o 1108 1ok
A du 2\Eds K, du
1o (LoB_ Lok
JYRD, E oo K, ov
106 _ 126,
5 du B, ou

(4)

—— e —— e — —— e —

e — —— — — et —
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Di queste le ultime quattro sono le condizioni stabilite dal Dini
affinché si corrispondano sulle due superfici le lidee geodetiche
e la loro integrazione da *) per E, G, E,, G, le espressioni

E='U(,(U'“V) ’ G";vt’(U—V)

Ul -G

in cui U, U, sono funzioni di w e V., V, di ».
Le prime due daono petr A il valore

K
(6) A == U—Ve
ove K & costante e per P, e Q, si hanno poi le espressioni:
E P G
(7) P‘ - 'ELXT s Q’ = 'G%gz .

Quando le forze sopra una delle superfici ammettono un
potenziale si ha per il moto 1I'integrale delle forze vive, a cui
corrisponde nel moto trasformato sopra I’ altra un integrale di
secondo grado. Supponiamo che questo integrale delle forze vive
si abbia per il moto sopra la superficie S,; dovendo le P,,Q,
esser derivate di una stessa funzione =, dovranno le P, Q sod-
disfare alla condizione:

5 (35%) = (%)

che per le (5) e (6) diviene:

® (VR = L UQ

e quando essa sia soddisfatta all’integrale E,u',*+G, ¢',*=2 (= +-h)
per il moto su S, corrisporderd sopra la superficie S I'integrdle

.12 ‘e .
.IEL“_::—G’L = 2 (n, 4 k). Se poi vogliamo che questo integrale

1) Darboux, Théorie des surfaces. 111 partie, 1° fasc. pag. 50.
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delle forze vive sussista per ambedue i moti dovra aversi anche
sopra S un potenziale =, il quale dovra quindi per la (8) sod-
disfare 1’ equazione

%(Vdﬂ) Ou(U )

che serve a determinarlo. Da essa infatti che si pud scrivere

() A=) =0
si ricava per = I’ espressione:

(10) = [ EQ

essendo f e ¢ funzioni arbitrarie, e per il potenziale del moto
trasformato si ha poi subito per le (7) I’ espressione

(1) . u)+Uf(v)
1\’(\ —0)

Si ha quindi il resultato seguente:

« Se riferendo due superfici S, S, a quei due sistemi orto-
gonali che sopra esse si corrispondono, i loro elementi lineari
assumono la forma

=U—V) {v e +V’dv}
(12)

\ ds,’=(%,——%)f¥-du' + )

si pud trasformare il moto di un punto di massa uno sulla su-
perficie S in uno corrispondente sulla S, in modo che si con-
servi I'integrale delle forze vive solo quando il potenziale sopra
S ha la forma (10); il potenziale del moto trasformato prende
la forma (11) ».
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1 due casi precedenti di moto di un punto sopra una su-
perficie definita da un elemento lineare delle forme (12) e con
un potenziale delle forme (10) e (11) rientrano nel caso generale
studiato dal Liouville *) e dal Morera ®), in cui I’ integrazione
delle equazioni del moto & effettuabile. Infatti dimostra il Mo-
rera che affinché si possa eseguire la separazione delle varia-
bili, e quindi determinare facilmente un integrale completo del-
I'equazione a derivate parziali, da cui dipende 1 integrazione
dell’ equazioni de! moto, & necessario e sufficiente:

1°. Che I’ espressione della forza viva sia 8 (Y u'* 4y v'%)
essendo in 8 le , v separate e ¢ funzione solo di % e x di v.

2°, Che nel prodotto 8= della funzione delle forze » per 8
le variabili «, » siano ancora separate.

Ora questo si verifica per i due moti sopra le superfici S
ed 8, e ci permette quindi di dire che:

« Il solo caso in cui la trasformazione del moto di un punto
sopra una superficie nel moto sopra un’altra, conserva 1’ inte-
grale delle forze vive & quello in cui il potenziale e la forza
viva hanno la forma considerata dal Liouville.

Counsideriamo ora il caso particolare in cui una delle super-
fici ® piana e determiniamo esplicitamente quale deve essere la
forma del potenziale del moto del punto sulla superficie aflinché
anche per il moto piano corrispondente si abbia potenziale. lun-
tanto la trasformazione dovrd far corrispondere alle geodetiche
della superficie le rette del piano, quindi dovra la superticie. per
un teorema del Beltrami, essere a curvatura totale costante. Que-
ste trasformazioni sono state determinate in generale dal Dau-
theville ( Mem. cit.) nei tre casi della superficie a curvatura to-
tale nulla, positiva e negativa e ci permettono la risoluzione del
problema proposto.

Riferiamo la superficie al sistema di coordinate curvilinee
formato da una famiglia di geodetiche e dalle loro traiettorie
ortogonali; il suo elemento lineare prende la forma:

ds! = du® + c*dv*.

1) Liouville, Jousrnal de Mathématigries, 1846.

2) Morera, Atti dell’ Aecademia delle Scienze di Torino t. XV1. Sulla separa-
zione delle variabili nelle equazioni del moto di un punio matersale sopra una &u-
perficie.
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I1 imoto di un punto sopra di essa & definito dalle equazioni

d 0T\ OT . du
ilow) " m=% v=F

(1) _
dt,\ o' do v’ di,

oT = '* 4 ¢t o
ove # indica il tempo, ed il moto sul piano & definito da

d*z d’y
(2) d_t’ =X, (th =Y

con xy coordinate cartesiane ortogonali ed X.Y funzioni solo di
x, y. Le trasformazioni della forma

(3) x = f(uv) Yy = 0(u ) di, = 2(u,v) dt

che servono a passare dalle (2) alle (1) con la ¢oudizione cho
siano anche P e Q indipendenti da «'.+' debbono soddisfare, co-
me mostra il Dautheville, alle seguenti equazioni che le deter-
minane:

!

! 1(0’/'0@ At of 1 OA___O

A\Jurdr T dut o A ou

2,07 28 % ofy . 1on

X(OHOU&_ONOU&)_‘_T&——O

1 (0*00 A% If Jde

a0 0= 00 00) T ¢ 5 =0
Wog oroe owoy

Qudut  Ou du?

2 (O e 0o My 10 20

B \Ju dudy  dudude A du  cou

1 /0f Ot 090 1 0 1 %

SR T ST Rabeh st il

ove ¢ A= 0L 0f 0% e fra P,Q. X, Y si ha poi le relazioni

du dv dv Ou
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of Q J0
pe )

() X< ( dn ?g_c) Y":A’(P‘M-‘-TJ;

Supponiamo ora che sulla snperficie si abbia un potenziale =;
affinche si abbia anche per il moto piano dovremo avere

oX oY .
— = — o03sia
dy  Qdx
0_X0_u+g)_§<§v 0Ydu oY dw
du dy © O0v oy Oou dz ' Jv oz
Se nella precedente equazione sostituiamo ad X, Y i valori (5)
du Jdv du v, . . . _
€ per 5= . o 3y ' dy i valori che si possono ricavare dalle (3)

si ha per la funzione = la seguente equazioue a derivate parziali

O O 4 dndf 1 dndf\Yy_Of 0 4., drdf  10n0f
(6)_:“)0 {’\ (cﬁtd—u E’_&;?ﬁ) ~oront? (0u0u+c ()v()v)‘g
0% J [ ,2 0200 1 0708\) Q0O ( , /070 1 dnd¢
~Svoutl” (om F v v s"o—uo“v{‘ (yu(v & owz)}

Esaminiamo i tre casi in cui la superficie & a curvatura to-
1 1 )
tale nulla od uguale ad — od a — —: con a costante; | ele-

mento lineare cambiando u in ax e scegliendo convenientemente
la coordinata v prende le forme seguenti '):

O) ds® e du® 4+ u* do?
(8) ds* = a* (du® 4 sen'u dv?)
® o ot 2
(9) dst = at (du‘ o ) dv')

e quindi le equazioni in termini finiti delle geodetiche sono nei
tre casi:

(10) A ucosv+ Busens +D =0

1) Darboux. Op. eit. 1L, partie, 1¢ fasc. p. 46.
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(11) Atang xcosv + Btangusenv 4+ D =0
e!l — L.—u (,’“ — e‘“
(12) AWCOSU+BW‘SGHU+D=O.

Le trasformazioni che servono al problema si ottengono quin-
di prendendo per le ordinate rettangolari z, y dei punti del piano
i coefficienti di A e B in una delle equazioni precedenti, e quan-
do si e effettuata una tale rappresentazione si otterranno tutte
le altre facendo seguire questa, per particolare che sia, dalla tra-
sformazione omografica la piu generale nel piano !).

Se la superficie & a curvatura nulla la trasformazione &

(13) e uc0st, Yy=usenv, df,e=kdl

con %k costante e |’ equazione (6) in x viene ad essere identica-
meunte soddisfatta; si conserva quindi sempre I'integrale delle
forze vive cid che del resto deve essere giacchée la superficie &
sviluppabile e quindi i due moti sono identiei.

Se la superficie ha la curvatura totale costante positiva ed

uguale ad % la trasformazione e
(14) x=tangucosv, yetangusenv, df, ="kcos®udt

essendo % costante. La (6) determina = e si ha che:
« 11 moto di un punto sopra una superficie a curvatura to-

tale costante positiva —é; sotto 1"azione di forze che ammettono

f(z) + ¢ ()
sen? u
le (14) in un moto piano sotto 1" azione di forze che ammettono

2 2 .
il potenziale =, = % {‘523_%%“:@

il potenziale della forma » = si trasforma mediante

} in cui si deve porre

u = arctang V' + ¥, v~ arctang % ».
Se infine la superficie ha la curvatura totale costante ne-

gativa ——%; la trasformazione &:

1) Dautheville, Mem, cit. & Darboux op. cit.
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senv, df, =k (¥t ¢ %) df

U eu__e-
C08v, Ye=

. et—
(15) x= Forg

Tﬁ
con £ costante. Per 1a (6) si ha cho:

« Il moto di un punto sopra una superficie a curvatura to-
tale costante negativa — —%z sotto I'azione di forze che ammet-

f(v) - o(u)
(eu__c-u)!
le (15) in un moto piano sotto 1’ azione di forze che ammettono
(E2) re)+e
(@ =&
sione di =, per z, y con la trasformazione

tono il potenziale della forma r = si trasforma per

il potenziale =, = 125‘

oftenendosi I'espres-

1 1+y2’+y _ Yy
%= log 17@’ v-arct-ang-i».

@ O D

SULLE PROPRIETA FONDAMENTALI DELLA FUNZIONE POTENZIALE NELLA
IMMEDIATA PROSSIMITA E NELI’ ESTENSIONE DELL’ AGENTE; ME-
MORIA DEL PROF. GIAN ANTONIO MAGGILY).

§ 7. I precedenti risultati trovano un'immediata applica-
zione alle derivate seconde di V in un punto interno.

In ogni punto interno P, nel quale % riceve il valore %,,
abbiamo :

d—
%:— kof  dr +fcos (rx) dw [ (k—E,) dr

r

= kaf—}— ¢os (nx) deo +fcos (rx) d»[(k—-k,,) dr.
| 3] 2

1) Continuazione. Vedi pag. 106.
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