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UBER DEN HILBERT’SCHEN UNABHANGIGKEITSSATZ BEIM
LAGRANGE’SCHEN VARIATIONSPROBLEM.

Von Oskar Bolza (Freiburg i. B.).

Adunanza del 12 febbrajo xg1x.

Die Ausdehnung des HitBert’schen Unabhingigkeitssatzes auf den Fall des La-
GRANGE’schen Problems ist nach verschiedenen, scheinbar nicht unter einander zusam-
menhingenden Methoden von A. Maver *), von Hiteert ?), und von mir selbst %)
untersucht worden. Hierzu ist kirzlich eine Arbeit von Haux #) gekommen, in welcher
derselbe einen interessanten Zusammenhang zwischen der Theorie des Unabhingigkeits-
satzes und derjenigen der zweiten Variation aufdeckt.

Letztere Arbeit veranlasst mich, nochmals auf dieselbe Frage zuriickzukommen, um
eine zusammenfassende Darstellung der Theorie des Unabhingigkeitssatzes zu geben,
bei welcher ich besonderes Gewicht darauf lege, den inneren Zusammenhang zwischen
den verschiedenen bisherigen Resultaten und Methoden nachzuweisen.

Zunichst werden rein analytisch, unter Beiseitelassung aller nicht unmittelbar im
Problem selbst liegenden Elemente, die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
fur die Giltigkeit des Unabhingigkeitssatzes im Fall des Lacrance’schen Problems auf-
gestellt. Den Ausgangspunkt bilden dabei die partiellen Differentialgleichungen far die
Gefillfunctionen p, und die Multiplicatorfunctionen ., eines Extremalenfeldes (§ 1), die

1y A. MAYER, Uber den HiLBerTschen Unabhingigkeitssaty in der Theorie des Maximums und Mi-
nimums der einfachen Integrale [Berichte aber die Verhandlungen der Kgl. Sichsischen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-physische Klasse, Bd. LV (1903), S. 131-145 ; Bd. LVII (1905),
S. 49-67, 313-314].

2) HiLBERT, Zur Variationsrechnung [Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen, Mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1905, S. 159-180; Mathematische Annalen,
Bd. LXII (1906), S. 351-370].

3) Borza, WEIERSTRASS’ theorem and KNESER’s theorem on fransversals for the most general case
of an extremum of a simple definite integral [Transactions of the American Mathematical Society, Bd. VII
(1906), S. 459-488] und Vorlesungen aber Variationsrechnung (Leipzig, Teubner, 1909), § 78. Letztere
werde ich im folgenden einfach als Vorlesungen citieren und durchweg die dort gebrauchte Bezeichnung
benutzen.

4) Haun, Uber den Zusammenbang zwischen den Theorien der zweiten Variation und der WEIER-
STRASS’schen Theorie der Variationsrechnung [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXIX
(1. Semester 1910), S. 49-78].
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in einer Form gegeben werden, aus welcher man unmittelbar ablesen kann, dass von
den —(—zi_——) Integrabilititsbedingungen fiir den mit den Gefillfunctionen und Multi-

plicatorfunctionen gebildeten verallgemeinerten HiLerT’schen Differentialausdruck
(x 3, p)— ZP.‘ F (%9, py wWdx + ZFn+i(x’ ¥ by )dy,
diejenigen # Bedingungen, welche sich auf die Variable x beziehen, eine Folge der

n(n—1) . . . . . . .
—(—;—) iibrigen Bedingungen sind. Diese letzteren lassen sich dann weiter dadurch

reducieren, dass gezeigt wird, dass sie im ganzen Felde gelten, sobald sie fiir einen
speciellen Wert x = 4° erfilllt sind. Von hier aus gelangt man dann leicht zu den
verschiedenen Resultaten von A. Maver und Haux, zum Teil auch zu denen von
HigerT (§ 2).

Sodann wird dieselbe Aufgabe noch nach einer zweiten Methode gelost (§ 3),
wobei die Formeln fir die partiellen Ableitungen des Feldintegrals, genommen von
eciner das Feld schneidenden Hyperfliche den Ausgangspunkt bilden. Diese Methode
liefert eine mehr geometrische Formulierung der Sitze und fithrt in einfacher Weise
einerseits za dem Hauptsatz von HiLBerT, andererseits zu den Sitzen Gber Transver-
salhyperflichen eines Extremalenfeldes (§ 4).

§ 1.

Die partiellen Differentialgleichungen
fiir die Gefdll- und Multiplicatorfunctionen eines Extremalenfeldes.

Es handelt sich um das Problem, das Integral

1 ' ' ' ' d i
(1) ]=f (o Y05 Yas wvvs Yus Yis Jar oo YDA %, (y;:di)
zu einem Extremum zu machen mit den m < n Nebenbedingungen ®)

(2) Pp(% Yos Yar =+v5 Yur Tis Yoo = o5 ¥u) =0, @=12...,m.

Wir setzen
F=f+ ‘;—_7‘3 Pe

mit unbestimmten Functionen A, von x und erhalten dann die Differentialgleichungen
des Problems in der bekannten Form

(3) Fk—£Fn+k:07 Pg = O, (k=1,2,...,n; p=1,2,...,m) 6,

5) Von den Functionen f und ¢z wird vorausgesetzt, dass sie in dem in Betracht kommenden
Bereich von der Klasse CV sind (in der Terminologie meiner Vorlesungen, p. 13).

6) Wir werden in der Folge diese Angabe itber die Indices weglassen, indem wir verabreden,
dass die Indices b, i, §, k stets die Werte 1, 2, ..., # durchlaufen, der Index B die Werte 1, 2, ..., #t.
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wobei

oF oF
Fp=5—, Fn+k:a_y:-

Es sei jetzt 7)
(4) i =Y, (x, b.a by ..., bn)y 7‘32 AB(x: b,; by ooty b,)

eine n-parametrige Schar von Losungen der Differentialgleichungen (3). Die Extrema-
lenschar

() y, =Y. (x,b,8b,...,b)

moge ein Feld @ im x, y,, y,, ..., y, -Raum liefern, falls die Variabeln x, b, 5,,..., 5,
auf einen gewissen Bereich ¥ beschrinkt werden, den wir der grosseren Pricision
wegen als cylindrisch voraussetzen, d.h. definiert durch die Bedingungen

Wb, b,,...,b) in B;g(0,b,...,0)xG(b,b,...,0b),

w0 B ein einfachzusammenhingendes *) Continuum im Gebiet der Variabeln b, b,, ..., &

n

bezeichnet und g und G zwei Functonen von &, &, ..., b, sind, welche in B stetig
sind und der Ungleichung
(6) g(bl’bz7""bn)<G(bl’ bz""’bn)
geniigen.
Die inversen Functionen 9) des Feldes seien
™) by =5,(% ¥.5 Yoy oo Yud
sodass also in &, resp. in A
() Y,(,6,0,...,0)=1y, b(x, Y, Y, ..., Y)=0,.
Die Gefillfunctionen des Feldes seien
(9) Pi(% s Yas -+ 3) = Y% b, 0, .00, 8,),
die Multiplicatorfunctionen des Feldes
(IO) \u'B(x’ yx’ Yas + - v .yn) - JXB(X, bx’ bz’ M | Bn)'

Die Functionen p; und p.; geniigen dann einem System von partiellen Differential-
gleichungen, die wir folgendermassen erhalten: Wir fithren in den Differentialgleichungen
(3) die Differentiation nach x aus, setzen dann fir y,, A, die Losungen Y,, A, ein
und erhalten so # 4+ m in x, b, b,, ..., b, identische Gleichungen, welche daher
ihre Giiltigkeit behalten, wenn wir darin die b, durch die b, ersetzen. Die Substitution
von b, fir b, deuten wir durch die Klammer () an. Es ist dann nach dem obigen

Y) =y, (YD) =p:» (As):&"ay

7) Die Functionen Y;, ¥!

', Ag sollen im Bereich % von der Klasse C” sein; Accente sollen
stets Ableitung nach x bedeuten.

8y Vgl. Herrrer, Ueber Curvenintegrale im m-dimensionalen Raum [Transactions of the American
Mathematical Society, Bd. IV (1903), S. 142-1481, S. 147.

9) Vgl. Vorlesungen, loc. cit. 3), S. 635, 639.
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sodass die Argumente der Ableitungen der Functionen F und ¢, werden

Xy yl""’yn’ pl""’pn’ {"'17"'7 \U'm resp. Xy ),x""’yn7 px""’Pn

oder, wie wir in der Folge kiirzer schreiben werden,

X Y by B resp. Xy Yy P-
Es sind dann noch die Functionen (Y}) und (A}) durch die Functionen p,, p,
auszudriicken; nach (9) und (8) ist

SY:(x, by .oy b)=p(x Y, ..., 1),
(As(xv by ..., bn):f"s(xa Y, ..., V)

Wir differentiieren diese Gleichungen nach x und ersetzen dann b, durch b,, so kommt

"y ap 9p;
() = ax’ +3 ay’. P

(11)

(AB)—‘ +Za

Durch Einsetzen dieser Werte erhalten wir als Resultat des angegebenen Processes die
folgenden partiellen Differentialgleichungen *°) fir die Functionen p;, pg:

(P ]+ XTI+ Z[Fn+k,,,+,] (2 +3530s)
2 + z[a%] (% 45 3%,) —tr1=o,

[‘Pa] = 0.

Darin bedeuten

o*F o*F o*F
Fﬂ+k,o - W ? Fﬂ+k,i - W ’ Fn+k,n+j - W ’
und die Klammer [ ] soll andeuten, dass in den partiellen Ableitungen von F und g,
die Argumente x, y, y, » durch x, y, p, p zu ersetzen sind. Addiert und subtrahiert
man jetzt auf der linken Seite von (12) den Ausdruck

S S ] 52+ S 50 |50,

so erhilt man das folgende Resultat.
Satz I.— Die Gefallfunctionen p, und Multiplicatorfunctionen (g eines jeden Extre-
malenfeldes geniigen den n -~ m partiellen Diﬁ'erentialgleichzmgen, resp. Gleichungen

S IE] = S = S lFL b+ 3o (Pl — gy (R = 0

[9e] = o

(13)

10) In dieser Form schon bei A. MAYER, loc. cit. ), Bd. LVII (1905), S. 54.
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Dies ist die Verallgemeinerung des Satzes von Berrrami *'), wonach im Fall
des einfachsten Variationsproblems die Gefillfunction p(x, y) der pardellen Ditferential-

gleichung genugt: of af
2[2)=2n-+[L]

§ 2.

Die Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Unabhingigkeitssatzes
in rein analytischer Formulierung.

Wir wenden uns jetzt zu unserer eigentlichen Aufgabe, der Aufstellung von notwen-
digen und hinreichenden Bedingungen fiir die Giiltigkeit des HiLgerT’schen Unabhingig-
keitssatzes fiir das Feld &; das soll heissen: wir wollen untersuchen, unter welchen
Bedingungen der mit den eben definierten Functionen p,, 1, gebildete Differentialausdruck

(14) (x5 9, p) — yf’; F, . .(x 9 b pidx + an»ri(x’ ¥s by 2)dy;

in & ein vollstindiges Differential ist, wobei wir wegen [p,] = o0 auch F(x, y, p, )
statt f(x, y, p) schreiben diirfen.

Aus der allgemeinen Theorie der Integrabilititsbedingungen konnen wir die fragli-
chen Bedingungen zunichst in der Form hinschreiben *?)

S Ful = 55 AF] — Y p[F,.

ay[ +k]_ay[ ey

Aus Satz I lesen wir aber sofort ab, dass die # ersten dieser Gleichungen eine

n(n —1)
2

Folge der ubrigen sind.

Fiir die Giiltigkeit des HiLBerT schen Unabhingighkeitssaizes ist also notwendig und
hinreichend, dass die Gefillfunctionen p, und die Multiplicatorfunctionen pg im Felde &

den n(nz—) partiellen Differentialgleichungen
o o
I —I[F, ] ==—I[F
;e;i)ige ayh[ n+k] ayk[ n+b]
n.

Diese Bedingung lisst sich aber noch weiter wesentlich reduzieren. Sei nimlich
a° ein specieller Wert von x, welcher in 8 der Ungleichung geniigt

(16) ghy oy ) < <G, ey b)),

Iy Vgl. Vorlesungen, loc. cit. 3), S, 107.
13) Vgl. Fussnote %),
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sodass also der Schnitt der linearen Hyperfliche x = 4° mit der Extremalenschar (5)
ganz im Felde & liegt; wegen der Voraussetzung (6) gibt es stets solche Werte von
a®, falls wir den Bereich B hinreichend einschrinken. Dann gilt der Satz, dass die
Gleichungen (15) im ganzen Feld erfillt sind, sobald sie fiir den Schnitt des Feldes mit
der Hyperfliche x = a° erfiillt sind.

Um dies zu beweisen, bemerken wir zunichst, dass die Gleichungen (15) aquivalent

sind mit den n(n —1) Bedingungen
dS, a5,
(17) 3b,  3b,°
wo die Function §,(x, b, ..., b,) definiert ist durch die Gleichung
u ? a Yi
(18) Sk('x7 bl, Tt bn) - ZF7z+i(x’ Y’ Y’ A)éT .
. k

Denn die Gleichungen (15) sagen aus, dass es eine in & eindeutige und stetig
differentiierbare Function Q(x, y,, ..., y,) gibt, sodass
oQ
I F, . (x = i— .
(19) sk (%5 9y Py ) 3y,
S(xy b,y ..., b)=Q(x, Y, ..., 1),
so folgt aus (19) mit Ricksicht auf (11)

oS
(19,) . cﬂ: =S,.

Definieren wir jetzt

Die Gleichungen (17) sind also eine Folge von (15); und ebenso leicht zeigt man,

dass auch umgekehrt (15) aus (17) folgt, indem man riickwirts von den Variabeln

%, by ..., b, durch die Transformation (7) zu den Variabeln x, y , ..., y, ibergeht.
Nunmehr gilt aber der

Satz II. — Fiir jede n-parametrige Extremalenschar sind die &”2—_12 Differenzen
o5, _ s,
0b, 9b,
entlang derselben Extremalen constant, d. h. von x unabbingig.
Denn es ist

i

0S, _ ¢ (3V.3F, | 3V,
a_x——Z(ﬁ O x +a—ban+i)’
wo wir durch Ueberstreichen die Substitution von Y, ¥’, A fiir y, y', X andeuten.
Nun ist aber nach (3)

oF,,, &
ox =Fs
also erhalten wir, wenn wir noch beriicksichtigen, dass 7?’?5 = 0,
’ 39S, OoF

dx 9k,
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9 (a_sk _ asa) _
ox\0b, ob)]
womit Satz II bewiesen ist.

Aus Satz II folgt aber wegen der Aequivalenz der Gleichungen (15) und (17)
unmittelbar die oben ausgesprochene Behauptung, und wir haben damit den folgenden

Hieraus folgt aber, dass

Fundamentalsatz gewonnen :
Satz IIl. — Fiir die Giiltigkeit des HiLserT schen Unabbingigkeitssatzes im Felde
(” )
Gleichungen
(20) aFﬂ+k(aoa ys p (@, y), (e, )’)) aFHh(a » ¥ p(@°%, y), p(a, y))
dy, dy,
im Schnitt des Feldes mit der Hyperfliche x = a° erfillt sind, was damit gleichbedeutend
ist, dass *®)

S ist notwendig und hinreichend, dass die

0S,(a, b, ..., 5, 3S,(a*y b, ..., 0) .
(21) (e al;,, » b)) _ 95,(« ’ab o) in B.
Ist diese Bedingung erfiillt, so nennen wir die Extremalenschar (5) eine MayYER'sche
Extremalenschar, das Feld & ein Maver’sches Feld.
Von hier aus kénnen wir nun mit Leichtigkeit zu den verschiedenen Formen

der Bedingung fiir die Giltigkeit des Unabhingigkeitssatzes ubergehen, wie sie von
HiLBerT, A. Mayer, und Haun angegeben worden sind.

Zunichst lsst sich Satz III auch folgendermassen aussprechen:

Wenn das HiLBERT sche Linienintegral J*, d.b. das Integral des Differentialausdrucks
(14), vom Weg unabhingig ist fiir alle ganz auf der Hyperfliche x = a°, und gleicl-
zeitig im Felde & gelegenen Curven, so findet dies auch statt fiir aLLe Curven, die gang
im Felde gelegen sind.

Dies ist ein specieller Fall eines allgemeineren Satzes von HILBErT, mit dem wir
uns in § 3 noch niher beschiftigen werden ™).

Fithrt man ferner die Differentiation von S, und S, nach b, und b, aus, so erhilt
man, wie HauN bemerkt hat,

3S, 95, _ 3— (aY,.aY, aYiaYi) - (aY,.aY’ ayaY’);
55 o8 = 2 Fu\a5 55, —a5,95,) T 55, 35, 5%, 95, )\
+ 3o G —aam):
b7

oder in der Bezeichnung von v. EscHEricH '®):

9S, ash_¢(ay oA  9dY aA)

(22) a6, o8, *\5p, > a8, ° ab,’ 35,

n+in+j

13) Die Formeln (21) leitet Hamnn, loc. cit. 4), S. §5 auf geometrischem Wege mittels seines
Satzes uber Extremalenrshren ab, siehe unten, § 3 Ende.

14) Siehe unten, Satz VI,.

18) Vgl. Porlesungen, loc. cit. 8), S. 626.
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Hieraus folgt, dass Saty II identisch ist mit dem Satz von CuresscH aus der Theorie der
weiten Variation, wonach

oY  9Ja oY oA
(23) 4’(577;, 3%, 36, 36,
Dies ist der bereits im Eingang erwihnte, zuerst von Haun entdeckte Zusam-

menhang zwischen der Theorie der Extremalenfelder und der Theorie der zweiten
Variation.

) — const.

Daher lassen sich nun die Gleichungen (21) auch schreiben
4 3b,° 9b,°  3b,’ 9
und in dieser Form driicken sie den folgenden Satz von Hanx *°) aus:
Satz IN. — Fiir die Giiltigheit des Unabbingigkeitssaizes in Felde & ist notwendig
und hinreich: id, dass die n aus der Schar (4) durch Differentiation nach den Parametern
abgeleitete Functionensysteme

Y, v, Y, A, 9A, JA,

x=a®

:0,

S0 BB U ahC 3b abe T ab

in der Terminologie von v. ESCHERICH ein conjugiertes System '7) von Losungen des zur

(k=1,2,..., n),

Extremalen b, b,, ..., b gehorigen accessorischen Systems linearer Differentialgleichungen
bilden.

Endlich ergibt sich aus Satz III auch unmittelbar die zuerst von A. MAYER gege-
bene Form fiir die Giiltigkeit des Unabhingigkeitssatzes. Bezeichnet nidmlich

. O —— . o
=958, b, o b, 0, 000, 6), )‘{3—83(’5: @y b,y b0 0)

das «canonische » System *®) von Losungen der Differentialgleichungen (3), welches
durch die Anfangsbedingungen

(25) g@i(a"; a, b, ..., ’bﬂ, c‘x,:n.o.., c) =2,

F1L+i(x7 9, 9, B)l =¢
characterisiert ist, so lisst sich jede ein Feld liefernde n-parametrige Schar von Lo-
sungen der Differentialgleichungen (3) durch eine Transformation der Parameter auf
die Form bringen '9):

g y,-:?),-(x; a, b.’ R bn’ C.a RIS C,,)v

26
(26) hg=28(x; 4% b, ..., 8, C, ..., C)

wo die Grossen C,, C,, ..., C, Functionen von b , b,, ..., b, sind.
Nehmen wir an, dass unsere Schar (4) gerade in dieser Normalform gegeben

16y Toc. cit. 4), S. §8.

17) Vgl. Vorlesungen, loc. cit. 3), S. 626.

18y Vgl. Vorlesungen, loc. cit. 3), S. 594.

19) Vgl. Vorlesungen, loc. cit. 8), S. 641, Fussnote.
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ist, sodass also:
Y (x, 8,y ..., 0)=9(x;2,8,...,0b,C,..., C)
Ag(xy by oy b)) =8,(x5 0%, b, ...,b,C, ..., C),

n

so folgt aus (25)
oy,
ob,

w=a® g I, wenn § = &,

o, wenn 1 4 k,
und

F . YY, A)lx‘no: G-
S, b, ..., b)=C/ (b, ..., b),
und daher ergeben die Gleichungen (21) den Satz von Maver *°):

Satz V. — Schreibt man die n-parametrige, das Feld liefernde Extremalenschar in
der Normalform

Es wird also

y, =9 (x; 0, b,...,5,C,..., C)
50 ist notwendig und hinreichend fir die Giiltigkeit des Unabhingigkeitssatzes, dass die
Functionen C, C,, ..., C, die partiellen Ableitungen ein und derselben Function von

by b,y ..., b, sind:

oB(b, ..., b)
2 C: 1) ) Ym .
(27) T

2

§ 3

Die Bed'ingungen fiir die Giiltigkeit des Unabhéingigkeitssatzes
in geometrischer Formulierung,

Es soll nunmehr der Hauptsatz III noch auf einem andern Weg abgeleitet werden,
nimlich mittels der Methode, die ich in § 78 meiner « Vorlesungen » zum Beweis des
Maver’schen Satzes V benutzt habe. Dabei wird sich dann auch am einfachsten der
Zusammenhang mit den mehr geometrischen Methoden von HiLBerT ergeben.

Zu diesem Zweck ziehen wir quer durch das Feld & eine Hyperfliche &, welche
abgesehen von Stetigkeitsbedingungen nur der einen Bedingung unterworfen ist, dass
sie jede Extremale des Feldes in einem und nur in einem Punkt schneiden soll. Eine
solche Hyperfliche lisst sich darstellen in der Form

(28) R:x =E&(b,y..., b), y=Y.(E b, ..., b)=mn.b, ..., b))
wenn §(b,, ..., b)) die Abscisse des Schnittpunktes der Hyperfliche ® mit der Extre-

malen **) €, der Schar (5) ist. Dabei moge £(b,, ..., ) eine im Bereich B stetig
differentiierbare Function von b, b,, ..., b sein, welche in B der Ungleichung

g(b,y ooy b)) <<E(, ..., 5)<<G(,,...,b)

29) Loc. cit. 1), Bd. LVII (1905), S. 56, 60. Vgl. auch Vorlesungen, loc. cit. 3), S. 643.
213 d. h. derjenigen Extremalen, deren Parameter b,, ..., b, sind.
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geniigt. Wir betrachten dann das Integral ], genommen entlang der Extremalen €,
von deren Schnittpunkt mit der Hyperfliche & bis zu dem Punkt P mit der Abscisse
x, d.h. also das Integral

U, b, ..., @)::J[' fx, Y, Y)dx,

Sthy,.. by

das wir wegen ¢4 (x, ¥, ¥') = o auch schreiben konnen
X

U(x, b, ..., @):ZLL F(x, ¥, Y, A)dx.
(b

Dasselbe Integral als Function der Coordinaten x, y , ..., y, des Punktes P bezeichnen
wir mit W{(x, y,, ..., y,), sodass also
W, 9,y ooy y)=U(x5,...,05).
Die Hyperfliche ® nennen wir die « Ausgangshyperfliche » fiir das « Feldintegral » .
Man erhilt dann in bekannter Weise, indem man von der LAGRANGE’schen par-
tiellen Integration und von den von den Functionen Y,, A, befriedigten Differential-
gleichungen (3) Gebrauch macht, fir die partiellen Ableitungen von U die Werte

a—q‘—f(x, Y, )=F(x, ¥, V', &),
(29) 57,
Z n+;(x7 Y’ Y,’ A)*I - T‘l’
0b,
wo T, die durch ¢
ac ,
(30) T,=f(x ¥, V)5, +ZF,,+,(xa v, v, A)ab
definierte Function von b , &, . b bedeutet, d1e 51ch wegen
a'ﬂ q 5 |
a5, = Vi3, ‘F ab
auch schreiben lisst
4 4 " ’ ari
G T={(x Y, Y')'-ZYFH,(% Y, Y, Al ab +5—F,,+1(V, Y, v, A5
Wir werden die » Functionen T, T,, ..., T, die n Transversalttatsausdrucke

fur die Hyperfliche ® nennen, da ihr gleichzeitiges Verschwinden ausdriickt, dass die
Hyperfliche & die Extremalenschar (5) transversal *) schneidet. Indem man durch die
Transformation (7) von den Variabeln x, b,, ..., b, zu den Variabeln %, y , ..., y,
iibergeht, erhilt man aus (29) fur die p1rt1ellen Ableltunaen der Function W die
Ausdriicke

ow - ob
dx = f(x, Y, p)_ZPiFn—H'(xJ Yy Dy 1) — Zi(Ti)W’

(32)
‘ %pg‘—Pn+k<x’ Y Pa P)—Y( )a

wo die Klammer ( ) dieselbe Bedeutung hat wie in § 2.

33) Vgl. Porlesungen, loc. cit. 3), S. 648.
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Hieraus folgt: Soll der Differentialausdruck (14) ein vollstindiges Differential sein,
so ist notwendig und hinreichend, dass auch der Ausdruck

> (5

ein vollstindiges Differential ist. Das ist aber, mdem man mittels der Transformation

(5) za den Variabeln x, b, ..., b, zuriickkehrt, gleichbedeutend damit, dass der
Ausdruck mit den unabhingigen Variabeln &, ..., &,
Z T.db,

seinerseits ein vollstindiges Differential ist. Wir erhalten also den:

Sarz VI — Fiir die Giltigheit des Unabbingigkeitssatzes ist notwendig, dass fir
JeDE Hyperfliche ®, welche jede Extremale des Feldes in einem Punkte schneidet, die n
Transversalititsausdriicke

T, =1if(x, ¥, ¥Y')— YY’FH‘(x, Y, V', A} F Y, Y, A)|E

n+i

die partiellen Ableitungen nach den b, ein und derselben Functwn @, ..., b) smd.

_oT

wihrend es umgekebrt schon hinreichend ist, wenn diese Bedingung fiir eine EINzZIGE Hy-
perfliche von den angegebenen Eigenschaften erfiillt ist.
Ehe wir weitere Folgerungen aus diesem Satze ziehen, wollen wir noch zeigen,

wie derselbe auch direct aus Satz III abgeleitet werden kann. Hat 4° dieselbe Bedeu-
tung wie in § 2, und definiert man

U b, ..., bn)=fxf(x, Y, Y’)dxzf F(x, Y, ¥, A)dx,
so ergibt eine einfache Rechnung
QU (&, b, ..., b o
(34) Tk(b17 M bu): 0(., a'l;k ’ ")—,—Sk(a ’ bx’ M ] bn)'

Dies zeigt, dass Satz VI mit den Gleichungen (21) idquivalent ist. Man kann daher
auch den Satz III unabhingig von den Entwicklungen von §§ 1 und 2 aus Satz VI
mittels der Formel (34) ableiten.

Satz VI hat nun eine einfache geometrische Bedeutung. Nimmt man nimlich das
Hi.eerT’sche Linienintegral J*, d.h. das Integral des Differentialausdrucks (14), entlang
einer ganz auf der Hyperfliche ® gelegenen Curve €, so erhilt man

- f 3 Tk,
wenn man beachtet, dass wegen (28) und (11)
pi s ooy 1) =Y, b,y ...y B),
paGy nyy ey n) = A3G, by oy b))
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Wir konnen den Satz VI also auch in der folgenden, von HiLBERT %) herrithrenden
Form aussprechen :

Satz VI . — Das Hiert'sche Integral J* ist vom Wege unabbangig fiir jede ganz
im Felde gelegene Curve, sobald dies fir jede ganz auf der Hyperfliche & und zugleich
ganz im Felde gelegene Curve der Fall ist.

Diese auf den ersten Blick iiberraschende Tatsache findet ihre (geometrische) Erkli-
rung in dem HiLBERT’schen Satz iber Extremalenflichen. Um denselben zu formulieren,
greifen wir aus der n-parametrigen Extremalenschar (5), von der wir es dahingestellt
sein lassen, ob sie eine Maver’sche Schar ist oder nicht, eine beliebige ein-parametrige
Schar (ein « Extremalenbiischel ») heraus, indem wir setzen

(35) b, = B,(¢)-
Dabei sollen die Functionen B,(c) stetig differentiierbar sein in dem Intervall
(36) Co < ¢ f Cx )

und iiberdies soll die durch die Gleichungen (35) mit der Ungleichung (36) definierte
Curve im Gebiet der Grossen b , ..., b, ganz im Bereich B liegen.
Alsdann stellen die Gleichungen

(37) y; =Y (% B, .-+, B)=1,(x, ©),
verbunden mit den Ungleichungen
(38) (<S¢, B, B)K*XG(B, oo, B)

ein Biischel von Extremalenbogen dar, welche simtlich dem Felde & angehoren, oder,
anders aufgefasst, eine aus Extremalenbogen gebildete Fliche, die wir eine Extremalen-
fliache nennen und mit § bezeichnen.

Jeder stetigen geschlossenen Curve im Bereich (38) der x, c-Ebene entspricht dann
auf der Fliche § ebenfalls eine stetige geschlossene Curve, die wir eine geschlossene
Curve «erster Art» nennen. Daneben kann es dann auf § moglicherweise auch noch
geschlossene Curven «zweiter Art» geben, d. h. solche, deren Originale in der «x,
¢-Ebene nicht geschlossen sind.

Hiernach konnen wir nun den HiLBeRT schen Satz **) iiber Extremalenflichen folgen-
dermassen aussprechen:

Sarz VIL — Das Husert'sche Linienintegral J*, genommen iiber irgend eine ge-
wobnliche ) geschlossene Curve erster Art auf einer cinem beliebigen Extremalenfeld
angebirigen Extremalenfliche, hat stets den Wert Null.

Fiir diesen Satz ergibt sich aus unsern Formeln (32) ein einfacher Beweis. Ist
nimlich

@o : x = ;(t)7 c= ?(t)7 to f tl

23) Loc. cit. 2).
24) HILBERT, loc. cit. ?); einen zweiten Beweis gibt Hawux, loc. cit. 4), S. 53.
25) Nach der Definition auf S. 192 meiner Vorlesungen, loc. cit. 3).
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irgend eine gewohnliche geschlossene Curve im Bereich (38) der x, ¢-Ebene, sodass also
(39) x(t)=x()  c()=c(),
so ist das Bild © derselben auf der Fliche § gegeben durch die Gleichungen
C:  x=x(#) =95 )=y,
t <] ¢,
Da die Curve € geschlossen ist, so folgt nach den Gleichungen (32), die fur ein belie-

biges Feld gelten, gleichgiiltig, ob dasselbe ein Maver’sches ist oder nicht, dass das
Integral J*, genommen entlang €, den Wert hat

Js= f X(T) 'd + Za %
Y
Nun ist aber nach der Definition der Functionen y; und y,(x, ¢) wegen (8)
b,(%, ¥,5 o ;n) = Bi@)’
weshalb sich der Ausdruck fir das Integral auf
_ o dT
= ["X 1@ - B@)BO G
tg i
reduciert. Bezeichnen wir daher mit ®(c) ein unbestimmtes Integral der Function

2 T, (Bx ) ---5 B, (C)) B (o)

=%
yi=yi

so folgt
= [e ()1
und dies ist wegen (39) gleich Null, womit der Satz bewiesen ist.

Mit Hilfe dieses Satzes lisst sich nun nach Hiserr Satz VI, folgendermassen
beweisen: Sei 4 ein Punkt der Hyperfliche ®, B irgend ein Punkt des Feldes, £ eine
gewdhnliche, ganz im Feld gelegene Curve, welche von 4 nach B fihrt. Durch jeden
Punkt P von € geht eine Feldextremale; dieselbe schneidet die Hyperfliche & in einem
Punkt Q. Beschreibt P die Curve £, so erzeugt diese Extremale eine Extremalenfliche
& und gleichzeitig beschreibt O den Schnitt ' derselben mit der Hyperfliche ®; insbe-
sondere moge der Schnittpunkt der durch B gehenden Extremalen mit der Hyperfliche
® mit C bezeichnet werden. Dann ist nach Satz VII das Integral J*, genommen
entlang € von 4 nach B gleich dem Integral /* genommen von 4 entlang £ nach C
und von C entlang der Feld-Extremalen bis B. Fithren wir dasselbe fir eine zweite
von A nach B gehende Curve £ durch, so ergibt sich hieraus, dass Ji =Js,, voraus-
gesetzt, dass Jo = Ji». Damit ist Satz VI zunichst fiir Curven bewiesen, deren einer
Endpunkt auf & liegt; die Ausdehnung auf den allgemeinen Fall liegt dann auf der
Hand.

Unser Beweis des Satzes VII enthilt zugleich den Beweis eines von Hamn her-
rithrenden Satzes. Wir wollen annehmen, die Extremalenfliche § sei geschlossen in der
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Weise, dass die Anfangs- und Endextremale zusammenfallen, d. h. dass

B,(c,) = B.(c,)-
Wir wollen in diesem Fall die Extremalenfliche § eine Extremalenrébre nennen.
Wenn dann die Curve € in der x, c-Ebene statt den Bedingungen (39) den
Bedingungen
(40) ) =x(t),  c(t)=¢, cG)=¢
geniigt, so ist ihr Bild € auf der Fliche § ebenfalls eine geschlossene Curve, diesmal

aber eine geschlossene Curve «zweiter Art»; wir wollen von ihr sagen, sie umkreise
die Extremalenrohre einmal. Dann ergibt das obige Beweisverfahren das Resultat

Jo=0() — ().

Dasselbe Resultat erhalten wir aber, wenn wir statt € eine andere Curve € nehmen,
welche ebenfalls die Extremalenrohre einmal umkreist, d.h. ebenfalls den Bedingungen
(40) geniigt. Wir erhalten also den Hauw’schen Satz dber Extremalenrobren: Das
HiLBerT'sche Linienintegral J* hat denselben Wert fiir alle dieselbe Extremalenribre ein-
mal umkreisenden Curven.

Mit Hilfe dieses Satzes beweist HanN *°) den CresscH’schen Satz (23) sowie den
Satz IV, indem er die Extremalenrohre auf eine einzige Extremale zusammenschrumpfen
ldsst.

§ 4

Die Transversalhyperflichen.

Zum Schluss soll noch die Losung der Aufgabe gegeben werden ?7): Eine Hy-
perfliche ® zu construieren, welche die samtlichen Extremalen eines gegebenen Extrema-
lenfeldes transversal schneidet.

Eine solche Hyperfliche nennen wir, falls sie existiert, eine Transversalbhyperfliche
des Feldes.

Wir wollen die Aufgabe noch dahin niher pricisieren, dass die gesuchte Hyper-
fliche durch einen gegebenen Punkt P, (x°, y°, ..., y?) im Innern des Feldes gehen
soll.

Ist die Hyperfliche ® wieder durch die Gleichungen (28) dargestellr, so lautet
die Aufgabe in analytischer Fassung: Die Function £(b,, b,, ..., b,) so zu bestimmen,

dass sie gleichzeitig den 7 partiellen Differentialgleichungen
(41) T =o, IT,=o,..., T, =o0

1

28) Loc. cit. 4, S. 51.
27) Vgl. Vorlesungen, loc. cit. 3), S. 650.
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geniigt und ausserdem der Anfangsbedingung
(42)_ e, by, oy b)) =4,
wobei
by =5,(=° yi5 -5 ¥u)
Da die Gleichungen (41) als specieller Fall in (33) enthalten sind, so folgt zu-
nichst, dass die Aufgabe Gberhaupt nur losbar sein kann, wenn die gegebene Extre-
malenschar eine Maver’sche Schar ist. Wir setzen diese Bedingung als erfiillt voraus.

Dann kénnen wir, da in diesem Fall die Gleichungen (19,) gelten, nach (34) die
Bedingungen (41) auch schreiben

UG by s BYFS@, b, B =0 G=1a
k

oder
(43) UG b,y ooy b)+S5@, 06, ..., b0)=¢
wo ¢ eine von b , ..., b unabhingige Constante ist, deren Wert sich aus der An-

fangsbedingung (42) bestimmt:
c=U/(x°, b% ..., &)+ S(a°, &, ..., B).

Unsere Aufgabe ist also darauf zuriickgefiihrt, die Gleichung (43) nach & aufzu-

l3sen, wobei wesentlich ist, dass die Function S(a°, &, ..., b,) von der Wahl der

Function £ unabhiingig ist. Schreibt man

Uo(x’ bx’ crc bn)_’_S(ao’ bl, M 4 bn)::H(x7 b[’ MR ] bn)’

oH ,
Sx —f(x, Y, Y)

Wir machen nun die Annabme, dass

(44) G ¥, ¥)sko in
Dann ergibt die Discussion der Gleichung (43) leicht das folgende Resultat: Bezeichnet
B, diejenige Teilmenge ?®) der Menge B, fiir welche die Ungleichung

H(gl, oy b by ooy b) e <H(G(G,, -5 8), b, 05 b))
besteht, so hat die Gleichung (43) fur jedes der Menge B, angehorige Wertsystem
b, ..., b ecine und nur eine der Ungleichung

g(bx’ AR bﬂ)fst(bl’ MR 4 bn)
E(b,, b,y ..., b; 0),

so ist

geniigende Losung

und die Gleichungen
x=E&E(0, ..., b0, y,=Y¢%b,...,08)

stellen dann die gesuchte durch den Punkt P, gehende Transversalhyperfliche des Feldes
dar. Wir haben also den folgenden Satz gewonnen, der wiederum eine andere Form

38) Zur Menge B, gehéren mindestens alle Punkte in einer gewissen Umgebung von 59, ..., b3.
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der notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Unabhingigkeits-

satzes ausspricht:
Sarz VIL — Durch jeden Punkt im Innern eines MAYER schen Feldes geht unter der

Voraussetzung (44) eine und nur eine Transversalbyperfliache. Umgekebrt: Jede Extrema-
lenschar, zu welcher es eine Transversalhyperfliche gibt, ist eine MAYER’sche Schar.

Freiburg i. B., den 21. Januar 19rr.

OskARrR BoLza.



