
I ber die Schwarzsche Extremaleigenschaft des Kreises 
mater den Kurven konstanter Kriimmung. 

Von 

Axel Schur in Mfinster i. W. 

Die vorliegende Arbeit verdankt ihre Entstehung einem Hinweis yon 
Herrn Hilbert auf einen Satz fiber Kurven konstanter Krfimmung, den 
Herr H. A. Schwarz im Jahre 1884 gefunden, abet bisher nicht verSffent- 
licht hat, und den ich so formulieren will: 

1 
Jeder nichtebene Kurvenbogen lr Kr~tmmung -~ iiber einer 

Sehne ~ < 2 R ist entweder ki~rzer als der ldeinere oder ldnger als der 
grdflere .Bogen des Kreises veto Radius • i~ber der gegebenen Sehne. 

Be1 dem Versuche, von diesem Satze, yon dem mir zun~chst nut der 
Wortlaut bekannt war, einen geometrischen Beweis zu geben, bin ich auf 
den folgenden allgemeinen Satz gefiihrt women: 

Verbiegt man eine ebene doppelpunk'tlose Kurve, die mit ihrer Sehne 
einen lconvexen geschlossenen doppelpun]ctlosen Linienzug bildet, so wird 
dabei die Sehne ldnger, 
yon dem sich dann der Schwarzsehe Satz auf Grund gewisser elementarer 
Eigenschaften des Kreises als eine einfache Folge ergibt. Unter Verbiegtmg 
einer Kurve wollen wir im Anschlul~ an die Verbiegung ihrer Tangenten- 
fiche eine Operation verstehen, bei der die Lgngen und Winkel ihrer 
Linienelemente erhalten bleiben. Ist die Kurve stetig gekriimmt, so kommt 
diese Fordemng auf die Invarianz der Krfimmung hinaus. Die vorstehende 
Definition lgl~t jedoch auch Unstetigkeiten der Kriimmtmg zu, wenn nut 
bei Festlegung eines Durchlaufungssinnes jeder Punkt eine bes*immte Tan- 
genre und der Winkel zwischen den benachbarten Tangenten in jedem 
Punlrte der Kurve einen bestimmten Weft hat, so dab auch Eeken als 
~:egulSxe Ib~nkte im Sinne dieser Definition gelten. Als konvexe Kurve 
bezeichnen w:Lr dann eine derartige, f5~ die dot W'mkel zwischen benach- 
barren Tangenten hSchstens gleich 180 ~ ist. 
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Bei dem Beweise des Satzes, der als einzigen Hilfssatz den folgenden 
gar~z elementaren voraussetzt: 

In einem Dreieck ist ~ede Se~te grS[3er oder mindestens gleivh der 
Di]]erenz und ldeiner oder hSchstens gl~ich der Summe der beiden anderen, 
werden wir der Anschaulichkeit halber zun~ichst Polygone mit endlicher 
Seitenzahl betrachten und an ihnen ein Rekursionsverfahren ausbilden, das 
sich auf Polygone mit unendlich vielen Seiten, (lurch die ja jede stetig 
gekriimmte Kurve angen~ihert werden kann, iibertragen l~gt. 

w 

Beweis des Hauptsatzcs. 

Es sei ein oflenes ebenes doppelpun]r~]oses Polygon A P1Pc. . .  PnB 
vorgelegt. Seine Seiten bezeichnen wit mit s i = P~P~+I, ihre Schnitt- 
punkte mit der Geraden A B, der Sehnengeraden, mit S t. Nun mSge 
voraussetzungsgem~il~ das geschlossene Polygon A P~ P~ . . .  P~ BA konvex 
und doppelpunktlos sein. D~.nn liegen alle Punkte S t auf den Ver- 

l~ingerungen der Sehne A B und verbinden die Punkte A und B dutch 
einen Streekenzug A S i S~ ... Sn- lB,  der ganz auf der Geraden A B liegt 
und ebenfalls (lurch die Strecke ~fB geschlossen wird. Nun 1KBt sich 
zeigen, da6 bei einer Verbiegung des Polygons A Pi Pc- . -  P~ B in ein anderes 

' p '  ] o '  ' ' A--1- -~ . . .P~-cP~-IP~B der Streckenzug AS~S~.. .Sn_cS~_~B in 
einen Streckenzug A ~,i~,~... ~_~N~_~B iibergeht, so da~ entsprechende 
Teilstrecken dieselbe L~nge haben, aber nicht mehr alle au/einer Geraden 
liegen. 

Nach der in tier EiMeitung gegebenen Definition der Verbiegung als 
einer Operation, bei der die Seiten und Winlcel des Polygons erhalten 
bleiben sollen, kann nimlich eine Verbiegung nut bestehen in einer An- 
zahl von Drehungen der starren Ebenen P~_IP~P~+I durch je drei auf- 
einanderfotgende E&:en gegen die Ebenen PIP,+1 Pi+~ um die gemein- 
samen Seiten Pi Pi+i dutch vorgeschriebene Winkel v~i, die Torsionswinkel. 
Die Gestalt des verbogenen Polygons, d. h. die relative Lage seiner Teile 
z"aeinander ohn~e Riicksicht auf die absolute Lage gegen ein festes Bezugs- 
system, ist unabh;4ngig yon der Reihenfolge, in der wir die versehiedenen 
Drehungen nacheinander ausfiihren. Wit kSnnen also diese Drehungen in 
der Reihenfolge vornehmen, wie ihre Drehachsen bei der yon uns gewKhlten 
Umlaufungsrichtung des Polygons aufeinanderfolgen. 

Gem~t3 dieser F~tsetzung besteht, die erste Teiloperation in einer 
Drehung der Ebene A P I - ~  urn P1 P~ gegen die Ebene P1Po....  P4B 
dutch den Winkel ~ .  Dabei bleiben alle Abs~.nde in der Ebene A P~ P~ 
unver'indert. Der Punier A wird also in eiaen Pun:l~t A'  iibergefiillrt, der 
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vom Punkte S 1 auf/)1 P~ den Abstand S 1 A '  ~ S 1 A hat, abet nicht mehr 
auf der Geraden S~ B liegt. Dann folgt aus 4er ersten Aussage des Hilfssatzes: 

(1) A ' B >  S~B-- S IA '=S~B--  SIA = AB .  

Bei der zweiten Drehung wird die Ebene PaPePs gegen die Ebene 
PePs. . .  P,~B durch einen Winkel vae um die Gerade PePs gedreht, 
wiihrend die Ebene A'P~ Pe in ihrer Lage gegen die Ebene P~ PePs 
bleibt. Also behalten auch die Punkte der beiden Ebenen ihre gegen- 
~eitigen Abstiinde und der Punkt A' geht in einea Punkt A" iiber, der 

von gem Punkte S e auf r e P8 den Abstand Se A"-= S e A' hat. Nun ist 
aber nach der zweigen Aussage des Hilfssatzes, wenn S e auf der gleichen 
Seite von A Iiegt wie S 1 - 

(2) SeA' < SeSI "-l- S~A'= S.~SI + S~A = SeA, 

da SeS 1 und S~ A' nicht mehr auf einer Geraden liegen. Aus dieser 
Formel folgt im Verein mit der ersten Aussage des Itilfssatzes" 

(3) A " B ~ S e B - - S ~ A " = S e B - - S . 2 A ' > S ~ B - - S e A = A B .  

Bei der niichsten Drehung der Ebene PePsP4 gegen die Ebene 
PaP~ . . .  P . B  um die Gerade Pa P4 durch einen Winkel ~a werden 
gleichzeitig die beiden Ebenen A "p'  _~ P., und P~ Pe Ps in ihrer relativen 
Lage zur Ebene 1:'.. PsP4 mitgefiihrt. Es bleiben also die Abst~nde ihrer 
Punkte erhalten und A" geht in einen Punkt A "  iiber, dessen Abstand 

von dem Puffin-re S s a u f  Ps P~ Sa A "  -~ S a A"  ist. Dann folgt aus (2) 
und der zweiten Aussage des Hilfssar wenn wieder S e und S s aM der 
gleichen Seite von A liegen- 

(4) S~A" < S~S e + SEA" < S~S: + S e A =  S~A, 

und hieraus naeh der ersten Aussage des Hilfssatzes- 

(5) A " ' B 2 > S s B - - S 3 A " = S s B - - S s A " > S ~ B - - S ~ A = A B .  

Dies ScMul~verfahren kann man nun schrittweise fortsetzen, solange 

die Punkte S i auf der Verl~ngerung A B von A B iiber A hinaus liegen, 
und erhiitt die folgenden Rekursionsformeln: 

(A) 

(B) 

(O) 
Denn dann sind alte Strecken zwischen 
gleichgerichteg. 

Mathematische A~nalen. ~ .  

,,-i) s , s , ,  i S,_I A S,A , < S,S _I + IA < + = 

A(~)B ~ S~B-- NiA (~-~ S~B .-- Si24(i-1) > S~B-- S~A = A B .  

Buehstaben ohne oberen Index 

10 
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Nun sei ~ dex le~zte Punkt ~i auf A B,  so (tag also S~+t auf A B ,  

der Verl~iz~gerung yon A B  iiber B hinaus, hegt. Da die Beziehung (C) 
nun flit jeden Pun kt der Oexaden A B gilt, der dutch A yon ~ getrennt 
ist, so folgt aus ihr auc-h" 

A(~S~+t > AS~+I. (6) 
Dann ist: 
(~) A(~+x)S~+t -- A(~)S~+~, 

und nach der ersten Aussage des Hflfssatzes: 

(8) 
= A(~)S~+I -- BS~+ a > AS~+ 1 -- BS~+ 1 = A B .  

Gehen wit nun zur n&chsten Drehung um P~+~ P~+a fiber, so ergibt 

sich ~an~hst wieder A(~+~)S~,+~ ~q,+x)q und: 
,~.~ , v k +  2 

(9) A*+a)ST,+~ ~ Aa'+x)ST,+~ - $7,+~S~,+I > AS~,+I --  S~,+~Su+~ = AS~,+~, 

wo wieder die Strecken zwischen Punk~en ohne 
geriehtet sind. Hieraus folgt dann: 

Aq'+e)B _~ A(k+~> SI,+~ _ BSk+ ~ 
(10) 

= A(k+I)SI,+~. --  BSI,+~ > AS~+~ 

obere Indizes gleich- 

- -  - -  B S k + ~  = A B .  

Naeh dem Schema (9), (10) kann man nun fiir alle weiteren Punkte S i 

atff A B scl~ittweise weiter schliel~en und erhiilt so die Relmrsionsformeln: 

(A') 
(B') A(i-1)Si => A(~-~>Si-1 -- SiSi-1 > AS~-I  -- 8~Si- i  ---- ASs ,  

(C') 
A~s 

A<'~ >= Ac'~S, -- B S , =  A~'-'S, --  BS~ > a s ,  - B S , =  A B .  

den Relationen (A), (B), (0) und (A'), (B'), (C') folgt dann fiir 
jede Verbiegung eines konvexen Polygons, dutch die A in einen Pun~ A ~ 
iibergehg, die Bezidhuug: 

A('~B > A B . 

Da man nun den Beweis mit Hilfe der Rekursionsformeln ( A ) -  (C) 
mad (/k ')--  (C t) auf Polygone mit beliebig vielen Seiten und Biegungen, 
die ans" beliebig vielen Drehungen um diese bestehen, ausdehnen kann 
und ].~e stetig gekriimmte Kurve dutch derar~ige. Polygone angen~x t  
werden kann, ergibt sich der Satz: 
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Verbiegt man eine ebene Ir dvpTelpun~lose Kuxve, die mit 
ihrer Sehne einen konvexen gezchlossenen doppelpunktlosen Linienzug 
bildet, so wird ihre Sehne ldnger. 

Die wesentliche Grundlage des Beweises bildet die Formel (2). Aus 
ibr ergeben sich schrittweise alle weiteren Ungleichungen, ohne dal3 ein 
wesentlich neues Element in die Beweisfiih__rung eintritt. Darin kommt 
die Tatsache zum Ausdruck, dal~ die dutch eine erste Drehung herbei- 
gefiibrte Verl~ngerung der Sehne dutch keine Drehung um eine andere 
Seite des Polygons wieder vSllig riickg~ngig gemaeht werden kann, sondern 
nut (lurch vollst~indige Ausbreitung in die Ebene. 

w 

Der Sehwarzsche Satz. 

In dem in der Einleitung erw~hnten Satz yon H. A. Schwarz fiber 
Kurven konstanter Krfimmung ist nun die Fragestellung gewissermal~en 
umgekehr~ zu unserer bisherigen. Schwarz vergleicht nicht die Sehnen- 
l~ngen verschiedener Kutven yon gleicher Bogenl~nge und Kriimmung, 
sondern die Bogenl~ngen yon Kurven derselben Kriimmung fiber gegebener 
Sehne. Stellt man das hierhergehSrige Extremalt)roblem flit den Fall 
konstanter Kriimmung, so finder man zun~ichst dutch Ansetzen' der 
Lagrangeschen Gleichungen, dal~, wenn man die Kutve keinen weiteren 
B~dingungen unterwifft, die ExtremalbSgen fiber einer gegebenen Sebne 
ebene Kurven, also KreisbSgen sind. Schwieriger ist die Frage, was fiir 
ein E~tremum vorliegt. Und diese wird eben dutch den Schwatzschen 
Satz dahin entschieden, dab von den beiden BSgen, in die der Kreis 
(lurch eine Sehne zexlegt wird, der kiirzere ein relatives Maximum und 
der gr51]er~ ein relatives Minimum darstellt. 

Mit Hilfe des im vorigen Paragtaphen bewiesenen Satzes gelangen 
wir duzch die folgenden UberIegungen z~lm Schwarzschen Satz. Da der 
Kreis die einzige ebene Kurve konstanter Kriimmung ist i), so kann jede 
nichtebene Kurve konstanter K riimmung (lurch Verbiegung aus eh~,em 
ein- oder mehrfach iiberdeckten Kreis abgeleitet werden. Nun kSnnen wit 
zun~chst BSgen konstanter Krfimmung, die 1/4nger als der greisnmfang 
sind, yon der weiteren Betrachtung ausschliei~en, da diese jedenfalls l~nge~ 
sind als jeder Teflbogen des Kreises, also der zweiten Aussage des Schwarz- 
schen SaCzes entsprechen. Aus dem Satze des vorigen Paragraphen folgt 
dann z u n ~ t ,  dab nur sole he B~igen des Kreises dutch Ver-biegung in 

~) Vgl. etwa Ce~ro-Kowalewski, Vorlesungen tiber natiirtiche Geometrie (1901), 
S. 4; oder: Scheffers, Anwendung der Differentia- und In~egralrechn~mg auf Geometrie, 
2. Auflage (1910), Bd. I, S. 51 u. S. 391. 

10" 
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t 
niehtebene BSgen konstanter Krfimmung ~- fiber einer Selme ~ ~ 2 R fiber- 

gefiihrt werden kSnnen, denen eine Sehne ~' ~ ~ zugeh6rt, da jeder Kreis- 
bogen eine Kurve yon der in~ dem Hilfssatz betrachteten Art ist und also 
bei einer Verbiegang seine Sehne verl~ingert. Nun w~chst ffir 0 ~ S ~ R~r 
die Sehne ~' des Kreises mit dem Bogen s, w~hrend sie ffir R ~  ~ s ~ 2 R~  
mit wachsendem Bogen abnimmt. Daraus ergibt sich, dab Sehnen kleiner 
als ~ nut zu derartigen B6gen des Kreises geh6ren kSnnen, die entweder 
kiLrzer als~ der kleinere Kreisbogen s 1 < / ~ z  oder l~izlger als der grSBere 
Kreisbogen s~ ~ R ~  fiber der gegebenen Sehne ~ ~ 2R sind. Dies besagt 
abet gerade der Schwarzsche Satz" 

1 Jeder nichtebene Kurvenbogen konstanter Kr~mmung ~ i~er einer 

Sehne ~ ~ 2R ist entweder ]ci~rzer als der ldeinere oder ldnger als der 
gr6fiere Bogen des Kreises yore Radius R iiber der gegebenen Sehne. 

Es mag noch hinzugeffigt werden, dab der Halbkreis unter den B6gen 
konstanter Krfimmung fiber dem Durchmesser keinen Extremwert darstellt. 
Denn es gibt unter den unendlich benachbarten KreisbSgen sowohl l~ingere 
als kiirzere, denen eine kiirzere Sehne als der Durchmesser zugeh6rt. 

~_us dem Schwarzschen Satze and unserem allgemeinen Sa~ze kann 
man endlich noch die folgenden S~itze fiber die Unverbiegbarkeit einex 
Ebene ableiten: 

Gibt man in einer Ebene einen Kreisbogen vor und /ordert, daft 
derselbe seine Kriimmung und seine Sehnenldnge bewahren soll, so" iet 
die Ebene start. 

Und allgemein: 

G~t man in einer Ebene eine dolrpelpunktlose Kurve vor, die mit 
ihrer Sehne einen geschlossenen bonvexen doppelpun~losen. Linienzug 
bildet, und fordert, daft diese ihre Kri~mmung und Sehnenldnge behalten 
soll, so ist die Ebene start. 

Der innere Grund fiir diese S~,tze ebenso wie fiir den ~niichst iiber- 
raschenden Schwarzschen Satz dfirf~e in der in unserm tIauptsatze aus- 
gesprochenen Minimaleigenschaft der ebenen konvexen Kurven bezfiglich 
dex Sehne liegen. 

(Eingegangen am 4. 10. 1920.) 


